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APPROXIMATION DES FONCTIONS HARMONIQUES
ET QUELQUES PROBLÈMES DE TRANSFORMATION CONFORME;

PAR M. N. AROJSSZAJW.

INTRODUCTION GÉNÉRALE.

Certaines recherches concernant les valeurs propres de la
théorie des plaques élastiques ( ' ) nous ont amené à étudier un
problème concernant l'approximation des fonctions harmoniques
dans un domaine plan.

Cette étude, à son tour, nous a conduit à un problème de trans-
formation conforme d'un domaine simplement connexe quelconque
sur un domaine étoile.

Nous avons pu résoudre partiellement ce dernier problème. A
cet effet, noas avons eu besoin d'introduire quelques notions qui
semblent être nouvelles, telles que le type conforme global et local,
la stabilité du type conforme, etc. L'introduction de ces notions
nous a conduit à l'étude un peu plus approfondie de leurs pro-
priétés. Ainsi s'est formé, en trois étapes, l'ensemble des
recherches que nous allons exposer dans le présent Mémoire.
Conformément à ces trois étapes, le Mémoire sjera divisé en trois
parties :

PREMIERE PARTIE : Approximation en moyenne des fonctions
harmoniques.

SECONDE PARTIE : Transformations conformes sur des domaines
étoiles^ conservant le type conforme.

TROISIÈME PARTIE : Type et ordre conformes sur des courbes
pourvues de tangente continue sauf en points isolés.

Chacune de ces parties nous semblant présenter un intérêt en

( î ) Voir N. ARONSZAJN et A WEINSTEIN, C. R. Acad. Sc.y t. 204, 1987, p. 96. Voir
également le mémoire des mêmes auteurs qui paraîtra prochainement dans le
Journal de Mathématiques.
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soi, nous avons cru utile de les rédiger de sorte quelles puissent
être lues séparément. Toutefois, dans Pintroduction à chaque
partie, nous indiquons, en plus de son résumé, les liaisons existant
entre cette partie et les autres.

Au cours du présent travail, nous indiquerons les formules par
le numéro du paragraphe suivi du numéro de la formule dans le
paragraphe, par exemple (1, a) est la formule (2) du paragraphe!.
L/introduction sera notée comme paragraphe 0 et les formules du
paragraphe courant seront désignées sans indication du para-
graphe.

Approximation en moyenne des fonctions harmoniques.

Introduction. — Dans les recherches mentionnées sur les
plaques élastiques, nous avons été amené à considérer le problème
suivant :

PROBLÈME I. —Soi t S un domaine borné du plan ayant pour
frontière l'ensemble C. Démontrer que la classe D s des fonc-
tions harmoniques dans S (2), continues dans S -+-C (3) et aux
dérivées premières bornées dans S est complète par rapport à
la classe Hj de toutes les fonctions harmoniques et de carré
sommable dans S.

Rappelons que ceci veut dire que, si pour une fonction A(^) ,
z = x + îy, de Hj, on a

s.h(z)hr(z) dx dy = o,
s

où A'(^) parcourt toutes tes fonctions de D§, la fonction h(z) est
identiquement nulle.

Comme Pon sait, le problème 1 est équivalent au problème Ils,
cas particulier, pourjo = 2, du problème lïp suivant :

( 2 ) Quand nous disons, harmonique dans S, nous sous-entendons : harmo-
nique, régulière et uniforme dans S.

( 3 ) Dans la suite nous comprendrons continue dans S-h G dans le sens con-
forme qui sera précisé au paragraphe 3. Remarquons que, pour les applications
que nous avons mentionnées plus haut il nous aurait suffi de considérer les
fonctions bornées dans S au lieu des fonctions continues dans S -h G.



— 139 —
PROBLÈME lîp Cp^i). — Soit S î /i domaine borné. Démontrer

que la classe Dg est fermée par rapport à la classe Hg de toutes
les fonctions harmoniques de p1^^ puissance sommable dans S.

Rappelons que ceci veut dire que pour toute fonction A(^)
de H§ et pour tout £ > o, il existe une fonction h ' ( z ) de Dg avec

(T\ h(z) — h\z) \P dx dy < E.

On ne connaît aucun exemple d'un domaine borné pour lequel
le problème II/, admette une réponse négative, tout au moins si l'on
se restreint aux domaines de connexion finie sans points frontières
isolés ( 4 ) . Étant donné que l'on n'est pas encore arrivé à résoudre
le problème II,, pour tous les domaines de ce genre, il est intéres-
sant de trouver une classe de domaines, aussi large que possible,
pour laquelle ce problème soit résoluble par l'affirmative.

C'est M. S. Zaremba qui a été le premier à s'occuper de ce
genre de problèmes (5) . Il y a été amené par ses recherches sur
le problème de Dirichlet pour les fonctions harmoniques ordinaires
et les fonctions harmoniques d'ordre 2 (appelées aussi biharmo-
niques), donc des recherches assez apparentées à celles qui nous
ont conduit à ces problèmes.

Depuis les travaux cités de M. Zaremba, il n'y a pas eu, à notre
connaissance, d'autres recherches concernant ces problèmes.
Toutefois des recherches concernant d'autres problèmes d'approxi-
mation avaient été faites par différents auteurs ( 6 ) . Parmi ces
recherches, c'est celle de M. Farrel ( 7 ) qui s'approche le plus de

(*) Sans cette restriction la réponse serait négative de manière banale pour
les domaines admettant un point frontière isolé (comp. § 3, remarque II); elle
le serait de manière un peu moins banale pour les domaines dont la frontière
admet une partie isolée discontinue et dense en soi, de capacité nulle.

( s ) Voir en particulier les mémoires de M. ZAREMBA de Bull. Acad. de Cra-
covie. 1908, et Ann. Éc. Norm. Sup.^ 1909. Les problèmes en question sont posés
et étudiés explicitement dans le premier de ces mémoires et implicitement dans
le chapitre V du second mémoire.

(6) Voir pour la bibliographie, WALSH, Bull. Am. Math. Soc., t. XXXV, 1929
et Interpolation and Approximation^ Am. Math. Soc. Coll. Publ., t. XX. Le
premier concerne les fonctions harmoniques et le second les fonctions analy-
tiques d'une variable complexe.

( 7 ) Voir FARREL, Bull. Am. Math. .Soc., t. 40, 1984, p. 908.
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notre sujet. M. F'arrel a résolu complètement (dans un certain sens)
le problème analogue à II,, concernant les fonctions analytiques
(Tune variable complexe. Remarquons toutefois que le résultat
de M. Farrel ne peut pas être appliqué directement pour résoudre
notre problème II,, (8).

Nous résolvons dans la suite le problème 11/, pour une certaine
classe de domaines de connexion finie. A cet effet, nous démon-
trons d'abord, dans les paragraphes \ et 2, des lemmes concernant
la décomposition d'une fonction harmonique dans un domaine S
en parties principales correspondant aux différentes composantes
C( de la frontière C de S. Ces considérations sont, en partie, bien
connues ( 9 ) , nous croyons pourtant que le lemme 4 du para-
graphe 2 est nouveau. Dans le paragraphe 3, nous démontrons le
théorème 1 qui réduit l'étude du problème IIp pour les domaines
multiplement connexes à l'étude du même problème pour les
domaines simplement connexes.

Dans le paragraphe 4?, nous introduisons la notion de type con-
forme qui sera à la base de toutes nos recherches du présent
Mémoire.

Nous dirons que deux domaines sont du même type conforme.
s'il existe une transformation conforme de Pun des domaines sur
l'autre, telle que sa dérivée, dans tout le domaine, soit comprise
en valeur absolue entre deux bornes positives et finies.

Ceci nous permet dénoncer le théorème II : Si le problème \\p
admet une solution positive pour un domaine S, il en est de
même pour tout domaine du même type conforme que S.

M. Zaremba s'est servi de la notion de type conforme (sans lui
donner de nom particulier) et d'un cas particulier du théorème II
pour démontrer une proposition que nous pouvons énoncer comme
suit : le problème II^ admet une solution positive pour tout
domaine du même type conforme qu'un cercle (10). Cette classe

( 8 ) Ceci tient au fait que la fonction conjuguée d'une fonction harmonique de
^ième puissance sommable dans un domaine S, n'est pas en général sommable
en jîièrue puissan<» î (par exemple, quand la frontière C présente une pointe
d'angle intérieur nul).

( 9 ) Voir par exemple, au sujet de la décomposition du lemme 1, le mémoire
cité de M. WALSH, Bull. Am. Math. Soc.^ 1929, n° 5, et pour les formules (a) et (a')
du paragraphe 2, le mémoire de M. WALSH, Ann. of Math.^ t. 38, 1987, lemme 5.
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est manifestement insuffisante (par exemple, les rectangles n^en
font pas partie); M. Zaremba a défini une autre classe de domaines
pour laquelle il a pu démontrer, par des méthodes tout à faitdiffé-
rentes de celles indiquées plus haut que les problèmes 1 et lia y
sont également résolubles par F affirmative ( " ).

Cette classe, que nous désignerons par Ôo? est formée par les
domaines limités par un nombre fini de courbes simples fermées
deux à deux disjointes, à courbure moyenne uniformément bornée,
sauf peut-être en un nombre fini des points anguleux, d'angle
intérieur ;> o et << 2 TT.

Nous avons pu aller plus loin que M. Zaremba grâce au théo-
rème III du paragraphe o disant que tout domaine, étoile admet
une solution positive du problème \\p. Les ihéorèmes I, II et III
conduisent au théorème IV qui constitue le principal résultat de
notre recherche surPapproximation des fonctions harmoniques. Ce
théorème dit essentiellement que le problème II/, est résoluble
affirmativement dans tout domaine S dont la frontière se
décompose en un nombre fini de continus doua- a deu.r disjoints^
chacun de ceu.v-ci déterminant dans le plan un domaine { borne
ou non borné) simplement connexe qui confient S et est de
même type conforme qu'un domaine étoile.

La classe de domaines ainsi définie contient, en particulier, tous
les domaines limités par un nombre fini de contours étoiles deux
à deux disjoints.

Déjà parmi les domaines étoiles on en trouve qui ^appartiennent
pas aux classes définies par M. Zaremba (par exemple, un domaine
étoile qui admet une pointe présentant un angle intérieur == o ou
==27;).

Pourtant la démonstration que notre classe contient la classe 60
n^îst pas très simple. Nous la ferons dans la partie II de notre
Mémoire, après avoir caractérisé par des propriétés locales et
géométriques certaines catégories de domaines de type conforme
d^un domaine étoile. Bien entendu, nous obtiendrons ainsi une

(10) Voir ZAREMUA, loc. cit., Bull. Ac. Crac., 1908.
( n ) Voir ZAREMBA, loc. cit., Ann. Kc. Norm. Su-p., 1909. Comme nous l'avons

déjà remarqué, ces problèmes ne sont pas, dans ce mémoire, aussi nettement
posés que dans le mémoire précédent.
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classe de domaines définie par des propriétés locales et géomé-
triques qui sera beaucoup plus étendue que la classe "So.

Avant de terminer cette introduction, nous ferons deux
remarques pour signaler des faits qui ne seront pas développés
dans ce Mémoire.

Remarque I. — Le problème ïlp a un sens facile à préciser pour
les domaines multi\?alents étendus sur un plan. Pour simplifier,
ne considérons que des domaines à un nombre fini de feuillets et
n'admettant pas de points de ramification dans leur intérieur, mais
pouvant bien en admettre sur leur frontière. On peut démontrer
que le problème II/, se résout par l'affirmative pour une classe très
étendue de tels domaines. Par exemple, ceci a lieu pour les
domaines multivalents, satisfaisant aux conditions imposées aux
domaines de la classe Qo? si l^on y supprime toute limitation supé-
rieure des angles intérieurs correspondant aux points anguleux.

Remarque II. — La plupart des considérations de la première
partie, contrairement au reste du Mémoire, peuvent être généra-
lisées au cas des fonctions harmoniques dans l'espace ordinaire et
même dans l'espace euclidien Ti-dimensionnel (n = 4, 5, .. .). De
manière plus précise, à part le lemme 5 et les théorèmes II et IV
qui dépendent essentiellement de la théorie de transformation
conforme, tous les autres énoncés peuvent être généralisés. En
particulier, le corollaire du théorème IV admet une généralisation
dans l'espace, ce qui donne l'énoncé suivant : le problème ïïp est
résoluble par Vaffirmative pour tout domaine borné de V espace^
limité par un nombre fini de surfaces étoilées deux à deux
disjointes.

1. Soit S un domaine borné du plan de connexion finie et
soient du, Ci , . . . . C,i les continus deux à deux disjoints compo-
sant la frontière G de S
( i > C = Cu-+- Ci-h. . .-t- €„.

Comme on sait, S est l'intersection
(Y) S == SoSi . . .S , ,

des n + i domaines simplement connexes So, Si, ..., Sn dont
cliacun -est déterminé par la condition de contenir. S et d'avoir
le Ck de même indice pour frontière.
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Parmi les S^, il n'y a qu'un seul qui soit borné, tous les autres

contiennent le point à l'infini.
Il est loisible de supposer que So est le domaine borné (Go est

alors le contour extérieur de S). Cette convention sera maintenue
dans tout notre Mémoire (quand il s'agira d'un domaine multiple-
ment connexe).

Fixons sur chaque Ck un point a^. On trouve alors le

LEMME 1 . — Chaque/onction h(z) harmonique dans S admet
une décomposition et une seule de la forme suivante

n

(3) h(z) =Ao(3)-h^[^(^)-(-^log| z — a k \ ] ,
i

ou h^ k == o, i, . . ., n, est harmonique dans S^, hk(aD)==opour
k=\, 2, . . ., 7i.

La quantité 27^ est égale à la période de la fonction conju-
guée à h{z) le long d^un contour séparant Ch des autres Q.

Démonstration. — Considérons un sous-domaine S'de S limité
par n + i courbes Fo, T^ . . . , Tn^ simples, fermées, à tangente
continue et deux à deux disjointes.

Nous supposerons de plus que 1̂  sépare C^ de tous les autres Ci.
Les formules classiques de Green permettent d'écrire

»> ^'-^.hi-^™-1''2'^^*")]^!,
pour z dans S'. Posons

"> "-.UT^- " --r. ^p^ an ^|, /ir=i, 2, ..., /i;

^.Uhi"-^-'"26^*"']^^0(2) =— / \\^\z—^\àh^L—____o v / 23T,/pj ^i " 1 an , an

et pour k == i, 2, ..., n,

-L r i^i. .i^(o
(6) ^^= [-^f^2-^-^ ^l-^-logl.-^l]

_^^log,.-;|
'Î^JY dn v / 1 r

: -L r\\^ ±—L ^I}-^^_IiA.n1i^i
^Jr»L ° ^-a* ^ 5 ^ A ( i : ) j | < < i ; | .
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Diaprés (6) il est clair que h / f ( z ) est harmonique dans la partie

S .̂ de S/; limitée par le contour F/.-. De plus, pour k ̂ i , on trouve
immédiatement A^(oo)===o. La formule (4) se transforme,
diaprés (5) et (6), en formule (3), mais pour l'instant, uniquement
pour z dans S7. Elle sera démontrée pour z dans le domaine S
entier, si nous prouvons que toutes les fi/,(z) sont harmoniques
dans S. A cet effet remarquons d'abord que hk{z) est harmonique
dans tout S sauf peut-être sur F/, et dans le domaine S^ limité par F/,
et ÇA. Tous les autres hi(z}^ i^-k^ ainsi que h{z) et les
^/.log| z — a/(\ sont harmoniques sur F/, et S^,. Ceci permetd'appli-
quer la formule (3) pour prolonger hh(z) dansF/,+SJ,, à partir
de S\ Par conséquent h^ est harmonique dans S donc aussi
dans S+S^=:S/.. La formule se montre ainsi valable dans S
entier.

Montrons maintenant que la décomposition (3) est unique.
Prouvons d'abord que pour toute décomposition (3), a-n:^./, est la
période de la fonction conjuguée à h(^z) le long d'un contour sépa-
rant G/, des autres C,(par exemple le contour F/,-Y En effet, prenons
les conjuguées de toutes les fonctions figurant dans (3) et leurs
périodes sur le contour considéré. Les fonctions Ai(^) , comme har-
moniques dans les domaines simplement connexes SQ S, possèdent
des conjuguées uniformes dans S,; leurs périodes sont donc nulles.
Les ^i log| z — a,'} pour i-^- /r, possèdent une période nulle sur le
contour considéré, tandis que |UL/Jog|^—a^\ y possède pour
période 27:^. Donc la période delà conjuguée de A ( ^ ) est '2r.^.

Si Pon avait maintenant pour une fonction h{z) deux décompo-
sitions (3) données par les fonctions /?/.(^) et/i7/ ( ^ ) , on aurai t

n

(7) o=^[/^)-/^)l.
À-=o

11 en résulterait pour tout k == o, i , . . ., /i,

hk(z) - h'i^z) = - ̂  [h,(z) - h'i (z)].
i-±k

Le membre gauche est régulier dans S/, tandis que le membre
droit Fest sur Pensemble complémentaire de SA ( par rapport au
plan complété par le point à l'infini), h/,— h'^ est donc harmonique
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dans tout le plan, le point ooy inclus. C'est donc une constante.
Elle est nécessairement nulle, car pour Â T ^ I , A/,(oo) — A^.(oo) === o
et, pour A === o, on voit, diaprés ( 7 ),

w
A« — h'Q == — V (hk — h'/,) = o.

k=:i

Ainsi le lemme est complètement démontré.

Remarque I. — L e lemme 1 reste valable avec des petits chan-
gements pour des domaines S non bornés de connexion finie.
Parmi les domaines S/» de la formule (2) il n'y aura plus de
domaine borné. Pourtant, si le point oo est sur la frontière de S, on
pourra encore distinguer parmi les SA un domaine que nous pour-
rons désigner par So, qui ne contient pas oo (sa frontière Co est
le seul continu parmi les ÇA, qui contienne oo).

Dans ce cas le lemme 1 reste encore valable sans changement.
Si le point oo est situé dans S, il n'y aura plus parmi les S/, de

domaine privilégié et la formule (3) devra changer en
n

(3') h ( z ~ ) = A -t-y[/^(s)-+- ^-log | z — c i k } ,
A:==0

où A est une constante et les h / ( ( z ) sont harmoniques dans S^
avec A/f(oo) = o pour h == o, i , . . ., n. L'énoncé du lemme reste

n

valable; on trouve A = h(oo) et Vu/,:== o.
u

Remarque II. — D'après le lemme 1, la formule (3) établit une
correspondance biuuivoque entre les fonctions h(z) harmoniques
dans S d'une part et tous les systèmes des n -\- i fonctions /<o,
A ) , . . ., hn et des n nombres réels p. ̂  p^? . . . 7 ^n. Les fonctions h/,
sont soumises aux seules conditions d'être harmoniques dans les S/,
correspondants et, pour / r^ i , de satisfaire à A^(oo) == o.

Les formules (5) et (6) montrent que cette correspondance est
linéaire, c'est-à-dire, que à h = a'A'-t- OL" h" correspondent le sys-
tème de fonctions {a^-h a"/^.} et le système de nombres
{ a! [^f,-\- a^ri^ pour des constantes <x' et a d ' quelconques.

De plus, cette correspondance est continue, c'est-à-dire que, si
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une suite A^, m = i, 2, 3, ..., converge uniformément vers h
dans tout domaine S'complètement intérieur à S, les fonctions A^,
pour m->oo convergent uniformément vers h/c dans tout domaine
S7/, complètement intérieur à S^ et les nombres p^ convergent
vers p./,.

Cette propriété peut être précisée de manière suivante : soient
S^, q = i, 2, . . ., une suite croissante de domaines tendant vers S,
chaque S^ étant complètement intérieur à S^-^.

Nous supposerons que les S^ sont du même genre que le
domaine S' utilisé dans la démonstration de notre lemme. Par con-
séquent on peut leur faire correspondre de manière unique des
domaines simplement connexes Sj^ tels que S^^ S^S^, ..., S^
et que les ensembles S^P, Sj^, .. ., Sj^, .. ., tendent en croissant
vers S .̂. Tl existe alors des constantes A :̂ et BA qui ne dépendent
que de S^ et S, tels que pour toute fonction h(z) harmonique
dans S on ait

Max | /u . ( z ) I ^AAMax |À(^ ) | , pi^B^Max] h(z)\.
Si^ SW SW

La continuité de la correspondance entre A et les h)c et p.^ en
résulte immédia temenl.

2. Soit S un domaine borné. Nous dirons que la fonction h(z)
définie dans S, appartient à la classe Hç(/^i)î si h(z) est harmo-
nique dans S et y est sommable, avec sa p^6 puissance, c^est-
à-dire que, en posant z == x 4- y,

jf\h(z)\Pdxdy<^

Le nombre p^ i restera fixe dans tout ce qui va suivre, sauf avis
contraire. Pour une fonction h(z) de Hg nous désignerons par
[| A |ls — la norme de h dans S — la quantité

^

(i) |A|s=| (T\h\Pdxdy\ .ih^\jf\h\Pdxdy\

II nous sera utile de considérer les classes HÇ également pour
des domaines non bornés à frontière bornée, donc dés domaines S
contenant le point à Pinfini.
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A cet effet, nous allons changer un peu la définition primitive

de H§. On considérera d'abord un voisinage ouvert V dans S de la
frontière G de S. I/ensemble V est donc la partie d'un voisinage
ouvert de C dans le plan, contenue dans S (un tel voisinage V est
formé par exemple par la partie de S comprise entre la fron-
tière G et les contours I\ considérés dans la démonstration du
lemme 1). On dira que h(z) appartient à Hg, si A(^) est harmo-
nique dans S entier et appartient à Hç pour au moins un voisi-
nage borné V.

Quand S est borné, on peut prendre pour V le domaine S entier.
Le lemme 3 (voir plus loin) montre qu'alors la nouvelle définition
de Hg est équivalente à la définition primitive.

Rappelons maintenant les formules bien connues concernant les
fonctions harmoniques et sommables dans un cercle | z \ << r

(2) A ( o ) = — — / T h(zyïxf/y\
r'r~tL/\z\.:r

(3) ^(o)=^=-L^ A(.).^;
OJC -.7 ./^|<^.

(4) kW^^=^j^^yc,.dy.

On déduit de là immédiatement, en utilisant l'inégalité de
Hôlder,

II s^ensuit le lemme suivant :

LEMME 2. —Soient S un domaine borné et h(z) une fonction
de lïg. En désignant par ps== ps(^) ̂  plus courte distance de z

LXVII. 1 1
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à la frontière C de S, <vi a, pour tout z de S,

(5) i^ (^)^————l^|s;

W2/

((i) l^(^)i^—^—i/z^ , ^<<0 ^——rIMs.
?s(^?§f ?s(^?g/'

Remarque I. — Dans le cas d'un domaine S borné, la
norme [ j II ||s, fait de la classe US un espace vectoriel norme. Le
lemine 2 permet de démontrer que cet espace est complet. En
onel, une suite infinie : h^ A.j, . . ., avec || Ai—Ay||s->-o pour i
et y tendant indépendamment vers oo, converge, diaprés (5), uni-
formément dans tout domaine complètement intérieur à S. La
fonction-limite A est harmonique dans S et l'on a

lim | // — /// )s= o.

La formule (5) nous permet de démontrer le

LEMME 3. — Soient S un domaine à frontière G bornée
(donc ou bien S est bornée ou bien S contient le point oo), Y et \'
deux voisinages bornés de la frontière C, dans S. Il existe
alors un nombre M > o qui ne dépend que de S, V et V tel que
pour toute fonction h(z) harmonique dans S, on ai/

(7) ||A||v^M|A|v ( 1 2 ) .

Démonstration, — Vu que V est un voisinage de C dans S, il
existe un a >» o suffisamment petit tel que tous les z de S avec
p s^^^aa , appartiennent à V. Considérons le domaine S0' de
tous les ^ de S avec ps(^) > a- La frontière de S31 est composée
des points z avec pg (^ )===a . D'après la définition du nombre a,
ces 'derniers points ont de la frontière de V une distance
p^.(^)== a==ps (^ ) . D'après (5) (ou l'on aura mis V au lieu de S)
on a sur la frontière de S01, donc aussi dans tout S^-, l'inégalité

! ^(^) l^———|l^ |v .
(r^f

( 1 2 ) Bien entendu, si h ( z ) n'appartient pas à HÇ, on pose | /i|v ==-+- » et ( ;)
est certainement rempli.
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Vu que S = V 4- S31, on a

V'CV-l-SaV.

En désignant par A Faire du domaine V on trouve ainsi

f\h\Pdxdy<^ (l \h\Pdxdy^- (T \h\Pdxdy
t//v J/ga^,

w^^i^=(^^)w.
Il suffit donc de poser

-(•^.
LEMME A. — *S(̂  S un domaine borné multiplement connexe^

du genre considéré au par a graphe \. Il existe un nombre N>o
qui ne dépend que du domaine S {et du nombre p) tel que, pour
toute fonction h(z) de Hg, les fonctions hk{z) et les nombres p.k
déterminés par la décomposition (1, 3) du lemme i satisfont aux
inégalités

(8) IIMs^N||A|!s (A-==o, i, ...,/.);
(9) l^i^N[!/ i j js (Â:= i, 2, ..., /i).

Démonstration. —• Posons

(10) a == min -minp(Cf , G/), i p

où p(C<, Cj) désigne la plus courte distance entre G/ et C/.
Les Cj étant deux à deux disjoints, on a

a > o.

Formons, comme dans la démonstration du lemme 1, un
domaine S'C S limité par (n + i) contours 1 ,̂ séparant chaque Ck
de tous les autres Ci. Il est clair que nous pouvons construire le
domaine S' de sorte que

(n) p ( ^ G ^ ) ^ a , pour tout z de I\- (k == o, i, ..., n).

Posons encore

(12) P== min p(r^,CA).
k ==o,i, ...,/i
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Les Tk se trouvant dans S, on a

(3>o.

De (11) et (12), on tin; (3^ a. D'après (10) et(n), on trouve,
pour z de Tk et i^é-k^

p(s, C,)^P(Q, Ck)-^{z, 00^8a-a=7a>a^.

Ceci donne avec (12) que

(i3) ps(s) = p(s , G) = minp(^, G/) ^ j3, pour 3 sur I\.

Dans la suite, nous désignerons par N<, N3, N3, etc., des cons-
tantes ne dépendant pas de la fonction A(^) .

Appliquons maintenant la majoration (6) à la formule (1, 5). En
désignant par h la longueur de I\ et en remarquant que

îl|<
an =

^(0^ 6^(0|

r̂

on trouve pour Ç sur 1̂

^A(Q
^/i ;—————-!^—————ll^lls,

psOp^ P(^P2)^
donc

4^-
(14) l ^ ^^ - ^||Aj{s==N^!l.ABs.

^(r.^y
Désignons maintenant par V^ l^ensemble des -s de S avec

p(^, Ck) < 2 a et par T^ le reste de S, donc Tensemble des z de S
avec p(^, C^)^2a. De (i i) résulte que

(15) P C ^ 1 ^ ) ^ 0 1 ^ ? pour s dans T^.

D^autre part, de (10) on déduit que pour z dans Vi et 17^ À',

p(^ ^.)^p(C,, G<.)-p(^, Q)^8a-2a=6a,
donc
(16) V^CTA- pour i^ A:.

En appliquant maintenant les majorations (5) et (6) aux
formules (1, 6) et en remarquant que

l^l±_iL|<———,
an
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on trouve, vu (i3) et ( i5) , respectivement : pour z dans T(>

^D .Ms);^^^,
et pour z dans T^

( 1 7 ^ | /</ . (^)-4-{JL/ ,10S| S—^JJ^JN^ I / î J i s .

Soit ô le diamètre de S et A Paire de S. De (17°) on tire
i

B//O.,T^IW Aq|//::s=Ny1 ,;A;;s.

Sup|)osons maintenant Â ' ^ i . Vu ( i 4 ) - (17) et le fait que
i

ii a r / 1 \ /> "i ̂lo^' ;? — a/ 'js^ ( ) ^H/^ -1- ï ) -•- ; 10?0 !^ û'277 = N;.

on trouve
i ^^ '^^1 î^ ^^ <; ~ ̂ ^ l̂  ~(~ 1 ^ ^ ^s ) ~l~ ^^ *0^ ^ — ^x- ; JTA,

r '-'i^ [N4N,^-h ^^ ̂  | ; // s= ^) // is.

D'après (1, 3), on a dans V/
//

\^ '̂ L.'̂// .̂ ( s » = // ( 3 ) — // / ( 3 ) — V ;-«./• loi; ^ — a, .
/7l:/,- /=-1

Donc, suivant (16),
n

ifih \^ h ,^-t- ̂  ! i^<,v^-+- ^, a/ jloîï s —^, !Jv^
(7:^ <=1

7;

^ ' / I . ' S -^^^ / I 'T .+^ ' ^ / 'N^
/Tf:^ /=l

[ 1
^ i ^ ^ N ^ ^ N ^ N / - ^,s.

(-^A- /=i J

Et enfin
[ n " 1j;A^!s^"A^jT,•+- !i^j;v^ I-+-^N^-^-N,VN(/; , 'A; js ,
L o i J

donc, vu ( i4) , notre lemme est démontré avec le nombre
n. u n

N == i -+- V ]\^+ N., V N^-t- V Ny\
o i i
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Remarque II. — Si S est un domaine non borné de connexion

finie, contenant le point à l'infini, à chaque fonction h ( z ) de HS
correspond une décomposition (1, 3') de la remarque 1 du para-
graphe 1. Le lemme A subit alors les changements suivants : à
chaque voisinage V dans S, borné, de la frontière C, correspond un
nombre N qui ne dépend que du domaine S et dû voisinage V tel
que, pour toute fonction h{z) de IPs, les fonctions hk{z) et les
nombres A et ̂ . déterminés par la décomposition (1, 3') satisfont
aux inégalités

(8') !!À^N!iA!iv ( Â = o . i, . . . . n}:
(9') i ^ l^NJ iÀJIv (/ ==o, i, . . . . //);
(9') ' A ; = | À ( x ) ' ^ M i / î ' : v . '

3. Soit S un domaine quelconque de connexion finie. Nous
dirons que la fonction h(z) appartient à la classe D<,, si elle est
harmonique dans S, continue au sens conforme dans S 4- C ( 1 : { ) et
possède des dérivées premières h',, et // / , , ^ •== x 4- i\\ bornées
dans S.

Avec nos notations, le problème \\p (voir l'Introduction)
s'énonce comme su i t : Soient S on domaine borné et h ( z ' ) une
fonction de Hg. Trouver pour e >> o une fonction h ' ( ^} de Ds telle
que
(l) ; | À — A ' j ' s < £ .

Si pour toute fonction / / ( ^ ) de Hg et tout £>o , il existe une
telle fonction A'(^) de D^ nous dirons que le domaine borné S
appartient à la classe (II//).

Nous allons changer un pea cette définition, afin de pouvoir
admettre dans la classe (II/») des domaines non bornés contenant
le point à Pinfini.

Nous dirons qu^un domaine S, à frontière bornée C, appartient
à la classe (11^), si à toute À(J) de Us correspond un voisinage V de
la frontière C dans S, borné, tel que, pour tout £ >> o, il existe une

( l s ) Nous disons que h{z) est continue au sens conforme dans S-4-C, si en
effectuant une transformation conforme de S sur un domaine S' limité par des
courbes simples fermées (et, éventuellement, de points isolés), on transforme
h ( z ) en une fonction continue dans S'-t- C' au sens ordinaire. Cette continuité
est un invariant des transformations conformes.
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fonclion h' ( z ) de Dg avec

(!') - - ; i^-^ / [ jv<£.

Remarque I. —En ce qui concerne celle dernière définition; le
lemme 3 nous conduit immédiatement à la conclusion que, si la
condition qui figure dans la définition en question, est vraie pour
un voisinage V elle reste vraie pour tout voisinage V.

En particulier, pour S borné, on peut prendre S pour V. 11 en
résulte que. dans ce cas, la nouvelle définition est équivalente à la
définition primitive.

Remarque II. — Les domaines S appartenant à la classe
(II/,) ne peuvent pas avoir de points frontières isolés. En effet.
une fonction de Ds est nécessairement régulière en un tel point
frontière a. D^autre part, si Pon avait pour une suite s^-^o, une
suite des fonctions h ' ^ Ç z ) de Ds avec

i :A--AWiv<^

la suite h^^tz) tendrait uniformément vers A(^) dans tout domaine
complètement intérieur à V et, en particulier, sur une petite
circonférence | ^ — a \ == -^ séparant a du reste de la frontière.
Les A^ étant régulières dans \ z — a | ^ Y î , elles convergent vers
une fonction régulière au point a, donc h{z) est nécessairement
régulière en a. Ainsi, si S appartenait à (II/,), toute fonction de Hg
devrait être régulière au point a. Mais, pour jo<<2 , la fonction

Re——— appartient toujours à Hg sans être régulière en a. Pour p

quelconque, si la frontière G de S contient encore un point 67^0,

la fonction log ——— appartient toujours à H§ sans être régulière
en a.

II ne reste que le domaine formé par tout le plan moins le
point a qui peut appartenir à (II//) pour J^^â, pour la simple
raison qu^alors, la classe Hç ne contient que des constantes.

LEMME o. -— Soit S un domaine contenant le point à Vinjini
et dont la frontière C contient au moins un continu d ne se
réduisant pas à un point. Il existe alors une fonction q(s)^ har-
monique dans [S—(°°)]î continue (au sens conforme) dans
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[(S + G) — (°o)]î aux dérivées premières bornées dans [S—-(oo)]
et telle que q(z) — log| z \ soit harmonique à V'infini.

Démonstration. — Prenons deux points a et & de C' réalisant
le diamètre de G'

\b — a \ = diamètre de C'.

Soit S' le domaine extérieur à G', donc S (^ S\ La branche de
la fonction analytique

z,=t(z)=^/^—^,

déterminée par
^(oo)=+l,

transforme conformément S' en un domaine S" qui laisse à son
extérieur le cercle

| Si -4- 1 ; < ^ .

Posons P(.,,.,,,(^)_(^_^),Sl-t-I \ _ / 2 _ 1

' ^ \ Z i — î ) \Zi-^-ï (^i-4-l)2

^i-»-i i r», r 2 2
,(.)=ReF[^)]=log ̂  -Re[^-^^].

On vérifie immédiatement que la fonction q{z) satisfait à toutes
les conditions du lemme même par rapport au domaine S\ Elle
les remplit donc à plus forte raison par rapport à S Ç__ S'.

THÉORÈME I. — Pour qu'Hun domaine borné S de connexion
finie et sans points frontières isolés appartienne à la classe
(11 )̂, il faut et il suffit que les domaines simplement connexes S^
déterminés par S {voir § \ ) appartiennent tous à (II/»).

Démonstration. — i° La condition est suffisante.

Soit h{z) de Hg et s >> o. Considérons la décomposition (1, 3)
7i n

(2) h(z) = V hk{z) -h V pLA: log] ̂  — a^ [.
*=o k=i

D'après le lemme 4 chaque hk{z) (k = o, i, .. ., n) appartient
à H§. So étant borné et appartenant à (II;,), il existe une h'^z) de
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Ds telle que

(3) ^o-/^oEs^i l^o-Àoj :So<^-Y•

Skî pour Â'^ i. contenant le point à rinfini et appartenant à (Vtp)-,
on peut prendre pour voisinage V de Ck dans S^., le domaine S et
trouver une fonction h'^^z) de Dg^ avec

(^ [hk—Ws< ïn -+- T

Désignons par ÇÂ-(^) la fonction du lemme 3 pour le domaine S/.
II est clair que la fonction ^[log| z—a,k\-—<?/s(^)] appartient
à H^. Il existe donc une fonction /^. de Ds^ avec

(5) |^-[log^-a,!-y,(s)1-/^.(3)js<^^.

Il est clair que la fonction
n n

^'(^ = ̂ ÀA-(-S)+ ^[^</X(.^) +^A(S)],

/-=(• /-==i

appartient à la classe Dg.
D'après (2) , (3), (4) et (5), on trouve alors,

lÀ-^'lls^ ^Ax--^i!s
À-=o

«

-4- ^, j { J L / . [ l o g ' S — < 7 Â . ! — y/-(^)]—/<-(^)JS<(^-+-I-!-//)—— :—— ==£.

Ainsi la suffisance est démontrée.

2° La condition est nécessaire.

En effet, supposons que S appartient à (IIyy) et considérons une
fonction A^(^) de H^ (Â-=O, i, .. ., /i). Elle appartient à plus
forte raison à H^. Sans restreindre la généralité nous pouvons nous
borner, dans le cas Â-^ I aux fonctions A^(^) avec /^-(oo) == o.

Diaprés notre hypothèse, il existe une fonction h\z) de D§ avec

(6) |!^-A'!!s<^,

où N est la constante du lemme A.
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Décomposons suivant le lemme 1

/(
(7) h'Çz) = V [//;.( 3)-+-^, log 3 — ^ j ] .

où jLty== o. Les fondions

[//;:^) -+- ^lo^1 ; ;—<// \

soni pour î^= A', régulières sur Q. Par conséquent In fonction

^/.(^ > -^- ^^ 1<>^ ^ — Hk '

a, prés de Q. la même allure queA^,;). Elle est donc continue sur
ÇA et aux dérivées bornées près de G/. Si ^-^ o, il en résulte que
h ' k { z ) appartient à D^ et, d'après le lerume 4 et (6),

(8) ^ - / ^ s < N ^ <s .

car la décomposition de h/, suivant le lemme 1 ne donne qu^un seul
terme ///..

Si^/.^o, nous chercherons une seconde fonction A(^) de Ds avec

(9) ll^-//||s<ï.. ï . <min ] ^-,—^-1.

En décomposant k ( ^ ) . ou trouve
H

( 1 0 ) / / (G')== V [ / / / ( ^ )-+-;!/ jo?- ;--,,/]. TIo=o.
/'-: 0

Comme pins haut , la fonction

///-<' 3 ) -+- ]I/,. lo^ • ; — f^.

est continue sur C/, et aux dérivées bornées prés de C/,. D'après (6)
et (9). on a, suivant le lemme i,

( 1 1 ) ;^-'<N||A/--7^s<^^--^,

( I o / ' JA,-^, s<N^=|,

(T2) l^^-^-|s<N^ =^,
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Par conséquent, on a l'inégalité

/,^ 1 ^ . ^•/<Â-—^/A;,| . __j^__n/ 7- a ^; i ». / '(. i ̂  1 IÂ- — ————=—— S •:———=— j A/ — A/ -1^ -+- ——•—=— i; /iy[- — h . is
I .^—^ js - ! ;JLA-—^" - l î ^ . — ^ i 1 "

! UL/-'

- ' ̂ / ' £ _^ 2 ^ ̂  ^

;̂ /- '̂  ^/- 3

'-> •>
et la foncu'on

^/-A/,— ^/.////.. ̂  fx/, 1 A/- ( ̂ ) -4- ;ji/. log ; — fï/, ]— pi/, f h'/, ( z ) •+- ;JL/ log — ^x ; ]

^ A — — ^ / - tJL/.—;J-/.

appartient visiblement à Ds,^.
^inégalité ( i3) ou, éventuellement, (8), prouve que S/, appar-

tient à (II/,).

Remarque I I I . — Le théorème 1 s^étend sans aucun changement
au cas d'un domaine S de connexion finie, contenant le point à
l ' in l ini .

4. Nous avons déjà indiqué dans l 'introduction le sens de la
notion de type conforme pour des domaines bornés. Nous allons
changer un peu la définition de cette notion afin de pouvoir l'appli-
quer également aux domaines non bornés, contenant le point à
l ' inf ini .

Soient S et S° deux domaines aux frontières G et C° bornées.
Soit z ^ ^ t ( z ) une transformation conforme de S en S°. Nous
dirons que ^ -=. t { z ) établit que S et S° sont du même type con-
forme s'il existe doux constantes positives m et M telles que. dans
un voisinage V de C dans S, on ait,

(i) . ^ < | ^ ' ( 3 ) | < M pour z dans V.

En général, S et S° sont dits du même type conforme^ s'il
existe une transformation ^° = t ( z ) qui Rétablit.

Remarque I. — Quand S et S° sont bornés, t{z) et t ' ( z ) sont
régulières dans tout S et, par conséquent, l'inégalité (i) s'étend
dans tout le domaine S, ce qui nous ramène à la définition primi-
tive de l'égalité du type conforme. Mais, si S° contient le point à
l'infini, t ( z ) possède nécessairement un pôle simple dans S et l'iné-
galité ( i) ne peut plus être étendue dans tout S.
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Remarque II. — La transformation ^ =- t ( ^ ) change le voisi-
nage V en un voisinage V° de C° dans S° dans lequel on a, pour
la fonction inverse c == ^(^ ( ' ) de t ( z ).

0') - < s - \ - ) = 1 I 1 ^M ' ' v / K(s)| " ̂

Donc, la relation entre deux domaines d'être du même type con-
forme est symétrique. On prouve aussi facilement quelle esl tran-
sitive : si S est du même type que S" et S0 du même type que S\ il
en est de même pour S et S'. Elle est aussi réiïexive : S est du
même type que S. Par conséquent c'est une relation d'équivalence
et la notion du type conforme d'un domaine acquiert ainsi un sens
tout à fait précis.

THÉORÈME II. — Si un domaine S appartient à la classe (11/ /) ,
tous /es domaines du même type conforme appartiennent
CT(1I,).

Démonstration. — Soit S° uu domaine du même type que S et
soit ^ == t( 3) une transformation qu i rétablit .

Entre les fonctions / i ( ^ ) définies dans S et les fonctions A°( j 0 )
définies dans S°, il existe une correspondance biunivoque donnée
par les formules

(2) A"(2")= A[T(^)], / l ( z )=^ [ f ( z ) ] .

ou T(^°) est la transformation inverse à t ( ^ ) .
Il est clair que par celte correspondance les fonctions harmo-

niques dans S se transformeul en harmoniques dans S", les
fonctions continues au sens conforme dans S + G deviennent
continues au même sens dans S°-j- C° et vice versa. D'autre part,
les formules

\ /4o= /<:/.KeT /-+-/t',rm-:',
( / ^ î<==—/^[mT / -^ - /^ .ReT / ,

jointes à (ï) montrent que toute fonction aux dérivées premières
bornées dans S devient une fonction du même genre dans S". Bien
entendu, la réciproque est également vraie. Par conséquent les
classes D§ et D§o se correspondent.

Rappelons maintenant que le déterminant fonctionnel de la trans-
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formation s° == t{z) est égal à | t ' { z ) j2, celui de z == r( ^°) à [ T'(;?°) [ 2 *
Par conséquent, si V est un voisinage borné de G dans S auquel
correspond par la transformation z^= t ( z ) un voisinage borné V°
de C° dans S°, on a

(4) ff\ h(z)\Pdxdy == (T \ h[^W}\P\^\z^d^dy^

^-^jf^[^W}\Pdx^dy^

(5) (T \h^(z^\Pdx°dy^M^ (F \ h^[t(z)}\P dxdy.

Par conséquent, les classes H§ et Hgo se correspondent muluel-
Icinent.

Pour démontrer notre théorème, il suffit maintenant de prendre
une fonction quelconque A°(^°) de HÇo, considérer la fonction
correspondante h(z) = h°[t{^)] de Hg et trouver, pour un e > o
quelconque, une fonction g ' { z ) de Dg [qui existe vu que S appar-
tient à (II^)J avec

/\h(z)-^(z)\Pdxdy<^

En revenant alors au domaine S°, on déduit de (5)

l^^-^M^lIv^i/ fl iAO(^)-^[T(30)p^O^<6,

et la fonction ^[T(^°)] appartient à D§. car elle correspond à une
fonction de D§.

6. Nous emploierons le terme « domaine étoile » dans un sens
un peu plus restreint que celui utilisé habituellement.

Un domaine étoile de centre a est défini par une équation

(i) r < p ( ç ) , r=\z—a\, c = = a r g ( s — a ) ,

où p ( < p ) est une fonction continue, positive et périodique, de
période 271.

Ainsi, un tel domaine est toujours borné et sa frontière ne peut
admettre aucun segment d'une droite passant par son centre.

La frontière d^un domaine étoile sera appelée un contour étoile.
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Un contour étoile est toujours une courbe simple fermée. Il est
donné par une équation

(2) r =p(®), r=\z—a\, 9 == arg (,s — a).

THÉORÈME III. — Tout domaine étoile S appartient à la
classe (II/,).

Démonstration. — Nous pouvons toujours supposer que le
centre de S se trouve à l'origine 0. Nous désignerons dans la présente
démonstration par Sa, 83, etc., les domaines obtenus par les homo-
thoties de centre 0 et des rapports a, (3, etc. (ces domaines sont à
distinguer des S/, introduits dans le paragraphe 1). Il est clair
que S< == S, que pour a<<(3 la fermeture de Sa est comprise dans 83
et que les domaines Sj? croissent de manière continue avec a.

Soit maintenant h(z) une fonction de Hg. Prenons un e > o.
Puisque pour a croissant vers i par des valeurs inférieures à i ,
lim |[ h ||s-sa == °? il existe un a avec

(3)
i

il'

(4) ll^lls-s,'^.

Posons (3 == ^/a^ On a

W i>P==\/ï>o^> ^-

Les fonctions A(y-s), pour y < i , sont définies dans S^ et y
tondent uniformément^ pour y -> i , vers h{z). On peut donc
trouver un y avec

(6) I>T>?>^ ,

(7) m^-À(T^)|sp<l-.

Vu que

^ \h^z)\Pdxdy=1 (T \ h (z') \P dx' d y ' ,
^-Sp ^^S-SPT

et que d'après (5) et (6), i > y > (Sy > ̂ = a, donc

Sv—s^c 8—^,
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on trouve ( vu encore que y-* > (3-* === y. > ̂  »

W «^^)Bs-s,=(^) PBsv-s^4A||s^.

Les inégalités (4); {'J ) et (8) nous donnent

I / î (^)-À(Y2)|s^|A(^)—A(Yî)8s~s^(} /<( . - ) - /H7^)s3
^(A(^)||s-sp+|lA(T^ls-s^|/<(^)-/î(:7.-)h

< 8 h DS-S^ 2l À JS-S.-1- j < ̂  -+- ^ < 2.

Ceci dômontro aotre théorème, car / t { ^ z } est régulière
dans S ^)S -+- G, donc/M v^ ) apparîient srireincnt à 1 < ( cinssi* Ds.

f^es théorèmes I, 1 1 et III nous donnent irnmediatonïcnl le
théorème général suivant :

THKORÈME IV. — Soit S un domaine borné de connexion finie ̂
tel que les domaines simplement connexes S/, déterminés par
lai (voir § 1) soient de même type conforme que des domaines
étoiles. Dans ces conditions S appartient à (II//) pour tout p ̂  i.

V u que le domaine extérieur à un domaine étoile E est du
même type conforme qu^un domaine étoile, comme l'établit Li

transformation ^°==———? où a est le centre du domaine E, onz — a
tire immédiatement du théorème IV le

COROLLAIRE DU THÉORÈME IV. — Un domaine limité par un
nombre fini de contours étoiles^ deux à deux disjoints^ appar-
tient à (\\p) pour tout p^ \.


