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SUR LES MOYENNES SUCCESSIVES DES FONCTIONS;

PAR M. GHERMÀWESCO.

Ce petit travail est consacré à l'étude des propriétés des valeurs
moyennes successives d'une fonction u, définie dans un domaine D,
de l'espace à p dimensions, prises à Fintérieur ou sur la surface
d'une hypersphère, ayant le centre en un point donné P et un
rayon quelconque R, tel que l'hypersphère soit entièrement con-
tenue dans le domaine D.

Si la fonction u est régulière dans D et si Sp désigne l'hyper-
sphére considérée, la moyenne périphérique de la fonction u^ par
rapport à S^, est définie par l'intégrale

wo(a)p= — Ç u(M)dS,,,
^p */c

M étant un point variable de la surface de S p . On définit aussi la
moyenne spatiale de la fonction u par l'intégrale

.,R
m,(u)= ̂ j mpRP-^dR.i^Jo l " p '

J'ai défini les moyennes successives d'une fonction sommable u
par la relation ( ^ )

^ = p^^ f^ R^2(-l ̂ -t d^

avec mo== moyenne périphérique.
Une célèbre formule de Gauss montre que, si la fonction u est

harmonique dans D, sa moyenne périphérique est égale, quel que
soit le rayon R, à la valeur que prend la fonction u au centre P de
l'hypersphère considérée Sp, ce qu'on exprime d'habitude en

( 1 ) M. GHERMANESCO, Bull. de VAcad. roy. de Belgique, 1932, n®ll, p. 920-922.
On doit à M. M. Nicolesco une autre définition indépendante de i (ce Bull. t. LX,
1982, p. 29).
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disant que les fonctions harmoniques restent invariables par
médiation périphérique. La réciproque de cette proposition a été
établie par Koebe, E.-E. Levi, etc.

Le cas des fonctions métaharmoniques^ c'est-à-dire satisfaisant
à l'équation aux dérivées partielles

AM == XM,

— À étant une constante — a été aussi beaucoup étudié et c'est
M. F. Sbrana qui, le premier (1), a mis l'expression de la moyenne
périphérique d'une telle fonction sous la forme

mo(^) = < î » ( R ) u ( P ) ,

^(R) étant fonction de R seulement.
M. F. Sbrana s'occupe aussi ( 2 ) de la moyenne des fonctions

n-harmoniques^ c'est-à-dire satisfaisant à l'équation ( : l)

A^ u = o.

Plus tard, M. J.-P. Robert s'occupe ( 4 ) de la moyenne des
fonctions n'métaharmoniques^ c'est-à-dire satisfaisant à Péqua-
tion

A71 u -+. ÀiA'1-1 u -»- ÂsA71-2 u -+-... -+- X,, u = o.

Presque en même temps je me suis aussi occupé de la même
question (5) en retrouvant, entre autres, presque tous les résultats
de M. J.-P. Robert, mais, bien entendu, par des moyens dif-
férents.

La liste des auteurs qui se sont aussi occupé de la question est
assez remarquable : nous en avons cité ceux qui ont fait le premier
pas seulement.

Ce travail a pour but d'approfondir un peu les propriétés des
moyennes d'une fonction sommable quelconque, c'est-à-dire sans
l'asservir à satisfaire à telle équation aux dérivées partielles.

( ' ) F. SBRANA, Rend. Palermo, t. LUI, 1939, p. 428-437.
OP. SBRANA, Rend. Accad. Lincei. 1925. p. 369-371.
(3) M. GHERMANESCO, Mathematica, t. VIII, 1933.
( 4 ) J.-P. ROBERT, Comptes rendus, Paris, t. 191, 1930, p. 193; t. 192, 1931 ,

p. 326, ii46, et dernièrement, Thèse, Paris, 1932.
(s) M. GHERMANESCO, Comptes rendus, Paris, 1931, t. 193, p. 107, 918 ; iq3:>.

t. 194, p. aoii, ainsi que Rend. Accad. Lincei, octobre, novembre 1 9 3 1 .
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Je commence donc par établir Inéquation aux dérivées partielles
satisfaite par une telle moyenne, ainsi que quelques propriétés
générales. Je retrouve, comme application, les propriétés des
moyennes des fonctions particulières citées plus haut.

Je donne ensuite une nouvelle définition pour les moyennes
successives d'une fonction sommable, en y faisant intervenir aussi
F ordre de la moyenne considérée, ce qui est assez naturel, autant
qu'indispensable; rétablis aussi l'équation aux dérivées partielles
satisfaite par une moyenne d'ordre quelconque, avec application
aux fonctions particulières, déjà citées. ,

Ce qui est digne de remarque dans tout ce travail c'est l'affran-
chissement de la condition d'analyticité, imposée par la plupart
<les auteurs non cités à la fonction dont on a défini les moyennes, ce
qui fait que les résultats obtenus ont un caractère de généralité
assez notable.

1. Nous nous proposons d'établir, en premier lieu, l'équation
aux dérivées partielles à laquelle satisfait la moyenne ^périphé-
rique rriQ d'une fonction u^ que nous supposerons continue, ainsi
que les dérivées partielles des deux premiers ordres, dans une cer-
taine région D, de l'espace à p dimensions et nulles en dehors de
cette région et sommable sur toute hypersphére y continue.

Soit P(*z*i,jc.i, . . ., Xp) un point de D, et considérons une
hypersphére S/, de rayon R et de centre P contenue dans D. La
moyenne périphérique mo de la fonction u, prise sur l'hyper-
sphère S/,, sera donnée par l'expression, déjà écrite,

K P
{ i ; wo( P ) = p^ j u(x\, x'^ ..., .r'̂ ) dSp,

Sp

.T\ étant les coordonnées d'un point M situé sur S,,, et K,, dési-
gnant l'inverse de l'aire de l'hypersphère unité, c^est-à-dire

L
•27Î2

Pour calculer les dérivées partielles de la fonction m^ par rap-
port aux coordonnées du point P et du rayon R dont elle dépend,

LXII. 17
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nous allons faire le changement de variables

./•'/= Xi -h- RÇ, ( / = I . 2, . . . , / ? ) ;

lorsque le point M(^) décrit l'hypersphère S^, le point (Ei) décrit
l'hypersphère i/, de rayon M/I ayant pour centre l'origine, et l'on
a, entre les éléments d'aires correspondants dSp et d^p des deux
hypersphéres, la relation

( • - - » ) ^p=\\lt-^ d^f,.

La formule ( i ) devient

( 3 ) mo(\\ H ) = K,, / ^.r,-^-HÇ,)^.
^ï

Le nouveau champ d'intégration ne dépendant pas du point P,.
on a immédiatement

^ 4 ) Awf ld» , H )= K^ F Au(^,-+-Hç,)^2/ , ,
t/^

ou, en revenant au champ primitif,

^) Amo(P , H) - : ^-YAM(M)^S,, ,

avec
\ — ^L ^ '/2^ "+- J î -+" ' * ' ̂  àxï '

On a ensuite, en dérivant la relation ( 4 ) ^
/ p \

<)m^ 1. C ( Y ?- ^ \ /7V^=K^ (iS.^)^.
^P \/==l /

ou, en revenant à l'hypersphère S,,,

<)m^ hn r [ ̂  x ' i — X i ()u^ X i — — X i ^U \

2^—^^"~^^"/>K - R^-1^, \ ^à R </rh/' \ /^ i

Mais '• ' ' l ne sont autres que les cosinus directeurs de la

normale extérieure à S,, et Tîrilégrale multiple du second membre
est identique à l'intégrale de surface

J = I ^ —; dx\ dx'.^.. .d.r\_^ dx',^ i . . . dx'/,.
t/g ^ MuA (Ar,;
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prise sur le côté extérieur de S/,, ou encore, d'aprés la formule dé
Green. à l'intégrale de volume

( <) ) J =j (^ J^Ê) dx^ dx^ • • • dx!^
S» l '

prise à l'intérieur de S/,.
On a donc

( 7 ) ^o__K^n ^H ~ R^-i 7

eï, en dérivant cette relation par rapport à R,

f)'1 mo _ _ (p-î)Kp Kp f)]
^W ~~ ~ R P " ^ RF~Ï J K *

Or il est facile de calculer -., en remplaçant les coordonnées

rectangulaires x\ par des coordonnées polaires dans Pintégrale(6),
niais on peut arriver plus facilement au même résultat en obser-
vant que, quand R augmente de rfR, Faccroissement AJ est repré-
senté par une intégrale /?-uple, étendue à la portion de Fespace,
comprise entre les deux hypersphères concentriques de rayons R
et R + û?R. La partie principale de cet accroissement est évidem-
ment égale au produit de dR par l'intégrale {p—i)-uple de

<TU~l étendue à la surface de Phypersphère S/,. On a donc

En compartint maintenant les formules (5), (7) et (8), on
obtient

( 9) Amo
f^nio p—i f)mQ
~Jî^~^~ ~W~ ^m

qui est l'équation aux dérivées partielles satisfaite par la moyenne
périphérique de la fonction donnée u'y mais, comme cette équation
est indépendante de u^ elle représente Inéquation aux dérivées
partielles satisfaite par la moyenne périphérique de toute fonction
qui en a. Elle est quelque chose d'analogue à l'équation intégi\Tle
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à laquelle satisfont tous les noyaux résolvants dans la théorie des
équations intégrales de ï^redholm.

L'importance de cette équation ne saurait échapper : elle va
jouer le rôle fondamental dans toute question se rattachant aux
valeurs moyennes d'une fonction de plusieurs variables.

2. L'équation aux dérivées partielles (9) mérite une étude
a part, indépendamment de son étroite liaison avec la théorie des
moyennes. Comme cela ne rentre pas dans l'objet de ces lignes.
nous nous contenterons d'ajouter seulement quelques remarques
quant à son intégration et aux problèmes qu'on peut s'y poser
ayant trait toujours à notre préoccupation.

D'après la manière dont on l'a obtenue, il s'ensuit que l'inté-
grale de l'équation (9) se réduisant pour R == o à une fonction
donnée u(P)<, satisfaisant aux conditions posées, est donnée par
la formule (i). Il est facile de s'assurer qu'elle en est la seule.
Il suffit de montrer que l'équation (9) n'a pas d'intégrale se rédui-
sant à 'zéro pour R == o.

^Posons à cet effet mo==R01^, v dépendant du point P et du
rayon R, étant régulière et différente de zéro pour R = o, el
« étant la plus grande puissance positive de R, contenue comme
facteur en mo. Avec ce changement, l'équation (<p) devient

(9') Ri^^R^^- t^a-h^—OR^ ^a( /?-4-a-^)p .

Comme v est régulière pour R == o, il en est de même pour les
dérivées de v\ en faisant donc R = o dans l'équation (9') il reste

«(a •+-/? — 2)P = o

pour R == o. Trois cas peuvent se présenter :

a. a==o. Il s'ensuit immédiatement que mo^o pour R = o,
d'après l'hypothèse faite sur v ;

b. a 4-^p — 2. Comme p est au moins égal à 2 et a > o, cette
relation ne peut avoir lieu en général, sauf pour/^ == 2, dans quel
cas <x =^= o et l'on retombe sur là première hypothèse ;

c. v = o pour R == o. C^est contrairement à l'hypothèse, à moins
que v s o, quel que soit R.
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On voit donc que. dans aucun cas, Inéquation aux dérivées par-
tielles (9) n^a pas de solution nulle pour R== o.

Nous pouvons énoncer le théorème suivant :

THEOREME. — Inéquation aux dérivées partielles

. à1 v p — i ()v
'••" ^-^^-R-TK
admet une seule solution continue, ainsi que (es dérivées par"
délies des deux premiers ordres^ se réduisant à une fonction
donnée pour R == o.

Cette solution est la moyenne périphérique de la fonction
donnée^ prise sur V hyper sphère de rayon R et étant contenue
dans le domaine d) existence de la fonction,donnée,

Lorsque la fonction donnée est analytique^ il en est de même,
de lintégrale correspondante de l^équation (9).

La dernière proposition, que nous n^avons pas démontrée, est
assez évidente sur la formule (i); c^est ce qui a permis d'établir
une formule de la moyenne sous la forme d^un développement en
série suivant les puissances du rayon R, en remplaçant dans (i), la
fonction u par son développement taylorien.

La connaissance de Inéquation aux dérivées partielles (9), satis-
faite par la moyenne périphérique de toute fonction, rend plus
aisé l'établissement de cette formule : on n^a qu^à essayer de la
satisfaire par un développement en série de la forme

mo ( P ) == Po -+- K v\ -t- R2 PS -+-...,

les Vi étant des fonctions des coordonnées du point P; on obtient
les conditions

^2Â-+1==<>, A^== (2/:-h2)(2Â--4-//)^-+,2,

avec ^o == u^ u étant la fonction dont on cherche la moyenne.

3. Lorsque la fonction donnée u est la solution d^une certaine
('îquation aux dérivées partielles linéaire, la moyenne périphé-
rique Wo satisfait à la même équation. En effet, de la formule (3 i

17<«
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on déduit aisément

^a, 4-0,4-... a ,̂ _ /- ^a^a,4-...a,. o , , , ^
J.^^a,.,^a, - K/^ ̂ _^.a, u^^ R^)^

i - /' " A-^< i /'

ou en revenant au champ d'intégration primitif

^^^-•••-^'/^(P) _ K^ y ^1+0,4-...^,^ ( M )
ïo ^().r^ . . . àx^r ~ W^ J^ ô.r\^().r^ . . . ̂ ,' f"

Supposons maintenant que la fonction donnée u satisfasse à une
équation quelconque aux dérivées partielles, linéaire et à coeffi-
cients constants

v ï { } K( // ) =o,

la formule ( ï o ) nous permet facilement décrire

( 1 9 . ) l^o(P)1= ̂ -, ^K|/ / (M)|^=o,
l- s^,

donc : '

THÉORÈME. — Lorsque la fonction u satisfait à une équation
aux dérivées partielles^ linéaire et à coefficients constants^ sa
moyenne périphérique m^ satisfait à la même équation et réci-
proquement^ car la relation ( 1 2 ) ne peut avoir lieu, quelle que
soit l'hyper sphère S^,, à moins devoir la relation (ï ï).

Ce théorème entraîne la remarquable conséquence que voici :

Lorsque l^on connaît une intégrale u d^une équation aux-
dérivées partielles^ linéaire et à coefficients constants^ on peut
en obtenir une deuxième par la formule (ï) — R y figurant
comme paramètre — se réduisant à la première pour R = o.

4. Un problème remarquable qui se pose d^habitude dans la
théorie des valeurs moyennes est celui de leur donner une expres-
sion dépourvue de tout signe d'intégration. C'est ce qu'on obtient
à l'aide d'une série, lorsque la fonction considérée est analy-
tique.

Il y a cependant des cas assez étendus où l'on peut obtenir la
formule envisagée : c'est quand la fonction donnée satisfait à une
équation linéaire aux laplaciens et à coefficients constants, de la
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forme générale
(i3) A" //-+-' ?.i A"~1 / / -»- . . . -»- A,, // ^ o

avec
A^= A(.V"-1 / / ) ,

équation connue aujourd'hui sous le nom adéquation n-métahar-
mo nique,

L'étude de ce cas est très aisée grâce à la forme de l'équation
•aux dérivées partielles (9) qui comprend la moyenne mo sous
l'expression de son laplacienAw^. Elle nous donnera la moyenne m,,
sous la forme de l'intégrale d'une équation différentielle linéaire.
par rapport au rayon R, considéré comme variable.

Désignons, en effet, par B(^) l'expression

B ( P ) ; à'1 v> /) — i <)v
iW -+- H 5ÏÏ

iît par B/ ( (^) l^expression obtenue en appliquant à la fonction r
l\)pération B, n fois de suite; si la fonction donnée u satisfait à
l'équation aux dérivées partielles (i3). sa moyenne périphé-
rique TÏI^ sera — vu l'équation (9) — une intégrale de l'équation
différentielle

<i4) B,,(mo)-+-?.! B,,_i(mo)-4-. . .-»-X,;mo = o.

Réciproquement, si cette équation a lieu, on remonte — grâce
À (9) — à l'équation (i3), donc :

THÉORÈME. — La moyenne périphérique d^une fonction
n-métaharmonique est F intégrale d^une équation différentielle
linéaire du 'in^^ ordre, par rapport au rayon R, pris comme
variable indépendante et réciproquement.

Nous allons voir plus loin que l'ordre de cette équation se réduit
à n.

Nous avons donné ailleurs ( ' ) l'intégration complète de l'équation
différentielle ( i 4 ) * Nous en reproduisons ici la marche suivie.
dans ses lignes générales, ainsi que les résultats obtenus. Remar-

( l ) Sur l'équation de Bessel (Bull. Se. de l^Écofe Pol. Tiniisoara, t. \,
iasc. 3-4, 1932) .
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qnons, en passant, qu'on a l'expression remarquable pour B/( (^) :
^ [ ,^,-^ ^ / /!-, \~|

(^ ^-^l0 ^^ ^J
avec R2== 4 p -

Pour intégrer l'équation différentielle ( i 4 ) ? nous allons cher-
cher à y satisfaire par une solution de Inéquation

( i f ) ) H ( P ) = = a ^ ,

y. étant une constante que nous allons déterminer. On trouve que <x
doit être racine de l'équation

f i '; ) y.11 -+- A i a^—' -l- AS y.'1—'1 -(- . . . -4- \n = o

^t comme ( i^) ) n'est autre que l'équation bien connue de Bessely
nu facteur a près, il s'ensuit que l'équation différentielle ( i 4 )
î idmet les n intégrales régulières en p (4p == R2)

< i S ) P /= J ( ^ » a,?) ( < = ( l , •<, ..., '0,

0^ étant les racines ( ') de l'équation (17) e t J (v , x) étant la fonc-
tion bien connue de Bessel

J ( y ,r ) = i -i- —— -+- —,—-———- - + - . . . .
i . Y • < ! - f ( Y - + - i )

Une autre suite de n intégrales particulières de l'équation différen-
tielle ( i 4 ) e^t fournie par la théorie de inéquation de Bessel

p . .
( K ) ) w , = ( a , p ) ' ^ ^ 2 — ^ » a , p ^ ,

de sorte que l'intégrale générale de l'équation différentielle ( i ^ )
est donnée par

n n
i ^ .o ) m^ =^A^-+-^.B,«^,

mais nous conserverons seulement l'expression
H

•; •2i) ^o (P )=^A,p<
(=1

( 1 ) Pour la discussion complète de» intégrales «uiTant les racines a; ou l»
parité de p, voir (oc. cit.
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les A( étant des fonctions du point P — puisque la moyenne Wo
csl régulière pour R == o.

11 faut déterminer maintenant les fonctions A,-(P). Or, suppo-
sons, comme il est naturel, vu l'équation ( i3) , que la fonction u
ait des dérivées partielles continues jusqu'à l'ordre an ; il en est de
même pour la moyenne mo et la relation

( •>•» ^m,(P)= ̂ f ̂ u(M)dS^ (^o, i, 2, ..., n),

qu'on déduit de (5) ou de (10), montre qu'on a A (mo(P)=A /M(P)
pour R = o. Mais de la relation (21) on déduit, compte tenu de( i6)
< - t d e ( i 7 ) ,

n

^'{) .V/Wo(P)=Va^A,^,

d'où, pour R == o,
/<

• ^f ^ m o ( P ) = V ^ A , ( P ) = A ^ r P ) ,

f t l'élimination des fonctions A,(P) entre les relations (21) et (24)
conduit à

mo u AM A'2 M ... A^""1 u
v^ l a, a3 ... a7-«

t'î l 03 a^ ... a;1-1

valable, quel que soit le point P, dans D.
Telle est la relation qui donne la moyenne périphérique de la

fonction u, exprimée linéairement à Paide des valeurs de la fonc-
tion u et des premiers (n— i) laplaciens au point P, centre de
l'hypersphçre sur laquelle on a pris cette moyenne.

En désignant par V^ le déterminant Vandermonde des racines a,,
cette relation s'écrit encore

( • > 6 ) V, ,mo(P) = « i > ; ; ( p ) K ( P ) - + - < ï > y ( p ) A M ( P ^ - ^ - . . . - ^ - < ^ > , o _ l ( p ) A W • - l M ( I > ) ,

dans laquelle

c>7) \n « Ï > ^ ( p ) == ( — l / |[ Vi i a, a,2 ... af-i a^-n ... a^-1 j [ .
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On a en particulier
(•-^) V// <!>!!(?)= I j c / a/: a/ ... a;'-' •

et

(•<9) V , /< î> i i_^ (p)=( -1)^ -1 i j r, ï a, y-'f ... a;'-^'.

Sur ces expressions on lit facilement les relations

00) ^(O) = = ( — l ) ^ A , , < î ï ; ( _ , ( p ) ,

( 3 i ) ^LI^^^^P)^^-^--!^-

C'est sous la forme (26). mais sans donner explicitement les
fonctions ^.(p), que M. J.-P. Robert a obtenu son résultat. 11 <•(
donné aussi la relation (3i) , qui est en défaut si À == o, à moins
que l'on ne suppose ^(p) === o pour k négatif; mais la relation (3o)
peut combler cette lacune.

Nous avons obtenu la relation (26) sur une autre voie encore, eu
utilisant une formule plus générale que celle de Green ()).-

Terminons en remarquant que les fonctions ^(p) sont des
solutions de l'équation différentielle ( i 4 ) ou, ce qui est la même
chose, de Inéquation aux dérivées partielles (i3), 4p exprimant lu
distance de deux points et que, si l'on pose

Vy/^' ia; ' ï a/ a;2 ... a^-1 a^1 ... a; ' -1 ! ! ,

'"^(f -)-(?——.)'
on a
{ ^ ) (—D'V, , ̂ (p) = A,•V^•p /-+- A// \ ^ / , /p / /-^-A,^, \ / : . ,^ lp / /+l-+-. . . ,

expression assez curieuse de la fonction <Ï^(p).

î). jNous avons vu que la moyenne d'une fonction /i-métaharmo-
nique s'exprime par une relation telle que (20) ou (26). Inverse-
ment, supposons que la moyenne d'une fonction u s'exprime par
une relation de Li forme

(33) //7o( P ) = so( p ) Fo( P :) + ?, (p ) F, ( P ) -h... -t- ?„-, ( p ) F//-, ( P ).

Nous allons montrer que, dans ce cas, la fonction u est /î-méta-

( 1 ) Rend. Accad. Lincei, nov. 1 9 ^ 1 .
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harmonique. Les fonctions 9,- sont supposées distinctes et avoir
des dérivées par rapport à p jusqu'à Perdre 2/1. ce qui fait que Li
moyenne m^ aura des dérivées par rapport aux xi jusqu'au même
ordre, grâce à la relation (9). Or cette même relation (9) qu'on
peut écrire, en y faisant le changement de variable 4p == ï^?

/ • î / \ 4 / i » ^ï m^ P ^t)l^ .04) .\W(.(P) = p—— -+- 7- —— == B ( / / / „ ) ,^p'2 ^ <>/p

nous permet de déduire de la relation donnée (33)

05) ^ / /?( ,( P ) = Fo(P )B^ . (3o )4 - F , ( P ) B < - ( s , ) -4- . . . -h - F,^,( P ) B , , < ^ / / - i }
( A = î , ^, . . . , / / ) .

L'élimination des fonctions F,(P) entre les relations (33) cl (35)
nous conduisent au déterminant nul

^o yo ?i ... s,/-,

/^^ ^^c B(oo) B(ç , ) ... B(3,/-i)

A^///, . IM?o) B, ,(yi) ... B,,(ç,,-,)

qui exprime que la moyenne périphérique m^ satisfait à une équa-
tion aux dérivées partielles par rapport aux coordonnées du point P.
de la forme (i3), ce qui amène, d'aprés la réciproque du théorème,
à la conclusion que la fonction donnée u satisfait à la même équa-
tion, c'est-à-dire est une fonction métaharmonique.

La relation (36) montre aussi que les fonctions 9 / (p) ne sont pas
tout à fait arbitraires : comme il doit y avoir une relation linéaire
et à coefficients constants entre les éléments d^une même ligne ou
même colonne d'un déterminant nul, il s'ensuit que les fonctions
c p / ( p ) satisfont à la même équation dincrentielle, qui est de la
forme ( i 4 ) ? les coefficients À, étant les mêmes qui entrent dans
l'expression de l'équation aux dérivées partielles ( i3) , satisfaite
par la moyenne m^ et donc aussi par la fonction u.

Nous pouvons énoncer aussi le théorème suivant :

THÉORÈME. — Lorsque la moyenne périphérique m^ d^une
fonction donnée u peut être exprimée par une relation de la
forme

m^( P ) = so( p ) Fo( P ) -4- ©i ( ? ) F, ( P ) -+-...-+- ?„-,(?) F,/^ ( P ),
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les fonctions 9,- (p) ^aw^ linéairement distinctes et ayant des
dérivées j'usqu'à tordre 271, alors la fonction u est n-métahar'
rnonique dans son domaine d7 existence, tandis que les fonctions
^(•(p) s9 expriment linéairement à Vaide des fonctions 9?(p).

Lorsque îpi(p) =:<!>?(?), on « F,-(P) = A^'^P) ^ réciproque-
ment,

Ce théorème, que nous désignerons sous le nom du théorème
de V inversion de la moyenne-^ va jouer un rôle important dans la
suite.

(). Nous allons taire une première application de cet important
théorème.

Nous avons trouvé (^ 4-) l'équation différentielle linéaire et à
coefficients constants du 2 n1^* ordre à laquelle satisfait, par rapport
à la variable p, la moyenne périphérique d'une fonction /i-méta-
harmonique, en annonçant que cette moyenne satisfait aussi à une
équation d'ordre n. C'est ce que nous ferons voir ici. En effet, on
a vu (§4-) que l'a moyenne d\ine fonction n-métaharmonique est
donnée par la relation (26)

( •>.()) V/,mo( P }= 4»ij ( p ) u( P ) -+- 4»° ( p ) AM( P )-+-...-+- «ï>,°_, ( p ) A71-^ ( V ).

Dérivons les deux membres par rapport à p; on a

<3;) V„ / / to / • / ( l > )=^ i {< / • ) (p )M(P) -+-4> o <^(p)AM(P )-+-...

-+- ̂ ^(p)^-^?) (k^ i, •>, ..., H } .

Eliminons maintenant les fonctions u(P), A^(P),.. .A^"' u(P)
entre les relations (a6) et (3"); il vient

W

mn(P) <Ï>;i (p ) <î»î(p) ... ^,°-i(p)
/<(?) (&!;'( p) ^{'(p) ... «H^(p)

m;^(l1) ^^(p) 4>Ï<^(p) ... W^p)

=- 0

qui est une équation différentielle linéaire et homogène du
/i^"^ ordre à coefficients variables, à laquelle satisfait la moyenne
périphérique w,,, en tant que fonction du rayon R ou de p.

Réciproquement, supposons que la moyenne périphérique m,,,
d'une fonction i^, satisfait à une équation différentielle linéaire
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d'ordre /i, à coefficients réguliers pour p == o

<Y//?o / .d'1/^^
ç o ( p ) w o - ^ îi(p)-^- -+-...-4- ?/'(?)-^p7— = 0 ?

nous allons montrer que la fonction u est encore /i-métaharmo-
nique.

En effet, toute intégrale de cette équation, donc aussi m^^ est
une combinaison linéaire de n intégrales particulières distinctes
4 ^ i , 4'2? • • • • 4'^î cîes ̂ à-dire

mo(P)=A,(P) 'M?)^MP)'h(P)^—^A,,(P)^(F)

les constantes par rapport à p. A, devant être des fonctions
du point P. Or, une telle expression rentre dans le cas du
théorème de l'inversion de la moyenne, que nous avons établi tout
à l'heure, donc :

THÉORÈME. — Lorsque la moyenne {V une fonction u est solu'
tion d^une équation différentielle linéaire d^ordre n, à coeffi-
cients variables^ le rayon R ou p (4p==R') étant pris comme
variable^ alors la fonction donnée u est n-métaharmonique
dans son domaine d^ existence et réciproquement.

7. Définissons maintenant les moyennes successives m,(P) d'une
fonction u. par rapport à l'hypersphère S^, à l'aide de la relation
de récurrence

(3y) m,(P)^ ̂ - ^ ( H/^-^-,(P)rfR.
" ' ^o

On en déduit, inversement,

R/^-m^P) = ^__, ^[K/^^^Kl*)!,

ou, en passant à la variable p,

<4o) w / (P )= ———————— ^[p^m^pj;
L-t - /_ i ap

(/)^--^)p-
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ensuite

^'•)-————!——^^[^''^(pj,
( p -4- 1 / )( /?-»-•</-»- •>.) p 2

et en général

< 4 U /^ l' ) = ———————————————*———————————•——
. . ^-+-<--2

(/>-)- > f ) (/) -¥- -î ( -4- • < ) . . . ( / > -I- •>7 -+- •> k .— '.):) p 'i

< i k \ 4 / +/^ / - - l 1
- ^L?" ^^/d'J.

En particulier, on a pour ( == o

i ^ r ^ - ' 1^«^ ^o(^)= ————-———/r~ ̂ L?2 / / ^ 1 ^ -
p{ P - } - • > } . . .{p -\- •2 À — •>) p 2

Des relations précédentes on déduit facilement que lorsque la
fonction donnée satisfait à une équation aux dérivées par-
tielles^ linéaire et à coefficients constants il en est de même
pour toute moyenne m^(P) et réciproquement.

Eh eHet/la propriété a été déjà établie pour la moyenne péri-
phérique m,» (P); désignons par

( i ' i ) £ ( ? / ) = = o

l 'équtitipn aux dérivées partielles à laquelle doit satisfaire la fonc-
lion u ; de la relation (4^) w déduit, à cause de (10),

0 ^ ̂ 7 Lp2 '£(^x-)J , .

qui devant ;i voir lieu, quel que soit Zry exig-e-,

" (44 ' ) ' .' :" ' • ' " , ' . ,. • ; • • •, £(m^)== o. . 1 / ' ;

La réciproque est évidemment vraie, car de (44) on déduit, à
c<iuse\de-(^•'î). ! 1 < ' : i i . ' • 1 '• ••--•.-; - -,':'; .

• : , . • '•' ' . • e'(^o)'== o, ' ' .
et par suite (4^ )•

8. Supposons maintenant que-là, foûctiôn u ait des dérivées
partielles continues des deux premiers ordres ; il en sera de même
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de la moyenne W()(P) , comme nous l'avons déjà montré (§ 1 ) et
la relation (42) montre qu'il en est de même de toute moyenne.
//4(P). On déduit donc de la relation (3Q)

A//^ p~^^r^ f B/^-î-A/^.-^P^R,
K/ •l ~ J,,

et en particulier pour i= i

A/^, CP) = p- Ç H/^-i A^o( P) d^.
K/' ^o

Introduisons maintenant dans cette relation, à la place de
Am,((P) , son expression, donnée par la relation (9); il vient, en
intégrant dans le second membre,

^""•'^^"•"-'[^-^î]-"1wj. ~ i.y--K-*i"
• p /"R d /,, , <Ymo\ ,.»
"-£,( rfR(R/'-l^-)rfH'

et l'on en obtient la relation remarquable

/^ A / i » ^ /) rfmo(P)<t.) Am,(P)=^——^—,

m, ( l1) étant ce qu'on appelle la moyenne spatiale de la fonction M.
Mais on a d/autre part, en dérivant (39), pour t = = = i ,

'̂•-K .̂/;" •"--••-"'.

S = ê S- ",?L)"- ̂ ^-'/""'-"••••'»-
On en déduit

</2 m i /^ -h i (Y//^ i p dm o
(46)
" d^ K ^/K ~ H ^H

ou, compte tenu de (45)?

, i , d'1 m i /?-+-i ^w i
47) |A7/^1=-7/R-^+-R--K-
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qui'est l'équation aux dérivées partielles satisfaite par la moyenne
spatiale m\ (P).

Considérons maintenant la relation (39) pour i === a

/^(P»=Jj^ ^ H/^im,(P)</R.

On en parvient, par des calculs semblables, à Inéquation

. (F m » /? -+- 'î <Y/» <»
^'--7/H^—K- 7W"

,(e dis qu'on a, d'une manière générale, les relations

/ ,o ^ / 1 » / ? - » - • < / — - • > ^/»/-i ( I* )(48) ^(r, -= f—^—— ^ ,

/ , . </-' //? / /? -h •» / —— I <///l(
(i9) ^ ' -^^^———B———-</R

En effet, il suffi t de les supposer vraies pour les^ entiers i , 2 , . . . i':
on démontre, toujours comme précédemment, qu'elles sont vraies
encore pour î 4- i .

Vu l'analogie frappante entre les équations (9) et (49)^ il s'en-
suit que les moyennes d'ordre supérieur /^/(P) jouissent des
mêmes propriétés, du moins dans leurs traits généraux, de sorte
due nous nous abstiendrons de les énoncer, pour éviter une quasi-
tautologie. Ce qui sera désormais digne d^étude, ce seront les pro-
priétés des moyennes des quelques fonctions particulières, comme
les fonctions n-métaharmoniques, prises dans leur, ensemble.

9. Considérons donc le cas d'une fonction ^-métaharmonique «,
avec ses moyennes successives w / (P ) , ainsi que les fonctions <ï>S(p)<
qui entrent dans l'expression (26) de la moyenne périphérique
m(,(P). Posons

(50) ^(o)= p^^^ f ̂ (DH^-'^H ( 4 p - B ^ ) ,

les relations (26) et (39) permettent d'écrire

(51) / n , • ( P ) = 0 o ( p ) / / ( p ) ^ - < î ï ' l ( ? ) ^ / ( p ) - ^ - • • • - ^ - < l ) ; < - l ( p ) A / • ~ l M ( l > ) »

à l'aide de laquelle on démontre, comme nous l'avons déjà annoncé,
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les théorèmes pour une moyenne quelconque m,(P) . analogues à
ceux établis pour la moyenne superficielle / /^(P),

Donnons à i les valeurs successives o, i , . . . . // dans (5 i ) et
éliminons ^(P), A^(P) , . . ., .^ '" ' //(P) entre les relations ainsi
obtenues : nous avons

<!»;! (P1; ... ^;i.,w»,
//ii
///i

^ ^\ . . . ^ A - ,
<l*r; ^"f . . . <I»X i o.

m,< <i>;; 4>y . . . «t»;; , 1

On obtient une relation analogue entre n -h i moyennes quel-
conques w/(P) .

Réciproquement, supposons qu^entre n 4- i moyennes succes-
sives w,, m^i, . . ., w/^.,, il y ai t une relation linéaire et homogène
de la forme

(5T) s ifn,^- s/4-imf-4-i y/4.w////4_,< — o,

les (pi dépendant seulement du rayon R en tant que fonctions de p,
( 4 p ==R2). La relation ( 4 * ) transforme (53) en une équation dif-
férentielle linéaire et homogène du /i1*'"1® ordre par rapport à la
moyenne m,^n. Or celte propriété caractérise les fonctions /i-inéta-
harmoniques, donc. . .

THÉORÈME. — Lorsque n 4- i moyennes d'ordres consécutifs
d'une fonction donnée u sont liées par une relation linéaire et
homogène^ à coefficients fonctions du rayon R(4p == I^2)? alors
la fonction donnée u est n'métaharmonique et réciproquement.

10. Si dans la relation (01) on donne à i seulement n valeurs
successives, ou obtient du système d'équations en A^,, ainsi formé

^0

^'

^n

0,

(1)^1

-\ ^i+n-\

m i ( P )
mf, , ( ? )

/^-^--.i( 1^

. . . (î);,-.

. . . ^J,

. . . ^r1

<!>( «ï»'»
<I>^1 <I*^

(I» /+ / / -< (()/+

' < (P ;
... .i.» i
. . . <i>;+.',

" ' ... <l>;ï",-'
LXIt. l8
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de même que la relatioli plus générale

(55) <^+A- f^+A- _ ^ ^^ ] ^ ̂  ( P )

:--. |i mw(V) ̂  . . . ^ ̂  . . . «^

(y ; A == o, i, .. ., n —i),

qui expriment la fonction ^-métaharmonique donnée u^ ou un
laplacien quelconque A / M , linéairement à l'aide des n moyennes
successives m,, Wi^i, . . ., w^n-i, i étant quelconque.

Supposons que, inversement, on puisse exprimer de cette
manière une fonction donnée u. Nous allons montrer quelle est
//-métaharmonique.

En effet, de la relation

•3 if =^ ?o/n<- -4- ï-i /?i/-+-i -4- ... -+- 9 / /—i nïi-}-n— i,

on déduit, en divisant les deux membres par cp et en dérivant
par rapport à p, une relation linéaire et homogène entre les
moyennes m/, m/^i , . . . , w/^,,_i et leurs dérivées premières,
laquelle relation se transforme, à l'aide de ( 4 i ) » en une équation
différentielle linéaire et homogène, du Ti10"16 ordre, par rapport à
la moyenne m/+^,. Or cette propriété caractérise toujours les
fonctions /i-métaharmoniques, donc :

THÉORÈME. — Lorsque une fonction donnée u s ^ exprime^ ainsi
(/ue ses laplaciens^ linéairement à l'aide de n moyennes succes-
sives w<, Wi_n, . . . m^_i, la fonction u est n-métaharmonique
et réciproquement.


