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SUR LA SOMMATION - DES SÉRIES TRIGONOMÊTRIQUES DE FOURIER
PAR LES MOYENNES ARITHMÉTIQUES;

PAR M. NIKOLA OBBECHKOFF.

(Suite.)

6. Considérons maintenant la série conjuguée de (i)
00

(89) ^^(bncosnx—a/iSinn.r).
n=i

Si, par Sn («^). nous désignons la somme des n premiers termes de
la série (3g), on obtient

i r71
s^(x)=— 1 d(t)(smt-+- sin2<-4-...-+- sin/i<) dt,

n ^o
d(t)=f{x^-t)-f(x-t\

9(() étant prolongée périodiquement en dehors de l'intervalle
(o, 27r). Alors si s^{x) désigne les moyennes arithmétiques de
Cesàro d'ordre Â', on obtient

n
(40) ^(^)=- I-f d(t)^(t)dt, co(0= —YAÎ.p.sm^.

" 0 "î i

La formule (9) nous donne pourjy entier

(41) co^(^) == u^(t)^-v^{t),

où v{t) == -cot-î et pour u{t) est en force l^inégalité (6), c^est-
à-dire

(42) I ^ K Q K M ^ + N ^ (o<^),

où M et N ne dépendent pas de n et t. Puisque la fonction ".— cot-

LXII. 12
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^(0

a la forme (sin- ) » où y-(t) est borné, de (42) il résulte que

I TtP~^ T
(43), I^^OK^Î^-^^-TRÏ^N^^ (o«.$3r),

où K est une constante, ne dépendant pas de n et t. De cette
inégalité, on déduit pour k entier Finégalité suivante :

(44) I^OKR^r»

où R est une constante finie. Nous démontrerons que (44) reste
valable aussi pour k non entier, k === m—h à, m entier, o << 8 << i .
Comme chez la démonstration de (17) il est évident qu'on a

I^OKRi^-

II reste à examiner ^ ( A4<). On peut se borner au cas -<t<a.\ / i p, =: — 7

puisque pour o << t^ - à cause de ûj^^) == 0(71^), on a

l^WI^O^).

Mais pour - ̂  ^ ̂  a ̂  TT, nous avons

l^OKM^^^0^
a

=M, f^-^-gC-1)-8^
-Ji u'^

=0(^/< ^^(^-I)8)=0(?^)Ï

donc (44) est démontrée. Nous avons le théorème suivant :

VIT. Posons pour k > o

dkW^kt-k f rf(T)(<——T)^ûfe,
^0

rfo(<) == ̂ (^ =f(x 4- 0 —/(a- - 0,

alors si pour un k^o on a

l i m ^ ( < ) = = = D ,
t^o
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o/i a

(45) lim^^0.
7l>» lOg/l 7C

Ce théorème nous donne la valeur de Saut généralisé de la
fonction/(J?) pour un point s^il existe. Par une simple transfor-
mation on ramène le cas général au cas x == o en considérant la
fonction/^ 4- t) au lieu de/(^). Pour la fonction

/ fc,\ / x 7 :— x sina? sin2.r sin3.r
(46) ?(^)= —;— == —— -4- —;— -+- —-— +...

-' l 'i o

on a 9(4- o) — 9(— o) == TT, donc D == 7:. La série conjuguée de
la série (46) est

cosx ces % x co»3a*
-T-^——^-——4--

pour laquelle on a
n

^0)=^ÏA^
^=1

On peut facilement démontrer que p^-^ i lorsque n->ao. En
effet d^abord nous avons

(47) ^=^(o)<^-I-<f^ l^=log(7l4-I).
11=1 1

Soit a un nombre arbitraire, o << a <^ i , on a

n
(48) ^>^ 2 A»^=^(^+t-A^-)•P.=I"(XI ll

Puisque A^ /^ —^——-, de (48) il résulte facilement
l {K -\- 1 )

J^,_^^).^
^:logn= ( i -hÂ-)a

d'où, en posant o(—>-o, on obtient

(49) l ini4^!.
^-^logn-
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Les formules (47) et (4Q) nous montrent que lim.-^— == i, ce
qu^il fallait démontrer.

Considérons maintenant la fonction

r(x)=f(x)-^(x\
Pour x == o, on obtient

d^t)=dt(t)-D,

donc û^(<)-^o lorsque <-^o. Si 6^ désigne les moyennes d^ordre
k de la série conjuguée de la série de Fourier de la fonction/*^)
à cause de la relation

^)=-^^VA^.
A^ 7C ^»à r p,

il suffît de démontrer que lim -.—"— === o pour démontrer aue1 n^^lo^n r i
cÀ n^/t 1^ ^

log/l ÎT

Donc on peut supposer que D == o et x = o. Posons alors

^(y)- F [A^-^-^-A^-^]^ D,,(y)= ^D^T)^,
^O . JQ

D3(y)= f^)^, ...,
*/o

la formule (4o) nous donne
, /»w

(5o) ^(^)=-. / [/(^-+-<)-/(.r—<)](o(<)^
- J a

I i /'a
+ --A±: - / Dk(t)^(t)dt,

îc ^^o
A = Dl(Œ)to(a)—D^(a)(o /(o)-+-. . .±:D^(a)(x)(^-l)(a) ,

si /r est entier. Si k n^est 'pas un nombre entier, k = m 4- ô,
w entier, o << ô << i , nous avons la même formule avec seulement
la différence que dans A figure comme dernier le membre

D^(a)to^(a).

La formule asymptotique (43) nous montre que A-^-o lorsque
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/i-^oo, comme le premier membre du (So), il reste à étudier
Pintëgrale

r " r a
i== / Dk(t)wW(t)dt==c / t^dk(t)^(t)dt,

^o *^o

où c est une constante. Soit a choisi de façon que pour o << ^<a ,
on ait \dk{t)\ <<£, où £ > o est un nombre arbitrairement petit.
Nous avons

1. ^

i^c j -4-c f ==cî'i-+-c/2, | î i |<M/^+i Ç ^^=0(i)==o(log/i),
^o ^\_ */o

71

/•^rf/
| l î | < £ M / - < £ M l o g 7 l ,

».̂

 fc

d'où il résulte que t==o(log7i) , avec lequel le théorème est
démontré.

VIII. Si pour un Â^o, on a

Ç |^(0--D|^==o(<),
^0

où D e^ MTie constante^ on a

Ihn^^0.n^« logn îc

Posons/^ <)===/(/)— - < ? ( < — j?), y (a?) étant la fonction (46).
Désignons par rf^(^), d^'Çt) les fonctions A(^) pour/^f) et
y(^ — j?), on a

d^\t)=dk(t)-^d^(t)^dk(t)-.D^^[d^(t)^^

Ç d^\t) dt^ F \dk(t)—D\dt^D f d.^(t)—K\dt=o(t).
^O ^0 ît ^Q

Donc dans la démonstration, on peut supposer que D == o.
Comme ci-dessus, il reste à étudier l'intégrale i. Soient £ ^> o un
nombre arbitrairement petit et le nombre <ï tellement choisi que
l'on. a

^(t}^f\d^)\cl^<^

12^



— 172 —

pour Q^t^a. Nous avons
i

i^c I -^-c I ==ct\-i-ci2,
^o ^i

n "

J^ ^~n . ^(• I-)
| ^ [ < M ^/ I^I^(O|^<MT» / \dk(t)\dt= M ^^o,

w «^o ' ï
71

.a , ^fi)

1 ^ | < M / $'(<)-=M0(a)a-i-M-A^.
L 1/ï n

+M f\(t)^=0(i)+j,
1 t

/ï
/» a v.

j<Mt f — <MeIog/i ,
'̂i t ,
w

d'où il résulte que t==o(log7i) , et le théorème est démontré.
Je démontrerai un théorème sur la sommation de la série

conjuguée (SQ).

IX. Supposons que ^ intégrale

A=^/ [/(^+0-/(^-Q]cot^

est convergente. Si pour unp^o, on a

/ t
(5!) [^(T)|Û?T=.0(0, f-^0

'

la série (39) est sommable (C, k) pour chaque k >p avec la
somme A.

En effet, nous avons

i /t71

^(x) ==. ̂ J [/(^ 4- t)^f(x^ OMO^,

ôû&ï ( i î )==^<<ô t^+à (< ) , dônc

^(a-)===A+y, / = 1 f [f(^^t}^f(x^t)]u(t)dt.
^o
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Comme pour u(t), on a Pinégalité (6) en suivant, la même

marche de démonstration que du théorème I, on voit facilement
que 7=0(1) , et le théorème est démontré. Il est évident qu^on
peut remplacer la condition (5 i ) par les conditions

^t
\ \dp^)\ cfT==;0(fJ, dp^(i)->o, t->o.

^0

7. Nous considérons maintenant la série dérivée de la série (i) :
30

(5a) ^ ^C— a n sin/i.r -+- bncosnx)
n=i

__ ^

=-^,71 f [f(x-}-t)—f(x—t)]sïnntdt.
• n^=l °

Désignons par h^x) les moyennes de Cesàro dWdre k^o
de la série (5a) et par g{t} le polynôme trigonométrique

n

^(0=Ï^ S^-i111 "nlA<-
"it^t ,

On oblient facilement

è^C.c) == i ( [f(x -+- ()—/(•>; - t)}g(t) dt.
" ^0

Posons
/ n \6(<)=^(^-+-2À^COS^4" V \^=i /

nous avons
g{t)=-b\t\

donc

6^(<)=-i C ^f)b'(t)dt, 9(<)=/(.r-K)-/(.r-<).
^o

Mais on a

/'7t /'ît ff 5t
— / <6 ' (<) r f<=—?t6(7 i ) -+- / A (< )^=—îc6(TC) -+ - - = --ho(i),

Jo l Jô ' 2 2

donc

<53) ^)(.c)-S=~^ ^(O^O^-hoO),
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où Von pose

Désignons par
d(t)= ç (<)—2S<.

^
dp(t)^pt-P d^)(t-^)P-^d^ d^t)^d(t).

^o

Nous démontrerons le théorème suivant :

X. Supposons que pour un S et un p^o nous avons

(54) f \dp(t)\ ofT==o(^), ^o,
^o

la série (5a) ̂  sommable (C, k) pour chaque k >/? -|- i a^c
/a somme S.

En efïet en suivant la marche déjà employée la démonstration
se ramène à établir que Finlégrale

r "/= f fPdp(t)b^^(t)dt=o(i)
•''0

pour À' === p 4- i + S, o << ô, o < a ̂  TT. Soient s >> o un nombre
arbitrairement petit et a choisi de façon que pour o << (<a, on ait

0(<)= Ç |^(T)|rfT<6^.
*A»

Alors, en supposant que p -h i "> k on obtient, à cause de
l'inégalité (6),

i
n .a

^= / -+-1 =»i4-H
. ^ ra . .
l== -+- 1 =»i4-lt,

»/o îL/O ^

/l

1 ^ / I1» ^C-)^'n)
—>• o»It-lKM/i/"*-'/' ^[^(^i^ow-^œ'

| t , |<MjT tP \d^t)\ ̂ ^

»

==M/i~S0(<)<-8-2 -+-M(8-+-2)/i-S f $ (^ )^ -=o( i ) -h (2 ,
i «/-• (û4'3i

72

</<| ̂  | < sM(ô-+<2)/r <eM(^^2)n-^f ^K6^ii



où M< est un nombre fini* Donc t==o( i ) et le théorème est
démontré. Il est évident qu'on peut remplacer la condition (54) par

/^ r 1
/ |^(T)|rfT==0(^), / ^(T)ûh==o(^), <-^0.

t/® ^O

8. On peut aussi démontrer les théorèmes précédents en
employant la fonction introduite par M. Young ( i )

<^(a0=———y cosxt(i—t)P-^dt (p>o).

Si Pon pose Yp(^) = x~~PT(p)Cp{x)^ on a

/\(0cos^= .î(i-^-(/.>i^<i)
0 o (.r>i)

Pour t -> oo on démontre la formule asymptotique

. , . B cos( t— - îcjo)
^^o(^——————'^(v

À / », D CUS 1 t—— - T.P |

,,(,)-^0^).^————Z^O(^)>

<") ï-w-o^^o^+i'iiî^,
où A, B, X sont des constantes. La dernière formule nous montre
que

(56) 1^(0^ KM

si m 4- 2 ̂ /?, t-^ao. Soit o(===m4-^ o<3< i , un nombre non
entier et désignons par y^^) la fonction

T^)= r^^/"^-0"^^1^^^

Nous démontrerons facilement que rinégalilé (56) est aussi
valable, c'est-à-dire

(56') iT^Q^KMi,

(*) W. H. YOUNG, Thé Quarterly Journal of pure andapplied Mathematies,
vol. XVIII, 191 if p. iÇf-i77.



— 476 -
<où M.4 est une constante finie. En effet, d'après (55) nous avons

,-.,,). o )̂.-.,̂ !̂ ,̂
/ lao/, \ scos(^-+- X) , /IOB .. cos(a--t- M-+- X) ,/ ( t — ;r)-o ——-^———^ dt == I u-Q ——^———————i du

Jp ^ Jg (M-t-.r)/'

= I -t- / = ll-»-Î2,
^O ^A

l^K^jT^-^^O^),

/-COS(^^«+A) . ^cos(^-m^X)
' J A (M-4-.r)/'»S '-"--(A-t-.r^A "î'

-o^)-
Désignons ma in tenant parR^(c»)) les moyennes typiques de Riesz

-d'ordre k de la série ( î )

R^(t0) = o)-^ ̂  An((0 —— 7l)*,

/»<<«>

A o = — » A,, = an cosnx •+• bn sinn.r (^>o)-

Nous avons le théorème :

XI. Posons

y(0=^[/(^+<)+/(^-Q],

et supposons qu'il existe des nombres p, 3^(/?>o, o<îl-<i) ,
tels que

^f
(a) ]im^^(<)=D, y.p(t) •== pt-P f (<— Tyl~l•(T) rft.

^ -^- o î/»

Alors pour k"> p — ̂  noi^ avons

^ g^^n^^^(i-x^)r(X)r(Â-^i)
co>« toA 2 îc^(Jo-+-l)^(X-+-Â•-+-î)

En effet, diaprés M. Young, nous avons

< / )7) Ri ( to)= 2^ 0^ Ti4-i(to")<p(M)-û?M,
*• «-/o

la fonction /(J?) étant supposée périodique. Soit a un nombre
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arbitraire^ o <: a < oo, on a

-, , , 2co r " aœ r "
R^(to)= — / ^—— / ?

" ^o ^ Va

0) /' ^|^(tOM)9(M)^M

^a
.,a-h2TC ^ff-+-iH

=(*>/ ^k(^u)f(u)du-^-^ YI^(O)^)?(M)^M-+-.. .
^rt ^-^TC

[ /»2TC "| .
=0 <»)-?( i-1-? -h- 2-*-? -h 3-i-P -+-...) ^ |<p(u)|</M =0(^o-?),

^ 0 J

où P == min(i, A'). Donc nous avons

<58) R^o^2? C Yi^(loM)<p(M)J4-+-0(co-,9).
^ o

Posons

^-^r^y^)^^
alors on a

JD<-̂  Ç ^(u) (t — M)^-4 du

-k^"/.'-"-1'—^
-^ pt-p r ^(u)(t•—u)P-idu==Dt-^-+-hp(t),

^o
r 1

hp(t)=pt-P f ^(u^t—uy^du.
^e

Diaprés les conditions du théorème, on a

(59) lim^An(f)=o.
t>0

La formule (58) nous donne

Ri(û)) === CtO f ^^u^U-^du-h^ I Yi_Ht((x)U)<j/(M)^M-K)(l),
•-'o w </o

où
^ - ^ r(î-^^)

^r(i-X)r(^-4-i) •

On démontre facilement que Pintégràle

/== ̂ J ^i+kÇ^^u-^du



- 178 -
tend vers une limite déterminée a, lorsque c»)->-oo. En effet, en
posant ci) u == t., on reçoit

patù
j = / ^k{t)t-^dt.

^0
L'intégrale

a== /< Yi^(Q<-W<
^o

est absolument convergente puisque

^(<)^=o(^)^o(^).
Donc

]im y = a = / t-^ dt f ( i—u) k cos tudu
(*)^» t/o »/o

^/(I-^^^-y^
^rCi—ÎQsin^ /' ^-^I—M)^^

2 ^o
„/ ^ . ^ r(X)r(A:-4- i )== 1 ( 1 — A ) s i n — -————,—h—*/ 2 l(X-+-/:-hl)

Donc nous aurons

r f i ^ ^(^) 2 . ^ r ( i - x ^ - / > ) r ( X ) r ( Â : - 4 - i ) ^(60) —^-= ^"T r ^ ^ ^ r ( X ^ Â ^ i ) D

•2 ' r0
•4-- tO1—^ ^ Yi^.^.(tOM) <^( ") ^M-+-O(l) .

Il reste à étudier Pintégrale
.,Û

^==co1-^ 1 ^^k(^u)^(u)du.
VQ

Posons

^^^iT^ f ̂ (u)(x-u)^du (^>o),1 v y / ^o

^ •==. m 4- 5, /?z entier, o < 5 < î . En intégrant par partie, on a

I ci ça
g^ (oi-^[Y,^(o)î^)^i(M)] —o)2-^ ^ ^\^(^u)^^u)du

0 ^0
/,rt

==: 0( oj-t3-^ ) — o^2-^ ^ y', ̂  ( (A) u ) ̂ i(u) du = . . .

^ a
== 0 r (•)-?~> ) -h (— I )w oj^+l-A ^ Y^( ù) M ) <{/,»( U ) du,

i j o
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où (3 == min(i, A: — m). Si S > o, nous avons les relations
^a

^= 0(a)-^-^)-4-(—I)wl+l^m'+•2^ / Tlmî l )(tO^)<^m-+-l(M)^î
^o

f ^(Oïffî^^)^
*A) '

=K f\p(t)dt r'œi-^T-Q-^TO^CcoT)^
»/o »/(

==K f TW^K^)^ /' a)i-5 ̂ (0(ï—<)-0^
Jo -o

-4-Ko)i-8/' -iW^^d^Ç ^(0(T-0-0^,
^a "0

r\p(t)^-t)^dt
i/o

= f\^(u)du^ f\^ - t)-6^- ")6-1 rft

=__- /'T^(„)dM(T-K)-^-^/l-î-o(I-ï)s-lrfî

i t 8 )^ 0

-.- .̂".M"'̂ -^-8'̂
^m+2/* Yi^-i-^((OT)+m4-t(t)^

^0

=ci0)^i r^pW^^t^dt
0

-hCoCO^l f'<ï-r(^mr)(a)T)^f ^(()(<-T)-î^=CiH-+-CsG.
^a "o

On voit facilement comme ci-dessus, que G ===o(i ) , donc dans
tous les cas (p entier ou non), on aura

<6i) ^=o(i)--+-^f ^P^^tP hp(t)^îk(wt)dt,
JQ

où rf est une constante indépendante de &). La question se réduit à
démontrer que l'intégrale

T==O)P-^ f^tPhpW^^^dt
^o

tend vers zéro lorsque &ï->oo. Soifs > o un nombre arbitrairement
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petit et soit a ainsi choisi que Fori a

t^hp(t)\ < £ (O^CT),

Alors nous avons

y" /•ff

T = a)/̂ ->- ^ -+- wp+i-^ f == Ti -+- TÏ,
^o ^i

co
j_

/,aî
| Ti 1 < eio^-^-1-A / tp-\ dt < e,

- 0

|T,|<^-M-XM rtp^—————. =£MCO-S. f"-^- < -V!.J^ a)*^i ̂ -̂n j ^8»-n l'
œ (0

où à, = À' 4- À —jy > o. Le théorème est démontré.
^- On démontre facilement que la condition (a) peut être remplacer
par la condition

f l ^^ (^ )—D|r fT=o(<) (t->0),
^0

• <
I^^(T)

'0

cm plus généralement par les conditions

C |^^(T)-D|rfT==0(f) ,

^o
/-<
/ [^^(^)——D]rfT==o(<) (<->0).

^o

Nous démontrons un théorème analogue pour la série conju-
guée (3g).

XII. Supposons que pour unp^o, on a

l\mt^dy(t) == o,
<>o

<r
(b) ( d p W ^ P ^ f (t—^)P-^d(^)d^,

I JQ

{ ^(Q=^[/(^+0-/(^-<)],

où À est un nombre arbitraire, o<À<i . Si RA(&)) ^/^ rf^
moyennes typiques de Ries z pour la série (3g), on a, ̂  >n — 5^

h^.-M^^Jn^^ ^(X)^(^•7^^/>)^(Â:-^I)(*)>< ^A TT 2 r(X-+- A:-hi)r(jo-4-i)
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Désignons par

gk(x)=i f (î—uysinxudu^ ^(;r)== j (i—u^—^GQïxudu (^>o)y.
•A *^n

alors on a

^(^)== -— -T^C^)» ^(^)=Ti^(^)—Ï2+*(a'),
uL uC'

(6>)

/ ^r^((o<)sin/î<cf<
^o

2CO

ff

îû)1 /*00

== T7 / ^(0<)COS71<Û^""•^o
2(()î /^<c

= — — / [Ti+^(œ<)—Y^-»-^(œ<)]cos/^<r f<

""^o71TC»

< /l\A <-î —-. î pour n S (*>,-(•":)'
et

pour n > w.
On a

30

^(0 == ^ [/(^ ̂  ̂  —/(^ — Q] ~^ B^ sinn<,
n-=\

B,== 6, cos/ia*—Onsin^.r,
d'où

(63)
^< —B D

^i(Q== / rf(-c)^=—^-^(co8/i<—i)
•/Q A—— ^

»=2:1

et la série est uniformément convergente. D'après (62) on a

^f ^ ( to<)(cos^- i ) r f<==(i~^y,

donc (63) nous donne

(64) -^f ^(^t)d^t)dt=^ Bji-^y="RA(ù)).
0 n<w

Soit a >> o un nombre arbitraire. Considérons l'intégrale-

y^^y ^\(wt)di(l)dt.
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Nous avons

y=û)2 f ̂ k(^t)d^t)dt—^ f f^k(wt)cii(t)dt=j\-/^
v a ^a

/ ^Àcos^—X) . -,, .
J^^Ja ———^-^-———<i^o(I)

^ ̂  F ^i^^sin(o)<—X)-4-0(i)===0(i), j\=0^i).
^ u l

Donc
r"(65) a)2 / g r ' / , ( ^ t ) d l ( t ) d t = 0 ( l ) ,

•-'a

d^où et de (64) on conclut que

(66) -^ F ^.(coQ^(<)^=R^(a))4-0(l).
?ï ^o

La partie gauche est égale à

- 2^ Ç d^(t)dgk^t)=—<2^-gk^a)^-^ Ç y k ( ^ t ) d ( t ) d t .

Parce que wgk{^ct') == î- — ^y^(ûi)a)== 0(i)î (66) nous donne
Ct CL

(67) 2^ f ^(coOo?(<)^=RA(ù))-4-0(i).
^ ^0

Posons

^--rn111^,^1'*-'<')•
nous avons

/'<dp(t)= Dt-^r^p(t), r^pÇt)=pt-P (t - T^-IT^T) d^.
^o

(67) nous donne

(68) cco f ^k(^l)t-^dt-^ 2^ f ^(coQ-ri(^)^<=R^((x))-t-0(i),
«A) 3: ^o

où l'on a posé
., r(i->^^)
TC r ( i—x) r ( / ? -+ - i )

On voit facilement que l^intégrale

^a
a^ =± o)1-^ ^ ^A- ( ̂  ̂ ) ̂  ̂

^o
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-tend vers une limite déterminée lorsque ût)->-oo. En effet, en
posant &)<=== M, on reçoit

^ ^ „
^^ / gkWu-^du -> f -(i+k(u)u-^du— I -{^(t^u-^'dii

^o ^o ^o

= / ^k(u)u-^du,
JQ

et les intégrales sont absolument convergentes. Alors nous avons

lim a^ = a = f u-^ du f (i — t)k simU dt
<o > ̂  JQ JQ

= r\^^dt r^d^ r\^(^^dt r^d.
JQ J^ li^ i/o ^O (̂

^ro-^cos-y^-"1;.v / 2 r ( A 4 - A - - + - i )

De la formule (68) nous obtenons

(69) ^^^n^rd-x-^^)^^!)
" ^ 2 r (A-4- Â:-+-i)r(p-n)

-+-io3i-^ r\k(^t)r^(t)dt=. ÎL^+0(0^).
7r t/O CO^ /

En intégrant par partie on obtient facilement d^ une manière
déjà employée la formule

^a a
ct^ / ^k(^t)^(t)dt=Ct6ïP^-^ I ^('t)tP^(^t) dt-^o(l)

^o fo
pa

=CiO)^-n-X / ^p(t)tP^k^t)dt
^0

^a

——Cl0)^l-^ / ^(t)fP^k(^t)dt^-o(l)== /,-/2-+-0(I),
^o

où c^ est une constante indépendante de w.
En se basant surlaformule [ ^'''"^/^(O 1 <^ M poury'i et pour j\

sur la formule
^(0=0(^)^0(^),

on démontre facilement que J\->o, j\->o. Le théorème est ainsi
démontré.

LXII. i3
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On roit de> la dénNKBStnrtion que la condition (*) peut être
remplacée par la condition

/ '
| T ^ ( T > — B J ^ T =o(Q. r-

.

où plus généralement par les conditions

Ç TA^^)_I>;^^O(^, Ç [T^(T>—I>|</T==O(^, s-^o.
•^O ^(1

Diaprés un théorème de Riesz (k) , si une série est sommable
(C, À'), elle est aussi sommable (R, n, Ar), et réciproquement. En
suivant la même marche de démonstration on peut démontrer que,

ssi lim -4 == s existe, où s^ sont les moyennes de Cesàro, o^^, il
n >- ao ^À ""

existe aussi la lim k > = s^ et réciproquement. Donc dans les
o»« œ^

théorèmes XI et XII, on peut remplacer les moyennes typiques
par les moyennes de Cesàro.

Remarque pendant les épreuves. — M. Jacob a démontré dos
théorèmes semblables aux théorèmCÀ IV et V seulement dans le
cas où p est un nombre entier {voir M. JACOB, Mathematische
Zeits^chrift^ l. 29, 1929». p. 2.0-33 ).

( 1 ) Voir E. VV. HOBSON, Thé Theory of Fonctions of a real variable and
thé Theory of Fourier's séries^ Cambridge, 1926, vol. II, p. 90-9^.


