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SUR UN PROBLÈME CONCERNANT LES SÉRIES DE FOURIER ( i ) ;

PAR M. S. MATNDELBROJT.

Dans un Mémoire qui paraîtra prochainement dans le Journal
de l'Ecole Polytechnique (2 e série. C. n° 32, p. 227) nous expo-
sons des résultats concernant le problème suivant : Quelles doivent
être les propriétés des coefficients de la série de Fourier d'une
fonction intégrable • L (sommable) nulle sur un ensemble E de
mesure non nulle, pour que l'on puisse en conclure que cette
fonction est nulle presque partout.

D'autres problèmes se rattachant à celui-ci y sont traités. Dans
le cas où E ne contient pas d'intervalle les démonstrations sont
difficiles. Il nous paraît donc intéressant de donner ici l'explica-
tion intuitive de la méthode employée. C'est parce que la démons-
tration employée peut paraître artificielle que nous nous efforçons
d'indiquer ici les idées qui semblent conduire naturellement vers
le but cherché.

En réalité nous traitons dans le Mémoire cité un problème plus
général que le problème mentionné. Du moins les théorèmes con-
cernant le problème cité résultent de ceux qui concernent le pro-
blème que je vais préciser.

Soilf(t) une fonction intégrable au sens de M. Lebesgue (inté-
grable L) dans l'intervalle (o, 27;). Le fait de s'annuler en un
point <o ( o ^ ^ o ' ^ 2 7 r ) ne peut évidemment être d'aucun effet pour
la formation des coefficients du Fourier de cette fonction.

Toutefois on peut introduire une notion, généralisant aux fonc-
tions intégrables L, celle du « zéro d'ordre infini », en faisant
intervenir non pas la valeur de / ( /o)? mals l'ordre de grandeur

/,/o-+-a

^e / 1/(Q 1 at en fonction de a.
/» .

Le fait que to est un « zéro en moyenne » de f(t)^ dont nous
préciserons le caractère en mesurant d'une certaine manière son

( 1 ) Extrait d'une conférence faite au Séminaire de M. Hadamard (Collège de
France).
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ordre, joue un rôle important dans la formation des coefficients de
Fourier de f(t).

Nous disons que to est, en moyenne, un zéro à droite, def(t)
d'ordre exponentiel égal à p, si

__\os(-\ogf9^\f(t)\dt)
lim ————————t-———————— = p

a>-+-o — l o g a

la quantité p étant positive.
Pour une suite de a (a >- o) tendant vers zéro on a, par consé-

quent,

r^/Kolrf^^"^,
•̂ o

£ tendant vers zéro avec a.
On définit d'une manière semblable un zéro en moyenne à

gauche.
SifÇt) =• o dans tout unintervalle(^o^o4- <^<) on posera p === 4- oo.
On voit immédiatement que si f(t) est continue dans un inter-

valle contenant to<, ou si seulement f (t)->f{to) lorsque t—^to-\- o,
et si cette fonction admet to comme zéro, en moyenne, d'ordre
exponentiel p > o, elle s'annule en ^o[/(^ç+o) == o]. Notre
notion généralise donc bien celle du zéro d'une fonction continue
(ce zéro est poury(^), continue, d'ordre infini].

On peut maintenant modifier le problème cité au début de cet
article, en y substituant au fait que f(t) s'annule dans E celui
que cette fonction possède en un point to en un zéro d'ordre expo-
nentiel élevé.

Voici le théorème fondamental, réponse à ce dernier problème
(théorème VI du Mémoire cité) :

Soitf^t) une fonction intégrable L dans V intervalle (o, 27r).
Supposons que to (o<^o<27r) est^ en moyenne, un zéro à droite
{ou à gauche) de f(t), d'ordre exponentiel égal à ô.

Soit .
06

(i) f(t) ~^,(a^.cos/î,Z -+- bn, sin/î^),

et supposons que V exposant de convergence de la suite n^
/i2< . . ., Tî», ... est égal à o-, avec a <C i.
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*S7 l'inégalité suivante a lien :

a lo l's f ( t ) est nulle pi 'es q u e p,a rtout.
Pur contre soient p un entier positif, e une ({uantitè positive

et /o un nombre compris entre o et 9.7:'. on peu f construire une
onction f\ { t } de Ici formef'

j \{ l ) '^-- ^ ( a',,' cos / / / / -4- 1>',,' sin n,f \

pour laqjielle t^ est^ en moyenne^ un zéro a droite (ou à
gauclie) d'ordre exponentiel ô,, l'exposant de convergence de
la suite \ notant <7^ et les relations suivantes ayant lieu :

i i
^ ~ i crl ' //

^i _ , , ^ ^ ^i
1 — 7 , ' '' 0 1 ^ i — — 7 | '

Ce théorème fournit, comme on le voit, une borne supérieure
exacte de ô, pour qu'une fonction f( t), non nulle dans un ensemble
de mesure positive, et possédant un zéro, en moyenne d'ordre
exponentiel ô, puisse posséder une série de Fonrier de la forme ( i )
avec un exposant de convergence de j ni \ donné.

Pour avoir une démonstration rigoureuse de ce théorème, ainsi
que d'autres théorèmes qui s'y rat tachent , nous renvoyons le lec-
teur au Mémoire cité.

Ici nous exposons quelques idées qui nous ont conduit a celle
démonstration.

Pour la clarté, nous donnons ici les grandes lignes de notre
méthode, en remployant dans quelques cas fort simples, qui à la
r igueur pourraient être traités d'une manière élémentaire ; car le
principe que nous adoptons dans cet ar t icle est de traiter d'une
manière, peut-être trop difficile, les faits faciles, pour préparer la
compréhension de l'emploi de cette même mélhode dans le cas
général où elle nous semble indispensable Çvoir dans le Mémoire
cité la démonstration du théorème V 1).

Commençons donc par supposer que la série 2- j a// | converge et
LXII . 10
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ne considérons que lîi série des sinus

( •> ) f i t ) ̂  ïa,/ sïnnt.

Supposons encore que f ( t ) s^annule dans tout un intervalle

f(f)==o (M<a).

En considérant deux suites { tk \ avec o <T //.<< a (À == i, 2, . . . ).

e( \ y/ ] , telle que ^ ^/, converge, on peut alors écrire
h

( \ } ^ -;/,/( //- ) -- ̂  Y/- ^. a// sln / ? /^ =:= 0-

/. - i /• - i // -:--1
Eu j » o s n n l

:?< . / • ) .-..^Y/, sin//,.r.
/ , -—t

ou peu! aussi écrire

^a,( s ( /?)== o.

(considérons deux suites complémentaires d^enliers i /i/ | (^ ; / i ^ }

( j n/ \ < t t j n\ \ forment ensemble la su i te de tous les entiers positifs,

i i j ' - / ^ - il, ouels que soient / ^ t y ) -
Sujjoosons (lue a,^.-----•= o (/ =̂ -- 1 , 2 . . . .). On peut alors écrire

( î » ^ â f / / / • ? ( l t i } -~- °-
/ - - i

Si la suite \ H j \ peut a son tour être subdivisée en deux
suites { /Hp } et { IH \ caractérisées par les propriétés suivantes :
— quelle que soit la suite { Ep } (£^--^±: i, p --== î , 2, . . . ) on peut
délerminer les deux suites \ t /^ \ et \ y/ - j de sorte (|ii(1 pourtout/>
on ;iit

' - ( ^p ) =^ï/-^-w/.-^ ̂

le si^ne de ^(m?) (''tant celui des/, et quel que soit (/ on ait
^(m\ ) = o — alors tous les a/,, (jy = = 1 , 2 , . . . ) sont nuls. En euet
tout a,,, supposé non nul aurait fourni un ternie CL^ cp(m^) positif,
les termes a,,^ îp(m.) étant nuls; Pénalité (4) n^ pourrait donc pas
avoir lieu.
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Considérons rexemple très simple su ivan t , qu on pourra i t qua-
l i f i e r de « Weiers i r î iss ien »,

V1 V^/, ( / ) --- ^ a,, "in //// ' / -= 7 c /„/' sin m l ' t ,

/'

où in est un entier (m >- i) .
Quelle que soil l;i su i le j £/, [ (£^—±: i ). en posant

•;/• ^ ' î //• ̂  - "', ( X — i. • > . . . . » .
•>.^ //i'1"

on a
V ^/- • / ^ \z{ .r ) - ^ sin ,r .

' / ^j •^ yw^ /
On | )e i i t donc écrire

-^ ( /yî/^ ) .-r̂  ^ -',; sin( -. int'~k ) -— ^ w , ( T: ̂ i/' -/" ) --=-- :-r>— ^iii -"- -+- A» .
•̂̂  •z^ ^^ ^/" .̂/-' ' î ///

À- ; :: 1 // -4- 1

0 ù

A „ ; < —— sin — •/ ' •y^^i //r-^

Le signe de ^(m^) est donc celui de £^4-1. Diaprés ce qui précède
| avec m^-= m/' ( p == î , ^. . . .) ; i ^/ ; =:̂  j m,, \\ on voit donc que
si f(t) == o pour o <^ 1 < " ou si seulement j\ ( t ) == o pour

^ ==-^ (^ == i , 2, . . . ) , a l o r s / , ( ^ ) est identiquement nulle. I l
est évident que ce cas peut ainsi résulter des cas connus fort
simples.

En revenant à la série (•>/) et a l'opération (3). on voit qu'il peut
être avantageux de subsl i tuer dans cette dernière à la série

^Y/- sin( / / - / / ) ( | //. j < a),

,a
Pinlégrale / ^( t) s in( tri ) dt et d'écrire1 c

^ /.a
^ ffn 1 ^( f ) s i n / / ^ <it, == o.
-^J «^(i

^
0

Les quantités ^ ( t ) ^ m n t d t peuvent dans la discusion qui

précède jouer le rôle des quantités <p (^ ) .

Or les expressions f ^^t)smntdt ne sont pas autres que les
^0
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coefficients j3,, dans le développement

'l/{ f » ~ 1(a , / cos/^-+- 3,< sin/ /Y),

.v/ r<m suppose que ^ { t ) = o lorsque a <; / << 27:.

On voit donc, d'après ce qui précède, el en conservant les
notations expliquées, qui* M, chaque fois qu'on fixe un m/, (de la
sui te \ rij \ ), il existe une fonction ^ ( t ) jouissant des propriétés
suivantes :

1° SI 7. <, f •

'b{ t ) : - l(a/, cos/tf -+- ^ 1 1 sin// / )

^///,, /- o, ^/// — o ( / / / -^ //i/, )

( la suite .' / / / / , [ est donc composée d'un seul terme), on peut alors
af f i rmer que a,,, ̂  o. Si celte détermination de ^ ( t ) est possible
quel que M ) i ( l 'entier rn? pris dans la suite j n' / [ on conclura que
tous les a,, ( j — i . ^. . . . ) sont nuls.

On constate d'ailleurs immédiatement que ce que nous venons
de dire revient à l'emploi de la formule de Parseval

l f /(^^(^^^ ^^n^n.
' " d

Notre choix de la fonction ' ^ ( t ) nous a permis d'écrire

i r^ i r3'
/ ./< r)'^t ) ̂  -= Z / f(t)^(t} dt == a^y ̂  = ",

'* '- (• " *- u
car

y ' ( / > ^ ( / » ^ o ;(()<,/-^-.^): i/(^)=o, ( o < / < a ) ; ^{t)==o. ( a<^<-^) ; ; .

Si au lieu de supposer q u e / ( / ) s'annule dans l'intervalle (o, a)
^a

(a fixe) on suppose seulement que f |/(Q j dt tend vers zéro très
•< ^0

rapidement, lorsque a">o, et si chaque fois qu'on fixe rn?^ on
peut faire correspondre à chaque a. une fonction ^a(Q jouissant,
en plus des propriétés dont jouissait ^ ( t ) ' , des propriétés sui-
vantes : En posant

Ma= Max |^a(01
o_/^a
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l ' -^af Q s'annule pour a << ^ << 27:] ( ' ), cl en désignant par ̂  le
/^i • /'coefficient j3,^ de ^a(Qî la quantité Ma. / \f\t)\dt tend vers

zéro plus rapidement que (3,̂  (lorsque OL >+ o, m,, f ixe) , — alors
on peut conclure de

i /<a

r / /^)^a(Q^=^;^;.
'" — c

que «/,/,-== o.

Z^a difficulté du problème consiste précisément en In cons-
truction des fonctions ^(Q- — ^n volt niaintenant quelcleunue
suivant est utile pour démontrer le théorème fondamental (dans le
Mémoire cité le lemme, comme le théorème, sont démontrés dans
le cas le plus général).

LEMME (lemme IV du Mémoire). - - Soit \ n,\ une suite
d'entiers dont F exposant de convergence est égal à a- << i. Soit
j n an entier positif différent de tous les entiers n^• (i = i, 2, ...),
et soient a et b deux nombres réels, non nuls tous les deux.

i Soit^ enfin, p une quantité telle que

^'T^'

77 existe^ alors, une constante positive ô(ô >> o) et une famille
de fonction ^y.(t) jouissant pour a ;> o, assez petite des pro-
priétés suivantes :

i° Chaque fonction 4'a(0 ^st définie dans l^ intervalle (o, a)
elle y est continue et indéfiniment dérivable.

2° ^'(^^^'(^^O^^O, I. ...).

3° En posant
l\(t)='^(t)

lorsque o ̂  t ̂  a, et
F a ( / ) = o

lorsque a << t ^ 2 TT, ^< é?/i écrivant

Vy,( f) r^rN^^0" cos/^ -+- ^^a» siu/^) (Ai^^ o).
// -=(»

( 1 ) Les (•ocfticieiils dt1 Fouri<>r cU' cette fonction, d'indice / iy ( / i -^ m ),
(y - i , . . .), sont nuls . Dans le cas que nous envisageons ici, ce sont les coeffi-
cients des sinus correspondant à ces indices qui sont nuls.
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on a
^a)^^^^ (^i,^ ...),

]^)+^)[>^.

4° On a

LR démonstration de ce lemme est dé l i ca te .
Elle exi^e la connaissance de la théorie des fondions ( j i i a s i

analytiques, on du moins du fait suivant de cette théorie : lorsque
les quant i tés mu tendent vers l'infini assez rapidement on peut
construire une fonction V ( t ) non identiquement nulle (^ < f ^h)
indéfiniment dérivable et telle que

^4/ ) [ lu ii

('/est par l 'intermédiaire de ces fonctions, et en employant
quelques faits t irés de la théorie des fonctions entières qu'on
arrive a la construction des fonctions '<pa(Q-

La fonction F ( < ) , pour pouvoir servir à la construction
de '^(O ^l011 être telle, que la suite irin ne tende pas trop
rapidement vers l 'infinie cette rapidité de croissance de m,, ne
pouvant pas. d'autre part, être trop petite, pour que cette fonc-
tion F(^) ne soit pas identiquement nulle, comme on le sait de la
théorie des fonctions quasi analytiques.

C'est cette circonstance limitant d'assez prés la rapidité de
la croissance de la suite rn,,i et ceci de deux côtés (croissance
pas trop rapide, ni trop lente), qui est la cause de l'iïfipossibilité
d'améliorer le théorème fondamental.

Cette exactitude du théorème est contenue d'ailleurs dans la
seconde partie de son énoncé.

Ceci prouve que la méthode employée est tout à fait adaptée ù
ce genre de questions.


