
BULLETIN DE LA S. M. F.

NIKOLA OBRECHKOFF
Sur la sommation des séries trigonométriques de
Fourier par les moyennes arithmétiques
Bulletin de la S. M. F., tome 62 (1934), p. 84-109
<http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1934__62__84_0>

© Bulletin de la S. M. F., 1934, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Bulletin de la S. M. F. » (http:
//smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html) implique l’accord
avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/
conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de
ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1934__62__84_0
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


— 8i —

SUR LA SOMMATION DES SÉRIES TRIGONOMÉTRIQUES DE FOURIER
PAR LES MOYENNES ARITHMÉTIQUES :

PAR M. NIKOLA OBHECHKOFF.

Soitf(x) une fonction, définie dans Fintervalle (0,2 7r), inté-
grable au sens de M. Lebesgue. Soit

X.

(1 ) y(.r) ̂  -° -4-^(a/f cosnx -h bn sin nx »

la série de Fourier correspondante. On a donné des différentes
conditions suffisantes pour la sommation de la série (i) par la
méthode de Cesàro. C^est M. Fejér ( 1 ) le premier, qui a démontré
que la série ( i) est sommable (G, i) en chaque points de conti-
nuité de la fonction /(^) avec la somme f(^) et ainsi a posé la
base des recherches pour la sommabilité de la série (i). Posons

(2) ?( f) = ^ [ / { X -r f) -/(.r - t ) - -2 A I,

où A est une fonction de x^ qui est égal ày(rc) aux points de con-
tinuité de la fonction /(*y). M. Lebesgue ( 2 ) a démontré que la
série (i) est sommable (G, i) avec la somme A si Pon a

^^(h)^ | Q(t)\dt = o(h) (h->o).
^o

M. Hardy ( 3) a démontré que dans cette condition la série (i) est
sommable (G, ô) pour.chaque ô^>o. Mais avant lui presque en
même temps MM. Chapman, Riesz, Gronwall, Young ont démontré
que si (f(t)->o pour t->o la série (i) est sommable (G, 8) pour

( 1 ) L. FEJÉR, Mathematische Annalen, t. 58, IQO?, p. 51-69.
(2) H. LEBESÛUB, Mathematische Annalen, t. 61, igoS, p. a5i-28o.
(3) G. H. HARDY, Proceedings of thé London math. Soc., t. 12, p. 365-372.
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chaque ô > o. En 1913 M. Noaillon ( ' ) démontre que pour la som-
mabilité (C, i) il suffit que

..h

<t>'(/n=- 0(A), / ^ ( t ) d t = = - o ( h ) .
^o

Posons pour Â\> o

/'/
(3) fk(t)=/.t-^ j (^—^)<-i^)^ ço (Q=?(0 .

•^o A

En 1926, MM. Hardy et Littlewood ( 2 ) ont démontre que de
(^(A)=:o( i ) , < ^ * ( A ) ^ = 0 ( A ) il suit la sommabilité (C, ô) de la
série ( i ) pour chaque ô ."> o. Les mêmes auteurs ( 3 ) ont démontré
en 1927 que si (pa(0 = 0(1), ^-> o, o < a < i, la série (i ) sera
somiiiable (G, ô), pour chaque S >> a. MM. Bosanquet et Paley('1)
ont prouvé l'extension suivante : si cpa(^)--»-o, t—^o. a^o, la série
sera sommable (G, ô) pour chaque ô ̂ > a.

M. Pollard ^ r > ) a généralisé le résultat de M. Lebes^uc dans le
sens suivant : si pour un nombre entier k on a

^
f \ 9< - (Q j dt^ o(h) ( h -

t/n
•O) ,

la série sera sommable (G, / r+i) . Dans le même travail il géné-
ralise le théorème de M. Noaillon; si pour un nombre entier 7'

r 1 1
C,.^|(/Q->O, j \ ? , . (^) | dt= 0(/i),

^o

la série sera sommable (G. r 4- i).
Il reste donc à préciser ces théorèmes relatifs à Fordre de la

sommation, ce que nous faisons dans ce travail, et qui a été bien

( * ) P. NOAILLON, Bulletin de l'Académie de Belgique, 1 9 1 3 , p. 5a4-54i.
(2 ) G. H. HARDY et J. E. LITTLEWOOD, Journal of thé Lond. math. Soc., t. 61,

1926, p. i34-i38.
(3 ) G. H. HARDY et J. E. LITTLEWOOD, Proceedings Cambr. Ph. Soc., t. 23,

iQ27, p. (»8i-68/(.
(* ) L. S. BOSANQUET, Proceedings of thé Lond. math. Soc., t. 31, iqSo, p. i44-

i64. — R. E. A. PALEY, Proceedings of thé Cambridge Philosophical Society,
vol. '2G, 1929-1930, p. 173-203.

(^S. POLLARD, Journal of thé Lond. math. Soc., t. 1 , 1026. p. 233-a35..

ô»
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marqué comme désirable par M. Kogbetliantz ( ( ) . Nous donnons
•tu^si des théorèmes pour la sommation de la série conjuguée.

1 . Si noii«, posons
//

( ' ' < ^ ( . r } - : ^ -^y^a eos^ -^ ^qsin^i .r > ,
'JL I

nous aurons

.s ,, ( .r » =-. . A — ^ y -. < n (^ — ces / -4- ...-+- ces /? f\ <7/,

ou la fonniion /(.r) est i)rolon^ée en dehors de (0,27;) périodi-
quement. Désignons par ^(j?) les moyennes de Cesàro d'ordre A-
pour la série ( i ) , c'est-à-dire

s^( ,r -, „.: - , \^ _^ - -^A^-p.» <7^ COS;JL./- ^ 7^ «.in^L.r ) |,
\ ;, \ •> ^Hà ' j

I. a i J

et par ^( / ) les moyennes de Cesàro dWdre k pour la série
i
- ; ces/ -^ cos ^ / -r . . .,
•2

c'pst-à-dire

^^^^(^-^SA^COS^V

De ( 4 ) on obtient alors facilement la formule fondamentale

(5 ) 4 ( . r ) — \ - ^ ^ ï ( ^ ) ^ ( / ) < / / .
'" ^ o

2. Maintenant nous démontrerons une inégalité, qui sera la
base de notre recherche.

3î. POM/' chaque <, o < < ̂  TT /^o^^ avons
fip—k i

( 6 ) ! /^^) 1 < M ̂ - - N ̂ , ^ = o, i, .,...),

où M ^^ N fie dépendent pas de n et t.

( * ) E. KOOBKTLIANTZ, Sommation des écries et intégrales divergentes par
les moyennes arithmétiques et typiques {Mémorial des Sciences mathéma-
tiques, Paris, ig.îi).
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Désignons par
,<(^= A^Q,

et par T^( ^) les moyennes
n

TX(S)=^A,*_(J.S^
ULr-ft

pour la série i -r- ^ 4- ^ -1-. . .. De l'équalion

x oc—l—, -, y ̂  x^ = y T,7; r.- ) ̂ /'(i — .r ï^4-1 ^J ju /< - /

'• o

nous avons, de la formule de CauchA,

/ 7 > r ' ^ ' - } - l F_____^_____w ) '"'^-^TiJ^i-.r^d-z^^9

où l'intégrale est prise sur la circonférence [ je \ -=^. z <^ i . Mais
d'autre part de la relation

»

(I-L)^^^-^
nous avons

A7 = —— F dx
" ï 7Î / J^ X11^ (l-—JC)k•^ï'

De cette formule et de (7) on a

( 8 ) T,^)--Ai-=—-^_ r- dx
l — Z 2 3 T ( ( S — I ) J ^ X n ^ ( \ — . V ) k ( î — — Z X )

De cette formule par le théorème de Cauchy on obtient faci-
lement, z = e1^

(9) ^(n^RfT^)~-AL1=R ./ F dx

L I — ^ J • 2 ^ ( ( ^ — l ) ^ ^ " - + - l ( l — . y ) ^ ( i — 3 . r )
, ^ g /'________^

(s—i ) '27c î j ç ^"^(i—.r^ri—sj;)

^R——iL— f36 ____^____
( s — i ) 2 ^ i ^ ^ p . r ^ i ( ^ — i ) ^ ( i — ^ , c ) 1

où y est une petite circonférence avec le centre, le point ^ = e-1^
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<î est aussi une circonférence autour du point i. dont le rayon est
é^al à p et À est une constante dépendant seulement de k (si k est un
nombre entier ^ === o). Les cercles y et ô sont choisis de façon
qu'ils n'ont pas des points communs. Prenons la dérivée d'ordre/?
des deux membres de la formule (9); on obtient que ^^{t) se
présente comme une fonction linéaire avec des coefficients cons-
tants multipliés par e11 des intégrales des formes suivantes :

__ i /-_______d^______
aw { z — ï )'' J,, . r " - ' ( ï —- .r /• ( ï — ;; .r ^ '

l r djr^_-__ r_a (^—i^ ^s — i/' Jf .r^^-' {ï — .r ) ^ ( i . — 3.r X^

I /^ </.rr ^ _____(tjr
. 1 . .7-/^i(.r —i^ -<''JL'/ = (s -—i)^,,^./'^^' — i } ^ ^ — ^ . / ' ) ? -

où l'on a
I ^ V ^ /^ -4- ^ — ;Jl, I ^ ̂  ̂  { ) •+- l.

Considérons d'abord le cas ^-^' Soit le rayon de y égal à, ï
= // -/ f v a 7<

<4 p ;== — . Alors sur y nous avons
• /î '

•'•-'î =Ï' -'•-•1>", l* . ' î——;'

"" ' (-;)"
! r!^1 ^i-'-1.'

V n,

<2e, |5-i|>^,

où a et (3 sont des constantes qui ne dépendent pas de n et t.
Pour a^ on aura

ï
ïr,-'ie

n — n^-1
au/'1 ^ —————77YH - ̂ ^ 7^7*.wriiV '>,..(;y

^>

On voit facilement qu'il existe une constante K ne dépendant de n
et t telle que l'on a

-. /^-1 nPM^-^<K^.

En effet nous avons
//P-1 ^ ^ • _ 1 ^
^X-t-v = t^'p-^ 2—p.1
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parce que ^TT, o^p 4- 2 — [j. — ^ ^ P ' D^autre part nous avons

n^-ï i nP
t k ^ p ^ î a = ^-n—^. ^/-M

parce que cette inégalité est équivalente avec (nt)P^'~^^ 4/?"H~l\
ce qui est évident. Donc, si nous désignons parK un nombre plus
grand que les nombres M,^, y ,4-1-1^ nolls aurons

(10)

Sur à on a

i i ////

: ̂  ! - ^ jrr, î

"^? i--^-,-

où d^>o est une constante qui ne dépend pas de n et t. Alors
pour b^ nous avons

00 j ^av | < .l ̂  C , "TTT——— -N^7ÎTT
/^/v ^ \ ^/a/a^,/v/ 2 \ ^/a/a

Si ̂  $ À* — i, alors

[ JL -hV^ /^ -» -2<Â '

Si ̂  > À — i ,

^--+-l—(i.—v< ^^
/[X4-'/ '̂ - /•^•-^l

parce que 7i^4* Donc si K.( est un nombre fini plus grand que les
nombres Ny, .îr7', Ny^^TT71^71"^"' on aura

( l a )

71^—1

1 ^^ 1 < K! •^TT P0111' ^ ^ Â — ^
- , - nP .

\ l )^\ < K ^ r̂, pour p> /. -î.

Considérons maintenant les intégrales c?^. Nous avons

I Ç1 ̂  : "' d^t^^ Jt^^ J , ̂ {.r—i)^
d.r

si À > î ,

r x dtr ' c a c djr — f^A'~A
J , .^(.r-i^ <"^ ^T = Â"~ î ;
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si À < i ,

F ' _ _ ^ r ^ r x d.r
J , .^(.r — i ^ ~ J .^-(.r-+-n"

/^ / i\-«-i / 'x ^ ^
- -———— ( I -+- - -+- À / ———— fljr - Q/ ,^-1 x

^ — 1 \ /l/ J^ / , — i .^^J — ^ ( ^ »,

donc
i • . T ^-1

' c ^ : • ^Tir-^

où T,^,, sont des constîmtes qai ne dépendent pas de n et t. De
cein on obtient coinine ci-dessus une inégalité de la forme (12) .
^inégalité (6) s'obtient immédiatement comme conséquence des

inégalités (10) , (n), (r,), pour t^^ Pour démontrer que (6)

(-si valable aussi pour o < t < ̂  nous montrerons l'inégalité sui-
ViUltc :

ft. Pour chaffiie /, o^ /<7r , (m a

t l ' î i ^ \ ̂ {t)\ < (x/^/^^l.

où G ̂  M/i^ constante qui ne dépend pas de n et de t.

l^n efÏel, on a
//

^(^=ao-+-^^A, /;_aCOS^/-+-^^,

À /-
où ao=^pour/;=o, ^o)(^^^^^ ^ ̂ ^ pour ^ > o.

l^arce que A^ < G(n - ̂ ^< G/i^ nous aurons

/<
i..? / ^ ( / ) [ < (x V^/ //^^< G/2/^^+l.

tA.^1

Donc, si t << -l, on an
} ̂ (t}\ <Gnp{^Y^\

et il suffit de prendre M plus grand que 4^ G pour voir que

l'inégalité (6) reste vraie aussi pour o < t < -4.
n
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On voit facilement que de* (6) résulte pour p^k — f l'inégalité

( ï 4 ) ^/^ t } \ < M, n^ ( o < f^r. ),

où Mi ne dépend pas de /i et de t. Nous démontrerons que celle
inégalité reste valable lorsque^? n'est pas un nombre entier. Soit a
un nombre arbitraire fixe, o << a < TT, p = m + ô, o << ô << i , m est
un nombre entier. Pour la dérivée d'ordre non entier p •==. m -(- ô,
nous employons la définition suivante de LiouvilIe-Riemann :

/'./.) ( ,c ) = ^—L-^ /' ( f — ./• )-<;/'1 ̂ - ' ) < n <//.
1 ( 1 — 6 ) J ^

YIors nous démontrons l'inégalité :

y. Pour m > À' -- i on a
< D » i^'^^/XM.^, (0<^a) ,

<n\ M.j c^< M/^ constante indépendante de n et de t.

Soit d'abord - < t< b < a, ou b est un nombre fixe. Nous avons
// ni ,1 n-}-\

[ -' f f l } { f } 1 •< ^ TI-, ^ ' ^//<-+- l>^ » ' < v» -T^TT •

Donc pour^^^ / ) nous avons

i f* "
^p} ( t ) ---. ?—^— j ( T — / )-5^i^ 1 ) ( T ) fh

-^rrrry)./"/'-0 ^/^)(^^= TTi—T/^ ̂/-+• -/<

; a < M /?//'-1 f (^—/^-ô^ .
*// T

/-)--
w^-n r lt i i ï p \

<^7^f, (T - / ) ^ A=0 (^7)•

3^ ^ ^ m + i ) ( / - + - / / ) (A-S du
" 1

«-^ «-^

=- ^^(t -h //)/(-§ -4-8 ^ ^••m)((/^- <)«-ô-l ̂  == p^J^LV
1 1 •- /1 < \ ^4^ /
/t // ^
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H est facile de voir, que l'inégalité ( 13) reste valable p o u r o < / < f f .
l'.n effet on a

f ^^(T:)(T- f}-^h^. R^At.^.-. ̂ ^-^-0,/A

mais

/^' r " ^tï
U.m^ 1 ^ ,,,T:X( , __ , ^-ô ̂  ._ ^^. , ^ _^_ ^^^ , / ^ ^^ _^_ ̂

' v^ / <./ i

/• . ^~ /// -^^ \
a,---0^-i ^ (T-n-û./T^=0(,//n,

1 " ..^
^ - ^/U.T( ^ _ f .-Ô^/// __ 3^^^ / .̂̂  ^ __ , )_g-, ̂

! '- i

:̂ : ( )( ^JL/' » _= ( ) ( f i ! » ),

i)onc

( K » ) À r 7 / ;(^)=o(^A / ; . ,^/ /^.=0(^^/^l^ (o<^a;.
\U- 0 /

Soit maintenant t>a — -i; nous avons

, ̂ X n < cM ̂  n—i( - - D-^/T ̂  M^——(^ - , )i-ô< M",?/-.

Si6<^<^ - - 1 ,
— ^

,̂ 1 < < ) = F f "-<-<• /"' =^-+-c/
J' <-.!

,.'

, / ' ,M /' ".——., - , i-Srf, ̂  -M '̂ ̂ . ̂  ̂ n,'.
*•'/ l — o

y"y= / .,,(»^l)(^-)^_^-S^

'+^
-B"•""1(TI(--Q-^( -^o f\l'")(T»(T-/,-8-l</-

'/-.-• ^^
/' /<

^ .̂  ^'«ïX'rt — /)-8_^m)/^.^ l\,,û
\ ^/

-+- o j ^- /^ i ( T ) ( ^ ̂  /. )-o-i ̂ ^ .
/ -t- -!
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et puisque

a — tï -, (a — ^)-0^^0, l^)^) | < K/i^,

nous aurons
/ /'a \j = 0(nP)-^-0(nP)-^ 0( ^ ,im(^__^-ô-i^ \^ O(^).
\ - i /
\ /^ /

Nous avons reçu
n?!^)(^)[ <M, .^^5 pour o < ^ 6 < a

et
nP

\^^(t)\<M^nP<:M.,a^^ pour b^t^a',

donc si nous désignons par M3 le plus grand des nombres M<
et M^a^4"1 nous aurons pour chaque ^,

1^(^)1<M,^ (o<^a) ,

et l'inégalité (i5) est démontrée.

3. Maintenant nous démontrons des théorèmes nouveaux pour
la sommation par la méthode de Cesàro des séries de Fourier.
Posons ponr p ^> o

i r^
^^^ Y1J)J (x—tVl~^WCl^

pX

^(^)=r(/)-»-i).r-/^^(.r)= px-P \ (jc—t)P-^(t)dt,
^e

^o(^)=?(^).

Nous avons le théorème suivant :

I. Si pour un p^o on a

F \^^)\d^=o(t) (t->o),
^0

la série de^Fourier (i) sera sommable (C, k) pour chaque k> p
avec la somme A.

Supposons d'abord que p=m est un nombre entier* De la
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formule (5) on a

^ ( . r )—A=^ f ^ ( t ) b ( t ) d t - + - 2 F ^ ( t ) b ( f ) d t = u-v,
7: ^O r ^rt

où o < a <; ÎT. En intégrant par partie nous avons, pour iz,

( 1 7 ) . u='^,(a)b(a)-^ F ^^t)b\t)dt
^o

^ ï 2 /"rt

= - l5 , (a )^ (a )— -^^a)b'(a)-}- - \ ^ ( t ) b " ( t ) d t
^ T- ^J^

^...= ^A -h(—i)m^B,

A =-. çl(a)6(a)-9,(a)6 /(a)-^-...-^-(-I)^-l?^(CT)6(^-l)(a),
/,<i

B = / ^,n(t}h^(t)dt.
^0

Soit /? non entier, p == m + ô, o < 8 <: i , alors on peut toujours
supposer que m >> k — i puisque chaque série sommable (G, a)
est aussi sommable (C, (3) pour P >> a. Considérons Pintégrale

r "y= / ^ p ( t ) w ( t ) d t ;
^o

nous avons

J=Ï^r=~Ï)f ^^^dt f ^-Q-0^^1^)^

- r . ' g . r^^^d'. f (^-f)-^p(t)df.
^ ~ ' ^0 ^O

La formule connue

i r^®^+o(^)== ?^(^)= p-g. / (.r—^)8-iîp,»(r;^

nous donne

f (T-^)-Ô^(^)^=^y ^-t)-^dt^ (t-u)^-^,n(u)du

"TW)/ ^1^du f ̂ -t)-^t-u)^dt,

d'où, par le changement de variable t=u 4 - ( r — ^ ) À , nous
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avons

r^ r^
{ (T—Q-89^(<)^=r( i-5) / ?m(^)^=r(i—8)çp^'(M).

^o ^o

Donc il résulte

r "
J= I ^m^Wb^^^du

JQ
^

= Çm-n(o)À(^)(a)— / <fm(u)bW(u)du,
^o

ce qui nous donne
..a

B == 9m-+-i(a) 6(^)(a)~ / ^p(u) b^(u) du.
JQ

L'inégalité (6) nous montre que pour q<k on a 6^(0) = o(i)
.,11

et / y (^ )&(^ ) A ==o(i) lorsque Œ est un nombre fixe. Donc
^ a

pour démontrer le théorème il suffît de démontrer que

/<a

j ^p(u)^P)(u)du^q(i),

ou, ce qui est le même, d^établir que

/^
(18) a= / tPy.p(t)b^(t)dt^o(\).

^o

Soit e ;> o un nombre arbitrairement petit et a choisi de façon que
pour o << t ̂  a on ait

4>(<)== F |^(T) l< /T<çf .
^O

Alors pour n > — nous avonsA a
i

r" /tff
a == ^ -+- y ===a i -4 -a» ,

^ ^i
n

DerinégaUté (16) on a

^ ^(^| a i |<K7i^-n / tP\^p{t)\dt <K—_2A=o(i) .
^0 J.

/l
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Si nous posons A- =^+7. o «/, l'inégalité (,5) nous donne

- ^-^1—r^
L " J H

<,-+- N ^ y -H')^,,

^-"(n, a^ - ; /" dl'__ -_ 1.
./i ti'itl^ (j

Donc pour chuque £ > o nous avons lin, j ^ i < ei\ 1±1, ce qui

uo,,s montre que lin. a = o et le théorèm'^est demontrJll est évi-
. <-»< que ce théorème contient comme des cas particuliers les
•heorèmes énonces de MM. Lobes^ue, Hardy-Littlewood, Pollard
l'o-saiiqnet.

1 1 . >'i /mur un p > o on a

""/•^'^(ol^cxn, ^..,(,)-^<,, ,̂,,

la série de Fourn'r (, ) sera sommable { G, A •) pour chaque k> p
<m'r ni somme A.

Il .-sit de démontrer que (18 ) est vraie. Soit e > o un nombre

arbitrairement petit et m un nombre arbitraire, tel que w <a,

a étant choisi de façon que \^(t)\<_^ pour o<t^u". Nous
<i von s - -<i von s

^ .
J J ^^(0^)(^)^=a,-4-a,
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En intégrant par partie nous avons pour a,

r71
y.^c ^(Q^)(n^

^o
Itl

^ ̂  / //.^ ̂ ) f m ̂  — c, f //^i ;jî .i (/ ) b^- ^ ( / ) dt = a, -h- a';,
• / \ // / \ /?. / ^

où c et Ci sont des constantes. Nous avons

[/ m\p^ / ^ \~ i r i11^ i.,.o ^)_^h) ,„ ̂ ) L,,,,, ,_,-„.(ï) "-" .i L "• -'
Soit £ri le maximum de ' (UL/), » ( t ) 1 pour o ̂  ^ » alors on a

r^ r7'
I a', i < K £ , / 1 t / ^ 1 ! ^ t / ^ 1 1 » / ) ! ̂  < K-£,////^ 1 //^1 <// < l\£//w/'"- '2 ,

«^(t ^O

donc a', =: 0(1) si m est un nombre fixe. Pour a.^ nous avons

i a , | < M f |^(Q ,̂-^-rl' ////;
^ M r^'(^_^

^ v / t^n'i

/ m \

= Mn-<f^(a)a-fJ-t— M — m - ' l -+- M ( i -^ 7) ^ (I»(Q ———^

^ '̂

=0(^-/)^0^^ ^^\=0(,^/).

Donc on peut choisir m assez grand pour que ! a.jl << c et le théo-
rème est démontré. Naturellement le théorème II contient comme
des cas particuliers les théorèmes énoncés de MM. Noaillon,
Pollard.

III . Si pouf un p ^ o on a

< P ( 0 = f | ^ ( T ) J < / T = = 0 ( 0 (t->o),
^0

LXII . 7
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S^(^)=o(\o^n).

Gomme ci-dessus il faut étudier l'intégrale a = F f^t) b^Çt) dt.Comme ci-dessus il faut étudier l'intégrale a = f t^p-pÇt) b^
^0

Soit £ >> o un nombre arbitrairement petit et a tel que Fon a
^0

Soit £ >> o un nombre arbitrairement petit et a tel que l'on a

<t>(^) < s/ , o^^a.
Alors nous avons

= Ç -^ Ç =a,-^a,,
l/^ ^i

r 7 1 ^^a, < M y tPnP^ \ ^ . p ( t ) \ d t < M xn / -^ o,
i/o _1

n

^ / i.A)'6^ _ v f l ^(^ <ï)^ia , |<M/ ' |^( , ) i^=M ^1-
*/i t \ a

^dt

l
/i

a i
n

< K - 4 - c M / ^ ^ < K - + - E M l o g ^ ,

pour chaque £ > o , donc a = ̂  + ̂ = 0(1) 4- o(log/i) == o(log/î).
De l'exemple de M. Hahn ( ' ) on voit facilement que dans

l'énoncé des théorèmes 1 et II on ne peut pas remplacer k par p
dans le cas p = i . Il est très probable que, aussi dans le cas
général, on ne peut pas remplacer k par o.

4. Nous considérons maintenant l'ordre d'approximation de la
fonction f(jc) par les moyennes arithmétiques.

IV ' . Si pour unp^o^ on a

^9) f I^(T) |^T= 0(^a) (o<a^i^-.o),
^o

H. HABN, Jahresbericht der Deut. Math. Vereinigung, 25, 1917, p. 359-( 1 ) H.
366.
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alors pour chaque A-, p 4- i ^ k > /? + a, <m a

(20) ^ (^)_A=o(^) ,

^ /?o^r À' = /? 4- a. on a

W ^)-A=0(1^).

De plus si (19) est valable uniformément sur un ensemble E,
alors (20) et (21) seront aussi valables uniformément sur le même
ensemble E. En effet pour s^Çx) — A nous avons la formule (17),
dans laquelle pour chaque q ̂  m, À' — q ̂  À" — m ̂  a 4- à, nous
avons, à cause de l'inégalité (6).

<^) 6"7)(a)=o(^-6)=o(,i) t8^

(.3) ^^(^-(Ï) (8 =»)-

/'7t

On a les mêmes inégalités pour l'intégrale f ^{t)b{t)dt. Il
^ a

nous reste à étudier l'intégrale

..a
a = f tPy.p(t)b^(t)dt.

^o

Soit n > - et posons

a ^ f -4- Y = a,-+- a,,
./o ^i

^
i 1

|a,|<M^'f tP\^.^t)\dt<MnP^ l r \y.p(t)\dt
JQ ^ JQ

=o(.-^,)=o(^),
\ n01-^1 I \r^oi/

!a21<M•^/'l/']la/'(ol^=Ml"-6/''<î>'(<)ÏÊ)

/< n

où l'on a pose

^(Q= f l^(T)lr f ï , ( 8=Â- - ^ ,ô^a ) .
^o
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Donc

[ (D/JiVi
|a,|<M,.-ô Î^^^^M,.-ôr^_

a<^-i /^\0^ | ^i ^-a-M

\n/ -1 n

^(-^o^r^x
V^/ l / ^-a+i )

\ /7 /

==o(^)-"o(^)ï si 8 > a -

^Of-^^ofî^) si ô=a ,V / / 3 1 / \ /^ /

et le théorème est démontré. Si Pon pose^ == o, )^o(Q == ? ( < ) ? on
obtient comme cas particulier un théorème de M. Alexits ( f ), qui
est une généralisation d'un théorème de M. Serge Bernstein.

De la démonstration on voit immédiatement qu^on a le théorème
suivant :

Si pour un p > o on a

I | I A ^ ( T ) ! ^T = o( /l-+-a) (o < a ^ l , t - > o ) ,
i/o

alors pour p 4- i ̂  A > p 4- a on aura

. ç , ^ f < ) - A : = o / — ^ ,
et pour k = p -}- y.

^)-A=o(^).

Nous démontrons ensuite dans le cas k >/>+a un théorème plus
précis.

V. Si pour un p^o^ o <^ <x^ï^ on a

f ! ^ (T) |^T=0(/1^) , f ^(T)</T=0(/1^), (^-^0) ,
^o «/o

a/or^ /^o^r ̂  4- i ̂  A > y^ 4- a o/i a^ra

^)_A=o(^).

( 1 ) G. ALEXITS, Mathematische Annalen. 100, 1928, p. 264-277.
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Diaprés les inégalités ( 2 2 ) et (23) il reste à étudier rintégrale

r "
a== t t P y . p ( t ) b ^ ) { t ) d t .

JQ

Soit m un nombre arbitraire mais << n et posons

^(t)== Ç |^(T)^T, ^ ( t ) = Ç ^(^)^.
<-A) •-'0

Soit m < a et divisons l'intégrale a en deux autres
H

r " r "a = = l -+-i ==ai-+- a^.
^o ^^

/<
Nous avons pour a, ,

m

a ,= f ^ ' ^ t P b P ^ t ^ d t
^o

/?i //<

l71 /""= 4/ (^ ) ̂  6'^) ( ^ ) — ^ + ( < ) ^ b(P^{t)dt
lo ^o

/7Î

r^—P f ^(t)^-1 b^(t)dth
= a. -h a" -»- a",

^0

.^^w^(-y^)(m)=o^(w^vmy--^
' ' V / i A ^ / \n / \ \ n / \n/ ^ / w \ ^ l

/ l l ^ / I \ • m - / -.= o ( — . — — — — . = = o ( - . ) » si — - > o et ô = = Â - — / > > a .
\ m^^-P n 3 - / \nv•/ n

Soit £/, le maximum de ^^- pour o ^ ^ — î donc £n >o

lorsque n->co. Alors nous avons pour OL'\
in

ia';|<K.. r^nP-dt^ K £ / < (^Y^^^^of^1 1 1 Jo a -h /) -+- l \ ^ / \ ̂ a /

pour m fixe, quelque grand que soit. Pour a,' nous avons
/7l

! a7 |< /?e , iK r ^^p^+i^^o^-^).
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II reste à étudier 03 ; nous avons

1 ^ 2 |<M Ç tP^'(f) ———dt———

J m ^° tP^0^1

n

=M^$(a)ra-^a-S-l-<l>(/2\„-8/w\-^-l^

^(S^i)/"'^)-^^:,.^
J,,i nsts^î - 2'

rt

^^o(-——\^oUmY+l—^-o(ï\+o{l ' ^V^aî-i/ |.^y /nS^J-^/ia^0^^^,;'

d'où il résulte qu'on peut prendre m assez grand que l'on ait

a'2<e/t-a^

où s > o est un nombre arbitrairement petit. Pour a; nous avons

a,=/"'$«) ^ < M,/"^-ê^L^Jl. i '
.4, /l8^ " ^ /8-a+i < 8^"^ ^S^a ».'

~' "7

et l'on peut choisir m de façon que l'on ait

a '2<£^•

Donc nous aurons x,== o (^) et le théorème est démontré.

5. Nous démontrons maintenant un théorème pour les moyennes
de Cesàro en supposant que la fonction f(x) satisfait à une condi-
tion, introduite par M. Szasz.

VI. Supposons qu'il existe des nombres g et a, o<a<i
tels que ~ '

r''
(24) j \'sf(t)—^\dt=o(h^) (A-^o).

A lors nous avons : pour i ;> k > a

(25) '""^[^'(.^-Aj^to,
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où w est une constante donnée par

(•/.6)

——r(^"^,

» / \ F îr / i \1 sinÂ'Ti; y90 . dv
^(t) == COS j t — - (À -hl) -4- — — - ^ ç-tvy-k ————

^oi^r /: === i > a

(27) l im^[^)(^)_AJ= i^y^^
„» sin" -^ ^•a'

^yo^r /r === a < i

(28) lim^[^)(.r)-A]=o,

et pour k •==. a === i

(.9) lim^[^)(.r)-~AJ=^.

D'abord on voit facilement que pour oo 14ntégrale (26) est abso-
lument convergente. Puisque

, , , À'-+-1 sinÂ'Tt /1ao , dv
<{>(0) == C O S î t — — — — - ( - — — — — — / t>•~k————

1 / 2 7t J, 1-+-V

et ^'(o) est un nombre fini, la fonction ^ ( t ) pour ^ = = 0 a la
forme t r î ( t ) , où r^(t) est bornée autour de ^ = = 0 ; donc Pinté-
grale (26) a un sens aussi pour t === o, c^est-à-dire est convergente.
Nous démontrons maintenant que Fintégrale

^a /<7T

,. / f^g(t)dt, ^(0==A,^(0,
^ „ n» ^ 7Ï

U),t == -
K ^a ^oA,, «/n

tend vers ûj, lorsque n -> oo (i > k > a). En faisant le changement

de variable nt=9^ a cause de la formule asymptotique A,*^/ -—,——.
on voit tout de suite que ^n^ Sn, où

^^^r^w-
En posant p—ro la formule (9) nous donne

^0=R(y)-t-R(T),
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où
. ̂  z^^i ^ z sinA-Tc F^ _______^x______

J == (7±~D^~Tî = 7 t (2—i)^ (.c—1)^-^(1— z.r)^

e^ == ^, < ==-•
71

En supposani que 0 est un nombre fixe '> o, on obtient
,-?(,,-+.̂ -H) f^e-7î(Â•-^-l)^

,. / ,. e n e 1 - J
J"" n^ = llm 77———^——— == ——^———>

[ e n — l ) n^
donc

eos[e-^(A:^,)]
l imR(_L-)= —L—————JL,

\/i^1/ 6^1

et il est évident que si ô reste dans un intervalle fini (a, 6,),
a > o, fc > a, cette relation est remplie uniformément. Posons
dans T, x == i 4- -^» on obtient

T _ z%\\\r.k r " _________du_________ ^
/l^1 ~~ 7C(3 — l ) M / , / ^\ / t4 ' l^ / ^ /'- ^ 1 u^î-+- ,) [^ ( ,_^)_^, , j

»-/ o ^ /

Si 0 est fixe, parce que n(z — i )—*- /0 , ( i + "y'-)-^", on obtient

T sin7:k r^u^e^dul im —T— = ——r— / —s———:—?
^ ^ < /l^1 7:6 J^ 8 — — M t

d'où il résulte

(3o) li^-L^8^ f30^,-.——^./ \^^1 / T. J^ 6 2 - 4 - y / -

Si nous posons u == ôc, l'intégrale se transforme en

sin^îT /'30 n / ^
—————— 1 ^—Ofp—A'——————,^e^i^ i-+-^2

Si 0 reste dans un intervalle (ff , &), o -<a^0^6 , il existe un
nombre fini N, tel que pour chaque n > N, on a

| ^ ( I — ^ ) — ^ M i > ^ i < e — ^ ^ > - > a , \n(\—^)—zu\•>u'
'i. 2 ^ ^

T
Alors parce que les intégrales (3o) et —j^ sont absolument
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convergentes, on voit facilement que (3o) est remplie uniformé-
ment. Posons

' / e \ ^6
^-ÎTTTTTI8-/ toa^)

^r ,,A ,,/IT:^ A ,,/ITÏ

/ -+- / -+- / ^PH^-PH^-P'!.^/^-^/^-^/^
^(} ^f\ •7 A^0 ^Yl ^A

et soient yj, A choisis de façon qu^on a

/"•-<-. f;^«., .fifê.-'X..

où e > o un nombre arbitrairement petit. Alors parce que
!^(01<M/i^,

on aura

(3i)

r^
\Pn\ <M / eaûf6< ME,

^o
/./I7T <»f ^<»-\p';[\<M I Oa (.)"- •A ( _ ) n^ • A

n

Parce que
sinÂ-jr FsinA-ît r* , dv'

^l^~~J.\^W \< „ < •t'
l'intégrale

f:^-
est absolument convergente, donc on peut encore choisir A de
façon qu^on ait

1 r' ^ ( ^ ) J| r30 d > ( e )
IJ, ô^-

1

<-/6 < E.

Parce que nous avons

• • ^À^ /^ </e ^À + ( 6 ) ^hm / ô01.^ ( — ) —-— = ( -î——— <^6,^x^ ° \ / î / ^^1 J, e<-^i î^ / l / /l^1 J O^—a-n

on obtient facilement, diaprés les inégalités (3i) ,

'"^)^-r^<^,
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où K est une constante finie pour chaque e > o, c'est-à-dire
(3 2) lim 8,,== co.

n •>- ao

Considérons maintenant le cas k = a < i. Nous avons dans ce cas
? /•7C

Wn^ ^ r (a -+- ï ) ï , , , où ':/,=/ t ^ g { t } d t .
*^n

Ecrivons
î ^î

•*i ^'^
/ - ̂
'i ./o

T / i = y -+- f == T',,-+-T;',, J T ; , | < M ^ t^n^dt== 0 ( i ) = o ( l og / i ) .
- o ^i .A

D'après la formule (9) on trouve facilement

^)=^l(Q-^2(/),

F / a - ^ i \ TC -]cos ^^+ \- , ( a + i )
^(Q=——L-"———————L————————-'

2^ 1 sin01-1-1 -
•2

... - sinaTC 5 y1 dy
^(t)=R——————————-———. / y^n^_y)-^_aJ__

r. ( s — i)27r^ ^ v l / / 7-^

où ^ = ̂ r. On voit facilement qu'il existe une constante finie ^ > o,
telle qu'on a [ ^ — i >\t, \y-- z\->\t. Donc nous avons

M' r1
1 ^ ( 0 ! < 5 J ^ / y^n^—yY^dy

_ w r (a-^ ^•4- i ) r ( i - -a) M"
— X 2 / 2 r ( ^ - + - 2 ) < ^s^i-a*

Alors pour T^ nous aurons
^ ,,7:

^^ / g^W^dl^ / ^.(Q^^=^i-^^,
*• j ^i

7i ~n

, , M^ r^ dt
\^\<-^j -^ = 0(1) = o(logTi),

/i
I? / i i , a7t TC \

/.2/ A M+a'^2^^3'^-—————)
^^to) ————————A————-———-dh-

271

La fonction ̂ ^ est croissante pour o < A < 7 C» donc d'après le
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second théorème des moyennes nous aurons

^œ"'/"'"""'̂ "-0" ^< t<^
p. et v étant des constantes. En posant 2,nh=u, nous obtenons

/l/î7t / ^ ^/ \ ^^ 1 cos ( ^ -»-—-+- ^ 1/T^0^1 / \ /l / .

^(l0 J^ ————————————————^

• i ^ \ nr- r^ • i ^ \, . . , s in ( u -h — •+- v ) , . . . y sin ( u •+• •- •+- v )
^W^____L__ ^ -Y^ / v n 1 du

V2/ M 2n2; \ 2 ^ ^2.: ^- •2 / M l.nç \ 2 / J.n^

=. 0(i)= o(log^).

Donc dans le cas /: == a < i , nous avons

(33) to,z==o(log/i) .

Soit k = î > a. On obtient facilement de (9)
. „ n -»- isin2 ——— t_ r ^ / î^2 ^ i 2^^-"L^^-^rr^J-———'L ( ^ — i ) 3 (^- i )

et comme ci-dessus on démontre que
- ' / v / J 2 sin3 -

2

. ^n -n
,7i7: sin2-=y 'e-—s^6

^ 2^s in 2 —-
2/1

tend vers

/ s in2 '
(34) ^^ / ^^6.

r' . ,0, / sin2-
4 / ____2» == — / ——— au.
" Jo »2-*

Si /r == a == î , on a

r \ - / e \ ^ eJr^(^)3=o(I)=o^/l)'
2 /'""o / 9 \ rfe 2 / '̂"I erfe./ ^u^-.v ^^

./l 27»

-ni: COS_(/l-H)
2 / e—"———rf» =»„-?„.
"^ nssinî-"-

2^1
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Comme ci-dessus on voit que j3/i== 0(i) == o (log/i). Si nous
posons 6 -= 2 nu,

'i / '2 // du 2 ,'.» /' " // du i,y.n == — 1 ———— ^ — |
^ J sin- ^ TC

2 / < = = = — 1 ——— ~ —los^,7; J sin'2^ TC & 5

d'après la rè^le de l'Hospilal. Donc dans ce cas nous avons

CO/f 2(3 ' ) ) lim
log^i TC

^ ( t )Si nous posons y}(^) = ^a ——5 la formule (5) nous donne
— n

'> r^n^sf; ( x ) — A ! = -^ y z { l ) ^ ( t ) d t ,
7Î c/o

d'où il résulte
•> /<7t

( 36 ) ^ a ; . ç ^ ) ( ^ ) _ A ] — ^ c o , < = - / [^(<)_^a]^^)^

Parce que t y î ( ^ ) ! < M7^a^—^ = M/i^, on a pour
^ _i

r" '/'n/ = ( [ ? ( / ) — ^ ^ , ' ^ ( 0 ^ , | t <Mn^i / | ^ ( ^ ) — ^ a dt->o,
•^0 «^0

d'après la condition (a4) . Soit e >> o un nombre arbitrairement
petit et a choisi de façon que Fon a

< ! ) ( / ? ) = = f \ ^ ( t ) — ^ < a | dt< sÀ1-^»,dt< £ÀI^», o < A<a.
^o

Alors nous avons

^.^ ^n a T.
/ ^ ( ^—^^ (Q^^ / -+-/ -4-/ =t-t-i'-+-^\^

^ ^0 ^1 ^rt^O Ji) J\ J n

! < ' i < M C ^'u}—^^M\^(a)n-^a--^-^(î-\(l-Y^~in-^
J ^ n^t^^ L \nl\n]

H

-^j = 0(1) -+-y, ô --= À — a > o,

y<Ma+i)e r '_^<M(^-4- i )£ F—i—— ^M^-^E,
J, /i^<8+i ./^ /iS^-^i 5

^ ^
^=0(1),
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(Ton il résulte que

(87) na[.ç^ï(^)_ yV ] _^oj,,=o(l), A > a.

Si A- == a les mêmes inégalités sont valables à l'expression poury,
pour lequel nous avons

M a i .

y < M ( Â - n ) £ ^ — < M ( Â - + - i ) £ J o g n .
^ i

7(

c'est-à-dire j = o(log/i). Dans ce cas nous avons

W i^[^(^-Al-^=o(I)•

En se basant sur les formules (3a), (33), (34), ^5), (3;), (38),.
on obtient immédiatement le théorème énoncé. Pour le cas parti-
culier À == i , o < a ̂  i , on a le théorème de M. Szàsz ( ' ).

On démontre facilement que dans le cas i ̂  k > a > o, on peut
remplacer dans l'énoncé du théorème VI , la condition (a4) par
les conditions

r 1 1
f I ï { t ) — ^ f ï \ (it == Oi/f^^-).

*^o
r ' 1

1 [ s ( < ) - _ ^ / a ] dt = o(/< l-ha), / / -^o.
«--'<\

( l) 0. SZÀSZ, Ac<a Mathematica, t. 48, 1926, p. 355-36'>.

(. \ suivre. )


