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SUR LES ENSEMBLES DÉNOMBRABLES AVEC APPLICATION
AUX SÉRIES TRIGONOMÉTRIÇUES ;

PAR M. TULLIO V IOLA.

1. Soit 9\. un ensemble dénombrable et soit CX son dérive.
Ordonnons fTL d'une façon quelconque *.

< a) <T?i, a,, . .., a^, ....

|JL, v étant les extrémités de ( f t (—ao<jUL^v^-4-oo) , si c ^t une
valeur quelconque ^j^^1']? l^s éléments a r î<^Ç[^Ç] sont en
nombre fini. Mais si p. << ^ << v, d'une part les a,, << ̂  d^autre part
les i.tn^L\ sont en nombre infini. 11 est intéressant de se demander
avec quelle fréquence rencontre-t-on les éléments dn par lesquelles
Fune ou l'autre des relations est satisfaite lorsqu'on parcourt la
suite (a) .

Pour chaque entier r >> o et pour chaque nombre réel Ï, dési-
gnons par N(r , ^) [ou plus précisément par N^(7', î,)] le nombre
d'éléments a^ tels que

n^r, ^ / /^^

et par M (Ç) [M, (0] la Hm^^, par M(0[M,(Q] lainnî^^-l-^
^-i^30 /••>•»

Mrt( ; ) , M^(E) seront nommées respectivement la fréquence
supérieure [non gaucher en c et la fréquence inférieure [non
^'auche] en \ de la suite (a) [ou de la série correspondante .Sa,,].
Si, pour un \ particulier, on a M,/(Si) == M^(^) , on désignera cette
valeur commune par M^(^) et on la nommera simplemeirt la fré-
quence [non gauche} en Ï de la &uite (a) [ou de la série ^a,i ).

On a

M ( ^ = : M ( Ç ) = : I pour ^ < p i , M ( O = M ( Ç ) = O pour ^ > ^

o ^ - M ( ç ) ^ M ( ç ) ^ i pour ^^S^^.

Si ^>^, on a, quel que soit r, N(r, ^ ) ^ N ( r , Ç'): les fonc-



— 40-

tions M( ï ) , M (S ) sont donc monotones non croissantes. S'il
n'existe aucun point do 9'i dans l'intervalle ferme du côté
gauche ^/, ou s^il en existe un nombre fini, alors les fonc-
tions. M(Ï) , M(Ï) sont constantes dans tout le segment E/Ç77.

Pour toute suite coïncidant avec ( a ) à partir d^un certain
lenne, les fréquences sont égales à celles M^(S) . M^(Ï ) , M^(£) de
l < i su i te (a).

2. Donnons quelques exemples de fréquences. Les démonstra-
t ions des exemples qui seront moins évidents seront données dans
une note à la fin de cet article.

î 0 Soil U un entier quelconque >- i . Considérons la suite des
nombres rationnels - ^ î n étant un entier quelconque >-o,
A p o s i t i f << II7' et non multiple de U, rangés par valeurs crois-
sî intes de n et, pour n fixe, par valeurs croissantes de k^ c'est-à-
dire

i •>. 3 ( — i i •> ( l — i

t . ' [ - 7 7 r ;2

^U-+- i ^ l ~ > \lî ï
—TT-' —î—' • • ? TT9 ^!

(hi .1

V r ( ^ _ , , M , Ç ) ^ I pour ç ^ - 0

^r
A î ( $ > - ï - ;, Mr;) == -——————:? pour o < ç < ï .— ï — \ r — i^ç

^° Soit (9L l îenseml)le parfait de Cantor dans l^intervalle 01. Soit

(ïl; ^îî ^31 • • •

la suite des intervalles contigus à Ct, rangés par ordre de grandeur
décroissante. Ceux qui ont la même grandeur seront rangés selon
Fordre naturel de gauche à droite. Pour chaque indice n = ï , 2,
3, . . . , soient a^n_^ Pextrémité gauche, a^n l'extrémité droite
de 7n. Un nombre quelconque de CX sera désigné par

ai 04 a,- ( \ o \
ç= 3-,,+...+3,.+... («'-jj-
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Pour la suite des cin ou a alors

M ( ^ = I - ^ M(S)=}^*
ilVeO

,., ^i ^2 , a/•

Ces fonctions M(Ï/), ^( i ) sont constantes dans chaque seg-
ment <7,,, et égales à i pour Ç<: o, à o pour ̂  i .

Ces résultats étaient faciles <i prévoir après l'étude de l'exemple
précédent.

3° Si les nombres —^ de l'exemple i°, pour n fixe, sont sup-
posés rangés par valeurs croissantes de (— iV^A" , on trouve

^-.^"l,^ ^^-u—^or ^wo<^<-l•
4° Pour la suite des nombres rationnels—^ avec n entier >> i ,

À positif < 7i (premier avec n ou non), rangés par valeurs crois-
santes de n et, pour n fixe, selon les valeurs croissantes de A-, on
l rouve

M( ;) = M( 0 = M (S) - i - ç, pour o $ ç ^ l .

On pourrait direqu^une telle suite est uniformément distribuée
en o i , parce que le nombre des éléments contenus dans chaque
intervalle partiel de 01 devient sensiblement proportionnel à la
longueur de cet intervalle, quand leur nombre total croît indéiini-
ment.

F)0 Soit x un nombre quelconque tel que o <: x < i . Quel que
soit n entier "> o, désignons indifféremment par Xn ou par p.(njc)
la mantisse du nombre nx^ c'est-à-dire la différence nx-—[nx]
entre nx et le plus grand entier contenu en nx. Les nombres

i l ) (JL(a ' )==a- , ^('^), ^(3-^), • • • ? ^(^),

sont tous contenus en 01 et tous rationnels ou tous irrationnels.
Si x est rationnel = p- fraction irréductible, on a pour la suite ( i )

M ( S ) = M ( Ç ) = M f ç ) = i - Lls^-
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Si x est irrationnel on a un autre exemple de suite unitormé-

ineiit distribuée en 01 :

M ( s ) -- M ( ^ ) == M ( ; ) ^= i — S en tout oT.

Aux numéros suivants (3-0) nous étudierons un problème
relatif aux fréquences. Ensuite ( n0" 7-12) nous montrerons l'intérêt
de la notion de fréquence en l'appliquant à Fétude des séries tri-
^onométriques.

Nous voulons énoncer ici les résultats indépendamment des défi-
nitions et des notations posées :

a. Si pour la suite \ On \ des coefficients d^une série de
rosinus ^ânCos'ÀT.nx \d'!une série de sinus ^On sm^nnx^ il
existe deux nombres positifs ^, £ et une infinité d^ entiers r >> o
tels que les indices n^r pour lesquels 'a /J^S sont en

nombre ^£/', alors la série converge (en 01 ) tout au plus dans
un nombre FINI de points^ c^est-à-dire tout au plus dans les

points x rationnels -==. p- avec q multiple de 4 et ^ ̂  ^ avec qpair

et l-^ -c ou q impair et - ^e . {Ces points sont à une dis-

tance > ̂  /'un de l'autre) (n° 10.)

b. Si pour une série tri Econométrique générale

S( a,tCos'2^na? — hn sin-27: n,a" \

il existe deux nombres positifs^ e et une infinité d'entiers r >> o

tels que les indices n^r pour lesquels \/a^-}-b^^ sont en

nombre ^er. alors la série converge Çen 01 ) tout au plus dans
an nombre FIM de points. Ces points sont ou bien tous irration-
nels ou bien tous rationnels. Ils sont ainsi caractérisés : si un
quelconque x === x de ces points est irrationnel^ tous les
autres x -=-- x — y ont du premier une distance y ration-

nelle == - avec - ^ - . s / 1 est pair ^ ou - ^ - si t est impair. Si^ au
contraire, aucun de ces points est irrationnel^ alors deux quel-
conques x === x == ' î x == x 4- y == t- + - de ces points sont tels

'7«^+^|(""12).
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M. H. Lel)es£!:ue a démontre ( 1 } que, si lim \ /a^4-^>> o, la

série 2(a,i cosaîr/î.r -j- /^sinaîr/U') converge tout au plus dan^ un
ensemble de points ayant mesure nulle ( t j ) . Mais quelle est la
nature de cet ensemble?

Le but do cet article est celui d'énoncer une propriété suffisante
pour que cet ensemble soit formé d\m nombre FINI de points.

La notion de fréquence nest pas nouvelle dans les recherches
de ranalyse. M. E. Borel, dans sou traité de Calcul des proba-
bilités ( " '), étudie par exemple la fréquence avec laquel le un
certain chiffre, compris entre o et ( ) . est rencontré en parcourant
le développement décimal d'un nombre ( ! > ) . Mais nous nous
plaçons d un point de vue essentiellement différent. C est le point
de vue do M. E. Cesàro. qui a donné une définition do fréquence
dans le cas que l'ensemble dérivé A soit formé d'un nombre FIM
de points (6 ) ,

( ' ) Leçons sur /es séries trigonomé triques (Collection Borel), p. TIO.
C2) M. H. Steinhaus a précisé ce résultat en démontrant que l'on a, presque

partout, ____
\/a3t-+- b'^, •== li in '; a^ c o s ' i ' r n x -+- b^ sin2it7i*r | ( 3 ) .n m

n ^ ao n ^ x

( 3 ) Une généralisation du théorème de G. Cantor sur les séries trigonomé-
triques ( Wiadomosci Matematycznych^ vol. XXIV, 19"»'», p. 197 -201 ) .

( 4 ) Torne II, fasc. I, Applications à l'Arithmétique et à la Théorie des
fonction?! ( Gauthier-ViUars, Kpô), p. 3, 3 ; voir aussi p. 69. Nous pourrions
adopter un langage sewblable à celui de M. Bord, en appelant fréquence le

N ( /' ^ )
rapport — e t probabilité supérieure, probabilité inférieure les limites

extrêmes de ce rapport. Il y aurait, peut-être, beaucoup d'intérêt à répéter cer-
taines considérations de calcul des probabilités sans admettre que le rap-

N ( r ? )
port ———L- ait une limit bien déterminée.

r
( s ) Kn suivant M. Borel {foc. cit., p. 2, 3) on démontre facilement que l'en-

semble des valeurs limites de la suite

N ( i . î ) N ( 2 , ^ N ( 3 , ^ ) \r,-, ç)

(^ quelconque supposé fixe) remplit l'intervalle M ( ç ) M { ^ ) (voir aussi le n0 3).

( 6 ) E. CESÀRO, Intorno ad una ricerca di limiti ( Rendiconti del Circolo
Matematico di Palermo, t. 1 . 1^87, p. aa4). Voir aussi E. BORTOLOTTI, Conver-
î^enza di algoritmi infiniti [Memorie délia B. Accademia di Scieme, Lettere
ed Arti in Modena, Série III, vol. VU (Scz. Seienze), 1907].
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3. Supposons p. << ^, di tel que ^JL << ^ -< v et w(iii ), w ( E i ) soient
deux nombres quelconques tels que

o^ //«Si ̂ m(Çi)^ i .

Je dis (j^/7// est toujours possible d'ordonnef 91 de façon
f/u'on ait

M(Ï , > :- m ( ^ ) . M»';^ .---. //«;, ».

Pour la démonstration nous partagerons les éléments u de 91
en deux classes 9V, 9V\ selon que ^^n ou u < ^ ~ Ï ^ ' s et nous
ciloisirons arl)itrairement une suite, décroissante et tendant vers
zéro, de nombres Y},,.

Faisons suivre un élément a\ quelconque de 9V par des élé-
ments ? /2< ^':^ ^ . - • • • ^^ 9V. Pour la suite

<?, , / /s , / /3, / /4 , . . . ,

on a

N(i, gi.) ^ N(^ gi) _ ^^ N(3, gQ ^
i ? •->. a 3 3

Vrrêlons-nous au premier entier /^ > i tel que

1^2<,,(ç,)^,

Nous avons ainsi obtenu un premier groupe de termes de la
Miito que nous voulons former : désignons-le par

n \, ^, 03, . .., a,-t-

Faisons suivre ce groupe par des éléments u^_^^ ^r^ii ^r^.î « • •
de 9V\ de façon que, pour la suite

0), ff2, (?,->,. ..., <7/.,, //,^-+-i, ^/•i^-2, ^ri+:tî • • • •

on ait
N(/- i , ;i) , N(r,-^i. ^ ) ,̂ N(/-,4-2, ^ , ) ,

/'l /•i -t- I "' /'i •+• 2

N ^ r ' r- ) _Soit r\ le plus petit entier > i\, tel que v '/ ^ ) > m (^ ) — y ? ^ .
Désignons par

^/•i-+-l? ^/•i+-2, <^ri-+-^, ...., Ctr[
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le groupe de termes choisis en 9V et rangeons à sa suite des élé-
ments

^/'l-M; ^/'i4-2? ^ri-4-3; • • • i

de W, de façon que, pour la suite

Oi, 03, 03, ..., Or'p Mr'i-M, ^/•'i-t-2, ^/•i-+-3ï • • • <

on ait
N(r^ g i ) , N ( r , - ^ - i , g . ) ^ N(^^- •2 , ^) ^ _^ ^

/'i ''i"4"1 ^ ^i -+-<2

Soit /'a le plus petit entier ;> r'^ tel que

^A-^^^,,
Désignons par

^•'i-Hî arl-^-27 a^l-+-:h • • • . Cir^f

ce deuxième groupe de termes choisis en 9V et recommençons à
ranger à sa suite des éléments de 9V'. Continuons ainsi indéfini-
ment.

La suite

(a) ai, 02, 03, . . .

satisfait à l'énoncé. En effet, pour h quelconque et pour s compris
entre i et /•/, — r^ on a

N ( ^ g i ) ̂ (ç^.^ N(^^i) ^ N ( ^ - ^ , g . ) ^ N ( / ^ gj^
''A - 1 ' ' r^, ^ /'/i — s - /^

^(^/i-^-^, Si) _ N(^-+-^—1, ;i) ^ /^--N(/'/^ gt ) .̂ j_
^A+.î r A + j — i ~ ( r h — s ) ( r / ^ s — ï ) ^ rfy

et, pour ^ compris entre i et / 'A+| — r^. on a

N(^, g r ) ^^ - (ç^__^^ ^(^, g i ) ^ N(/^-4-^ ? i ) ^ N ( r ^ , g , ) ^
^ ^ 1 ^ ^ ^ — - î == ^+1

N(^-+-^ -1 , ^ ) N(^-r-^ g i ) N ( ^ , g Q ^ i ^^
' •A-^-5—I ^-+-^ (^ -^^) (^-+-^—l) ^~"0'

La conclusion est évidente.
Nous n^avons pas dit, dans le raisonnement précédent, dans quel

ordre on devait prendre séparément les éléments de 9Ï! et ceux
de 9l", cela n'étant pas nécessaire à la démonstration. Les égalités
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écrites plus haut sont satisfaites, du reste, par les. fréquences de la
suite (a), soit que la suite contienne tous l'es éléments de ffV (ou
de y U ' } ^ soit qu'elle ne les contienne pas tous.

4. Toujours avec les mêmes notations, prenons une autre valeur
quelconque de Ç en p.v, soit ^j>^. Supposons que, dans l'inter-
valle fermé du côté gauche ^^, il y ait une infinité d'éléments
de 9t. Soient w(^). m(^} deux nombres arbitraires tels que

m(^)^m(^\ ^(SO^^Çî), ^(^J^C^)-

Nous pouvons librement disposer de l'ordre des fermes de l'en-
semble ffU de façon r/ue^ pour la suite (a), on ait aussi

M ( ^ ) == w(Çs) , M(^) == w(Çs).

[marinons, en effet, W séparé en deux sous-ensembles 5Ï̂  ^IT,
suivant que ces éléments sont ^^ ou <CH2. Si lès éléments de W
qui figurent dans ia suite (a) à la place fixée appartenaient seule-
ment à ùf\ on aurait

M(S,) - M(?i) == m(Çi), . M(Ç,) = M(Ç,) == m(Çi );

si. au contraire, ils appartenaient seulement à 91", on aurait

M ( Ç , ) = : M ( ^ ) - O .

Mais , avec ra, les numéros d'ordre r i , r , , /•s. /<,, . . . resteraient
l<\^ mêmes ainsi que, de leur côté. Perdre des termes de ÎW (cet
ordre étant pourtant arbitraire). 11 sera donc possible, chaque fois
qiu' d^ns la formation de la suite (a} on devra choisir des éléments
de ^l'. de choisir tantôt en 91'" tantôt en .^V, en alternant des
.rroupes d(i l'un des deux ensembles avec des groupes de Pautre,
de façon que, pour la suite (a) que Pon construit, on ait précisé-
ment

M(S2)=W(Çs), M(^)==W(Ç,).

On comprend bien que le procédé peut être répété. Soit £3 une
antre valeur quelconque de \ en JJLV, par exemple telle que ̂  <Ê3 <E2
^ mais telle que d'une pari en £4^, diantre part en y^ il existe une
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infinité de termes de 5t), et soient w(^ t ) , m(^) deux nombres
quelconques, compris respectivement entre m(£i ), nz^) c1

entre m(^ ), w(^ j ) , tels que w(Ï:()^ m^ ). Il est toujours possible
de disposer de l'ordre des termes de l'ensemble 91" de façon que.
pour la suite ( a ) que Fon va construire, on ait

M ( ^ = W < S 3 ) , M < Ç 3 ) = = . W ( Î 3 ) . ËIC.

Maintenant nous pouvons démontrer que les conditions trouvées
au n" 1 pour les fréquences M ( ^ ) . M ( ^ ) sont caractéristiques.
Voilà ce que nous entendons par cela.

Soient /^(Ï) , ni{Ï) deirx fonctions quelconques définies dans
tout l'intervalle ouvert p.v et satisfaisant aux conditions suivantes :

i° Elles sont monotones non croissantes et constantes dans
chaque intervalle continu à CX, ou plus précisément dans tout
intervalle fermé du côté gauche contenant seulement un nombre
fini d'éléments de c^l.

^° Elles sont telles que o ̂  ̂ (£) <? TU (Ç) ̂  i quel que soit E.

Dans ces conditions il est toujours possible d^ ordonner 9Ï, de
façon que l\)n ait

M f Ç ) = m ( Ç ) . M(ç )==m(Ç) ,

quel que soit î,.
Choisissons en effet une suite { ^ } de termes de 91. partout

dense en et ( 1 ) . Choisissons un point quelconque E^ (par exemple
le milieu) à l'intérieur de chaque intervalle continu à Cf. Désignons
encore par •j ̂  } les points de discontinuité des fonctions w(E).
w(^ ) (-' ) qui n'appartiennent pas à la suite ; i / / }, s'il y en a. Réu-
nissons enfin les trois suites de points Ï^. i^, £^ dans une suite
unique

f >• F
Ç 1 ? Ç2î Ç;i; • • • •

( ' ) Cette suite devra donc contenir tous les points isoles de cl, s'il y en a.
Rllo ne devra pas contenir ni (JL ni v.

f 2 ) On voit facilement que ces points de discontinuité sont en infinité dénom-
brable.
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Avec les règles données aux n0" 3 et 4-iious pouvons maintenant

donner à ^t un ordre provisoire de façon que l'on ait

M(Si)==^(Ï i) , VI(Ïi)-^(?i),

ensuite corriger tel ordre de façon que l'on ait aussi

M(^)-w(^), MC^)-^),

ensuite de façon que l'on ait aussi

M(Î:! ) == w(l-i), ^(;;i) - ̂ (l-;), etc. (*).

On peut faire commencer chacun de ces changements par un
h'ruie d'ordre toujours plus élevé. On peut donc s'arranger à ce
que, quel que soit l'indice r, l'ordre des r premiers termes de la
^uite ne soit plus changé après un nombre fini de corrections (pro-
cédé diagonal).

La suite ainsi obtenue sera telle que

M^)-/^^ M<^)-^(Ç.) ,

quel que soit /(, donc. pour des raisons de continuité, telle qu'on
ait également

M(^)== W^), M r ç ) = m(0.

quel que soit ^ en p.^. c. Q. F. D.
Ce procédé, appliqué à l'exemple i" du n° 2, en posant U == 2,

/ n ( i ) -== /// (;:)--== rn ( Ï ) == i — ^( o <? ^ ^ * ), fournit l'ordre suivant :

^ V V S9 Ï9 ^ 8'
r 9 5 13 3 il 7 15

l ô 5 TT^ Tô^ ï^^ T6' i^' 17)> T6'

C'est une suite uniformément distribuée en 01.

6. Toutes ces considérations peuvent être généralisées sans dif-

{ } ) On pourra négliger tout point S^ qui sépare le contigu correspondant en
deux intervalles desquels un au moins, fermé du côté gauche, contienne tout
au plus un nombre fini de points de ,°l.
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fîculté aux espaces à un nombre quelconque de dimensions. Soit 91
un ensemble dénombrable de nombres complexes à À'coordonnées,
rangé dans une suite

<^j? <l2î ^ïî • • • » a!^ • - - • )

avec an== (a^, a,i2, a/is, . . ., <Xnk)' Désignons par "iN(r, Ç) (quels
que soient rentier r^> o et le nombre complexe

Ç - ( S l , S - 2 , Ç 3 , . . . ,^)

le nombre des éléments a/i tels que

^^ ^' / / l^Sl? ^S^, • —— a,,/,^^.,

ensuite par M(£) et par M(^) respectivement la lim --1—2— < î l

lalimî^d}.

Ces fonctions satisfont aux propriétés suivantes :

i° On a partout o^M(^M(^i;
2° Elles sont monotones, non croissantes par rapport à chacune

des coordonnées ii(i == i , 2, 3, . .., A");
3° Elles sont constantes lorsqu'une coordonnée i^ quelconque

(les autres étant supposées fixes) varie dans un intervalle fermé du
côté gauche contenant seulement un nombre fini d^éléments de la
suite (c^est-à-dire qu^il existe dans la suite un nombre fini d^lé-
ments dont la i161"0 coordonnée appartient audit intervalle);

4° M(Ç) == M(Ç) == o[== i] si £ est tel que le nombre ,des élé-
ments an pour lesquels

a, t i^Çi , a^Ss, • • • î ^nk^k

est fini ou nul [le nombre des éléments an pour lesquels ces
k relations ne sont pas toutes satisfaites est fini ou nul].

Ces propriétés sont caractéristiques, c^est-à-dire : deux fonctions
7n(Ç), /n(Ç) possédant ces propriétés étant arbitrairement données,
il est toujours possible d^ordonner ÎTL de façon que Fon ait

M ( 0 = m ( ç ) , , M ( ç ) = m ( ç ) .

LXII. 4
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7. Soit ^On une série à termes quelconques (réels ou com-
plexes). Soient M^(^) la fréquence supérieure non gauche e(
M^d) la fréquence inférieure non gauche de la suite

, Oi (. ! Ct.^ [, . . . . . ] On ,'.
Les valeurs

\\m Ma(S)=Ma(-+-o) . lim !V îa^»=Ma<-+ -o )
^>-i-o c >-4-n— ' —

seront appelées les fréquences ( respectivement supérieure et infé-
rieure^ [non gauclies \ de la suite [ \ On \ \ en 4- o.

On a encore
O ^ M ^ ( - 4 - ( ) ) g M ^ ( - 4 - o ) ^ I .

Une conséquence immédiate du n° o est la suivante :

.SV la suite
a^ a^ ..., a,/, ...

est telle (lue l im | a , J==o , lim ^/J>-o, on peut toujours
/7~r̂  ! l^ v

ordonner la série 2a^ de façon que M (4- o), M( 4- assoient res-
pectivement égales à deuxvaleurs m.(4- o), m'(4- ̂ arbitraire-
ment données, telles que

o ^ /// (-+- o)^ m(-^~ 0 )^1 .

Si lima,,== o. en particulier si la série lan est convergente, alors

on a toujours M (4- o) == M (4- o) == o.

8. Soient maintenants^,, une autre série et Mé(ii), Mé(£) les fré-
quences relatives à la suite { i &„ j } . Nous voulons établir des limi-
tations pour les fréquences relatives à la suite { [ Onbn \ '}.

Soit h tel que Ma (-h o) + M&(4- o) ;> A. Choisissons ^ >> o tel
que M^(i) 4- M^(^) > /<, et ensuite un entier p ;> o tel que, pour
chaque indice r^> p, on ait

^^^^



Ou a alors, pour une infinité de valeurs de r '> p,

Na(r,Ç) N ^ ( r , ç )
r /"

donc
N,(/-,S)4-^(r.ç)>/^.

Soit l(r), pour chacune de ces valeurs de /', le plus petit entier
> (A — i ) r . Il v a donc au moins I ( r ) valeurs de n telles que

n<_r. \anh,,\^y.

Par conséquent la fréquence supérieure relative à la série ^a,i&,/
satisfait à l'inégalité M^i:2)^ — i . On en déduit la limitation sui-
vante :

"1°.
M(4-o)^max j M,(4-o) + M,(-o) - i,

^ Mû(-4- o) -+- ;M/,(-^ o )— i.

D'une façon analogue on démontre, d'autre côté, que

( o
M ( — o ) > m a x { ,- , -, / .

- /- ( M / , ( - i - o ^ ) + M / , ( - + - o ) — i .

En particulier, si
M^(-+-o) -+- M^(-4- o) > i

ou si
•Ma(-h 0) 4- M/,(-4- 0) > I,

alors la série
a\h\— ci<^ b^ -+- ci\\ b^ -r-. . .

n^est pas convergente.
Si | bu ^ k quel que soit n. alors on a

donc
^ ( Â - O ^ M ^ Ç ) , M ( Â - Ç ) ^ ^ ( 0 ,

M( 4- o) ̂  M</(4- o ), M(- o^ M^ 4-0).

*S7 les ensembles dérivés des suites \ 1 a,i [ j-, j | b,i i ̂ o^^ bornés,
on a les limitations suivantes :

-., . . ( M<,(-4-o) „, ,. . - M^(4-o)
M f - r - o ' ) < m i n _ ,; / M ( 4 - o ) < m i n -- ,

• M é ( - + - 0 ) . - M6(-0).



Si bn == k (constante), on a

M ( 4 - 0 ) = M ^ ( - 4 - 0 ) , M(-r -Q)=Ma(4-o) .

l'ne relation intéressante, valable sur toute la demi-droite
positive, est

M ( Ç } + M - M J - ^ I ,

(Mitre la fréquence inférieure d^une série 2a,i et celle supérieure < l e
la série 7 -1 •^an

9. Nous voulons faire application du critère de non-conver-
gence du numéro précédent aux séries trigonométriques.
\ étant un nombre quelconque entre o et i , y (Ç) la détermina-

t ion de arc cosÏ appartenant à o^? la relation [ cosoc j > £ est satis-

faite. en o 27T, pour les valeurs de a contenues en o < ? ( £ ) .
en r, — 9 ( '\ ) T: -h 9 ( \ ) et en 27: — y ( i ) 2 TT.

La longueur totale de ces intervalles est 4?(E)-
Pour x quelconque en 01, on a

ces '-> T: n y = ces •>. r, je,. Ï>1I1 2 7: ft X == Sin 2 3T vC/(

étant j"/, -^ p.( nx) =^ nx -- [/<.r | pour cliaque entier n > o comme
dans l'exemple .V, n0 2.

Pour chaque entier /• >> o. le nombre N(r, Ç) de termes

cos27:/i^ ^, avec /< < /', est égal au nombre de termes 271^,1 con-
tenus dans les dits intervalles. Si x est irrationnel nous avons vu
que lîi suite { œ^ } est. à la limite, distribuée uniformément dans



N ( ^ Ç )l'intervalle 01, le rapport doit donc tendre à devenir pro-

portionnel à (p(E) î c'est-à-dire

],„. ^_L'_-/^ ̂ ,

k étant un coefficient de proportionnalité que Pon détermine l o u l
de suite en remarquant que Â'o(o) === k- == i , k === - ^ ' On a donc

M ( Ç ) = ^arccos ; < o ^ ^ i ) .

Ainsi nous avons calculé la fréquence de la suite } \ cos^iîn.i ' ; ,
quel que soit x irrationnel en 01. D'une façon analogue on raisonne
pour trouver la fréquence de la suite { | sinaTTTi.r | ), ce qui conduit
au même résultat.

Il est à retenir qu'on a M (4- o) == i .
Si au contraire x est rationnels lî) suite f «r,,} n'est pas unifor-

mément distribuée dans l'intervalle 01. Si x = r- fraction irréduc-
q

lible e t — <^E^ -——» les termes jcn sont tous de la forme -" » avecc! - y q
t,i entier tel que o ̂  t,i << q et l'on a

M.^)^-^.

Distinguons deux cas :

i° q est multiple de 4- Alors, quel que soit l'entier H > o, parmi
les premiers Hq termes de la suite { X n } il y en a H égales à 7 et II

égales à -> tandis que tous les autres sont tels que

3
- q

Donc parmi les premiers îîq termes de la suite { '2nXn} il y en a II
3r.égaux à -^ et H à —^> donc 2 H pour lesquels cos27r^/i== o, tandis

que les autres sont tels que

3 îT . 27t

T =~q

donc tels que [cosaTr.r/i ^sin^'. Donc [cf. n° 2, ex. 4°] 1^ f1^-

4*



— 54 —
quence de la suite { | ces 2717^ \} est

M($) = lim N(H^ = H ^ - . H - <L^,v ç / H>. Hy H^ - q f

pour
, . „ . 27:o •<; > Ssin — »

donc aussi M(-4- o) == y ^ 2 .
y

2° ^ n'est pas multiple de 4. Alors dans la suite \x^ \ aucun

terme n'est == -, aucun = -^ donc dans la suite { -ir.Xn} aucun

terme est = ^ ou bien = -^. Et même tous les termes sont tels
que

ïr.Xn—^- >-^-, 2^^— 3 ^ >-7L,
^ - 2y 2 = 2^

c'est-à-dire tels que [ cos27r.y,( ( ^sin -^-. Donc on a M(Ï)=== i pour

o < ç < sin -"- et M ( -+• o ) == i.- iq

Dn raisonnement analogue montre que, si q est pair, alors la fré-
quence de la suite j [ sin^nnx \} est égale à

M ( Ç ) = M ( 4 - o ) = 2——Ï pour o < ? < s i n ^ ;
q '- y »

si, au contraire, q est impair, alors

M ( ; ) = M ( - 4 - o ) = î-Zl pour o < ç < s i n ^ .
y - q

10. En rapprochant le n° 9 au n° 8, nous pouvons indiquer des '
limitations pour les fréquences M(4-o), M(4-o) de la suite
j ^cos27r/î^[ ocelles M,/(+o), M^(+o) delà suite { an 1 } étant
supposées connues :

i° x irrationnel ou rationnel = p- avec q non multiple de 4,

M ( - + - o ) = = M a ( - ^ o ) , M(4 -o )=M^(H-o ) ;
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^° cr rationnel == p avec y multiple de 4?

.M^(-+-o) - 2 -<M(4-o)<Ma(-+-o) ,<7 -

M^( - t -o )— ^M(-ho)^M^(-^-o) .

D'une façon analogue on trouve les limitations suivantes pour
les fréquences M(+o) , M (4-0) de la suite { | a^sin 'inn x\ \ '.

i° x irrationnel,

M ( ^ - o ) = M^(-+-o), M ( - h o ) = M a ( - r - o ) ;

y" x rationnel == - avec yimpair,

M^(-4-o) - I -^M(-4-o)^M<. ( -+-o) ,

M^(-4-o)— I -^M(-^o)<M^(-+-o) ;

3° .2? rationnel == ' avec y pair,

M^+o^^iVH-^o^MaC+o),

M ^ ( - h o ) — 2 ^ M ( - + - o ) ^ M a ( - ^ - o ) .

Ces limitatrons nous permettent d^individualiser les points de
convergence d'une série de cosinus ou de sinus dont la suite des
coefficients ait une fréquence positive. En effet, si la fréquence
supérieure Mrt(+ o) de la suite \ \ an |} est positive, alors :

a. la série ^a,, cos^^nx converge tout au plus dans les points

rationnels x = p- avec q multiple de 4 e1 1- ̂  ff ;q 1 v ^ q= '2 ^
b. la série l-a^sinaTT/i^ converge tout au plus dans les points

rationnels x -==- -' avec q impair et —^Ma(-ho.) , ou q pair e»
i . M^.( -ho)
^ = ^ *

Inversement et d'une façon générale :

Si une série de cosinws î^aneo^wnx ou de sinus îansmîr.nx
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converge pour une seule valeur irrationnelle de x, ou pour une
infinité de valeurs rationnelles de x^ alors la suite [ \ an \} a,
en 4- o, fréquence supérieure nulle. On a même

Mo(ç) == Ma(S) == o, quel que soit S > o.

Il est bien à remarquer que cette identité est certainement véri-
fiée si l iman==o.1

II V ao J

1. Considérons maintenant une série trigonométrique générale

S ( a,i cos 2 ÎT n x -h b^ sin 'IT: n x ),
telle que

M/z( -^-o)>o [Ma(-ho)>o],

et supposons quelle converge pour une valeur irrationnelle x == x

ou pour une valeur rationnelle x = x == " avec q non multiple

de 4- ^ > ° étant choisi arbitrairement petit, déterminons (n° 10)
un Ç > o tel que, pour une infinité de valeurs de /' [pour toutes les
valeurs de r> d'un certain rj, le nombre des indices n^r pour
lesquels on ail

i ^n \ > ̂  1 OrtCûsa^/i.r [ > ç,
soit

, , . {M^(4-o ) - ' / i i [<>r{M, (4 -o ) -7 ï} ] .

Pour tels indices n on a alors

I a,, cos 2 r. n x -r- 6/< sin 2 T: ̂  .r
^ <7,t cos 2^/1 a* | — ( bn sin 27: nx ! > S — [ bn sin 'î^n x (.

Mais
lim | a/i cos'2î;na' -h 6/1 sin'îî: nx \ == o.

/»-»- x

II existe donc un entier nQ^> o tel que, pour tous les dits indices n
qui sont aussi > /io, Fon ait

| bn sin %;; n x | > -2 •

Parmi ces n il y en a donc plus que

r[Ma(-^o)—-f\ ] ~/io
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rplus que r j Ma(+ o) — YÎ < — /loi tels que

I &/i [ ^ | ̂ /t sin 2 î; /i .r | > - •

Donc
M&(+o)^Ma(+o) - ï ] [M6(+o)^M^(-+-o)—7]"[

cl par conséquent, Y} étant arbitraire,

M&(-+- o)^M^(-4- o) [M/,(-+- o)^ M^(-h o)].

Si .r est rationnel == -^ et y est multiple de 4» on démontre

(i^une façon analogue que

M6(-ho)^M'a(+o)- ^, Mè(4 -o )^Ma(+o)—. 2 .// — — q

Inversement si x est irrationnel on démontre que

M<,(+ o) ̂  M&(-+- o), M<,(4- o) ^ M&(-4- o).

Si x est rationnel = ̂ ï avec q impair, on a

Ma(-4- 0) ̂  M&(4- 0) - -1-, Ma(-+- û) ^M&(-4- û) — ^ •

Si q est pair, on a

Ma(-h 0) ̂  M&(-h 0) — -2 , Ma(-h 0) ̂  M -̂h o) — ̂ .

Nous résumons ces résultais avec les limitations suivantes :

i° x irrationnel,

Ma(4-o)=M&(-+-o), Ma(-f-o)=M&(d-o);

2° x rationnel == • ' » avec q impair,

Mé(-h 0) — -Î- ^Ma(+ 0) § M&(+ 0),

M6.(-h o) — ^ ̂ M^(-t- o) ̂  M&(^-'ô);
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3° x rationnel == ^» avec q pair mais pas multiple de 4,

M/,(-h o ) — 2 ^ Ma(^-o) ̂  M/,(-+- o), M/,(-h o) — ̂  M^ (+ o) ^ M^ o);

4° x rationnel = ^ > avec q multiple de 4?

M//-h0r)—— ^M^(-4-0)<M/,(4-Cn^- ^,
y ~ <7

M//-+-O)— 2 < M ^ r - t - o ) < M A ( ' - + - o ) - + - ^ (i).q -- -— q

12. Pour une série truçonométnque générale quelconque

2 L ( a , i coïi7:nx -+- bn si n 27:71 A*),

posons p,, = + ^/rt^-r ^^ et désignons par Mp(Ç) , Mp(Ç) les fré-
(luonces de la suite j o,, ;. Une des deux inégtdités suivantes doit
^tre évidemment satisfaite :

„ / J _ ) > M p ( Ç > / J _ ^ M F ( Ç )
^'^i^——' 'Sv^-.-'

(luel (|ue soit c ( 2 ) , donc aussi une des deux suivantes :

-, M p f - h o ) - Mo(-+-o)
M^(-+- o) ̂  -^——-, M/,(-h o) ̂  -p-——-.

De même ou bien
Mo(-4-o)

M^-+-o)^————-,

ou bien
Mp(-^o)

M6(-+-o)^~^——.

Supposons maintenant Mp(4- o) > o et, par exemple

- Mp(4-0.)
M ^ ( + o ) ^ —'-——-•

Supposons aussi que la série 2(a,i cos27:nx 4- bn sinaTT/i^) con-

( 1 ) Ces limitations sont exactes même si on laisse tomber l'hypothèse que les
fréquences soient positives-

( 2 ) Pas nécessairement toujours la même pour $—>--ho.



verge pour une valeur x = x irrationnelle, ou pationuelle == -^-»

avec q non multiple de \. Choisissons un -f\ > o, <<M,/(+o). 11
existe alors (n° 11) un E > o tel que, pour une infinité de valeurs
de r, le nombre des indices n^r pour lesquels on ait à la fois

I CLn \ > Ç, | cos27:7i;r 1 > ç, ; ,̂, '; > Ç, [ sin 2 r. n x 1 > ç,

soit > /• i Ma(+ o) — YÎ !. A partir d\in certain indice les termes
On ces 371/1 a?, &„ sin 27T/Î.Z' ont signe contraire. Les termes
^,,cos27r7id", a^sin27T7i*r ont donc signe contraire et les termes

b,i cos27: n-r, —a , / s i n ' 2^ / i a*,

le même signe et précisément on a

| bn cos 'îT.nx — a,i sin'2^ nx \ > '2 ç2.

Quel que soit y nous avons maintenant

a,n cos2'n n^x -+-y) -t- 6/» sin2T:/i(.r -4-y)

= OM cosaTt^a* COS27T/Î r — an sin2TC/ia' sin27t/iy

-h bn sin -2 TT ̂  x cos 2 7: Tiy -4- bn cos 2 7: n x sin 2 'ît ny

= (a/i cos 2TC nx -i- ,̂, sin27rn.r) cos2iT7iy

4- (b,, cos 2 il nx — an sin2TT/ia') sin 2 71 ̂ ly.

Ici nous avons

^"^(a/i cos'mnx -h bn sin27i/i.r) = o,

.tandis que la suite j [ bn cos'ircno; — an sm'innx | ! a, en 4- o, fré-
quence ^ Ma ("tr o). Donc, si r est lui aussi irrationnel, la suite

j | an cos27t^(;r -4- y ) -4- bn sin 2 TT /î ( S -+-,r)

a. en 4- o, fréquence ^ Ma (-4- o). Si y ^st rationnel == s et si / est
pair, alors la suite

{ |anCOS2TC7l(î+y)^6,»»^^^5^.y)| \
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a, en 4- o, fréquence ^M^(+o) — - si / est impair, allors elle a

fréquence ^M^(-f- o) — -•

Si la série ^{ân cos ïT:nx -\- bn sin27T7î^) converge pour x = x

rationnel •==-- /- avec q multiple de /}, alors, un nombre YÎ >> o étant

arbitrairement choisi, on peut trouver un Ç ^> o tel que, pour une
infinité de valeurs do /', le nombre des indices n < r pour lesquels
on ait à la fois

[ an \ > $, | COS-27T/ Î X \ > Ç, [ bn \ > $, | SI'Il 2 7:/l ;T 1 > ^,

soit >* r î M a ( + o) — - — Y Î S . Si q est suffisamment élevé et YÎ

suffisamment petit pour que - -(- YÎ <^ M«(+ o), le raisonnement

ci-dessus peut être imité. On trouve alors que la suite

{ \ a,n cos'À7:n(a' — y) -+- bn sin2'ir^(a' -»-.y) | !

a, en + o, fréquence ^ M ^ ( 4 - o ) — - pour y irrationnel, fré-

quence ^Mrt(4- o) — - — - pour y rationnel == - avec / pîlir,

fréquence > Ma (4- o) — J — - pour ^rationnel === - avec t impair.

On raisonne d'une façon analogue si Pon suppose

_ Mp(-+-o)
M^-ho)^-^-^——'-.

Les résultats obtenus sur les séries trigonométriques générales
peuvent être résumés comme il suit.

Si Mp(-(-o)>o, la série ^(dn cos^^nx -4-&/i sinaTr/^oC) con-
verge tout-au-plus dans un nombre fini de points. Si un de ces
points est irrationnel, tous les autres x === x + y ont du premier

une distance y rationnelle == - ? avec

i Mp(-t-o)
- ^ —ï:——— si t est impair,

avec
Mp(-^o)- > —L——— si f egt pair.

t ~ ^ •
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Si, an contraire, tous les points de convergence sont rationnels,

alors deux quelconques x =r; x == - > x = x -\- Y "-= /- 4- - de ces^ ^ q - q t
points sont tels que :

a. Pour
vï / ^ - M p ( + o )M// (4- o ) > —r-——— ^~ 'À

ou a

^(.-o)^-^,

étant
Pour </ Pour q

non mult iple de/!. multiple de 4.

1*0111' t impai r . . . . . . . . . . . . . . . ô = - o =^ — -4- -r < ç <

Pour t pair . . . . . . . . . . . . . . . . . ô = - o == — 4- —
/ y (

^. Pour

Vî^o^^^,

on a

^M^O^P^^,

étant
Pour q impair. Pour q pair.

Pour t impair............ § = = — - + - - § = : — - + - -1 q t q t
v) • ^ 1 2 ^ 2 2Pour < p a i r . . . . . . . . . . . . . . . 8 = — -t- - 8 = — -h -

<7 / <? ^

Inversement et d^une façon générale :

Si une série trigonométrique générale

S ( an ces 2 ?: /i .r -+- bn sin 2 ̂  n x )

converge pour deux valeurs de x^ Vune rationnelle et Vautre
irrationnelle^ ou pour une infinité de valeurs de x^ alors la

suite \ \/a^-\- b^ \ a, en 4- o, fréquence supérieure nulle. On a
même

M p C O - M p C O ^ o ,

quel que soit Ç > o.
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|I1 est bien à remarquer que cette identité-est cer laine tn en l

vérifiée si lim a,i == o, lim h,, === o.l
lt -> x tt ^ y, J

NOTE.
DÉMONSTRATIONS DES EXEMPLES DU N° 2.

i ° Soit \ •==. ^ un terme quelconque de la suite. On a

\ ( L ^ — I , ; ) _ L ^ — Â
[;/i_i ~ L ^ — i '

Pour r == C", l / / 4- i . U" -h- y , . . ., le rapport \'ç) décroît
jusqu à la valeur

^ J « — I - r - A - ( L — l ) , ^ | l ^ — Â -
t ; /<—i-+- / , - (L :_ i ) -:- c ^ — i . - ^ ^ i j — i ) ^

ensuite il croît jusqu'à la valeur

\ ( [ : » - ^ i — i ^ ^ ) _ c / ^ i — ^ r ,
l /^i — i ~ l^i—i î

|)uis il di^croît de nouveau jusqu'à la valeur

\ [ ^ / ^ t — I - r - / v r ( l — i ) , ; 1 L J ^ i _ ^ r j
L " + i — i - + - A L - ( [ — 1 0 - - l ' / / - l — I - ^ - À - L ( L — i ) 5 etc'

(Jn a
V^—k , [ ^ I — Â : L ^ [j^—ÂL-* ,
L ^ — i ' ' L^ i—i '> U^2—! >

L ^ — Â [ ̂ i--^;
L " — i -̂ - A ( [ — i ) - ' (;^i—i -+- A - L ' ( U --i)

, V'^—kV^ ,
'" LJ'^3—!-!-^^^^—'!) -">

[J^r—Â-L7 l ' ^ — Âlim —--————— == ———— == i — s,
r-^x l'/^—l l "

I ^ - ^ — Â L r _ l:1^—— À _ I — g

^Hn L ; ^ / ' — i - + - / - L / ' ( L — i ) ~ L ^ - h Â - r t — i ) - i - h ( U - i ) ^ '

Pour les autres valeurs de i;, les formules sont valables à cause
de la monotonie de M et M par rapport à Ç.

'^° Soit Ç un quelconque des points On- On a
]\(^-n— ,>. ^ ) _ ^+ i—(a^_ i )—^+i^

î ^ - ^ i — ' j i ' — ^/^i_^
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Pour r = 2"^1 — i , a"^1, 2"~M + i ? . . . < 1̂  rapport. ' s varie en
oscillant entre les valeurs suivantes :

• ^ ^ — ( a ^ — i ) — ^ 1 ^ ^ <>^—(l^--I)—2 /^ l ; /

2//^1 —— 2 ' .̂ --1 -^ y -l- .̂ -M Ç' ?

^-^2 —— ( y^ __ i ) —— a^2 ̂  ^ .,n -^l __ ( «^ -̂  I ) —— '27^2 ̂

•.^'-•-i—— 2 ' 2//^'•2— 2 -+- Ï ' 1 - ^ ^ î

•^^/-— r a,, — l ) — -lîl^''^' ^ I11 ̂ r— ( in — l ) — '^^T
2 /^/•— 2 ' " ^/<^/-_.^ -4- ^ n + r y 5

On a
iHn^^-^"-1^^7'^!-^

/ • ^ x 2 / /^ / '— 2

l- '^''—(^n—l}—^^1^^ ^ 1 — ^
/. nn l?.7^7-—— 2 -+- 2/<^/'^ ~ 1 -+- ^ *

.^0 [Cette proposition pourrait être admise dans des recherches
précédentes d^autres auteurs ( ' ) : elle a été énoncée aussi
par M. A. Denjoy, Journal de Mathématiques pures et appli-
quées. t. 11, fasc. IV . iq32, p. 362. Je n^ai pu en trouver publiée
aucune démonstration.]

Supposons d'abord x ixitionriel = ̂  fraction irréductible.
Si n << </, oti a nx "</?, donc nx ne peut pas être entier, parce

que, dans ce cas, on aurait nx === m et x ==. — contrairement à

l'hypothèse que -^ soit irréductible.

Si n^ << n^<i y , on a n ,»—n^ << q et par conséquent la diffé-
rence n^x—7l^ x ne peut être un nombre entier. Donc les
nombres
(•2°) X y , X^ . . . , ^y-i, Xf,

sont tous différents et l'on a x^--=- o.
D'autre côté

.r,/= np -[nx}=. ̂ -^•r^ = ̂ ,
7 (! y

( 1 ) On peut consulter avec profit les articles de M. E. CESÀRO, Sur la distri-
bution de.^ quantités commensurables et Sur la fonction z—[.s], publiées
dans les Annali di Matenmtica pura ed applicata, Berie II, t. XIII, iS85,
p. 295-3i3 et 323-328).
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avec tn entier. Donc les nombres (2°) sont, pris dans un ordre
convenable, les nombres

1 2 3 c j — — ï
°? -» -î -5 • • • » -'————.

ï c! q q

Ensuite, pour chaque r on a Xq^r== x,..
On en déduit, pour t- < Ç < ^ ~ ~ 1

^(^0 ^ N(2ç,Q ^ N(3<y,Q _
^ '^q 'ïq " * "

^ iin. ^^-1) = M ^ Ç ) ̂  ^(ç) ̂  M(Ç) = i- ^l1.
/> - — q

Supposons maintenant x irrationnel. Au cours de la démons-
tration nous devrons considérer des suites, analogues à la suite (i).
que nous désignerons de façon générique par

W ^(^), M2-^ M^), ..., M^), ....
Pour tout couple d'entiers positifs /i, p , on posera

[s.p{nx)=. îix—[nx}^,

[nx}p étant le plus grand multiple de p contenu en nx.
Entre la suite ( i ) et une quelconque des suites (i°,) passent les

relations suivantes :
a- ^(nx)= ̂ (nx)—\^.^(nx)}\

b' M^)=P^(^^);

c. La relation (a) peut s'interpréter géométriquement en disant
que la suite ( i) est obtenue de Jla suite ̂ °) en superposant Pun
sur l'autre tous les intervalles 01, 12, 23, . . . , p~^~i^ et en
appelant p.(nx) la nouvelle position que l'élément générique
^p(nx) vient à prendre en 01.

Cela posé, observons que, quel que soit l'entier q > i, la suite

.(?)•.(?). ^)' -
coïncide avec le groupe de points

i •? 3 q—i
^ ^ ^ • • • ' -7"' °
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(pris dans cet ordre) répété indéfiniment; c^est-à-dire que

/n\ r
y-(- )= -f

W/ q

r étant le reste de la division de n par y.
Supposons maintenant d^abord x tel que

i i i .— < x < — -r- ——» avec p entier > o.q q pq^ r

Pour chaque n << q on aura

n n n n-t-i- < nx < — -+• —— < ——— < i.
q q pq^ q -

Donc, pour ces valeurs de n^ on a

^^(-x^)-
Pour n^ q nous remarquons que, si n^ et n^ sont deux de ces
valeurs de n telles que

.(^(^x.("f^
on aura généralement un certain nombre des inégalités successives

/7l|-l-I\ /lti+î\
^(——————————y-)^^[(^^]<^[——————————y-)'

^(n^)^[(n^^]<V.(n^),

V.(n^)^[(n^W<^nl^),

Deux cas peuvçnt se présenter :

a. Ou bien ces inégalités continuent, les coefficients /î< 4-/,
/<2 -4- h ^\ + i'4- i des trois membres augmentant régulièrement
d^une unité parfois jusque Pinégalité

^n^^)^[(n^P9-^]<^(n^M);

LXII. 5
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(3. Ou bien il existe un entrer ^ tel que i <,s < pq et que

l'("l:+7^I)^t(»—-I)•r]<^(/t2f-')'
^-^)^(^).î <.("^).
^^^^^^^^^^^^^^

^-il^n^ ̂ [(,,.^ ̂  _ ̂ ^ ̂  (^t£2\

II s'ensuit que
^«i</».+f."2i

L/'^J
[-^j étant' com^le d'habitude, le plus grand entier contenu

eu^i-.
PI

De ces observations on peut déduire des premières limitations
pour les fréquences de la suite ( i ). Indiquons en efiet avec

M y ( ^ = i — _ _ _ 1 , pou,. 0$-^ < ^ ' — — L ^ i ,

la fréquence de la suite (3"). On a

M»(Î)--^M(0,

pui.sque en général des groupes de q - t éléments consécutifs d..
la su.ie (i), groupes distants, l'un de l'autre, de q termes, vienn.-nt
tomber, un pour chacun, dans les q —t intervalles

t_t-r\. t-t-l t -»- •2 a —— 1y -y - ' -9 --^'•••'-7- I•
L'exception est que, parmi p consécutifs de tels groupes, il y en a
un au plus formé de q-t-i éléments, un de ces intervalles
étant privé d'un élément.

^011 r une raison analogue on a

Mrç)$M,(o-t-—.
p<f
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Supposons maintenant x tel que

' f^f-i-
avec p tel que o <^p << q,

Nous appliquons alors les considérations précédentes à la suite

^f)'^)'^)' ••"-("^ ' •••-
puisque

I ,̂ .r ^ i l
q ^ P ^ ' q ^ T q ^ - '

La relation ( b ) permet d'indiquer immédiatement des limitations
pour les fréquences M*(Ç), M*(Ç) de la suite (i^). On a en effet,
ç étant toujours un nombre quelconque compris entre o et i,

^ ( Ï ) - ^ ^ M - ( ^ S ) ^ M * ( ^ Ç ) ^ M ^ ( Ç ) + — .

La propriété (c) permet alors de trouver des limitations pour
les fréquences M(^), M(Ç) de la suite (i). On aura en effet

[M^S)--M*(I)j4-[M^l-^-S}---M'^(2/]-4-[M*(2-+-S)---M*(3) - | -+-. . .

-4-[M^/.-I-^0-M*(^)J^M(ç)^M(ç)^[M< t(Ç)-M*(I)]

4- [M*(i -+- s) — M*(-2) j 4- [M*(a -r- ç)— M*(3)] -^ - . . .

- |M^-i+0-M*(^)J,

^hQ)-^^^^]^^^^^^^^)-^^)-^
En répétant tous ces raisonnements avec quelque changement

de signe, on démontre d^une façon analogue que si x est tel
que {- ^> x^> ' - — — 5 on a les mêmes limitations.A q q q^

Mais nous savons qu^un irrationnel x quelconque peut être
rapproché autant qu'on le veut par des rationnels ^ tels que

-' — x << — • Doncq qi

lim^ {^[^(j) - ̂ 0)1 [= H i " M ^ S ) = M ( S ) = M ( ^ = M f ; ) = i - ç .

C. 0. F. I» .


