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SUR UN MODE DE CROISSANCE RÉGULIÈRE.
THÉORÈMES FONDAMENTAUX;

PAR M. J. KARAMATA
( Beograd).

Dans ma Note intitulée Sur un mode de croissance régulière
des fonctions (Mathematica (Cluj), V. iv, ipSo^ p. 38-53), j'ai
défini un mode de croissance régulière, dont des cas particuliers
furent étudiés par divers auteurs cités dans ladite Note ( f ) .

Cette notion de régularité trouvant bien des applications dans
diverses questions relatives à l'étude des relations asymptotiques,
je voudrais reprendre ici les théorèmes fondamentaux. La démons-
tration de ces théorèmes, qui se trouve dans ma Note citée, étant
longue et assez confuse, M. Vilmos Schmidt a bien voulu me
signaler ( 2 ) qu'on peut y parvenir par une voie bien plus courte.
Cette méthode devient encore plus claire si Von remarque quelle
repose sur un théorème classique de Cauchy, comme je vais
l'exposer dans ce qui suit.

La notion de régularité, dont il est question ici, peut être
définie de la manière suivante :

Une fonction q{^\ définie pour tout -c^o, sera dite à crois-
sance régulière lorsque

< y ( . r ) > o , pour tout -P^O,
et lorsque

< D i ) ' — ^ - - > À ( < ) pour tout t > o. x-><x>.

( 1 ) On peut ajouter encore le travail de I. SCHUB, Zur Théorie der Cesàro-
schen und ffàlderschen Mittelwerte {Math. Zeit.^ t. îl, 1929, p. 391-407), se
rapportant en particulier aux suites à termes complexes, appeNes u Mittelfolgen ».
tandis que notre étude est faite entièrement dans le réel.

(a) Par une lettre datée du 5 octobre 1931.
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Cette définition correspond à celle qu'emploie M. R. Schmidt( ')
pour définir ses « Gestrahite Fol^en ». Au contraire la définition
dont je suis parti dans ma Note citée (qui lui est d'ailleurs équi-
valente et dont il sera question plus tard) correspond à celle
qu'emploie M. I. Schur, dans la Note ci-dessus, pour définir ses
« Mittelfotgen ».

Premier groupe de théorèmes :

THEOREME I. — ^oit q { x ) une fonction définie dans (o, oo) et
telle que

q ( x » > o pour tout x ^ o.
Lorsque

( l ) q{ ' r ) -^ h ( t ) ( x -> oo),q ( x } ' "

pour une seule valeur t^-^- i de t^ alors

l .^ tg( . r , ;_Jos^(^))^^ ^_^,);
log.r lo^^o

lorsque^ d'autre part, la relation (i) a lieu pour tout t^>o..
avec o << h{ <o) '< uo, alors

( 3 ) // < t } = ta, pour tout t > o.

Par contre, lorsque h(fo)=o ou oo, il en sera de même
de h ( t ) pour tout t > o, et suivant que t ^ i.

Ce théorème est une conséquence immédiate du théorème clas-
sique de Cauchy, à savoir : De la relation

il résulte
c \ .r — l ) — c ( .r ) —^ c ( x —> x; ),

c { x ' )
——- —v c ( x — ^ - x > ) ,

quel que soit le nombre c fini ou infini.
En effet, posons dans ce théorème

c( x) == a(ux}^ ux == r ^t c = = a ( M ) (u -^- o),

( 1 ) R. SUÏMIDT, Ùber divergente Folgen und Uneare Mitteibildungen (Math.
Zeit., t. 22, iga^, p. 89-1.52).
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il on résulte alors que

< 4 ) rt (\y -{- M ) — a ( y ) -> a ( u ) ( y -> x )

entraine

( 5 ) ^2^^ r r ->x).y M - /

En supposant donc, que (4) a l1^11 pour tout ?/, il en doit être
de même pour (5). D'autre part, en supposant qu'au moins pour

un u = u^-^. o, a(^) soit fini, puisque lim '-2- est indépendanty—i x y
de u^ il s'ensuit que

a(^) a ( u o ) . , , , ,——— == ——— = a = const. indépendante de n.u Mo
Donc

a(u)= au,
et l'on obtient le :

THÉORÈME II. — Soit ct{y) une fonction définie pour tout y.
Lorsque

(6) a(y4-^)—a(y)-^a(^) (y-^^o),

pour une valeur de u = u^ -=^- o, alors

/ ^ ^ r) 31(^0)(;) ^-^^-=^ (^^,).

Donc. si la relation (6) a lieu pour tout u^ avec

• — oo < a (Mo) <-4- oo,

0/1 aura

< 8 ) 'ji(u)=au, pour tout ^.

Par contre^ lorsque a(^o) ===± oo, (7 ̂  5^7'a rf^ même de a (u)
pour tout u^ et suivant que u^o.

Or, ce théorème est équivalent au théorème I, que l'on obtient
en y posant

a ( y ) = log' ! q ( e y } |, ^= ^, ^" = / et ^ailog<) =/i^).

Il résulte de ce premier théorème que toute fonction à crois^
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sance régulière q{x) peut être mise sous la forme

(9) q{x)=xa\.(x) (—3o<a<4-oo) ,

on la fonction L(.z*), dite à croissance lente^ est définie par la
relation
, - } . { t x )(10) ——--~>l, pour tout t > o, x->3c.

L (^ X )

Remarques. — 1° II serait intéressant de voir jusqu'à quel
point peuvent être réduites les conditions définissant la croissance
régulière.

Ainsi, par exemple, il suffit déjà de supposer que la relation ( i )
ait lieu pour des valeurs de t d'un intervalle arbitrairement petit.

Dans ce même ordre d'idées, on peut encore rappeler la
remarque suivante de E. Landau ( ' ) : Lorsque L(a?) ne décroît
pas^ la relation

-̂.i (.-^)L(x) ' '

entraîne la, relation (10) pour tout t ̂ > o.
Toutefois, ce fait n'a plus lieu pour des relations plus géné-

rales (i). Une remarque analogue devrait être, plutôt, formulée
comme suit : Lorsque la fonction q{x) ne décroît pas, et la
relation ( i ) a lieu pour deux valeurs de t^ ^ et ^ telles
que log^ et log^j aient un rapport incommensurable^ alors ( i )
a lieu pour tout t ̂ > o.

Dans cette remarque l'on peut encore remplacer la condition de
la monotonie de la fonction q (x) par la condition plus générale :

| iminfs<y( f tg )^7 (• r ) i>-^{t)->o lorsque <->i.
.r=« q(x) - v / 4

2° Le théorème de Cauchy restant encore valable dans le cas
où la fonction c(x) n'est plus réelle, les considérations précé-
dentes peuvent être encore étendues dans cette direction.

Deuxième groupe de théorèmes :

THÉORÈME III. — S o i t q ( x ) une fonction à croissance régu-

( 1 ) E. LANDAU, Sur Us valeur f moyennes de certaines fonctions arithmé-
tiques (Bulletin de fAeetdémie royale de Belgique, 1 9 1 1 , p. ^43-472)-
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Hère, Alors.
q ( x ) = xaL(x) (—oo<a<-+-oo),

où L(^), supposé intègrable pour tout x^o, a la forme cano-
nique

r^a,
L(x) == c(x)^ l ,

avec

<1 1) c ( . r ) - ^ c ^ o . et s(.y)-^o (,c->x).

Ce théorème repose sur les deux propriétés suivantes des fonc-
tions à croissance lente :

i° On a

(r^) . f LU)dt->^ (^->oc);
^o

2° On a

03) limr1^^^/'1^!^^^,
.r=x^ L(^) J^ . r =» t ' L ( .C ) (

La première de ces propriétés est facile à vérifier. On a, en
effet, d'après (10) et (2) ,

\o^\xL(x)\
——^——-^ (.r-^),

donc
xL(x)'-^^ (a'-^v)),

ce qui entraîne la relation (12).
Pour démontrer la seconde propriété (i3), posons

<U) a(x)=—————dt= XL(^ dt.
r'LÇtx) r^f.-k^ i L ( t )

Diaprés (10) et du fait que L(x) > o, il résulte

l iminf / ' x ) dt^i ( i ) ,
.r=ao JQ ^{^)

( 1 ) Car, en posant M,«)=^Min^JM, ̂ j, M>., M,(/) est unitormé-

ment borné et M^(Q-^i, .r-^oo, pour tout t > o. Donc

'""^/"ï^^^JL"^""-^^^-'- • •
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donc
(l») f((.r)=0(î) ( x - - > x ) .

Considérons à présent le quotient

Ç L(t)dt
a(^^rUrx) ^______
a(.r} L(.r) ^r v - )

/ L (t)dt
^o

D'après (10), ( 1 2 ) et le théorème de l'Hôpital, il s'ensuit que

S ,̂ ,,>.,̂ .),

donc, d'îlprés ( i5) ,

( 1 7 ) r t ( / ' . r ) — a { x ) >\ (r > o, je-^ »).

D'autre pari, de ( i 4 ) 1 on déduit
r^a,

(18) x L ( x ) = ca(^)^ /a ,

c et a étant des constantes. De là, en tenant compte de (16), il
résulte

F 't^-^'lf L(rx)a(x) • .
^ J • t • == /• ——————— -> r (-r -> x 'L ( ̂  ) a ( r x )

c'est-à-dire
€ 1 a { j c t }

j ———dt-^\o^r {x->^\

on bien
( i t ) » ; <7(.r)— i { l og / '—^ -'————•——————-^-(It—^o (.r—^x).

Or, d'après ( l ô ) et (17) ci(tx) — a (a*) ->o avec — en restant uni-
formément borné pour tout i^^r, donc

r 1 ' ; a ( t x ) — a ( x ) i \ , . ,
1 J————i———^—— dt -> o ( .r -> x ).

»/i ^

De (19) il résulte alors que

(^o) a ( ^ ) — » - i (.r-^x),

ce qui, d'après ( l i )? démontre raffirmation (i3).
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L'affirmation du théorème III est une conséquence immédiate
de la seconde propriété (i3) des fonctions à croissance lente.

Il suffit, en effet, en tenant compte de (20) de poser dans (18)

a(.r ) == i ^-z(x ) on £(;r)—»-o avec —

et
^^^

pour obtenir la forme canonique (11). avec les conditions indi-
quées.

Moyennant le théorème III, on peut donner une autre défini-
tion des fonctions à croissance régulière, celle dont il a été ques-
tion au début de cette Note, et qui résulte du théorème suivant :

THÉORÈME IV. — La fonction q(x) étant à croissance régu-
lière. il existe toujours un nombre k tel que

avec

i F ., . , . . ,. i
{w ^7^)^ ^q^citx^iq(x)J^ 3 V / (ax.-M)

—i<a^.<x, .r->x.

Inversement, s^il existe un nombre k tel que ( 2 1 ) soit satis-
fait. q(x) sera à croissance régulière, c^ est-à-dire satisfera la
condition (i) pour tout t ^> o. Dans ce cas a^— k = a est indé-
pendant de À', et

q ( x ) = x^^x),

ï^(x) étant une fonction à croissance lente.

Ce théorème est facile à vérifier. En premier lieu, lorsque q{ x}
est à croissance régulière, c^est-à-dire lorsque q{x) == x^Çx}. il
suffit de poser k =—a. On voit alors, d'après (i3), que ( 2 1 )
sera satisfait avec Ok= o.

En second lieu, s'il existe un À tel que ( 2 1 ) soit satisfait, posons

r ' (
———-,—- I ^/ q ( t ) dl = ——————-—- » où 2 ( ,r ) —^ o avec — •
^k^q{x)J^ ' a^.4-i+c(.r) v / x

On en tire alors

f'^'"q ( x ) = c ( x ) x^-k ̂  = .y» L ( x ),

ce qui démontre l'affirmation.
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D'après ce théorème ou peut donc définir la croissance régu-

lière de la manière suivante :

/ fie fonction <y(.^). dèjinie et intéarable pour tout .r^o, sera
n croissance régulière lorsque

(/(•r) > o pour tout •^^o,

et lorsuu^ i l existe un nombre À' tel Cfne

( 1 )., • —————- f //- q ( / ) . / / = /l ^ ̂ ^) <// - ̂  -——l-——, > o (.r -> x),
,r^- • y ( ./•) J^ l J^ q (,r) ( a/, — l )

lîemarau^. — Celle seconde définition (Os) de la croissance
régulière d'une fonction a, en particulier, l'avantage suivant.

Tandis que la déf in i t ion ( D i ) exi^e Inexistence de la relation ( i )
pour une infinité de valeurs de / (ou , d'après la première remarque^
pour deux valeurs de <, avec une condition supplémentaire), pour
la dé f in i t i on ( 1)._, ) il su f f i t l 'existence de la seule relation ( a i ) . Kn
d'autres termes, l'existence de la limite, pour .r—^oo, d'un seul

moment M(.r) , de la famille de fonction ~ — ' » entraîne l'exis-q { x }
(ence de la l imi te lim (!-^-t-}- == ^/. pour tout t > o, l'exposant a

( ' • tant dé te rminé par l imM(. r ) .


