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Théoréme sur les surfaces; par M. Hasc.
(Séance dua 11 juillet 1877.)
Soit
(1) w=f(p v)

I’équation géométrique d’une surface dont « est le rayon vecteur (*);
i, v sont des variables algébriques indépendantes et la fonction f
une fonction géométrique représentant une grandeur géométrique
déterminée lorsqu’on attribue & p et a v des valeurs quelconques.
q ¢ q q
On a, par différentiation,

du__df du__df dv
dt — dpdt " dvdt’
du _Ef (duN &S dpdv
dar — dw (E dpdv dt dt
PO (Y A by

(2)

(3)
dvt \dt dp d¢ T dv dt’

et ainsi de suite.

(*) Nous n’emploierons pour la démonstration que nous avons en vue que les for-
mules les plus simples du Calcul géométrique: ces formules ne sont qu'une exten-
sion aux quantités géométriques des régles du calcul algébrique ordinaire.
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Ces formules représentent les accélérations d’ordre successif
d’un point m qui se meut arbitrairement sur la surface.

Supposons d’abord que u et v varient d'une maniére absolument
quelconque. Le point m décrira, a partir d’une position initiale, une
courbe quelconque sur la surface. Les coefficients géométriques

af df
du’ dv

auront alors des valeurs déterminées, tandis que les quan-

dy ..
tités algebrlques d d_ seront arbitraires.
L’équation (2) de la forme
du f df

— +

dt dp. du
montre que [’ extrémité de la vitesse se trouve dans un plan JSixe,
quelle que soit la trajectoire que U’ on suive.

C’est le théoréme du plan tangent.

du dv . , ., .
Supposons maintenant que —- -7 soient déterminés, ce qui re-

dt

L . dn . g .
vient 4 se donner la vitesse n du point mobile. Ce point se trou-

vera dés lors assujetti 4 décrire sur la surface une trajectoire tan-
gente aunedirection donnée qui est celle de sa vitesse. L’équation (3),
dans laquelle toutes les quantités géométriques et algébriques
d’p.

e’ alt2
fait voir que I’accélération est de la forme

du df
p i =A+ ‘.1.’—1—

sont déterminées a 1'exception de —= qui restent arbitraires,

df
LA

A étant une constante géométrique.
Ainsi, lorsqu’un point mobile se déplace sur une surface donnée
) q P
avec une vitesse donnée, I’ extremité de son accélération se trouyve
dans un plan paralléle au plan tangent & la surface.
Interprétons géométriquement ce résultat., L’accélération en
P 8 q
question se décompose, comme on le sait, en deux composantes,

) . . . dv . .
I'une tangentielle, égale en grandeur a A désignant par ¢ la vi-

e . e . ’ NG
tesse, 'autre dirigée suivant la normale principale et égale 4= cn
P
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appelant p le rayon de courbure de la trajectoire. La seconde de ces
composantes est seule & considérer pour obtenir la projection de
I'accélération sur la normale 4 la surface : or, d’aprés le théoréme

précédent, cette projection est constante; ce théoréme s’exprime
donc par la relation

(/2

° cos¢ = const.,

en désignant par ¢ I’angle que fait la normale principale 4 la tra-
jectoire avec la normale 4 la surface ou en d’autres termes 1'angle
du plan osculateur avec le plan de la section normale correspon-
dante. Soit R le rayon de courbure de cette scction, I’équation pré-
cédente deviendra

2

v? ’
-Ecoscp_.l—‘ ou p=Rcosg:

c’est le théoréme de Meusnier.

On voit aisément que les remarques auxquelles les expressions
de la vitesse et de ’accélération ont donné lieu peuvent s’étendre
aux accélérations d’ordre quelconque. On est ainsi conduit & un
théoréme général qui s’énonce de la maniére suivante :

Lorsqu’un point mobile est assujetti & se déplacer sur une sur-
face & partir d’une position donnée m, si sa vitesse et ses n— 1
premiéres accélérations sont données, son accélération d’ordre n
est assujettie & avoir son_extrémité dans un plan paralléle au
plan tangent & la surface en m.

Ce théoréme, dont nous avons donné les interprétations géomé-
b

triques dans le cas de la vitesse et de I’accélération, est encore sus-

ceptible pour la suraccélération d’une interprétation assez simple.

On sait qu’en appelant py, ps, ps, - .. le rayon de courbure de
la trajectoire et scs dérivées successives par rapport a I'angle de

contingence (*) et r le rayon de seconde courbure (c’est-é-dire

ds ) et
— € étant I'angle de deux plans osculateurs consécutifs ), on a pour

(*) Dérivées qui deviennent, dans le cas des courbes planes, les rayons de courbure
des développées successives de la courbe.
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les composantes de 1’accélération de second ordre :

div »
Suivantlatangente..................oiil = — —
8 a6~ §
. 3¢ 3
Suivant lanormale............... ... .. ... -_d”_a”__f"
pdt p;
3
Suivant la binormale (perp. au plan osculateur). er
1

Le théoréme général montre que, pour toutes les trajectoires sui-
vies,la somme des projections des deux derniéres composantes sur
la normale m N a la surface doit étre constante, ce qui s’exprime
par la relation

30(10—-—0—3 cos +i9in = const
o dt pﬁ0°¢ prp T CORS

Mais, puisque la vitesse et 'accélération sont données, les quantités
@ insi Pangle ¢ et le rayon p,, sont les mé tout
oy 30si que langle ¢ rayon py, mémes pour toutes

les trajectoires que le point 7z peut suivre.
I.’équation précédente revient donc a

? tan
ps— p'—r—g(P = const.

D’ailleurs, si w est le centre de la sphére osculatrice et R son rayon,

on a, par une formule connue,

R—p! nw
01 = pu \/ Pi — P,
r r
donc
now— o,1an
r
ou
neo — nN
————— = const.,
r
ou enfin
No

— = const.,
r

résultat qui peut s’énoncer de la maniére suivante :

Soient différentes courbes osculatrices entre elles tracées sur
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une méme surface & partir d’un point m. Si I’on porte sur la bi-
normale commune & toutes ces courbes une longueur mr égale au
rayon de seconde courbure de la courbe choisie et si l'on joint
le point ainsi obtenu au centre » de la sphére osculatrice, la
droite wr rencontre la normale & la surface en un point i qui est
le méme quelle que soit la courbe choisie.



