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SUR LA RECHERCHE DES POINTS SINGULIERS
D'UNE SÉRIE DE DIRICHLET;

PAR M. S. M À N D E L B R O J T .

Introduction.

La recherche des points singuliers (Tune série de Dirichlet
la^é? >"' présente comme on sait des di f f icul tés insurmontables.
Déjà la série de Taylor ^a^z11 == ^fi,,e l t s {z == e 5 ) où une seule
M i i t e arbitraire ( i , , intervient n'est pas facile à traiter à ce point
de vue.

On gagnerait pourtant considérablement si l'on pouvait ramener
l'étude de la série ^Onê ^"s d'une part à une série de Taylor qui
lui est associée d'une manière ou d'une autre et d'autre part à la
série ^e ' / < ' qui joue le rôle de la série « geométriaite » corres-
poudant à /.,i( n === i , 2, . . . ).

Le bu t de ce travail esl d'aborder et même de pousser assez loin
une telle étude.

Les résultats ici établis sont beaucoup plus généraux et plus
précis que ceux de ma seconde Note aux Comptes rendus de
l ' A c a d é m i e des Sciences concernant le même sujet ( * ) . (Sans
parler de la première où j 'ai énoncé des résultats élémentaires qui
n'ont pas besoin pour leurs démonstrations de l'appareil que j'ai
appliqué alors, et dont plusieurs hypothèses peuvent être aban-
données).

Au contraire, les résultats de la seconde Note ainsi que ceux de
ce Mémoire (dont une autre partie a été exposée dans une troi-
sième Note plus récente) exigent un appareil assez compliqué,
mais je crois que ces méthodes peuvent être utiles dans d'autres
branches de fonctions analytiques.

Au début de ce travail je ne fais aucune hypothèse sur les >.n.
Pourtant la notion des « moyennes typiques » de M. Riesz me

( l ) Tome 186, i()a8, p. io3().
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permet d'énoncer des résultats même dans ce cas général sous
une forme bien simple (voir §2 ,3 ,4 ) .

A partir du paragraphe 5 je pose ri <^/< ^ n -\~ \, alors on peut
introduire des équations intégrales et intégro-différentielles qui
vont m'être d 'un certain secours : el'es nous permettront de donner
des solutions simples dans des cas où ?.,<== h(u} est tel que A ( î )
est une fonction spéciale en z. Les hypothèses qu'on faisait sur le» a,,
pour l'étude de ïa,,^ et transportables à des séries I^^"^ en
les faisant sur les a,i d'une part et les À,i d'autre part donnent des
résultats. Cette méthode me permet d'ailleurs de désigner des
points qui sont certainement points singuliers de H ( / , cp) en con-
naissant ceux de / et de cp, en posant toutefois des conditions
supplémentaires sur y.

Remarquons que l'introduction des points spéciaux dont le
caractère est déterminé par le théorème classique de M. Picard
me permet d'énoncer des résultats d'un caractère définitif. Ce
Mémoire constitue la première partie de mon travail, la seconde
paraîtra dans un aulre recueil.

1. Une suite de nombres a,, étant donnée on appelle moyenne
typique de cette suite d'ordre k > o de première espèce associée
à la suite n == i , 2, . . . la fonction en dû,

(i) •
F ̂ . ( (0 ) = W-k ̂  ( CO —— I I Y^ (lu = k 0- k I f { T ) ( t0 —— T )*-1 ^/T,

ÀH^ JQ

7l<(»)

OÙ

c(^)=\a,,.
/(<T

Cette notion n'est qu'un cas particulier de celle de la moyenne
typique associée à la suite /,i (/„_,_( >- In) l im/,t==oo, qui est due à
M. Marcel Riesz et qui s'introdoit dans la théorie des séries de
Dîrichlet très naturellement. On démontre dès rintroduction de
celte notion que si Sa,» converge et est égale àA, lim FA((«)) existe

(0=-

etest aussi égale à A. De même pour la moyenne typique associée
à /,i(//== ï , 2 . . . ) .

Considérons les suites
a,, ( / i=i ,^ . . . ) et X,, ( n = ï , - 2 , ...),

).„< À,^| lim X,i== oo.
n-=. »
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et la suite
I^.(X,,)= ̂  L—^Ya^^k^C ^(^((O-T)^-!^.

'H<'/-n rl °

Quand il n'aura pas d'ambiguïté (la suite a,, étant donnée et
k étant fixe) nous appellerons F\(7,,) la V^0 moyenne d'ordre k
de la suite a m (même si /.,» n'est pas entier ce qui sera notre cas).

Une suite bu étant donnée, s i l existe une suite a,, telle que b,,
en est la }.̂ "lc moyenne d'ordre k (la suite ?.„ et le nombre k étant
donnés) nous dirons que la suite a,n est génératrice de In suite bn
(V ordre k relative à la suite ?>„. Quelle que soit la suite /.„ on
peut évidemment former des suites 6,, qui admettent des généra-
trices d'un ordre donné relatives à /„.

Si la suite À,, est telle qu'entre deux entiers consécutifs quel-
conques il exisie au plus un À,», toute suite &„ admet une généra-
trice de tout ordre positif relative à ?.,/(/( = i, 2, . . .).

Si
; A / , ^ / / 4<i ( / / -— i , >-,

toute suite b,, admet une et une seule génératrice relative à ̂ (/< = i ,
a, . . .)d 'un ordre À positif quelconque.

Si entre deux entiers consécutifs il existe au moins un ̂ , c'est-
à dire quel que soit l'entier m il existe toujours un terme }.„ ^ tel que
m << ).,,^m +- i (et nous pouvons le supposer sans aucune
atteinte à la génér.îlité des résultats qui suivent). On peut écrire

^ 1 ) ^E A / / .1 ^[^--^^):lx-
où E(.r) désigne le plus grand entier inférieur (et non égal) à a*,
les entiers ni étant choisis sont tels que i <^ 7.,̂  2,

.r:(^,,)—E(/.„,)==! (7=1. ^ . . . , Q

et par D/^ n^ . . . / / / , on désigne le déterminant

(^—i)^ °
(A,,.——l/- O,,,——--^-

JL'Wi/tî ... /»i ==

......... ......... ... b,
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Pour que la suite génératrice' <i,u existe i i f au t donc et il suffit que
l'expression ( i ) conserve la même valeur quelle que soit la suite n,
vérifiant les conditions précédentes.

// est évident que si n << À^ n + i cette condition est vérifiée,
c f est-à-dire les d,, sont obtenus d'une seule manière^ donc ils
existent.

Nous avons tout intérêt d'étudier les singularités de ^a,,^
quand celles de ^Lb^ï'1 sont données où a,n est la suite génératrice
de la suite bu d'un ordre k donné relative à une suite \n donnée.
Ceci me sera utile pour l'étude des séries de Dirichlet IbnC^"5'^
nous le faisons dans le paragraphe 5,

osons
/'( ,ç^ == ï hn e-^ ( s == 7 + // ).

Nous supposerons que la série ^(?~^ admet un axe de conver-

gence absolue à distance finie, c'est-à-dire que la quantité lim -n-
'^u

est bornée supérieurement.
Soit E l'ensemble de points singuliers de la fonction 9(5} ̂ ïe'^5

et soit k un entier positif tel que quel que soit s > o fixe on
ait pour y. fixe ( ^ - - < / » ) ,

s",^^-
quand s parcourt dans le demi-plan o- > o-i la quantité 0-1 étant fixe
tous les points sauf ceux qui sont contenus dans les cercles de
rayon &, arbitraire mais fixe, tracés autour de tous les points de E.

Nous écrirons même dans ce cas

5 ( 5 ) ' == O j ̂  1 (,UL < À-, 7 > CT, ).

Nous supposerons évidemment que o-, <^ o-o où o-o est l'axe de con-
vergence absolue de < p ( ^ ) .

Faisons encore la remarque suivante : F(^) étant une fonction
holomorphe dans un domaine D contenant le point autour duquel
nous développons F (s) (dans le cas présent le point + oo) nous
conviendrons, comme on le fait fréquemment, d'appeler point
singulier de F(^) tout point qui n^est pas à l'intérieur d^un domaine
connexe avec D et dont tous les points sont réguliers. En disant

LVII. 6
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donc qu'un ensemble A est un ensemble de points singulier
de K ( ^ ) nous entendons par là implicitement que tout point
limite de A ainsi que tout point qui n'est dans aucun domaine
connexe avec D et ne contenant aucun point de A est un point
singulier de F(J). Nous commençons par démontrer le théorème
suivant :

THÉORÈME I. — Si In fonction ^ ( s ) == le ^'•s est telle que
( ^ > ?( S) •-=- 0' f\^ ( ;JL < À )

pour a >» <7(, les senfs points singuliers possibles de la fonc-
tion représentée par la série ib,,^^"' dans le demi-plan
a- > (7, 4- nia\ (G. o), sont les points y. 4- ^ et ^ où OL est un
point singulier quelconque, la série de Taylor en e y a"mt les
eoellicients sont les termes de la génératrice d'ordre k relative
à la s u i t e "/.„ de la suite b,i, C étant l'abscisse de convergence
de celle série de Taylor, et oit (3 est un point singulier
quelconque fie ^e " } " s dans le demi-plan o- ^> a-,.

REMARQUE. -- Dans ce théorème comme dans fous ceux qui
suivent on peut remplacer ^e^'15 par 9, (s) == ^c,,e /^ où /a
suite Cn est fixe convenablement choisie de s o r t e que /es sin-
gularifés de 91 (s) et la distribution des râleurs qu'elle prend
soient connues, en considérant la série de Taylor a^ec les

coefficients qui forment /a suite génératrice de la suite -)-11'
Gn

Démonstration. -- Rappelons d'abord le théorème suivant dû
à M. Hadamard et généralisé par M. Perron :

Si la séné '̂  ( s ) == ^c,ie " / " ' ' possède une abscisse de conver-
gence C, <+ oo et si c> o est supérieur à C, , /- étant positif, on a

Y / / n^+i» r ^ 1 3 0 , . , ,/s
Z ^ c p { l < - l ^ ' l = - -,77-^_^ ^^eH•<^'

Considérons maintenant, outre la fonction 4'(5)? ^a fonction
O ( s ' ) == ï / i n e ^ " 5 ; j 'ai introduit l'intégrale

r(Â--4-n /•<'-h/ao , ^
—————— / ^ ( S ) Q ( Z — — S } - ——r
^l Jc-i^ •vl+/'

( 1 ) H (j?) désigne la partie réelle de x.
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qui représente poiir R ( z ) ( < ) et c assez grands la série
•a

On a en effet comme on le constate facilement

r (Â-- i ) y^'30 . . . . ds yi , . /^"h t90./ ^ ' ds
~~^~1-^ ^^^^^ s^=2é kne jL. ^^-s^k

[1 est maintenant naturel (Topérer avec l'intégrale

(2) /^(0(.-.)^,,

comme on le fait dans l'opération H de M. Hadamard avec l'inté-
grale de Parseval ou bien encore comme on le fait avec l'intégrale
de dell' Agnola dans l'opération de IIurvvitz.

On prévoit que dans les cas où sur des contours analogues à ceux
qu'on considère dans les deux intégrales citées, et pour des valeurs
de 3 convenablement choisies l'intégrale (2 ) converge uniformé-
ment, elle représente une fonction holomorphe en z. Cette fonc-
tion ne peut d'ailleurs converger que lorsque s est différent de
tout point a singulier de ^ ( s ) et du point o et lorsque z — s est
différent de tout point b singulier de 0 (s). Il est aussi évident que
pour la convergence il faut poser des conditions du genre (.a).
C'est d'ailleurs en lui exposant les idées qui précèdent que j'ai
proposé à un de mes auditeurs, M. Widder, de chercher les cas de
convergence de cette intégrale et d'obtenir ainsi un théorème de
composition ( 2 ) pour deux séries de Dirichlet et qui ressemble-
rait à celui de M. Hadamard. Il a d'ailleurs posé des conditions
assez restrictives pour la distribution des singularités de ^ ( s )
et 0(5).

Pour démontrer le théorème 1 de ce paragraphe je pars en partie
de la même intégrale que j'ai donnée alors.

Nous allons donc démontrer que
Si la série de Taylor F ( s ) =-. ̂ a,^"^ admet un axe de conver-

gence C< 4- X) et si pour o"^> (7<

| Ç ( S ) 1 = 0 | ^ | (^<Â:),

( ' ) H (a) désigne la partie réelle de x.
(? ) Journal of Math., 1927; Bul. of thé American Math. Society, 1927.
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la série

ï[î('-?.)''->-
/t== i L w-<An J

n'a pas poar o- > o-i +max(C, o) d'autres points singuliers que
a+(3 et (3 où a est un point singulier quelconque ^a^e^9 et (3
un point singulier quelconque de l-e"^.

Considérons l'intégrale

''^"/^o"—1^.
où (G) est une courbe définie de la manière suivante :

Un cercle C^ de rayon R arbitraire mais fixe autour de 1 origine
étant donné, traçons autour de chaque point singuliers de ia fonc-
tion ^La^t'1 qui est à l'intérieur de CR ainsi qu'autour de chaque
point de la circonférence de C^ un cercle de rayon £ > o. Diaprés
le théorème de MM. Borel-Lebesgue, on peut extraire de cet
ensemble de cercles un nombre fini et tel que tout point a ainsi que
tout point R^^o <^ c p ^ 2 7 r ) soient à l'intérieur d'à : moirr un de
ces cercles extraits. Soit Dp s l'ensemble de domaines qui en général
n'est pas connexe balayé par l'intermédiaire d'un de ces choix.
Faisons la transformation s == — ^°^ (en prenant toutes les déter-
minations du logarithme) le domaine Du ̂  se transforme en une
série de domaines AR g qui contiennent à leur intérieur tous les
points singuliers de ^ane~'ns et qui se trouvent dans le demi-plan
o-r: — log(R 4- s). Ajoutons à ces domaines les points du cercle de
rayon £ autour de l'origine. Dans la frontière de cet ensemble
de domaines A^ g situés dans le plan de ,s' entre aussi la droite
<7 ==—log(R- ( -£ ) . La courbe (G) est l'ensemble de tous les con-
tours pris dans le sens positif de ce domaine dans le plan de s en v
enlevant préalablement la droite o- ==— log(R -(- £) .

Soit L^ la longueur de la partie de cette courbe contenue dans
la bande o^ t <^ 27: (.v == <7+ i t).

Quel que soit le point s d e ( C ) il est évident qu'on peut trouver
un point y qui est soit un point a (c'est-à-dire un point singulier
de ̂ ane~ns\ soit un point d'affixe —logR 4- it(— oo << t < 4- oo)?
soit le point d'affixe o et tel qu'on ait

(4) ! ^ - Y ! < £ \
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e' étant une quantité fixe qui tend vers zéro avec e. 11 en
résulte que pour tous les points z (Tun domaine A qui satis-
font à la condition

(5) \ z — y — ^ | >•.->.£', R( z) > T]-r-max (Ci ,o)-4-£ '

avec un y et un j3 quelconques on a pour s quelconque de la
courbe

\ z — s — ? ;>e ' , R(z—s)>7^.
Donc

i ïm^——^ <A<^oo.
<==» *^'

D^autre part sur la partie de (G) contenue dans les deux bandes
a /MTT <C | < | ^ 2(w+ i),7r correspondant à un entier w, on a

i»
^ <,-,,T4T ( ^ = i , - 2 , . . . ; Â - > o )

où B -< 4- oo est fixe, et comme sur (C),

| F (^ ) |<1I<4-oo ,

on lire immédiatement la conclusion que Pintégrale (3) converge
et pas moins rapidement que la série

2L.BAV ——^ m^

L4ntégrale (3) présente donc pour tous les z vérifiant (5) une
fonction analytique.

Si R(^) est assez grand la fonction (3) pour ces valeurs de z
peut être mise sous la forme

r ( k - r - i ) /-C+I"^,^^, ., ds,c+*«L-I \ /»c-1-l"
-ll F(s)^(z-s).
'* *>'/.—/« "^c—<<

où c > o est plus grand que G.
Il suffit pour le voir d^appliquer le théorème de Cauchy sur

des courbes C^ qui sont formées de la manière suivante : relions
les domaines AR , qui sont complètement intérieurs à la bande
— 2/ r7r<^<<2/T7r , pour k assez grand, et la partie de cet ensemble
formant un domaine contenue dans la même bande et qui contient
la droite a =— logR par des courbes rectifiables qui sont comptées
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dans deux directions; soit ÇA une courbe rectifiable de lon-
gueur <^ L(un nombre fixe) quel que soit k et située dans la bande

')\k— I )TC < t < } . k r . ,

et qui relie un point d'un des domaines simplement connexes
spécifiés avec un point s === cr -h / tÇa- = c) sans avoir d'autres points
communs ni avec A^ ç ni avec la droite a=c ; soitC h la courbeayantia
même propriété et située dans la bande — 2Â'îr << t << — 2 (/r— i ) TT. La
courbe C^ est composée des frontières de tous les domaines sim-
plement connexes spécifiés dont la partie du domaine contenant la
droite o- = — logR et contenue dans — ikr, << / << SÂ'TT fait partie,
sans compter la droite o- =— log(R 4- e), des courbes de liaison
entre ces domaines et comptées deux fois, des courbes ÇA et C ^,
enfin du segment o- == c qui relie C k à C^.

On remarque que notre intégrale étendue sur ÇA et C h tend
vers zéro avec , quand R( s) est positif et très grand.

En choisissant z de sorte que R(^ — s) >> 02 où or^ est un axe de
convergence absolue de ^ ( s ) on voit immédiatement que (3) peut
être mis sous la forme

S^J ,̂ ^s}e^^ï

d'où en appliquant le théorème de M. Hadamard et en intégrant
A' fois on obtient notre théorème.

3. Nous démontrons dans ce chapitre un lemme important qui
nous permettra d'avoir des théorèmes analogues au précédent sans
toutefois qu'on soit obligé de tenir compte de la propriété (a).

Il est difficile d'étudier les fonctions exprimées par des séries de
Dirichlet au point de vue de leur croissance, comme la pro-
priété (a) l'exige, il est donc de beaucoup préférable de pouvoir
ne pas faire intervenir la propriété (a).

Nous démontrons le lemme suivant :

LEMME I. — Soient a et b deux quantités finies et distinctes
fixes quelconques. Soit E ^ensemble de points situés dans le
demi-plan a- ^> 0-2 et où la fonction ( * )

^(s) ==- S e-'^

( 1 ) Voir la Remarque pa^e 82.
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prend les valeurs a et b, la fonction

f(s) =. ^h^e-^
avec

^ = V ̂  (A.- m)a,n lim î ^LL ^ c,

n'a pas d'autres points singuliers dans le demi-plan

7 > 7,4- max(Ci, o)

que les points de ^ensemble <êi composé de tous les points
a +P? a -+- p» P, où OL est un point singulier quelconque de la
série de Taylor îa^e'"5 (dont les coefficients sont les termes
de la suite génératrice de premier ordre de b,i relative à ̂ )
où j3 est un point singulier quelconque de ^(s) == ïe~^ et
où p est un point quelconque de E.

Démonstration. — Construisons comme pour la démonstration
du théorème 1 le domaine Apg et soit comme auparavant (C) la
frontière de ce domaine (en enlevant toujours la droite

<T=-log(R-4-£).

Désignons parv un point quelconque de l'ensemble Ej composé
de tous les points j3 et p. Désignons comme dans la démonstration
du théorème 1 par y un point quelconque qui est soit un a, soit
le point o, soit un point —logR-h /^ .

Soit A un domaine connexe des points z tels que pour tout y et
tout ^ on ait

( 6 ) i z — Y — ^ \ > •>. c^ H ( 3 ) > 7.j r- ma \ ( C i , o ) -h £'

quel que soit s de la courbe (G) et quel que soit v, on a

! S — — S — — - ) 1 > £', R ( ^ — — ^ ) > 72.

Ceci résulte de (4) (̂  de (6).
Posons

z — s == x.

Il est évident que des inégalités

(7) | .y-v|>£' , R(x)>^
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résulte Inexistence cTuii entier positif / et (Tune quantité £ «
(e' > £( >> o), tous les deux fixes et qui possèdent les propriétés
suivantes : soito- = ff^> o-a Inéquation d'une droite où la série ïe ^"5

converge absolument, pour tout x vérifiant (7) on peut choisir un
nombre non supérieur à l de cercles G( Ça • . • Cm (w^ l) dont les
centres sont sur un des polygones parallèles et égaux entre eux
et parallèles à un polygone qui se trouve tout entier dans A,
tous ces cercles empiétant les uns sur les autres de sorte que
le centre d'un cercle C/^i se trouve dans le cercle concentrique
à Ct et de rayon ^? le cercle C< a comme centre un point a'—^-if

et le cercle de rayon ^ et concentrique à Cm contient le points, à
l'intérieur de cercles C« C^. .. G,,, la fonction <p(.y) ne pr^ nd ni
valeur a ni la valeur 6.

En remarquant que la série ïe^"^'^1^ est bornée pour

(—3C<^<4-oc)

nous pouvons appliquer le théorème de Schauttky sous la forme
que lui a donnée M. Montel : si la fonction F ( z ) ne prend pas
deux valeurs distinctes à l'intérieur d'un cercle et si cette fonction
est inférieure en module à une quantité fixe au centre, elle est
inférieure à une quantité fixe dans tout cercle concentrique et
de rayon inférieur au premier.

Il suffit d'appliquer ce théorème au plus l fois pour tirer la con-
clusion suivante :

Dans tout domaine de z vérifiant les inégalités (6) on a

; î p ( s — < ) ! < N <-+-x.

D'autre part il suffit de remplacer N par un nombre N' plus grand
pour pouvoir enlever de l'inégalité (6) toutes les combinaisons
correspondant à v parcourant un nombre fini mais fixe de p
et y = o, c'est-à-dire si l'inégalité \z — p ] ̂  ït n'a lieu que pour
un nombre fini de p.

On peut donc achever la démonstration du lemme énoncé exac-
tement de la même manière que pour la démonstration du théo-
rème 1 et en opérant sur l'intégrale

^F(,)^-^.
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4. Les considérations précédentes nous permettent d'énoncer
un théorème tout à fait général où la condition (a) n'intervient
plus.

Désignons par pa l'affixe d'un point quelconque où la fonction
9 (.ç) ==1^-^ prend la valeur a; a étant comme auparavant un
point singulier quelconque de la fonction F (s) == Ia,^-7"; dési-
gnons par A<,, soit un point quelconque de la forme p^+ a, soit
un point limite de l'ensemble de ces points.

Nous désignons par P[a, { ^ } ] un point quelconque qui jouit
de la propriété suivante : quelle que soit la quantité e > o, dans
un cercle de rayon e autour de ce point il existe un point
d'affixe a 4- p^ et ceci pour toutes les valeurs de a, sauf au plus
une (pour le même P[a, {À, , } ] a varie en général avec a).

Remarquons immédiatement que si (3, est un point singulier
essentiel de 9 (s), tout point de la forme a 4- (3, est d'après le
théorème de M. Picard un point P[oc, { Â,< ) ]. (Dans ce cas, a reste
le même pour tout a). Mais a priori un point P[a. j)i,,j] peut
n'être ni un point a 4- (3 ni point limite de tels points. Remar-
quons enfin que si ^== /i, les points P[a, {À, ,} ] n'existent pas.

On peut profiter du lemme I, où il n'y a qu'à répéter le raison-
nement employé pour démontrer le théorème suivant :

THÉORÈME II. —. Les seuls points singuliers possibles de la
fonction représentée par la série ïb^-^ sont lespoints(x-+-fi, 6
et les points P[a, {^n}] où OL est un point singulier quelconque
de la série de Taylor en e~5 dont les coefficients sont les termes
de la génératrice de premier ordre (ou d^un ordre k > o fixe
entier quelconque) de la suite bn relative à ̂  et où ? est un
point singulier quelconque deïe~^^

5. Nous allons maintenant faire des hypothèses sur lesXn. Nous
supposerons dans ce paragraphe et les paragraphes suivants que

W n<\n^n-}-i (/i==i, 2, ...).

Nous avons fait la remarque que si cette condition est vérifiée»
quelle que soit la suite bn elle admet une, et une seule, suite géné-
ratrice d'ordre A: (quelconque fixe) relative à la suite ?in.

Faisons encore les remarques suivantes :
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En posant
('.„—: a i — a.î -r-. . . 4- On.

C(t ) == ̂ . <2,/,,

/«<T:
on a

v^ r^
^ . ( A , , — — / ^ ) ^ — j C(T)^T = GI-+- Câ-r-. . .4- C^-i-h ( X , , — — ^ ) C , , .

-<Â.

Soil
¥,(z)=ï.anz^

On a
Vrr r • r i^- Fl(^ f^3)-5!^^^L^i-^-2-... -^/<- i j^ - ( i__^- -i_^ - (i-^

et
Y^.-^c^—Htyc^-^^1^^],^j L Ad r — 3 j

on H est le symbole de la composition connue de M. Hadamard.
En posant 2-6,^'^ où

h,, =- ̂  (A,,— /^•)a/«,
/«<)..

on peut écrire cette égalité sous la forme suivante :

i r - / •^ \ . / <^ ^ '1' ( x ) _ , .—•• ( - } ' \ l ( z ^ — - —-— ^^^x)-•>^l J ^ ' \Z / 3 1 — J '

où

/(;)-^<X,-//);/S ^(^=^» T(.)=^/^;

C étant un cercle de rayon assez petit autour de l'origine.
On voit donc que quand (8) est vérifié les théorèmes ï et II

peuvent être énoncés de la manière suivante :

THÉORÈME 1 bis. — Si

(8 ) n<\n^n-^\

et si pour o- >> o-i

: ç < 5 ) ; --=. \ ï.e-^ i --- 0\ t^\ (pL<i),

alors (es seules singularités de iô,,̂ »' pour (7>o-i-(-Ci sont
les points —loga4-.(3 et (3 où a ̂  u/i point singulier d'une
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solution fixe quelconque holomorphe à l'origine ^ ( z ) de
Inéquation intégrale

T ^ r / x \ ^ , \dz x ' \ { x }
( ( ) ) ^.{A.)^-^- T^-^^

avec ^î(x)=^bnXlt, /(Ç) == 2(^ — n)^1, ou ^ est un point sin-
gulier quelconque de ^(s} = ̂ ""^ ou c< est l'abscisse de con-
vergence de ^an.e ~'ls et où G est un cercle assez petit autour de
i'origine,

On voit donc que le caractère des singularités de / ( î ) joue un
rôle important. Ainsi s i / (Ç) ne possède que le point d'affixe un
comme point singulier qui conserve les singularités de ^ ( ^ )
quand on applique l'opération (9) les singularités de I b ^ e " ' ^
se ramènent à la somme des singularités de ^bnC"'15 et de ^e '•"'.
On voit donc qu'une étude semblable à celle qui a été faite rela-
tivement à l'opération H (/a, 92) et qui permet d'élucider les
points a, (3 qui sont nécessairement singuliers de H si a sont
ceux de/a et (3 ceux de 92? s'impose

THÉORÈME 1 1 bis. — Si
n< X^AI -+ - I ,

la fonction ^bnC^5 n'a pas d'autres points singuliers que
les points -—loga + (3, [3 et les points P[a, {^n}] (a et (3 étant
les mêmes que dans le théorème I bis).

Dans le théorème II bis, la condition (a) n'intervient pas.

6. Nous allons maintenant entreprendre une étude de l'équation
intégrale (9) et nous allons donner des conditions relatives à )./»
pour que celle équation admette une solution holomorphe a l'ori-
gine ainsi que la liaison entre les points singuliers d'une telle
solution et les- singularités des fonctions connues qui interviennent
dans cette équation. Ces considérations nous auraient permis de
remplacer les théorèmes I bis et II bis par des théorèmes où la
fonction Ian^n est remplacée par les deux fonctions ^bnZ11

et 2À^5'1 mais nous obtiendrons des théorèmes concernant le cas
n < ^,,< n 4- i, sans passer par cette étude, ces théorèmes seront
d'ailleurs plus généraux que ceux qu'on obtiendrait en n^appli-
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quant que le lemme 11. Mais les considérations de ce numéro
présentent peut-être un intérêt pour elles-mêmes.

Faisons quelques conventions qui vont nous être d'une grande
utilité.

Nous appellerons étoile de Mittag-Leffler d'un ensemble de
points E l'étoile au sens classique d'une fonction développée
autour de l'origine dont l'ensemble de points singuliers est l'en-
semble E+E' (E' étant l'ensemble dérivé de l'ensemble E).

Soit G' un cercle de rayon R autour de l'origine. Soit <ë« ^ la
partie de la frontière de l'étoile de Mittag-LefHer de E qui est à
l'intérieur de C.

Si ÈRE est composé d'un nombre uni À de segments de lon-
gueurs respectives Z , , /s? . . . i /A et d 'un nombre fini // de domaines
DI, Da, . . ., Dp dont les longueurs de frontières, sans compter
les arcs du cercle C qui forment une partie de la frontière de
chacun de ces domaines, sont l\, . . ., /y, nous poserons

Cn,.=^/,-^.

Si À ou p est infini (ou tous les deux), nous écrirons

CR,E=^ °o.

Attachons, d'autre part, à ê^g (même si Cn^=oc) le domaine
qui peut être mulliplement connexe et balayé par un cercle de
rayon e autour de chaque point de &n^- Soit €« ̂  la longueur
totale de la frontière de ce domaine sans compter la partie de cette
frontière qui se trouve à l'extérieur du cercle G. Il est évident que

1"" ^K,!^ ̂  C K , K Î
£==U

nous pouvons maintenant énoncer les deux lemmes suivants :

LEMME II. — Soient % un point singulier quelconque de
in.r):̂ ^ .̂̂ . <>) un multiple d'un nombre quelconque de fac-
teurs dont chacun est une puissance q^o quelconque d1 un
afjixe d^un point singulier quelconque de 9(x)=Î^CnXn^ les
deux/onctions ayant un comme rayon de convergence.

En désignant par E l'ensemble de points %, c»), supposons que
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la fonction Q(x) vérifie dans toute la partie de son étoile de
Mittag-Leffler sa frontière comprise et contenue dans un
cercle c de rayon R autour de l^origine V inégalité

(3 ) ( i+H)(CR.E-^2^R)!e(^) |
2 ÎC H.

l'équation

do) -L. fefï^(z)^+^^)=n(^)
•> 7Î l J, \ Z f • v / Z \——X v

a^er
( o ) = = o, n ( o ) = o

^ où LI ^( t^/i cercle de rayon r << i , admet une solution holo-
morphe à l'origine dont les seules singularités possibles sont
les points de la frontière de V étoile de Mitlag-Leffler relative
à V ensemble E.

Remarquons d'abord qiie la condition ((3) est réalisable [(par
un certain choix toujours possible, de Q ( ' r ) ] pour un R donné
à l'avance et quel que soit Pensemble E donné également.

Il suffit , en effet, de prendre pour Q(x} une fonction de la
forme *

( î o b i s ) 6( . r )=M^K^(^—a, , )^ ,

où (3,, sont réels fractionnaires et où les a,,; tout en pouvant prendre
plusieurs fois la même valeur, parcourent un ensemble A tel que
A 4- A/ == E 4- E' à- condition que la série

Si K. | \x—y.n jP"

avec les déterminations positives pour x — a,, ?" soit convergente
quand [ x \ << R et que M soit assez petit en module.

Un autre exemple des fonctions Q{x) vérifiant les hypothèses du
lemme précédent est donné par une des trois constructions sui-
vantes :

1° Tétant un ensemble de points fermés quelconques intérieurs
à un cercle G| (de rayon R autour de l^origine) soit Dj^ la partie
de l'étoile relative à T comprise dans Ci.
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Soit 2La,, ;'*=== P(^) une fonction telle que pour j ^ K i on ait

, PC 3 ) ^ 1 .

Soit Ç ( ^ ) la fonction qui fait la représentation conforme du
domaine Dy n sur le cercle ! ^ j << i .

La fonction
0 , . , _ - ^Hl'l^)]

( i -+» H ) (CK.E-+- ^ ï c R )

vérifie les conditions du lemme admettant l'ensemble T comme
son ensemble de points singuliers.

2" En désignant par Ci ( x ) la fonction qui fait la représentation
conforme de l'étoile de T sur | z | << i , on peut encore poser

• ^^P [ ; , ( . / - )1
( I 4-H X ^R,K-I- ^K.)

•^ Considérons un segment quelconque fixe; par exemple, le
segment ( i , r), T> i .

Ou peut évidemment poser

•^hprr,^)]
d4- H )(^K,E+ ^r.\\ »

où Ç _ , ( . / ' ) fait la représentation conforme du plan coupé par le seg-
ment ( i , ~) sur le cercle ^ -< i .

Si T < 4- oo soit // == " — l , on a donc

--'--'F1^/(••——)-•
si T = ^o (on retombe à un cas particulier de 2°), on a

On voit donc qu'on peut poser soit

^ ^ 1< ^ . r — A — i //jc—h—\YV [ -r — h — i / / J " — A — I V 1 "
^^14——/^—^V^——T—)-1 ] '0( r) - ,7-̂  Xcu^ï^) i ̂ 'l ——7<— ^V7 (——7T—)

i
.soit

•>. r, \\n v ^ ')'•7: n V / '' — •/' 4' '> V l — x \
'"•^-^.^lO^Cn.K+^R)!3'^————J-———) '
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à condition que, dans les deux cas, on ait

I ïa,, z ' 1 == '- P( z ) |< i p o u r i Z ' ^ i .

Démontrons maintenant le lemme ï ï .
Considérons une suite de fonctions

^, ,( .^) (n = o, i, -^ . . .)

définies de la manière suivante :

•%^.r)==o,

i F c , / J [ ; \ , ^s .r'^,((.r)-— / 6 ( - ) ^ n - i ( s ) - -—r-——-=110} ( / i - i . 2, . . .}.
"' ^ ' i . i \z / ^ l — -r

On a, pour n^ i ,

( i l ) ^^,(^)-^,(.r)^i^' fe(•• / ')[^-,(2)-^„^}]^,
.-r '.̂  / TT j \ z / -

^^x)--=- -^ ' ( i—.r)^: ! !^^) .

11 suffit de se rappeler que Q{o) == II(o) == o pour conclure immé-
diatement que les fonctions

1 J / / ( J " ) = ̂ ,,(.c)—^/,-i(.r) (n = •>., 3, ...),

U,^)^11^^-.)

sont des fonctions holomorphes à l'origine.
On a évidemment

(12) ^n(^) = Hi(^ ) 4-. . .-<- ]I/,(^).

La fonction 4'^(o c) n?a P315 d^autres singularités que la fonction
n(.r), c'est-à-dire les points %, en appliquant maintenant successi-
vement il — i fois le principe H de M. Hadamard, on voit,
d'après (i i), que II,, {x) n'a pas d'autres singularités que les points
/.(ûi))^ -1 où (û))71"1 désigne un pointe») qui est un produit de n — i
facteurs différents ou non qui sont les affixes de points singuliers
deQ(j;).

Toutes les fonctions II^(.y) (/i === i , 2, . . .) sont donc holo-
morphes dans rétoile de E.

balayons le cercle C' par des quadrilatères curvilignes qui sont
définis de la manière suivante : A chaque segment ̂ ^•(ro^r^B.),
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/•o^0 étant un point quelconque de E, faisons correspondre les
deux droites re19^'^ re1^0"^^ £ ;> o étant fixe et assez petit,
(o^'^+oo), et le cercle Co de rayon r ^ ( i — & ) autour de
l'origine.

Notre quadrilatère aura comme frontière les arcs de la circonfé-
rence du rayon R autour de l'origine, et de la circonférence Co et
les segments de deux droites /•^ /^"-3 et re'^^^ '.

Nous balayerons donc le cercle C par tous ces quadrilatères en
faisant parcourir à /'o ̂ ' tous les points de E.

Soit Cs la partie de G qui reste après ce balayage et après avoir
balayé la circonférence de G' par un cercle de rayon t autour d'un
point quelconque de cette circonférence.

Soit Le la frontière de Cg.
Considérons l'égalité

( F A ^/.s . 1 1 / < - H ( ^ ) -—— iz=^1-^ / o f : / : ) H«(2) ' - 2 -
'f- l ^ ' f , /* \ 2 / 2

Si la longueur de Le est /e, il est évident qu'on peut choisir un e
assez petit pour qu'on ait

^ ^^^^•r)\<5•<l•
Quand z parcourt Lg et quand x est un point quelconque inté-

rieur a Ce, on a

|^<K.

IVantre part, il résulte de la manière dont nous avons construit
le domaine Cg que l'égalité (12 bis ) elle-même (sans avoir
besoin de recourir au prolongement analytique) déf in i t la fonc-
tion II/^i (./•) dans le domaine Cg.

De (p) et de ( i3 ) résulte immédiatement l'inégalité suivante :

Max. Jï ,^i^.r) | < ô Max. | I ï / / ( . ^ ) 1 < û^-1 Max.; HaC.^) ;

valable dans le domaine fermé Cg.
La série

2lU-r)

converge donc uniformément dans Cg.
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Elle nous fournit une fonction ^(-c) holomorphe dans Cg qui
est évidemment une solution de (10) et qui correspond à noire
lemmc.

Nous avons en même temps démontré le lemme suivant :

LRMME II bis. — U équation (10) admet une solution 4'(•r)
holomorphe dans Cg si ((3') a lieu.

Ce lemme peut avoir un sens sans que le lemme II ait un
sens réel et notamment dans le cas où

GR,E= <»•

7. La méthode que nous venons d^xposer peut conduire en
outre aux théorèmes concernant F opération H.

Si, en effet, au lieu de l'équation (10) on avait Inéquation inté-
gro-différentielle

< 1 3 ) ^J/CO^î^'^-"^
le raisonnement précédent s^appliquerait presque tel que. Nous
sommes pourtant obligés de faire de nouvelles conventions.

Soit E| un ensemble de points situé à Fintérieur de G|. Soit Ea
l'ensemble des points de Ci qui ne sont pas des points de E|, et
soit Ç un point quelconque de Ea. Soit Lç la longueur d^une courbe
rectifiable quelconque qui ne possède aucun point de E| et qui
relie Ç à Porigine. Le point Ç étant fixe, soit L(Ç) la limite infé-
rieure de tous les Lç. En faisant passer Ç par tous les points de Ea,
soit L(E)) la limite supérieure de tous les L(Ç).

Les lemmes II et II bis ont encore lieu pour une solution de
Inéquation intègre-différentielle (»3 ) en remplaçant respective-
ment ((3) et (P') par

([ibù)

et

(ybif)

MEKCH.E-^TCR)
(x)\<6<i%?rR

L(E)^ |eQr) |
2 ^ ( I ~ E ) R <5<I'

Pour le voir, il suffit de rappeler le raisonnement de» lemmes pré-
LVII. 7
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cédents en tenant en plus compte du fait que si

(.r)== F ll',,(x)dxil,, (.<•)==
^0^n

et si
\\V(x)\ < M

pour tous les points x de Ce, alors

\ ï l n ( x ) \ < L ( E ) M

et en partant de Inéquation

-^ J}^-10^

On peut donc énoncer le théorème suivant :

^if^{^)^'t-^x)^^x^!ll^=^x^

THÉORÈME 111. — Si la fonction ̂  (^)== ^(p-n — n)xn vérifie
Vinégalùè ((3 bis)^ la fonction

H(£m^", ^ a n x " )

admet certainement des points singuliers a tels que la fron-
tière de l3 étoile relative à lî ensemble de points a&) où co est soit
un multiple quelconque d^un nombre de facteurs quelconques
égaux ou non qui sont les points singuliers de 9^ (x) dans C',
soit le point un^ contient tous les points singuliers de ia,,oC"
dans le cercle C'.

On peut aussi formuler un énoncé analogue en parlant
de ((3' bis),

THÉORÈME 111 bis. — Si 0i (x) vérifie ((3' bis), la fonction

H(SpL^", SCT,^)

admet certainement des points singuliers y tels que le domaine
complémentaire au domaine Cg formé à partir de l^ ensemble
composé des points f^ où ^ est un multiple quelconque des fac-
teurs en nombre quelconque différents ou non qui sont les
af fixes des singularités de ^(p-n — n^x11 où le point un contient
certainement tous les points singuliers dans le cercle C, de la
fonction 2 a,, a?".
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THÉOHEME III ter. — En particulier^ si î^nX" n'admet que le
point un comme point singulier et si ((3 bis) a lieu (qui se sim-
plifie considérablement du fait que u prend la seule valeur un)
les parties correspondantes des étoiles de Mittag-Leffler conte-
nues à l'intérieur de C, de deux fonctions VL<^La,,x11^ Ip.nX11)
et ^a^x»- sont les mêmes.

Comme exemple de fonctions vérifiant les conditions exigées,
on prendra, par exemple, les fonctions de la forme

.^.^- x , 27tHP^^)]^ (i-^)- 'L(E)(CR,E+^K)

où P(^) est la même fonction qmi intervenait à la page et où Ç^est
une des fonctions Ç, Ç < , ^ de la même page.

On voit donc en particulier que les fonctions

i x x/iv \x—h—\ / T x — h — \ \ ^ ~ } n (id-^i.4-1^131^—,—-;V(-^—)-I^-sa^l
avec un h positif quelconque et M positif

u ( F x ». ̂  ( 'l——X -r-'î. \1\——X V 1 /
"([(T^^i^-^*^^———^——) J,^-.-"(,

ù V| ct.n \ < i conservent la partie de PétoHe de Mittag-Leffler à, v^ou
0

l'intérieur d^une circonférence de rajon R autour de Forigine de
toutes les fonctions ïanX"- pour lesquelles on a

L(Ki)(CR,E.4-2^R)< ̂ H,

E| étant l^ensembic de points singuliers de San^ dans Ci.
Le raisonnement du paragraphe 7, et même considérablement

simplifié, permet d^établir ce lemme :

LEMME III. - Si pour i s | ^ i, on a

2 | 8 i ( z ) l < 8 < i ,
ou

ei«)=s(^—^)^,

il existe des solutions de (10) et (i3) holomarphes à Vorigine.
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8. Par un raisonnement semblable à celui que nous employons

précédemment nous pouvons démontrer le théorème suivant :

THÉORÈME IV. — Si
n < X^^/ i -+- i

et si dans V étoile fermée contenue dans un cercle Ci de
rayon R autour de Vorigine^ on a

(P ter) ,0(a:)|< M < — 30

où
0(^)= S(A,,——Al)^,

la fonction ïbne~^ n^a pas d'autres points singulier dans
le demi-plan

T> — ï o g R ,

que les points d'ajl fixe s

—loHto—lo^

où (o est un multiple quelconque d^un nombre de fuc^eu/'s
quelconque égaux ou non qui sont /es aj'fixes de points de la
frontière de l'étoile de 9(^*) ou le point d^affixc un^ et où %
est un point singulier quelconque de ^LbnX11.

On démontre ce théorème en écrivant :

S h,t e ^n!{ = S hn e-'115 e- / " -/( •v,

et en posant e ' 5 = z on a

^b,.e-^ =Ï.bne''>^-n'[^z zn,

d^où ron a formellement

( .3 bis) 2 &„ .-̂  = ^bn /^(^-^'og^]7" \ ,„ ^
n \ m /

\^ [\oa z ] " 1 v^, ,,
^ Z ^ m ^ Z ^ ^ 1 1 ' ^ 1 1 1 ^ '

m n
En posant

H,,, == H,,,(6, n) = H ( 2 ( X ^ — ^1)^-1 2", 8); Hi == H(n ,6 ),
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on voit que pour déterminer la valeur de H,,i on peut prendre
l'intégrale de Parseval le long de la courbe Lg du n° 6 et l'on voit
immédiatement que îim est holomorphe à Fintérieur de cette
courbe. L'inégalité 0(^)| < M montre que l'égalité (i3bis) a un
sens car la double somme qui y intervient converge absolument
dans Cg, d'où résulte le théorème.

Ce théorème établit, en outre^ C existence des séries de la
forme ïe ^ns (n <^<^ n 4- i) qui admettent un ensemble de
points singuliers qui nest pas dense.

9. Dans la théorie des séries de Taylor, on établit souvent la
relation entre l'allure d'une fonction g{z) et les singularilés de la
fonction déterminée par le développement ^g^n^z'1.

On peut se demander si des hypothèses analogues concernant
les À,,, c'est-à-dire des hypothèses où l'on pose ^n= g(ït)^ g(z)
étant une fonction spéciale, ne conduisent pas aux résultats inté-
ressants concernant les singularités des séries Sa,,^""^.

La réponse est affirmative, et l'on voit d'après le théorème V,
que les mémos fonctions g{z) qui interviennent dans les séries de
Taylor doivent intervenir ici.

Ainsi, du théorème IV et d^un théorème de Lindelof-CarIson
concernant les séries de Taylor de la forme 2^ (n)^", résulte 1
théorème suivant :

THÉORÈME V. — Si \n est tel que

n < \n^n -+-l
( 7 1 = 1 , •2, . . .),

^n= n-^- g(n)

où g{z) est une fonction holomorphe dans le demi-plan
R(.r)==a;>>a et ayant la propriété que dans ce demi-plan

limsup-08-^-1 < oo et |y(p4-y)| < ^6 1 y l pour tout (3 > a

pour £ > o et \y\ assez grand et si là propriété ((3 ter)
est vérifiée^ la série SA^e^"' na pas dans le demi-plan
o-> —l°gR d^ autres points singuliers que lf étoile horizontale
relative à {^ensemble de points a où a est un point singulier
quelconque de la série de Taylor ïbn e"^.
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Pour démontrer ce théorème, il suffît de remarquer que, du fait
que la fonction I^(/î)3» admet comme étoile de Mittag-Leffler le
plan entier, sauf la demi-droite ( i , 4-00), il résulte immédiate-
ment que le théorème V est un cas particulier du théorème IV.

Remarquons que les hypothèses du théorème V sont bien réali-
sables ton tes à la fois.

Il suffît de remarquer qu'une fonction de la forme (10 bis) où n
ne prend qu'un nombre fini de valeurs et où les a,, sont réels
positifs plus grands ou égaux à un et où (3,, << i est telle que
Fon a

04) e(^)—i==^(x^—,i)^=^^(^).r\

toutes les propriétés de la suite À,, qui sont exigées par h théo-
rème V étant vérifiées.

Pour le voir, rappelons que la réciproque du théorème de
M. Lindelofa été démontrée par M. Carison et M. VI. Bernstein.
Précisément, la fonction ( i 4 ) » ainsi que les fonctions Q{x) de
la page 94» vérifient toutes les conditions pour q'ie l'on puisse
conclure que la fonction g { z ) vérifie l'inégalité

^•(a -h ? e.1'^) : < ep^

que ô ( ^ ) — i vérifie les autres propriétés voulues résulte de ce
que nous avons dit à la page 98.

Considérons maintenant le cas où

X,, = n -4- <(-;)•
où Q(a?) est un polynôme.

Posons
Q(d?) = o^^.vî-{- a.^3-^. . . + ay-i-i.^ ( 3t,^o),

les quantités a » ( ( = = i , 2, . . . , y — i ) étant choisies de sorte
qu'on ait

•o<i5) •-'•^GO^-0-
n=i

II résulte du lemme III qu^il existe alors une solution de (10)
où Fon pose Q(x) = 2(À,, — n)^'^ holomorphe à l'origine.
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Dans le cas où nous nous plaçons, l'équation intégrale (10) se
réduit d'ailleurs par la répétition (f fois de l'opération qui consiste
à la difTérentier et à la multiplier ensuite par x à une équa-
tion différentielle qui admet grâce à ( i5 ) une solution holo-
morphe à l'origine, et l'on voit, d'autre part, de la forme même de
cette équation que cette solution n'a pas d'autres singularités que
le point d'affixe un et les points singuliers de II (rc).

D'où l'on peut tirer le théorème suivant :

THÉORÈME VII. — Si Q(^) =a,.r:^4-a2.r34-. . .-h ^7 i ̂  est
un polynôme avec des coefficients positifs et tel </ue

--2 <>(/;)<--•-
// -= i

la fonction
-LW-'VL

^ane L wl

admet comme étoile horizontale^ relative à ses singularités^
V étoile horizontale relative à l7 ensemble de points a 4- (3 et (3
et P [a, {^n}] où a est un point singulier quelco^fue de la
série de Taylor lane-715 et où (3 est un point singulier
quelconque de ^<? x;lï.

Remarquons enfin que, dans le cas où Q(-) == ( ^ ) (a > °)

quoique la méthode précédente ne s'applique pas on a néanmoins
le même théorème, la démonstration étant différente.

Dans un Mémoire, qui paraîtra prochainement dans un autre
recueil, je tire plusieurs conclusions des théorèmes établis ici.
Quelques-uns de ces nouveaux résultats ont paru dans une Note
aux Comptes rendus de mars 1929.


