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BULLETIN
DE LA

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE

SUR LE CALCUL DE CERTAINES DÉFORMATIONS ÉLASTIQUES,
AVEC APPLICATION AU SPIRALE DE MONTRE {suite et jln\

Par M. J. IÏAAG.

28. CAS DU S P I R A L C Y L I N D R I Q U E ( f ) . — On sait que, pendant la
déformation, les spires restent circulaires. Admettons, d'autre
part, que Pon puisse négliger les courbes terminales. Nous allons
donc calculer H pour un arc de cercle de rayon R et d'angle au

centre ^ == -1.

Soit u l'angle polaire du point P. On a .?==RM. Quant au

poini G, il a pour angle polaire — et pour rayon vecteur

i> • u
•2 R sin —

OG=

On en déduit
r / • .H / • H / /1\ 4 îiln ~~ 4 sln — cos — |T—-2 .- | •À •2 •i \s- = PG = H2 | i -T- ———— — ——————— | •
L ^ u J

D'où
r 1 '\\ == H-» I [u^-1--!^!—cosu)—^uî'-\nu]du

•- 0

ou
LS / /^î ^ ^ ^ . . \

( 93 ) I I '-= .„-(-:- -T- '2 A -r- '̂  A COS A —— 4 snl A ) •

( * ) Tous les calculs qui suivent, jusqu'au n* 36, étaient imprimés, lorsque j'ai
découvert qu'il était possible de les simplifier considérablement, tout en les
rcndttnt plus exacts. Cette nouvelle solution a été ajoutée à la fin du Mémoire.

LVII. l



_ ^ _
Au premier abord, comme on suppose ï très grande on peut

être tenté clé réduire la parenthèse à son premier terme. Ce
serait parfaitement légitime si Von s^en tenait au simple calcul de
H pour une valeur déterminée de 7. Mais, si l'on veut calculer les
termes en OQ de la formule (92), il faut évaluer les coefficients An

du développement en série de . ^ suivant les puissances croissantes

de 0. A cet effet, on peut, par exemple, employer la formule de

Tîiylor. Or, en dérivant H par rapport à )>, on voit que l'ordre

infinitésimal des termes obtenus en dérivant les facteurs cos).
ou sin/ reste toujours le même, tandis que l'ordre infinitésimal

des termes obtenus en dérivant -y; augmente chaque foi • d'une

unité. Au bout de deux dérivations, le terme en cos). a le même

ordre que le terme déduit de ̂ - • Puis, il devient d'un ordre infé-

rieur. On voit donc que le calcul des coefficients de la for-
mule {gï) serait complètement faussée si U on faisait immédia-
tement ^approximation précédente. 11 faut déri'"er d\ihord et

seulement ensuite négliger les termes d'ordre supérieur en r- •

Posons
1 1 ,. , i . •>. •>. . \ . ,^ - 1 ^ ) - ̂ +^^ <•<..- ̂ n...

En appliquant la formule de Leihnitz, on a

/ ,- ,^.., , ^ ^ C-t// - 4 - 1 ) ' . ( • > . / / -<-- ^ ) '
(9^ ^''^-^-T^^-^-^^r-

Î H c i ^ ( ) . -h // ^} ( — 1 } i 1 ( ) n —h -(- 'n'.^ v ^ v ï '________T" 3 ̂ ^ ^- t /< \ïn -/<+'.
/< -. o

'1 n sin ( A -4- fi ' - 1 } <— i } 1 1 ( •>. n — /i -4- 1 ) !
- IVr/ / V • ^ _ _ _ _ .

(,^ i ^ " ^n-h-r.
/l-l»

Cherchons le terme d'ordre minimum, en considérant ! comme

infiniment petit principal.
Les termes de la seconde ligne sont au moins d^ordre 4 et ceux

de la troisième ligne sont au moins d'ordre 5. Donc, si n == o, le



terme principal est le premier. Autrement dit, F().) est asympto-

tique à „-, comme nous le savions déjà*

Pour/î == i , nous avons deux termes en .-? dont la somme algé-

brique est ——-^——• Si cos7 est égal à un ou en est très voisin, il

faut prendre aussi les termes en — »ce qui donne 2 0 ' ^ -,Mais, dans

ce cas. sinÀ est nul ou très petit. Il nous faut donc pousser jusqu'au
, I . , 4° ( I - < - ' - * cos^) FM 1terme en . , » ce qui nous donne —-—„———. Dès lors, on peut

écrire asytiiptotiquement, dans tous les cas,

, ... ^,, ., . •-< F ^ l o s i i i X 2 0 ( 1 4- À cosX )1
( 9 3 ) P \ A ) = ^,-COSA ! ——^——— 4 - — — — — — — ^ — — — — — — J .

Pour /?^2 , nous n^avons plus qu^un terme e n — » qui est2——!. os •

Si cosi est nul ou très petit, il faul prendre les termes en — » ce
. j 4(—I) ' t (41 -+-1) s i n X ^ , ,qui donne — ———-————-—— * Dans tous les cas, on a donc

asymptotiquement

( < ) 6 ) F(^)0)= '^T./^ ^cos? .—•A(4^- l - I ) i m ± 1 ( / / > l ) .

Porlant dans (92), il vient, en appelant Rg le rayon naturel,

AT / / / H - ^ 3 Og F . l o ^ i n A o ^od 4 -'-•>. cosXo)"!
( 97 } -T- = ——s- i 1 -+- - .. j î — cosXo4- ——:̂ ——° +- ————^———0-/

^ ^A / ) ̂  L ^o ^(S J

'̂  Y O;-;7^—!)^ r • • / ^in^ol )
^ ̂  î T .̂ ]_cos^-.(4/.+i)-^J j.

Celte série est évidemment convergente.
Si l'on s^en tient aux deux premiers termes, on a

, . . AT ^H{H 3 6g F los inAo 'Àod -+- ï cosXo)1 )
( t>8) T=-6AAi l+.;^Sl I-cos?-+ -T—+.—-^—-]|-

29. Si l'on commet l'erreur d'approximation qui consiste à
réduire F(^) à son premier terme, c'est-à-dire à remplacer chaque
couple perturbateur par sa partie principale, sans prendre garde



— i —

À la répercussion sur la partie variable AT ( ' ) , le coefû-
A •» a

cient de ^ dans la formule (98) est égal à - • C'est plus simple.
À() -2

Mais, ce n'est asymplotiquement exact que si Ào est à la fois

1res grand et mulliple impair de -^ (2) . Si /.o est un multiple entier

de 27T, on voit, au contraire, que le coefficient de Q^ devient — •
^o

Si / o est un multiple impair de TT, il est asvmplotiquc à „•
^0

La formule (9'S) est pratiquement suff i sante si QQ est très petit.
Mais, en réalité, les oscillations du balancier atteignent fréquem-

ment l'ordre de un tour et demi, soit ^^= —• Dans ce cas, il faut

prendre en considération un assez grand nombre de termes de
l< i formule (97), car ces termes ne décroissent pas rapidement.
Ils peuvent même commencer par augmenter. Si l'on prend, par

exemple (3) , ^o== 2071 et ^o'-= » l3 ^érie s'écrit

| 4^- 0,000 I 3 -)- 0.01 1 6 —— 0.00^"< •+- 0, 00'..».4 —— 0 .0( i<i ( ) 4- 0,0001 == 1 ,0ï 64 •

On voit qu'il faut pousser jusqu'au septième terme pour obtenir un
terme inférieur au second. 11 est vrai que celui-ci est accidentelle-
ment très pelit.

Si l'on prend /.o == 207T 4- -» la série s'écril approximativement

Le deuxième terme est à peine trois fois plus grand que le qua-
trième, lequel est presque trois fois plus grand que le troisième.

\\{}. A titre de contrôle de nos calculs, nous allons évaluer les

< ' ) Sans commettre, bien entendu, d'antres erreurs. M. Andrade sérail effecli-
3

veulent parvenu au coefficient -> s'il n'avait laissé échapper une faute de signe

(/o<'. cit., p. a83, ligne 21; le premier terme du second membre doit être pré-

cédé du signe—). qui l'a conduit au coefficient . «

< 2 , ) r/esl-à-dire pour un spiral de Le Koy. On verra, à 1<( fin de ce Mémoire,
• q u ' i l en est pra t iquement de même si l'on l i e n t comple des courbes terminales
ym'cédemmcnt négligées.

r 3 ) Cf. GROSSMANN, t. II. p. 3i2 et 3i6.



II

coefïicienis A^,, du développement de .- par la formule (77). On 9
^ (_ \}n r r

\^n -= —-———— / / < A — // ) t f n ' ( n — //' )"" cos( // — n ) du du
{ > n Y. A""-4-0 J J •

( 0 <^ II •< // -< A).

Faisons le changement de variable u — 11'= v\ il vient
.)i__ j yi /"» r*

A.>,/ ^ —" ' , . — — / / ( A — / / ) / ( ( // — c ) v^' cos c du dv
( • - » / / ) ! A2"4"-'' J J '

( < ) < ^ < H < A ) .

Intégrons par rapport à « :

(t)9) ^^^i^jf (A-P)(?.-.)^^cosr^.

Si nous posons
P(V) = ( .S^CA—C^CA -^ r),

14ntégrale indéfinie s'écrit, en intégrant par parties,

(100) ( ^ ( c ) = sin^' F^ ( r) -^- cosp P' (r)

—sin(.' ?"((.')—cosr P ' " ( v ) 4- sinp P^)(c) 4-. . ..

Les trois premiers termes non nuls de Q(^) sont

— ces A P " ' ( A ) -4- sin A PW ( A ) -r- ces A P^» ( A ),'

soit, en appliquant la formule de Leibnitz,

( 1 0 1 ) ^.[A2^1 COSA — ^ ( 4 ^ + i)^" sinA — 4o/^2A2/ '- l COSA] .

Les deux premiers termes non nuls de —Q(°) sont

^_]y(-+-i l>(:/(4-l)(o)^-(—I)^ Pt2^4-3;^»),
soit

(K)^) (—i)7 ' • > - ( ^ / < 4 ' i ) î ^^-(—î)" • 2 ( ^ / 1 — 3 ) î A.

Pour n = o, ( ici ) est négligeable devant ( l o a ) et Pon a asymplo-
tiquement *-^-
Pour n == i, on a asymptotiquement

i f , sin A i — '.î COSA "|
(io3) A,= ^^i-ces A - 1 0 ^-+^ ——^——•J'

ce qui confirme (Q^).
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Pour n ;> i . on a asymplotiqueraent

( i o4 ) A • > / < ̂  '(~'I-^- ces X — •>. ( \ n -r- i} smt- ->
{ ^ n ) : A 4 L A J

ce qui conf i rme (96).

31. INFLUENCE DES COURBES TERMINALES. — Nous avons admis,
dès le début du n° 28, que Von pouvait négliger les courbes termi-
nales. Cela paraît assez just if ié, au premier abord, par le fait que
la longueur de ces courbes est très faible, vis-à-vis de la longueur
totale du spiral. Mais les résultats que nous venons d'obtenir font
naître de sérieuses inquiétudes quant à la légitimité de cette
hypothèse.

Nous avons v u , en effet , que le seul fait d'allonger î spiral
d ' un quar t de spire, par exemple, peut modifier complètement
r in f luence de ^o sur la durée d'oscillalion. Or, les courbes ter-
min;iles a t te ignent largement cet ordre de grandeur. Il est donc
vra isemblable de supposer que leur adjo fiction au spiral apporte
des corrections notables aux coefficients de la sh'ie (97). Mal-
heureusement , le calcul de ces corrections paraît compliqué, Nons
avons pu le faire dans le seul cas où les courbes terminales sont
u n i q u e m e n t con-sfituées par des arcs de cercle. Ce calcul est trop
long pour pouvoir être exposé dans le présent Mémoire. Au
surp lus , des applicat ions numériques concrètes sont nécessaires
pour permettre d'en apprécier l 'importance. Enfin, il y a lieu
d examiner quelle forme il convient de donner auxdites courbes
pour d i m i n u e r le plus possible la perturbation globale d'isochro-
nisme due a Pinert ie du spiral. Nous espérons pouvoir élucider
ces questions dans un travail ultérieur ( ( ) .

32. CAS D U sr ni AL PLAT. — Supposons que la forme naturelle
soit une développante de cercle {cf. M O U L I N , Comptes rendus de
^Académie des Sciences^ 19 mai 1913). Après déformation,
nous n'avons plus une telle courbe et \e calcul exact de H
en fonction de 0 parait impraticable ( 2 ) . Nous allons donc
employer la formule (77) .

( ! ) Voit' y I.» (in du Mémoire.
( 2 ) Voir a la fin du Mémoire.
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Soient R le rayon de courbure au piton, IV le rayon de courbure
à la virole, r le rayon de courbure en un point quelconque, u
l'angle polaire de la tangente en ce point, À Fangle polaire de la
tangente à la virole. Nous avons, en choisissant Faxe Ox de telle
manière que u s^annule au pilon,

( i<>5 ) /' == H — au,

avec
H — H'

( ! ( ( ( ) ) (f =- ——^———•

D'autre part,
( 107 ) <h = /• du ;

d'où
, - „ aiî^ R-r-r Rî—r2
( I <)S ) A- == \\ H —— ——— == ————— U = —————— •:>. -i '). a

En particulier,
K ̂  \\', K'— R'2

( 1 C O ) 1.= ———————X == —————————• -
> -20

Calcul approché de Aa. — Tant que 5 est petit, —— est très

petit. D'autre part, dès que le rapport -- atteint une valeur
appréciable, le centre de gravité G de Parc AP est voisin de 0.
On peut donc remplacer approximativement p par r et Fon a la
formule approchée

(no) H = f ^s-ds= f (\\î—ias)s^s=R^—a-L^,
J.Q JQ ^ L+

en tenant compte de ( 108). Si Fon élimine a, au moyen de (109),
on trouve ( ' )

II f P — 3 R ^ i( ] I Ï ) 0- i7~ (R-hR'r- 3^'
Calcul approché de Aa,/. — Appliquons la formule géné-

rale (77), en utilisant ( 1 0 7 ) :

A:i/< '-= i . ^Ti^Lô Ç AL ~s ' ) s s ^ s ~~ s^n rr co<5(< H ~~ltl>) du du
\ '. Il ) • l-j* ^y ^/

(o< u!< u<\).

( 1 ) Pour R'= R, on retrouve, bien entendu, le premier terme de (93). Pour
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Faisons le changement de variables M — ^ = = ^ ; l'intégrale
devient

I — j j ( I ,—s ) s s ' ( s — S ' Y - " rr pose fin <Iv

( 0 < (' < // < A ).

Si l'on utilise les formules ( io5) et (108), on voit que le coeffi-
cient de ces v est un polynôme en u et ^, soit

I I ) } ^^ C ) = ( L — — f i ) S S ' { S — — S ' ) ' - " / • / • ' .

Intégrons par rapport à u ; il vient

( l l ' î ) 1 --= f I^c)< 'os(-^r ,

en posant
r^( i i \ ) P( ^ ) -= ^ (,>( / / , ^) <'^.

D'où, en intégrant par parties,

I D ) I _ [ I\ A ) sin A ] 4- [ P^ A ) ces A — P\o ) ] — [ P"( A ) sm A ]

— [ ?'"( A ) ces A — V ' " ( o ) ] + [ P(^) ( A ) sin A ] 4-. . . .

Si l'on considère M, t^ ). comme des infiniment grands du
premier ordre et a comme un infiniment petit du même ordre ( ^ ),
la formule ( 1 1 2 ) montre que Q ( M , v) est d^ordre 2/1-4-3. Donc,
P(^) est d^ordre in -\- 4 elles dérivées successives P^c), P^')» . . .
sont d'ordre 2A14-3, a / / -+-2 , . . . . Dés lors, les crochets de la
formule (i i5) ont des ordres de grandeur qui vont constamment en
décroissant. Nous aurons donc la partie principale de ï en gardant
simplement le premier crochet non identiquement nul.

S3. Pour faciliter le calcul des dérivées successives de P(r),
posons

. / à/>()

'^•^y

En vertu des identités

/ ,. as' , àr
(IIh) ô.———^ ^==^

( * ) D'après (io5), au == H — r est une quantité finie.
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on voit que, comme Q, Hp est un polynôme en s ' et r', obéissant
à la formule de récurrence

Wn ,à\\n( 1 1 7 ) n.-M-^— ^-

II contient en facteur (L — s)sr et s'-1»-^, en posant, pour simplifier
Y écriture,

(ï iS ) z = s — s\

Posons maintenant

(119) G,^)^-—n,,(c, c).

P\iire u = v revient à faire u = o, donc s'= o et / '== R.. La pré-
sence du facteur s ' dans Q nous montre que

(l • - > ( ) ) ^o ( c^ ) ̂  < » .

Pour p ^> o, G^(^) se présente sous la forme d^un polynôme
en s" et /•', en représentant par ces lettres ce que deviennent s et r
quand on y remplace u par v. Les dérivées successives de Gp par
rapport à v sont des polynômes analogues, en vertu du symbole
opératoire

d à „ à
( i ->- i ) -, =—a . „ -^- r . „ -' dv àr as

Observons encore que le polynôme Gp(v) contient le fadeur
( L — s " ) s " r \ provenant du facteur ( L — s ) s r de Hp et le fac-
teur S ' ^ ^ ' P ^ provenant de ^ra-^. Il contient donc le facteur
(L—^).^-'^1/'". D'après (121), la dérivée G^(v} contient en
facteur s ' ^ - P ' ^ ^

Cela posé, si l'on dérive p fois la formule (i i4 ) î o11 obtient, en
tenant compte de (120),

(r^) IW(r) == G.^-2 ( F) ^- G.7*3 ( ( • ) - + - . . .

-G^-,(P)-4-f H,,<^ v}dn,

Pour v ===)., on doit remplacer s" par L et r" par R\ de sorte que

(1^3) . G,,(?.)=o.
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Dès lors, (122) devient

( I >.\ ) 1' / > ) (' A ) ^ G /' -) ( A > - < - . . . - » - G^ ._, ( A ) ( / ) > ^ ) :

( ] - > 5 ) P( A') =- P'( A ) ^: ?"( )/) == () .

Pour r == o, on doit remplacer M' par M, donc 5' par 5, // par r
et 3 par zéro, dans lîp. Dans Gp et ses dérivées, il faut remplacer
s " par zéro et /•'/ par K. On en conclut que

( ] >F) > H^,( //. o) ^- <». si /^ < •>n ;

( i >7 ) ( '/// ( ( » ) = ( ) , si /> 4- q < ^ /? -r i •

34. Ces préliminaires étant établis, le premier crochet non nul
de ( i i f ) ) esl — ^(o). Les formules (122) et (120) nous donnent

^ ' (o » ̂  f H, ( / / , o ) du.
^'0

En appl iquant ( i i ^ ) on trouve

( i •^ ) 1 1 1 ( //. c ) ̂  (I. — a ) s/- ̂  " ' ' | ns' s — /•'2 ( s — -i /^/ ) ].

*S'/ n ==z o, on a
II , ( //. 0 ) -= ( j , — — . S " ).S'/'( € Î S — — / • " ) .

En ulilis;nit ( io<S) et ( i0()), il vient

l > ' ( < » ) - / ( I , — s } { 3<7À- — K2 } s ds = <7-1- — —— .
./„ 1 ()

On retrouve ( i 10), donc (i i i).
Supposons maintenant n^> o. On a

II i ( / / , < » ) - o;
Donc

?'(())= 0.

Le premier crochet non nul de ( i i ^ ) ) est

? ' " ( ( » ) — — P ' " ( A ) C.OS À.

La formule (124) donne
p'"a)= G, ( A ) .

Or, diaprés ( i 19) et (128),

( i ̂ 9 ) G i (^ ) =^. K" ( L — .s-" ) .s-"^'+i ///.



— lî —

En appliquant (iai)^ on a

( i3o) G,(r) ^-—rtR'CL—,?").?"2^1^- R2 / •"2 5 " î / / [ ( •> /? -:- i )L—(-2/ i 4- •2)^"].

D'où
( i ^ i ) P '^A)-: G ' ^ /Q^—R-R^L 2 ^ ' .

Nous avons maintenant, d'après (122) et (127),

/ I À

( i 3 ^ . ) ^(°) == / H3(^ ^>W//.

Li formuir (126) nous montre que P ' " (o) === o, si n^> i.
Pour n == i , il faut calculer îî^(u, o).
Calculons d^abord H, (iz, ^) pour 71 quelconque, ce calcul devant

nous servir ultérieurement. En appliquant ( ^ 1 7 ) et (128), on
trouve

( i33) ll2( / / , (-') --- (\.— s)sr/-'[— 3 a ^•> / /— •>./!( 3 05'— •^/• '2) ̂ 'îtt-i

-+~ •A /? ( ̂  /< — i)/-'2 5' /s"""2 ].

En appliquant de nouveau (i 1 7 ) et faisant tout de suile n •=== i,
z •==- o, il vient

H ;̂  ( H, o ) == 6 ( 1. — s ) s r l ( -z rtA' — /•2 ).

D'où, en portant dans (i32) et tenant compte de (108),

.L
?"•'((»•)=: 6 ^ (L—5)5(H : ! —•2r t5 ) (4 r t5—R 2 ) ^

^0

ou, tous calculs faits,

p " ( o ) =: _ L. / R4 _ ^ K-! rt i, _ r> a2 L2^

ou enfin, en éliminant a par (109),

p ( o ) = — L ( H 4 _ 3H2R' 2 6R'1).
i o

On a dès lors
8 R4 ' { R - R ^ + ^ R ^ — i o R ' R ^ c o s A o

( i 3 , ) A— ̂  ————~——{W^-W^———————— .

à condition que le numérateur ne sok pas nul. M mis, cette cir-
constance ne se présentera jamais pour un spiral plat, caria valeur



— 1-2 —
que devrait prendre cosX est > i pour rP^ôïP, inégalité cer-
tainement vérifiée.

Pour H == IV, on retrouve le premier terme de ( io3).
Pour n^>i, la partie principale de l'intégrale 1 se réduit à

— P'^^cos/., à condition que cos). ne soit pas nul. Si ces). = o,
elle devient P^^sin^. Or, ( i 2 / i ) nous donne

( 1 3 5 ) P m ( X ) = = G ' ; ( Â » + < . ' , ( X ) .

Dérivons (i3o). au moyen du symbole ( 1 ^ 1 ) et faisons immédiate-
ment v =: À ; il vient

(136) G; ( A ) 3aR2R'Lî"^ 1 — ^( / / < -H)^'1 H21.'".

En faisant M -= ^ dans (i33), nous avons ens i i i le

(137) 0.2' < ' ) == ^^(L—.ç")^"^^ '^/.y"4~ 4 ^ 1 < 2 ) .

D^où, en ap|)liquant ( 1 2 1 ) ,

( 1 3 S ) <^ ( X ) == — R R "> L - /' ( ̂  L -t- , /< h2 ).

Portant (i36) et (i38) dans ( i35) , on ohlient, en élimiiiu./ îou-
jours a |)ar (109),

P'^ A ) -- { 1- ^ [^{Kî-}- W - ) — { ^ n -+- •^)K2K /—(<S/^ 4- 7)1<H' : • ] .

On a (inalement

, ^(—lV l R2R'2
^^^--(..^[(H-^Hy^^

sinX RR^Qr^ K' )—(S//4-3)I^I^—(^^4•7)i<H<:>| (
- + - - ^ — ( I { ^ . K ' ) . ^

Coninic vérification^ on retrouve (»o4) pour R === R\

33. CAS OU JA SPIRE C E N T R A L E EST TRES PETITE. — Si R' OSt Ilégli-
geable devant H, la formule ( i 3 î ) se réduit à

(I/lo) Aî~~^'

Quant à la formule (i3g), elle donnerait, pour n > i , Aa,,==o.
Cela prouve qu^elle ne représente plus la partie principale de Aa//
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et qu'il f t u t pousser plus loin la formule (i i5). Le crochet suivant
est

P ^ ) ( / ^ C O S A — — P ( 5 ) ( 0 ) .

La formule1 ( i ^ 4 ) nous donne

l*'.) ( A ) = G"; ( X ) -+- Gl; ( X ) -+- G» ( X ).

D'autre part, si l'on applique une, deux, trois fois la formule (121)
et si Fou fait ensuite ^ = = ^ , c'est-à-dire ^==L, /'^R^o, on
obtient

/ </ \ <)
(ïw (cl.)^-^9

1 d- \ <) , ^
( l / r2) (^}^:=-a^-t-a<^T

/ ^ \ . , ^ " ôï

(I/l10 (;A-3)^=3a'<ï^'--av^•

Kappelons-nous maintenant (n0 33) que Gp(v) est de la forme

G^) =0-^)^(^.0,

/'^désign-mt un polynôme. En lui appliquant ( i 4 i ) ? (142) el(i43),
on voit que

(144) G ^ ( X ) = G ^ ( X ) = o ,
( 1 4 5 ) G;;(A)=—3a2/, ,(o, L).

On en conclut, en se reportant à (129),

(146) l » ^ ) ( X ) = — 3 a 2 R î L 2 ' ' + * = — ^ U < » L 2 ^ - i .

Nous avons maintenant, d'après (122) et (127), en nous souvenant
que n > i ,

(147) P (s ) (o )= f H5(u,o)^.
«^0

PO(^' n>ï, on a P^ ) (o )=o , d'après (126). Il faut alors
pousser (i i5 ) jusqu'au septième crochet, à cause du cas où cos^
serait nul. Autrement dit, on prend

1 =PW(\)cos\—P^(\)s\n\.
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II faut donc calculer ï^6 (A) , soit, d'après ( i a 4 ) et { i 4 4 ) ,

1>.<.'(A}.=G,^X)4-G^).

En appliqn;mt ( i 4 3 ) à ( i3o) , on voit immédiatement que

G,'- ( X ) ^ o .

D'autre part, en appliquant ( < 4 5 ) à (137), on a

C,^ A » :---— ^/'Hl/^ iaL 4. , / / R?) ^-— -^ K / < 4- ̂ ^L^'-'.

Finalement, on a, pour n > 2,

( 1 .H ) A.,, ()()(^ f- p<>.. ̂ ,̂  3^1 .
( •). // » . A (> ^ ' À |

11 r ^ic i:3 COA' /( == 2, pour lequel il nous faut calculer H^M, o).
En appliquant trois fois ( 1 1 7 ) à l ia, il vient

,. , , ^H, ^ILA ^H.,H.,( / / , t - ) --. \(( [ — a T—T, -4- / —r- ) 4- ^ t -r—' ôî- <)s ( ) s î f à r "
., ., , ^H-' ., „ ^H., , ^11.,

— »a / T-rr- 4- ^ ^r ' r—TT; — '• - ——- •c'y 2 as àr as - as •''

En se rcportaî i t à ( i3 , i ) et reinurqnant que II.j contient z1 en fac-
teur , ou en d é d u i t

,, , ^'H., ^ll., ^n,
I I . , » / / . ( » > = 1 ) < / / • ———— 4- ^ / y - — , — — — — / • • • • • — — —

w - àr os î a s ' - ' '
ou endn

I J . - , ( / / . o ) =: î ^K L — .?).s-/-"'( • { c / . v — r2).

Portant dans ( 1 4 7 ) ? il vient

/,L
1^)1 o) == i^.o 1 ( ^ L — 5 ) . ç t K ' — ^ - ^ ^ ^ ^ Ô a ^ — HÎ^/J

^-o

ou, tous ('.dculs faits,

P ^ ( ^ ) ̂  I L W L ^ f— ̂  ^ 3 K 4 a L — 6 K-aî LS -h 2 a^ \A\ " 4 5 3 /

ou, en éliminant a,
P^o^^L11^.
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Donc,

049) A.- ^ ( , -^COSA) ,

ce qui n'est jamais nul.

3(). Les formules (i 11 ), ( i 34 ) , 049) et (i 48) nous donnent (ou^
/^À coefficients relatifs au spiral plat à spire centrale de rayon
nul. Mais, il est bien entendu que ces formules sont seulement des
formules asymptotiques pour \ infiniment grand. On peut les
appliquer approximalivement aux spiraux des montres, à condi-
tion toutefois de ne pas pousser trop loin le développement (92).
Si 1 on examine, en effet, la formule ( i48) , on voit que le second
terme du crochet devient comparable au premier, dès que<{8/ / + 3)
est de l'ordre de ?.. Ceci arrive déjà pour n == 3, si }. est de l'ordre
de 2^, c'est-à-dire pour un spiral de 4 à 5 spires. Dans ces condi-
tions, il est fort possible que les termes négligés dans la for-
mule (i i5) aient une influence appréciable.

Si l'on s'en tient aux deux premiers termes, la formule (92)
nous donne

AT m\\^ l ,^\
-T-^^4 -^4^) '

( I ^ O ' I

Cette formule est, en définitive, plus simple que la formule (98),
qui concerne le spiral cylindrique. En outre, elle ne contient
pas de lignes trigonométriques de Ào. 11 est donc vraisemblable
d'admettre que les courbes terminales ont^ cette fois, une
influence négligeable. Toutefois, la question demande à être
examinée de plus près.

37. SIMPLIFICATIONS DIVERSES CONCERNANT L'INFLUENCE DE L ' INERTIE

DU SPIRAL. — Tous les calculs précédents étaient imprimés, lors-
que j'ai découvert le moyen de les simplifier considérablement,
tout en les rendant plus exacts, tout au moins en ce qui concerne
le spiral cylindrique.

Je signalerai tout d'abord une autre manière d'écrire la formule
générale (92), qui est plus avantageuse à certains points de vue.
D'après (86) et (91 ), on a

î-^ ./"("•- ̂ •«"-)~.^
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Or, en intégrant par parties, il vient

/ ijj-Mm'AcosA ^À = l— H sinXco^iy r / I^cos2^-- s i r P X ) d\.

Le terme intégré étant nul, on a
AT - m r^iid).
T 4 7 T A L J^

on

( i n ) AT = ——— Ç \ \ ( ï t .•>M;- J ^

Cette formule peut être obtenue directement à partir du
llléoréme des forces vives. D'après le n° 22, la durée d'i ne oscil-
lation simple est

/ / / 7 1 Ï
./TY- r^/1"-AJ7,.
\/\f\ / —=—^=-—(l^.1 LIJ o. v^iS--^

L'augmentation due à l'inertie du spiral s'écrit, au second ordre
près,

T

/~K Ç ^ / / / I ! _ l0.- f'7 / / < H
V KI./.^AL- ^ot^-^ ='..\ ^AL-^

l^nir l'oscillation suivante, on a um1 augmentation analogue,
l'intégrale étant prise de ^ à T. En groupant les deux oscillations,
ou obtient l'augmentation de période sous la forme (1^1}.

En v remniaçaîit H par la série (;()), on retrouve immédia-
tement le développement (92).

L;i fo rmule ( i 3 i ) nous montre que AT est positif, puisqu'il en
c^t ainsi de H. Donc, l ' i n e r t i e du spiral invoque im retard de
Id montre.

Si l'on connaît une limite supérieure IF de la fonction H,
on a
(H-) ^.^JL./ T ' ^.Al^

Observons enfin qu'en se reportant a ((i;), on peut écrire ( i 5 i )
sous la forme

(^3) AT ^-^-, Ç s-ds f\^U.
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Donc, si Fon appelle p'2 la valeur moyenne de la fonction

périodique p2, on a

( I154) ^OT/^'^-

38. S P I R A L C Y L I N D R I Q U E . — Revenons mainlenmt au calcul
du 11° 28.

Dans un hul de simplification, gavais cru devoir négliger les
courbes terminales. En réalité, je n^ai fait que compliquer la
question. Le calcul exact est plus simple que le calcul approché
fait au n° 28.

Si le point P est un point quelconque d'une spire circulaire,
on peut considérer l'arc AP comme une courbe de Phillips (1). Le
point d se trouve donc sur la perpendiculaire à OP et à la dis-

r>2
tance 0( \ = — ' On a dès lorss
(135) ?2:=R2-+-!^.

I^où

( i ) 6 ) H = R 2 ^'(^-.-K^^^R^-.-LR^L^^-^),

formule plus simple que la formule (Q3).
Le ' développement de cette fonction suivant les puissances

de 9 est immédiat et Fon a, avec les notations de la formule (76),

_ 2/ i -h l f ( / i4- l ) (27l-+.3) ' lA^- 3^Tî[1-1- —n—j-
Portant dans (92), il vient

/ ^ \ ^ ̂  mRR F ̂ / \ l / ^\(I57) -T-=-6TF^)+Xî^s)J•
où l'on a posé

,- "S
' - ^î

( 1 ) A vrai dire, ceci n'est rigonrcuseme»t exact qu'à l'état naturel, c'cst-à-diré
pour 9 = o. Si la courbe terminale était parfaite, c'esl-à-dirc si le spiral refilait
bien centré pendant tout le mouvement, cela serait exact quel que soit 9. Dans
la pratique, on s'approche plus où moins de cette dernière condition et cela
prouve qu'il ne faut pas chercher une précision exagérée danc Les formule* qui
vont suivre* '

LVII. 2
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et

( 00

/./ v V ( 2 n -+- i ) î•^-L-^-^"-(os) , "r^)^--^y(^3^ ^
\. ft == 0

Si l'on ^arrête au terme en 9^ et s; l'on néglige le second terme
du crochet, on a la formule approchée

(„) ^=^^:3(l)•1 bA \ i \^1

On peut aussi appliquer la formule ( i f ) i ) . En néglige ni le
second terme de H, il vient

AT ^ m L" r271 Hn
T i ^ T r A j g (Xo-4- 6ocos?/ )2

ou, tous calculs faits,

(16:)) ^^^J/,.6!^2.v / T 6A [l n)
En appliquant la formule du binôme au second facteur, on

retrouve la série/(^) de la formule (157).

39. La formule (i^g) est, comme on le voit, beaucoup plus
simple que la formule (98). Elle est, en outre, plus exacte et
l'influence des courbes terminales^ que j'avais soupçonnée
au n° 31, existe réellement^ à partir du terme en ^. L'expli-
cation en est d'ailleurs très simple. Si l'on se reporte à la
formule ( i53) , on voit que la partie de AT qui varie avec 69
dépend de la manière dont p^ varie avec t. Or, si l'on néglige les
courbes terminales, on modifie la loi de déformation du spiral et,
par conséquent, la manière dont p2 dépend de (. On fausse ainsi
le calcul des termes variables de AT, malgré que l'erreur commise
soit, en pratique, très petite, ainsi qu'on le verra un peu plus
loin.

( l ) M. Keellioff a établi une formule analogue (/oc. cit., p.5a); mais, comme
il a reproduit l'erreur de Caspari, cette formule est inexacte.
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40. Avec la méthode de Caspari, rectifiée par M. Andrade, on

obtient le couple perturbateur

, ,, , , F _ / i \—sinX\ ../ ï ,. X—s inX\ "1(,<„) ,»L^-e-^-.^^—)+e'<(^-.(>—^—)J,

à condition toutefois de ne négliger aucun terme, contrairement à
ce que fait M. Andrade, qui réduit chaque parenthèse à son
premier terme. Cela paraît légitime au premier abord, vu la
grandeur de )i. Mais, en réalité, on modifie de la sorte les coeffi-
cients de la formule (88), à partir du terme en 0'^ et cela pour
une raison analogue à celle qui a été expliquée au n" 28.

Le couple perturbateur exact, déduit de la formule (65), a pour
valeur

C*") "'̂ "(^ '̂'(î )]-

II est intéressant de chercher Forigine de la discordance entre
les deux expressions (161) et (162), particulièrement en ce qui
concerne la présence des termes en sin^.

Le calcul de M. Andrade est entièrement exact et conforme à
notre formule (65), avant la double intégration. La divergence
se produit dans Fintégration qui conduit à (66). M. Andrade
intègre le long du cercle et cela introduit précisément des termes
trigonométriques. Au contraire, si la courbe terminale est
comprise dans l'intégration^ on aboutit à (66) et ces termes
disparaissent ( 1 ) .

41. L'influence des courbes terminales signalée au n" 39 a une
importance beaucoup plus théorique que pratique. La modifi-
cation qu'elle apporte à la fonction p2 est, en moyenne, extrême-

( ' ) Si l'on prend un axe des x aboutissant au début des spires circulaires, on
voit aisément qu'en négligeant la première courbe terminale, l'erreur commise

„..'
sur / y ds est égale à R1, ce qui entruîne sur H une erreur r^rile à

^o
/,L /.L

—1< 2 / { y ' - ^ ' } s d s ' = — U2 f ( s ' y ' - { - \ \ x ' ) d s ' = R5^ cos\—2 i'n X ).
^o «- /o

Le terme en Xcos^ n'existe pas dans ( 1 6 1 ) , parce, que M. Andrade calcule le
moment fléchissant du point P au pilon et non du point P à la virole.
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ment petite et ne change pas beaucoup la valeur de H, ni de AT.
Par contre, lorsqu'on applique la formule (i55) au spiral entier,

on commet une erreur qui, comme on va le voir, est loin d'être
négligeable.

Supposons, pour simplifier, les doux courbes terminales symé-
triques et soit / leur longueur commune. La valeur correcte
de H est

^ /'L R-H - = / P-.Ç-6/.S-+ { p 2 ^ ^ + — ( L • • — î L t - • / ^ 3 L ^ — 2 ^ • n - r - a ' - ( L — 2 / \
" - O ^L—t J

D'autre part, si /o désigne F angle au centre total des spires
circulaires à l'état naturel, on a

0 6 î ) R -_ 1 _- t

L A' AO-^
^11 |; osant
(^i) ' X;^—^0-, e-

I —— 2 £ L

Dès lors, si H, et Ha désignent les doux intégrales ci-dessus,
on a

II __ II , ,4- H, i — 3 e -+- ï e 2 — ^ &3 i — . e
_— —— — — — — — — _^_ —————————T,——,-——————— -t, —————— .
L" L- ' \ A -s ' \"v

Pour évaluer H< et Ha, prenons un exemple concret. Suppo-
sons chaque courbe terminale constituée par un arc de cercle (1).
Soient Fo son rayon et UQ son angle au centre, à l'état naturel. On
sait que r^ o, 82679 Ro et ^0=245° 26^ soit 4,2835 radians.

Après déformation, ces quantités deviennent

(1^) /•=- l-, u = Mo4-6£.

Pour la première courbe terminale, on a, d'après (9.3),

^i ./ l I - ^ C O S M s i n ^ \
^-^iT^^^—T—-1-^)-6- '^^-

Quand P décrit la deuxième courbe terminale, G est très
voisin de 0 (2). On peut donc confondre p avec la distance OP

( ' ) Cf. GHOSSMANN, loc. ci<., p. 114.
( 1 ) La distance OG décroît de R— à o.

L — (
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et si ^ désigne Pangle du rayon CP avec le rayon qui passe à
Forigine de la courbe, on a approximalivement

02=(R.—/ . )2 -1 - , . 2 -^ , . (R__ , . ' )COS/ , S== L — /-+- /• / .

D'où

H, = L3(R 2— 'A Rr 4- >. /••Q^'""3^4"60

-i- .̂  , *2( t<—, . ) [ (L2—->. / • 2 ) s i n M - 4 - ' 2 r ( L c o s M — L — /)],

ou, diaprés (i63) et (i65),
Hi _ 3 s — 3 E» -+-e3 / l •>. s 9. ^ \
ij — 3 ^ i ^ ~~~ r~M '̂  "M7'^

^ s2 / 1 s \ r . •> s / ^ 2 £2 • i
— —— ( T-, —— - 1 SIOM — — — ( C O S M — I - 1 - £ )— —^Sll ( •

M2 \\ Uf | M tt2 J

Finalement,

(\(.^\ H l~-£:î , 1 -~ '2S • 2 S ^ / S I \
^^r^ ^Tr-"^—"--^^-)?;

[ e2 sinu •2£, . * as1 . "| » / \x I—£+^'--,^ ^-^c1-6—005")-^-^8111"]-4- ^yW
En développant celte fonction suivant les puissances de 0, on

pourrait obtenir la formule générale donnant „-• Mais, le calcul
serait compliqué et sans intérêt pratique.

Afin de ne pas évaluer de termes sans importance, précisons les
données numériques, en prenant le spiral suivant, considéré par
Grossmann ( ' ). Les unités de longueur, de force et de temps étant
le millimètre, le gramme-poids et la seconde, on a Re==s 4 > épais-
seur ==0,07; hauteur ==o, 24 î^o^^TT; densité === 8 ; E == a6.10°;
T=o,4.

On en déduit L== 279,66 et £ =x= o,o5o7.
Le moment d^inertie A se calcule par Fintermédiaire de T; on

trouve
mL2 -
—T-=57,97-

Le retard, en secondes par jour, est
ATx = 864oo. -^ •

( 1 ) Z-oc. cit., p. Sis. Cet auteur n's pas considéré le» courbes terminales.
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Supposons que le balancier fasse un leur et demi, ce qui donne

Oo-^=4,7,^.

I) après (1^ )2 ) , la correction correspondani au dernier terme
de ( i ( ) ( i ) est inférieure à

(). 65.i o<>.- (--L ^.-^ 4. -U,
\3M,-; ^d ^,/

ce qui est p lus pet i t que 0,07, donc négligeable.
Considérons maintenant le terme

î ^ / £ 1 \ / £ s i n ^ \
- — ( - — -ï ) ( 1 — £ — COS U 4. ———— \ .
H^U / / / \ ' H J

Si l'on remarque que r — 1 reste com|)iis entre
Ê 1 £ 1

-————.- — — o . o o i G et — — — — - — — =---—().<)<)3i,
^o A o - h O o ( /o4-£^o A,, 5

on voit que la correction correspondante a une valeur absolue
inférieure à

4 ̂6,65. i o1' • —^ • o, (M »31. •>. < o. •>. 7.11 o

Elle est également négligeable.
Pour le terme '-^—^ elle est inférieure à 616)^10" <o,28.

Pour — ——? elle est inférieure à 2 , 2 2 . i o6 .— <^ o o().) A - A ^ -

\\nir le terme -e- / - — ^; ) , elle est inférieure à

6.6"). io 6 -—— •;),oo3i <^ <),o^.
3/ /o

l^inalement, la formule (i6()) se trouve réduite à

i()- ) IL -, _'_ ^ / i _ L '\ / _ - _ s[nu \
^ / i.° - 3 À ' 2 u \n, \' ) \ " u /

Culculons les termes successifs de (92), j u s q u ^ a u moment où
ils seront négligeables. On trouve, en écrivant séparément les
corrections relatives aux deux termes de (167) :

Terme constant : /j3 i , 5 — 10,8 == 33o,7 ;
Terme en 6^ : 2 ,3 — o, 2 ==; a, i ; -
Terme en 0'^ : inférieur à o,ooo3.
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On voit que le second lerine de (167) n'apporte qu'une con-
tribution négligeable au terme en Q^. Celui-ci peut donc être,
sans inconvénient, évalué comme dans la formule ( i ^Q) , sous
réserve de remplacer Âo par À'^, ce qui revient à lui donner la
i ^H<\ r -valeur -^ ̂

Par contre, la partie constante de AT doit être calculée diaprés
la forme exacte du spiral, courbes termin des comprises.

Dan^ ce calcul, on peut toutefois remplacer la distance p par la
distance /• =-: OP, puisque nous avons vu que l'influence du terme
en y^ était négligeable.

En définitive, il semble que la perturbation d'inertie du
spiral cylindrique peut être pratiquement évaluée au moyen
de la formule suivante :

/,... AT ^iïo / / < R , ,
(t68) T = Î A l 7 " T A L - o o î

où Ro désigne le rayon naturel des spires circulaires, L la lon-
gueur totale du spiral et enfin Ho Fintégrale f r^s^ds^ évaluée le
long du spiral entier, à Pétât naturel.

i2. Au point de vue de Visochronisme^ qui est celui .du
régleur, Li perturbation d4nertie est de minime importance ( ( ) ;
car, si l'on réduit Oç de moitié, dans Pexemple précédent, le
relard est seulement diminué de i**^).

Par contre, PinHuence absolue sur la durée d'oscillation est
assez grande, puisqu'elle se monte à 331 secondes, pour une
amplitude infiniment petite.

La première courbe terminale (côté piton) est négligeable à
tous points de vue, puisque nous avons trouvé que le terme
correspondant était inférieur à o^o^. Et cela s^explique par le fait
que cette courbe est presque immobile.

Au contraire, la seconde courbe apporte une contribution
importante dans la perturbation. Si l'on se reporte à l^expres-

sion de —» on trouve que cette contribution est d^environ

3p secondes.

( ' ) Cf. GROSSMANN, loc. cit.f p. 317 .
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43. SPIRAL PLAT. — Comme pour le spiral cylindrique, on
commet une erreur certainement négligeable en laissant de côté,
pour le calcul de la fonction H, la courbe terminale extérieure (1).

Quant à la courbe intérieure, si elle existe, elle est très petite et
très rapprochée de laxe. Le chemin d'intégration correspondant
est très petit, ainsi que le facteur p12. Pour ces deux misons, on
peut également négliger cette deuxième courbe ( a ) .

Enfin, on peut remplacer p par la dislance /• = OP, puisqu^on a
vu que cela n^entraînait qu\inc erreur très faible dans le cas du
spiral cylindrique. D'autre pari, si les spires sont sensiblement
circulaires, on peut confondre r avec le rayon de courbure.

Dès lors, si /'o désigne le rayon naturel, on a

d'où

l l - . - f 1 ——— 0 ——^.Ju -^y(-'r)"
Le terme constant et le coefficient de ^ ont pour valeurs

respectives L. \, =. r L /•g s-- //A-, L ' A , ---= 3 rL ̂  ̂  ̂ s.
Comme au 11° 32, assimilons le spiral à une développante de

cercle; nous obtenons

L.A^/'^KS-<a^),^=LlR^3R^,

^^f'W-.^Y^^1^^'^^6^.

R » R'
En remplaçant L par -°——° ^o» on retrouve les formules (n i )

et (i34), abstraction faite du terme en cos).o de ( i34)* Ce terme
provient de ce que, dans notre premier calcul, nous n'avons pas
tenu compte des courbes terminales pour l'évaluation de la

( 1 ) Cf. KEELHOFF, /ce. cit^ p. 55.
( 2 ) C/. KEELHOFF, loc. cit.
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distance p. L/erreur est analogue à celle que nous avons déjà
signalée au n° 39.

En portant les valeurs ci-dessus de AQ et de A^ dans (92), il
vient

[ 6R;;' "1
AT Rr;-^3R;? , ""^ R,-;-»- 3R;r' ftg
-T-^1——^ ^^ (Ro^R^\N'

Pour Ro == R^, on retombe sur L'i formule (i5o). Pour R()== o,
on retrouve la formule ( i 5>o).

Observons encore que, comme au n° 41, il faut, en réalité,

remplacer }.o par 7^ = —°— » en appelant e le rapport entre la lon-

gueur totale dés courbes terminales et la longueur totale du
spiral.

Si, au lieu d\ine développante de cercle, on prend une spirale
(TArchimède, on aboutit pratiquement au même résultat. En
effet, si /* et u sont les coordonnées polaires et R le rayon
extérieur, on a, à Fêtât naturel,

/• == R—nu, a = const.

Puis, en négligeant a2 devant 7*2, ds = rclu\ d^où

ÛM2

s = RM — —— •
a

On retrouve les équations (io5) et (108). Donc, les valeurs
de AQ et de Aa sont pratiquement les mêmes que ci-dessus,


