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SUR LES SEMI-INVARIANTS
DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES ;

PAR M. TADIA PEYOVITCH
(Belgrade).

INTRODUCTION.

Lorsqu'une équation différentielle (Tune certaine forme conserve
la même forme pour des changements de fonction et de variable
contenant des fonctions indéterminées, il existe des fonctions des
coefficients de Inéquation et de leurs dérivées qui restent inaltérées
dans ces changements. Ce sont les invariants de Inéquation diffé-
rentielle. Certaines fonctions des coefficients d^une équation
différentielle ne constituent des invariants de cette équation que
relativement à Fun de ces modes de transformation. Ce sont les
semi-in variants.

La théorie des invariants des équations différentielles a été l'objet
de travaux de Laguerre ( * ) , Broschi ( 2 ) , Halphen (3) , Roger-
Liouville (4) , Appell (5) , Elliot (°), Rivereau (7) , Forsyth (8) ,
nous-mêmes ( 9 ) et des autres.

En ce qui concerne Ridée générale d^invariant et le fait de
Inexistence des invariants, on pourra consulter FOuvrage Sophus-
Lie : Théorie der Transformationsgruppen, une lettre de

( 1 ) Œuvres de Laguerre^ t. I, p. 420 et 424'
(2) Bulletin de la Société mathématique de France, t. VI(, p. io5.
(3) Œuvres de Halphen, t. III.
( 4 ) Comptes rendus, 6 septembre 1886, 12 septembre 1887; American Journal

of Mathematics^ t. X, p. 283; Journal de V École Polytechnique, 5y cahier, 1889.
(5) Comptes rendus, 20 juin et 4 juillet 1887; Journal de Mathématiques

pures et appliquées', 1889 p. 361,.
(6) Comptes rendus, 24 mars 1890; Annales de V École Normale Supérieure.

1890.
(Ii) Thèse de doctorat^ Gauthier-ViIlars, 1890; Annales de V École Normale,

l8(»2.

( ( 1) Philosophical transactions, t. 179, i888.
(9) Enseignement Mathématique, t. 23, 1923, p. 174» Glas Srpske Kraljevske

Akademie, t.. 1 1 1 , 1924; Nouvelles Annales de Mathématiques, (va paraître).
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Halphen à Sylvester, une Noie de M. Goursat ( < ) et Thèse
de doctorat de M. Vessiot : Sur l7 intégration des équations
linéaires ( 2) .

Dans son célèbre Mémoire : Sur la réduction des équations
différentielles linéaires aux formes intégrables^ Chap. III.
Halphen (loc. cit) a étudié la théorie des invariants des équations
différentielles linéaires sur la base qu^une équation se change en
une nouvelle équation de même espèce par toute transformation
telle que

y=P(j?)r^ Ç=M(d7),

Y\ étant la nouvelle inconnue et Ç la nouvelle variable, quelles que
soient les fonctions v{x) et u(x). On peut utiliser quelquefois
cette transformation pour simplifier une équation linéaire. Comme
on dispose de deux fonctions arbitraires u(x) et v(x\ il semble
qu^on peut en profiter pour faire disparaître deux coefficients;
mais cette réduction, possible en théorie, est le plus souvent illu-
soire. Par exemple, on peut choisir les fonctions u(x) et v{x) de
façon à ramener une équation linéaire du second ordre à la forme

réduite -— = o ; mais la détermination effective de ces fonctionsd^ -2 '
offre les mêmes difficultés que le problème même de l'intégration.

Laguerre a étudié les semi-invariants des équations linéaires qui
sont relatifs aux changements de fonction (3).

Dans ce Mémoire, nous nous occuperons des semi-invariants
des équations différentielles linéaires relativement aux change-
ments de variable indépendante et de leurs applications possibles.

I. — QUELQUES GÉNÉRALITÉS SUR LES SEMI-INVARIANTS.

1. Nous commençons par rappeler quelques généralités sur les
semi-invariants, qui sont d'ailleurs bien connues.

Les équations différentielles linéaires et homogènes, comme on
le sait, conservent la même forme quand on fait le changement de

( 1 ) Comptes rendus, 3 décembre ï88K
(2 ) Thèse de doctorat^ Gaulhier-Villars, 1.892.
( s ) Œuvres de Laguerre, t. I, p. 42'»-
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variable indépendante

0 11=^)'
où ç est la nouvelle variable; la fonction u{x) est indéterminée.
Soit donc

/ N ^/ ^ ^y û^-1^ û?"-» y <^y
(2) ^)=^+al^+a2^^4-•••+^-^4-a^=o

une équation ; la transformée sera

d^ y d'1-^ y d^-^y dy
?(^=^+al-^^+a27?ç7^-? +..^-a.-i-^4-a,y=o,

ou
n(n—î) ,
—————^-^-^ . ^

al=—————uï————— (M==^
/ , du\
(M==^^

Les coefficients a^ de <p s'expriment en fonction des coefficients a,
de/, de fonction u(x) et de ses dérivées par rapport à x. Si Fon
y remplace x par sa valeur en ç tirée de Pequation (i) , ces coeffi-
cients seront des fonctions de ç.

Donnons à la fonction u (x) la valeur particulière U, telle que
Inéquation 9 prenne une forme spéciale. Cette valeur U sera déter-
minée par une équation

(3) > . (U)=o .

Cette forme réduite d^équation doit être telle qu^on ne puisse
Fobtenir qu^à Faide de Inéquation (3). Cela aura lieu, par exemple,
lorsqu^n coefficient de <p devient nul. Si, de plus, les coefficients
restants sont des semi-invariants, Inéquation obtenue sUappellera
équation ̂ canonique (Halphen) :

2. Si inéquation (3) admet une solution unique, Inéquation
réduite est une équation canonique dont les coefficients sont des
semi-invariants absolus^ car la réduction nUest possible que d^une
manière. On peut le démontrer comme il suit :

Soit Y(Y==y) fonction de la variable ^, Y', Y", ..., Y^ ses



— 21i —
dérivées par rapport à / ; le changement de variable

â^)
transforme l'équation /(y) = o en une équation réduite F (Y ) == o.
Faisons ensuite la substitution (i), qui transforme /(y)==o
en (p(y) ===o, et opérons sur cp comme sur/, c'est-à-dire posons

^-u.a),

où Yo(Yo =y) est une fonction de <o? dont les dérivées par rapport
à to sont Y^, Y'Q, . . ., Y^et où la fonction Uo(^ vérifie Féqua-
tion (3), nous obtiendrons une équation réduite F o ( Y o ) = = o de
même forme que F. 11 faut prouver que F et Fo sont identiques,
c'est-à-dire que les coefficients de F, fonctions de x^ sont égaux
aux coefficients de Fo, fonctions de ç; x et ç étant liées par rela-
tion ( i ) .

Des différentes formules des substitutions précédentes on déduit

^=,,(rr)Uo(0;

cette formule transforme/(y) ==o en Fo(Yo) == o. Remplaçons
dans Uo(S), Ç par sa valeur en x tirée de (i), on obtient, en substi-
tuant dans /, ce que devient Fo lorsqu'on y fait le même change'
ment. Mais alors U\JQ est une fonction de x qui va prendre à/la
forme réduite considérée ; cette fonction vérifie donc l'équation (3),
et l'on aura identiquement

M U o = = U .

Il en résulte que les coefficients de Fo sont égaux aux coefficients
de F. Ces coefficients sont des semi-invariants absolus pour toute
la transformation de la forme (i).

On obtiendra une équation canonique en déterminant u(x) de
façon que Fon fait disparaître le second terme de Féquation (2).
La fonction u(x) aura alors la valeur particulière

— —î—— Ctit dx
y ^g n(n^)J

la fonction Uo est

U,=e~n^.^--IU.
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On aura donc

U - u U o ;

les variables canoniques ( et t^ sont liées par relation

dt^ _ MUp _
dt ""' U

3. Si Féquation (3) ne détermine U qu^à un facteur constant
près, les coefficients de Féquation réduite sont des semi-invariants
relatifs dont nous allons déterminer la forme.

Soit F== o et Fo == o les deux équations réduites, telles que Fon
ait

M U o = = ^ . U ,

où k est une constante. On transforme F en Fo par le changement
de variable

dto __ i
77F ~"T

On en tire

Y'^Yo, Y^^Yi;, ..., Y^)=F;Y^.

Le terme de 1̂  de ¥ = o donne comme terme de Fo == o k1 \i. On
voit que les coefficients de Fo sont égaux à ceux de F multipliés
par une puissance de k égale à leurs poids.

II. — ÉQUATIONS DU SECOND ORDRE.

4. Considérons tout d^abord une équation différentielle linéaire
du second ordre
,,. d^y dy
(4) ^+al^'+-a2y==o'

où a^ et 02 sont des fonctions quelconques de x. Si Fon fait dans
cette équation le changement de variable indépendante

(1) â""^

elle devient
/ r \ d^y dy
(5) ^r^061^"4"01^"0»
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où
,.,. u'-^ciiu a^ ( , du\
(6) a,=——^——, a,==^ ^==^)-

Donnons à la fonction u{x) la valeur particulière U qui annule
le second terme du premier membre de Inéquation (4 ) î on aura
donc

fit — 1 a, dx
(7) ^=U( . r )=« ./ • ,

d'où
t= ('V(x)dx;

et l'équation (4) prendra la forme canonique

(8 ) ^:+I^=o,
OU

I- a2.
~ U«

Si nous appelons Uo, Io, to l^s fonctions composées avec les
coefficients a » , a^ et la variable Ç de Inéquation (3), comme U, I, t
le sont avec a^ 03 et la variable x de inéquation (4)» nous aurons

Do^^, Io=^ ^/IWS.

En remplaçant a^ as par les valeurs (6) et d\ par u{x) dx^ on
aura

Uo^- 'U, I o = = I , < o = < -

Ces équations montrent que U est le semi-invariant relatif^ 1 et t
des semi-invariants absolus pour toute la transformation de la
forme (i).

Les dérivées -,-» - r ^ ' " • sont des semi-invariants absolus^ qui
se calculent facilement, par voie récurrente en fonction des coeffi-
cients a\ et CTg. En effet, partons des formules

a» dt - fa,dx
^y ^=ljt I J = S < Î J 1
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nous trouverons

d\
d[ — dx — s3 dïl _ ^
^ """ dt_ ~ U3' ^ = uï5

r/^
en général

ûM ^ ^+2(9) ^ U^-2î

où ^3, A- i , ..., A',^2 sont des semi-invariants relatifs donnés par
la formule de récurrence

(1 0) Sn+î='s^1-^-(n-^-î)ci.is^i (^==02).

Les indices 3 , 4 ? • • • ? n + 2 désignent les poids des semi-inva-
riants.

5. L'un des avantages de tels semi-invariants consiste en la
possibilité qu'ils offrent de former très facilement sous la forme
explicite, une classe d'équations linéaires du second ordre réduc-
tibles, parla substitution (i), aux équations à coefficients constants.

Notamment, on peut trouver explicitement toutes les équations
de cette espèce relatives à la substitution (7).

Supposons, pour cela, que les coefficients a, et a^ de l'équa-
tion (4) soient constants, le semi-invariant absolu ï est de la
forme

I == 02 e1^,

la variable canonique t est donnée par la formule ( n )

dt ï, == e-a,.r t =— — e-a*•*•-{- C.dx a\
On a donc

j _ A
(a-t-PO1

et l'équation canonique (8) prendra la forme

( 1 1 ) ^+ A y==o/ '̂ (a^-PO'-^ î

où A, a, j3 sont constantes.
Cherchons maintenant la relation nécessaire et suffisante entre
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les coefficients ai, a^ et leurs dérivées par rapport à *r, pour que
l'équation (4) puisse être ramenée à la forme canonique (i i).

On devra avoir

1 = A(a+ PQ-2, r=~ 2 À p ( a + PO-3,
d'où

r2 lu2
^ == •4- = B (B ==const.).
1" A

D'autre part, de relation (9) on obtienL

I^-il
I3 ~" aï *

En éliminant -^ entre ces deux équations, nous aurons la relation
cherchée

^== Baï ou j,= ^Ba3 ,

c'est-à-dire, diaprés (10),

ë4-^102^1^01

comme nécessaire et suffisante. Cette relation est une équation
de Bernoulli par rapport à 0:2 dont l'intégration donne

-îÇfl^.V

"^-4f^"-"f
et ̂  équations^ qui appartiennent à la classe adéquations à
coefficients constants^ sont de la forme

—î fOt dx
d1 y cl y e ^

-"•-"'(c-sî/.-/-..)-'-''
OU

—tÇaida-
, . cfty dy A. e J

c2) ^-^^T—.. r^^v^^0'
(a+^e-J'"^^

où a,\ est une fonction quelconque de x, A, a et ? constantes arbi-
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traires ; l'équation ( i a ) peut s'écrire sous la forme

rf'y dv A F / r ( ^ \1"
^4-a•^+^|los(a+.3/^"• ^)J y=o.

En posant dans l'équation (12)

dt — («lirf-r— == e Jdx '

on voit immédiatement qu'elle se ramène à l'équation (i «), qui est
réductible à l'équation à coefficients constants.

L'intégration générale de l'équation (12) peut s'obtenir directe-
ment en posant

( r-fa,,t.r Y
y --la+j:) e J d x ) ,

\ t/ /

r étant la racine de l'équation caractéristique suivante :

(13) p 'r î -pîr+A^o,

l'intégrale générale de l'équation (12) est donc

(14) y = C, (a + ̂ fe-f^'^y1^ C, (04- ̂ fe-t^^Y.

Le cas où l'équation (i3) a la racine double n'offre pas de diffi-
culté si l'on fait l'observation suivante : la forme de l'intégrale ( i4)
prouve que l'équation ( 12 ) se change en une équation à coefficients
constants si l'on prend pour nouvelle variable indépendante

u == log (a -h ? Çe^J ntd3c dx ) .

6. On sait qu'il existe une liaison intime entre l'équation diffé-
rentielle linéaire homogène du second ordre et l'équation de
Riccati. En vertu de cette liaison, nous dirons quelques mots sur
les invariants de l'équation de Riccati, Quelques-uns de ces résul-
tats sont contenus dans mon petit Mémoire intitulé : Sur les
invariants de l'équation de Riccati (1).

Considérons alors l'équation de Riccati de la forme plus géné-

( l ) PBYOVITCH, Glas Srpske Kraljevske Akademie, t. 111, 1924.



- 217 -
raie

( I5) ^ -ha^-t-aai^-t-aos o,

a^ a^ 03 étant des fonctions quelconques de x. En faisant le
changement de fonction et de variable

J -=U(^)y , ^=MOr),

où
T T / \ —ï\a^lx -t\a^dxU(.»)==ff ^ , M(x)==a^e ^ ,

on obtient Inéquation canonique

( < 6 ) ^+Y»=I(X) ,

où
î ^o
^-"a^Tî-

I et ses dérivées par rapport à X,

(17) ~d\n == """ ay^'^ (sl == ao)ï

OÙ

(18) Sïn+i = 0, -^-1 — ^în-l ( î1—ï)^—2(7l -+ . l )a i<Zi1 ,

exprimées en fonction des coefficients ao, a\ et 03, sont des inva-
riants absolus,

Les invariants I, F, . . . , de Inéquation de Riccati sont des ̂ ^î-
invariants pour inéquation linéaire du second ordre (loc, cit.).

Si les coefficients 6?o, «i, 03 de inéquation ( i5) sont constants,
I prend la forme

I- A

(a-+-pX)»

et inéquation canonique (16) devient alors

(19) ^^Y»- A
v " ' J~V •^ ~ ~~" / n xr vrfX ~ ( a 4 - p X ) «

En opérant comme dans inéquation du second ordre, cUest-à-dire
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éliminant X entre 1 et F, on obtient la relation suivante

F2= BP (B==const.)

entre T et F. Si Pon remplace, dans cette dernière équation, 1 et F
par leurs valeurs (17) exprimées en fonctions de <2o, a\ et 03 de
Inéquation ( i5) , on aura la relation

^=Ba^,
ou, d'après (18),

<20) S-'^^-o-^M^
comme nécessaire et suffisante pour que Inéquation ( i 5 ) puisse
être ramenée à la forme canonique (19).

L'intégration de l'équation (20), où l'on considère OQ comme
fonction inconnue de la variable .r, donne

ao==

ou sous la forme

ao=

,fa^
a^e

(r ^ C -2 f^^ /7^ 2
[G— v— f a^e J l dx j

r4/'1"A ai6
/ r -îf^</.r, y
[ a -4- j3 f as e J dx\

et V équation (i3) qui se ramène à Véquation (19), c'est-à-dire
à ^équation à coefficients constants^ prend la forme

— ' ^ j a ^ <ï.v
, . dy , A 02 e ^(„) ^^y^^y-^ ^ „ = o,

^^^fa^S^'dx)

a^ 03 étant fonctions quelconques de x^ A, a et (3 constantes.
Transformons l'équation ( î î i ) en équation du second ordre en

posant
i zy=a-•î
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on obtient

( d^z f a^\dz Aa^'V^
(-22) — — — ^ - ( a a i — - — 1 ——-+-————————2———————————————Z == 0

^ ^ a,]dx / . -2fa^, V
la-hp^a.^ J cte^

11 est facile à vérifier que Viritégrale générale de cette équation
est

^ = C, fa -+- ̂ fa, e-'f"1 (lx dxY ̂  G, L + p ^ a, ̂ -V^ ̂ V*,

où /'i et /^ sont des racines de Inéquation caractéristique

p^r l—P^/ l -+-A =o.

On voit de Fintégrale générale que Inéquation (22) se ramène à
Inéquation à coefficients constants par le changement de variable

u = log ( a 4- p / a^e~ÎJf'l ( 3 t dx ) .

III. — ÉQUATIONS DU TROISIEME ORDRE.

7. Considérons une équation du troisième ordre

/ o \ ^î y d1 y dv
w ^3^a l^^a2^+a3^==o '

ai , <Ta, a;» étant des fonctions de a?. Le changement de variable (i)
donne

d^y d^y dy
^-4-a,-^- -^0.^-^03^=0,

où

3u'-+-aiM u" 4- ai u' -+- CTÎ u as / , du\ai==———.-—, a.^=—————————, a 3 = = — ( ̂ = — ) .
M1 M3 " M3 \ dx )

On obtiendra une forme canonique en donnant à la fonction u(x)
la valeur particulière U qui annule ai , c^est-à-dire en posant

dt — - l^i ^•»"
<a) ^=V(v)=e ^
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Inéquation (23) devient

(34) ^^1,^1^=0,dt^ - elt

OÙ

T ^2 „ 9^2— ï ai—ïa\ . 03
^^ />2^—————————? ^Ui-

II est facile à vérifier que la, Ï3 et leurs dérivées par rapport à t
sont des semi-invariants absolus pour toute la transformation de
la forme (i).

Les la, la et leurs dérivées peuvent s^exprimer en fonction de
coefficients O i , aa et 03. Par exemple pour la on aura

1 \ P2 O^— '2.ai--3a\
1 ^ui' ^=—————9—————î

1 ^
r25) 'l r - ^2 _ dx _ ^3 _ _ 3/?2-h-2aijptj A2---77 — — 7 7 - — rn» /^ ————5———,dt ~" ^ ~~ U3 i " ~ 3

5î

Pour Ï3, on aura

dh

(26)
f ^3 r / ^3 dx (74
^3== ^î l3== -^ = -^-^ÏT^ y4=^3-+-^^3;

^î

Les j9a? ^3? •. • ? ?4î • • • ? sont des semi-invariants relatifs du poids
désigné par leur indice.

Cherchons ici, comme chez les équations du second ordre, les
conditions nécessaires el suffisantes pour que l'équation (a3)
puisse être ramenée à Inéquation à coefficients constants.

Si les coefficients ai , Oa et 03 sont constants, Inéquation cano-
nique (a4) prend la forme

/ . d^y , Ai dy Aa _
v 7/ ^3 • (a+^)2 'rfF + ̂ "ï"^^ ~ 0?
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c'est-à-dire les semi-invariants sont de la forme

î == Aî r -- A3
2 (a-+-p02 ' (a-+-^)3'

As, Aa, a, (3 étant constantes.
En dérivant Ig et la par rapport à ^, on obtient

l,==-2A,?(a+p<)-3, r3=-,3A3?(aH-P<)-*.

L'élimination (a-h?^), d'âne part entre la et I,, d'autre part
entre ï^ et Ig, on obtient les relations

I^AIii, J^BH (A, B==ronst .) .

Si Pon remplace la, Lj, Isî 13 par des valeurs (20) et (26), on aura

^ j=A^, y î ^ B a ^
ou

(.8) ^+Jo^,=^|, ^+a,a ,=^Baf.

Ces dernières relations sont nécessaires et suffisantes pour que
l'équation (a3) puisse être ramenée à la forme canonique (27).

L'intégration des relations (28), en considérant p^ et 03 comme
inconnues de la variable rc, donne

^ A^-V"-^ ^ ^ A,.-/'""
pt ^j-e-^d^ aï (.^^e-^^

ou, diaprés (25) pour/?a, on aura
-ÏÇ^r

î ., î , A .1 e "^02= -Oî-h .ai-t- —————=——,—————— »
9 3 / a /' -.lf^l. ̂( a -4- p l e V dx \

^ ^e-f""1"-'

(.-^^fe-U"^^)3'

Ces formules donnent les coeflicients a^ et 03 exprimés à l'aide
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de ai . Si nous remplaçons maintenant 03 et 03 par leurs valeurs
dans réquation(23), on obtient les équations qui appartiennent
à la classe adéquations à coefficients constants sous la forme

[ -2 /\r/.r n
, d^ y d^y ^ - T , A-e *v | dy
(^ -TT -ha! ̂ -T-4- -^ î -+- .^ i^ -—————=———î—i——————1 ~r~v t7/ ^ dx^ 9 1 j 1 / ^ .- -If^^ \ î |̂

( a 4- p ^ e ^'J dx \ |

— ^1 d ,r
Aa e ^______ _"^^^.-v—^^"0'

ai étant fonction quelconque de *r, Aa, A3, a, [3 constantes.
Si l'on fait le changement de variable (a) dans Inéquation (29),

on obtient Féquation canonique (27), qui est réductible à Péqua-
tion à coefficients constants. L'intégrale générale de l'équa-
tion (29) est

^^cYa+pfe-i^^^y'+C^a+p/'^-^

-+-c3(a4"3/^^l^^y<•
où Ci, Ça» €3 sont des constantes d4ntégration, r^ r^ et r3 les
racines de Inéquation caractéristique

r ( r—i)(r -9.)[Ï3•+- ^r[ï-{- Â3= o.

Dans le cas des racines multiples, on peut faire la même remarque
que dans les équations du second ordre.

Remarque. — On peut trouver des autres conditions néces-
saires ^ entre les semi-invariants la, Ï3 etieurs dérivées par rapport
à t, pour que Inéquation (23) puisse être ramenée à la forme cano-
nique (27), mais non suffisantes.

IV. — ÉQUATIONS D'ORDRE n.

8. Soit une équation différentielle linéaire du n1*"6 ordre

(in v dn~^ v r/n~î v ffv
(30) ^+ff•^+a•^-+-•••+a»-.^+a'^=o'
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où a/, sont des fonctions quelconques, de la variable x. Faisons le
changement de variable indépendante

(.) S="^-
u(x) étant la fonction indéterminée de x dont les dérivées par
rapport à x sont u\ u" ^ .. •; Inéquation (3o) devient alors

d"- y 6?/!~l y <^/̂ ~2 y rfy
r̂ + a'^-7 + a'^+• • •+a»-. 4 + a'̂  = °>

OU
n ( n —• i) ,————— u -(- ai ^

9

al :=————————1.1—————————-

En donnant à la fonction u{x) la valeur particulière U qui annule
le second terme du premier membre de l'équation (3o), on aura

î /*
(3i) dt == U(^) == e~'rl^~^^' ^ l < { ' t '

et Inéquation (3o) prend la forme canonique

d^y , d^-^y , d^ s y , r/y
^•^ -dS-+12 A^- +13 -dt^ -1- • • -+-I"- ̂  + '"-^ = "•

Les coefficients I/ et leurs dérivées par rapport à t sont des semi-
invariants absolus pour toute la transformation de la forme ( î ) .

Si les coefficients OA de l'équation (3o) sont constants, les
semi-invariants absolus \i prennent la forme

_ A^ _ ^_ _ \n ^
l : î-(a-h-^)2' 13- (a ^?^3 ' '" î "~" (w-^^t)^

et Inéquation canonique (32) devient alors

d^y \, d'^y . A^i dy An
v / ^ (a-h^)< r/^-« ' l"-1 ' (a-hp/^- i ^ (a-t-pf)""" ' 7

où a, Sa, As, .. ., A.n sont des constantes.

9. Cherchons maintenant les relations nécessaires et suffisantes
LUI. i5
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entre les coefficients a/s et leurs dérivées par rapport à x^ p^ur
que l'équation (3o) puisse être ramenée à la forme (33 ).

On devra avoir

i — À2 f — À3 , A/t
^-(a-h^)^ ^-(a-^^ • • • ? 17l==: (a+P<)^

d'où, par difiérentiation par rapport à /,

_ — ^ A a ^ , _ — 3 [ J A 3 _ — n\n^
^ - (a+pO 3 ' j3-" (a-+- 3()^ * " ' jw- (a+pQ^1 '

L'élimination (a+ p < ) entre I( et I, respectivement donnera les
relations

(34) ^=AI:Î, i y = B I â , . . . , Î^=DÏ;;^,

A, B, . . . , D étant constantes.
En remplaçant L et !„ dans ces dernières relations, par des

valeurs exprimées en fonction des coefficients OA, on obtient les
conditions cherchées comme nécessaires et suffisantes.

Remarquons que l'équation (3o) se ramène à l'équation à coeffi-
cients constants, par la transformation (3i) , si les semi-invariants
\i de l'équation canonique (3a) sont constants, c'est-à-dire si leurs
dérivées satisfont aux relations

mais ces conditions ( ^ ) sont comprises par des relations (31),
car elles s'en déduisent en annulant les constantes arbitraires
A, . . . ,D .

A propos d'autres conditions entre les semi-invariants L, on
peut faire la même remarque que dans les équations du troisième
ordre.

Puisque l'équation (3o), dont les coefficients satisfont aux rela-
tions (34), se ramène à l'équation (33), réductible à l'équation à
coefficients constants, ^intégrale générale d'une telle équation,

(') Conditions (THaIphen (/oc. cit.).
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(Taprès la transformation (3i ), sera de la forme

(35) y -=. Ci (a-h-3 F e" tT(n=T)j al<lï clT\ l

/ r -—î— Ça^i.v , V'î
-r- G, ( a 4- 3 ^ e ^-DJ dx » 4-...,

\ i/ /

/ - , , r ^ , . . . , étant des racines de réqaation caractéristique de
Inéquation. ( 33 ), c' est-à-dire les racines de l'équation

r(r—I)(r—%)...(r—/^4-I)P'^+A2^(^•—I)...(/ l—^-+-3),3 / l-24-...}-A„=o.

L^équalion de Legendre

Ao(a+.to)"^4-Ai(a+6.y)"-i^^-h.. .-+-A^(a4-^)^4-A,,y = < ^ 4-...-+-A^-i^a-+-o.r;^-t-A,,y=o

appartient à cette classe d^équations, car ses coefficients satisfont
aux relations (34). On voit de la forme de Fintégrale générale (35)
que les équations ici indiquées se ramènent à l'équation de Legendre
par le changement de variable

r - ï fa^c
,== f e n^-^J

Dans son Mémoire couronné par FAcadémie des Sciences, en
étudiant la théorie des invariants par le changement de fonction
et de variable, Halphen a trouvé les conditions nécessaires et suffi-
santes pour qu^une équation puisse être transformée en une équa-
tion à coefficients constants; mais ces conditions d'une part, sont
valables pour l'équation d^ordre supérieur à deux, d'autre part,
sont très compliquées pour donner l'équation sous la forme expli-
cite sauf dans clés cas particuliers.

Dans ce Mémoire, nous avons utilisé la théorie des semi-inva-
riants par le changement de variable et donné les conditions plus
simples, qui s'étendent aux équations d'ordre quelconque et qui
peuvent donner les équations sous la forme explicite, comme on le
voit dans les équations du deuxième et du troisième ordre.


