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QUELQUES FORMES DIFFÉRENTES DES ÉQUATIONS GÉNÉRALES
DU MOUVEMENT DES SYSTÈMES MATÉRIELS.

PAR M. Iv. TZÉKOFF.

(Sofia.)

1.

!• y * » 9'2î • • • ? q s étant les coordonnées cTiin système matériel,
supposons que leurs dérivées par rapport au temps s'expriment
linéairement au moyen de quantités nouvelles 0)1, (Ogî • • • » ^j?
c'est-à-dire

s

(0 y'r==^0ra^a-+-ûfr ( r = i, î, ..., î),
a = i

dry. et Or étant des fonctions du temps t et de y,, <y.j, . . , , (y,.
Ces équations résolues par rapport aux (QO( (en supposant que

ceci soit possible) donnent
s

(ï) (*>a===^^raÇ'r-+-^a (a = I, -2, . .., s),

en supposant que les deuxièmes membres de (2) ne sont pas en
général des différentielles totales exactes et n'admettent pas de
facteurs intégrants.

Posons

(3) ^=^=/4

(en réalité cette égalité n'existe pas).
Alors les équations (i) et (2) prennent la forme

s . . .

(!') y/r=^,ar.a/4-^-ar (r = I» î, . . ., S
a=i

s

<2') P'^^b^q'r^-b^ (a=i, 2, . . . ,
7-==l
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De ces équations on obtient

s

(4) ^r==^a,.aS/?a (r = i, 2, ,..,.?),
a=si

s

( 5 ) ^a=^^aôy,. (a= i , -2 , ..., ^).
r== 1

Inéquation générale de la dynamique est

/ / , . YI [ d àTo âTo 7—\ .(6) Ib^-^-^J^-01
r==l

To (la demi-force vive ou énergie cinétique du système) étant
fonction de t,q,,q^ .. ., y,, q\, q\, . . . , .̂.

Les équations du mouvement du système, écrites sous la forme-
donnée par Lagrange, sont

<» ^-i=o" (—•^.--).
Ces s équations différentielles du second ordre nous déter-

minent y,, y:;, . .., qs en fonction de t et de 25 constantes arbi-
traires, qu'on déterminera par les conditions initiales.

Nous allons maintenant introduire les quantités (o,, 0)2? •. •, ^s
à la place des variables q\, q^ ..., q\ [équations (i)] dans les
équations (I) et obtenir de cette façon un système d'équations
équivalent.

Désignons par To et Q^ les fonctions obtenues en remplaçant
dans To et Q° les quantités q\^ y,, .. ., q, par leurs valeurs (i) ;
alors To et Q° sont des fonctions de <, 71, q^ ...,y,, (Q<, o.»a, ..., (o^

On a évidemment
, . à^^à^àq.'
v / / à^^Z^àq', jto;5

(8) ^o^^o+y^o^a.
àqr àq^^àq^àqr

LUI. ô
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En vertu de (8), l'équation (6) prend la forme

vp^îb ^To , .v^'v^''-Lidï^.-^.-^ s9'•+lày';.Lya=o•
/ •=i a= i

Dans la première somme remplaçant Ïcjr par sa valeur (4) et en
tenant compte que d'après (i)

. _ ^'r
ry- ÔWy,9

on obtient Féqualion

^ F d ^To àïo 1 ^ àq', , V' ^o V ^'r .^I^^-^-Q0]!^/^^^^^^—0'
' ' ^ i a==i /•=i a== i

qui, en tenant compte de (7), devient

(9) y^ ^^-v/^+QoWd ^-V^^+O^^:
^ ^œa «L \^ s;/7 c^coay/ ^ ' a ^ <^)a A- \^r '/7 ^coa

Vi ^TO y! Iàq\. , (/ àa'j. . \
^l^itô^-^^^)-0-

/• = l a==i

Mais des équations (i), (3) et (4) nous avons

"••'-i.'ër^iîy-
a==i a== i

•s' s
d ^ Y^ d àq'i. ^ Y^ ^Q'r d ^
d-t^Ldï fr^Si; dï^'

a=l a = i

comme yi , y.j, .. ., y, sont des variables indépendantes, on a

â8^;(10) ^'r=-r^qr;

alors

'"' i-fê^-âs^) 'iscâ'/1--/'.)
a= l a= l

et l'équation (9) prend la forme

i.«4 :̂-2(̂ )̂ 1<'1 ' ^^zS-:-^^"^-.
a-ri L f==i

^yàJ^-!>(^-^\=..Wx"" -"'•)-
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Diantre part, nous avons (Taprès (2), (3) et (5)

^-i^^-S^^
s s

d ^ d ^tx)a ^ V ^a û? .
Tt^^^dt^^^LWrdt^

r==l 7'=1

ou diaprés (10)
s

{ ^ d ^ . , ^ / d àwy. àw^\
(,3) ^^-0^==^ ̂  ̂  - ̂ ) 5^,

/•=!

ou il faut encore remplacer S^r par sa valeur (4).
Alors Inéquation (12) prend la forme

i^\ V?^ 1 d (rro V ̂ •
(14) 2,̂  ^50);-^^

W.-r- 1 \ /-==1

r^O ^n ^ / 6? ^(Oa ()(0p.\ <)To1 )
^^^Q^S^^^-^)^^

Par conséquent, les équations du mouvement sont

(,^ ^^«v^r^o+oo^v/^^^^^i -o
{ l ! ) ) dt ^a ^ ̂ a 5^ '/' 2^\dt àq, èqr ) à^\~~

r==l L ^==1 J

Comme
(a == i, -2, ..., s ) .

d àffîy. <^t0(j. {̂Jl (^tt)pL
dî àq7,.'^ ~àq~r ~ ^qÇ ~~ 2 ̂ i7 '

les équations (i 5) prennent la forme

(^ ± ̂ o -V ^'r f^o ̂  QO^V ̂  -« .^^ ^o
VIS) ; ^3^ ^ ̂ a ^9,. "/' Zé \ àq', ï àqr) à^

p.==i
(a==i, 2, ...,

Si ron pose
s s

,^ „ _V àq',. ^y / d à^ à^\ àTo
v / ^À^tOa^ \^ '̂r ^^/ àw^"a -

r=l {JL==:I
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les équations du mouvement deviennent

d (TTo ^ (TTo àq', _y ^.
( 17 } ^à^^Zéàqrà^^^^L^^

La diflérence
Û? ^(x)p. ÔWy.

dt àq',. àqr

est du premier degré par rapport à q\, q^ ..., q\ ; alors en la cal-
culant, tenant compte des équations (i), elle devient une fonc-
tion du premier degré par rapport à (o<, (03 , ..., (Q,. Il en suit
que les équations ( î5) ne contiennent pas q\, q'^ ..., q'^ mais
seulement les quantités t^ q^ q^^ ..., qs, (o*? ^2» • • • < (0^* Les
équations différentielles (î5), dont le nombre est s, sont du pre-
mier ordre par rapport à (o,, 0)2, . . . , o)^. Elles forment avec le
système de s équations (i), un système de 2 s équations différen-
tielles du premier ordre qui sert à déterminer q^ q^ ;.., qs
et o û < , &)2î • • • , coy en fonction de t et de ïs constantes arbitraires.

Les équations (I) sont donc équivalentes au système d^équa-
tions (II) :

(")

d àT, ^ àT, àq\. ^ àq1, _
dt à^ ~2d ~àqr à^ + Ka ̂ L Qoà^ (a - l, 2, ..., s),dt ^t0a ^ àqr àwy. a ^J "r àw

r=.i r=i

^=Vara^a-+-«r ('• == 1 » 2, . . ., s)
a==i

.? A'

K ^\'(^\{ ( ̂  à^ ̂ (^\à^
a ~"^ ^t0a ̂  V^ ^î. àqr} < )̂p *

avec

< ^t0a
r=l (J.==l

2. Mais le système d^équations (II) est équivalent à un autre
système ^équations; autrement dit, les premières équations (II)
peuvent être obtenues d^une autre façon.

En effet comme ( * )
d àTp àTe _ àSo
dt àq1, àqr ^ àq",9

(18)

( 1 ) Voir notre article Quelques remarques sur les équations générales du
mouvement des systèmes matériels non holonomes, p. 4 {Annuaire de l'Univer-
sité de Sofiâf t. XV-XVI), ou bien Journal de Math. pures et appliquées, 1925.
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So, la demi-énergie du système, étant fonction de ^, q\, Ça, ..., <^,
rf^ 7'2» • • • î 9n ^p y 2 • • • » ^- Alors l'équation générale de la
dynamique (6) prend la forme

(•9) i^-o0]8^0-
r==l

On en tire les équations du mouvement sous la forme donnée
par M. P. Appell

(H!) ^^O0 ( r== I^ •••^) -
En tenant compte de (i) et (4), Féqualion (19) devient

i[S-^\iSi^
Si Fon désigne par So la fonction de f, q^ ^2» • • • îÇ^ ^n (*)2» • • • »

co^, (0^, (»)^ . . ., c»^, obtenue en remplaçant dans So les quantités ^^,
^ • • • î ?^ ?'n 9^ • • • » y.' déterminées des équations (i), nous
avons

<)Sp _^ ^So ̂
()(OQ( ~"A<^. ^(x)a

En tenant compte de Inégalité ci-dessus, Inéquation que nous
avons écrite devient

2. /^So Voo^^-
^^^-^^•^a;"'
, à^ v^o^n-o
^^^-^^•^a;"' 1

a=l \ r=l /

et les équations du mouvement sont

(IV)
ê^-Ê (a=''2'--)'

r==l
s

q'r^^.ctry.^y.-^-ar (r = l , 2 , . . .,5),

qui sont équivalentes aux équations (II).
De la comparaison des équations (I) et (II) d^une part et (III)
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et (IV) d'autre part, il sait que si l'on remplace q'^ q'^ ..., q\
par (»)(, co^ï • - • î ÛL)^, /^ équations de Lagrange changent de
forme, tandis que celles de M. Appell ne la changent pas.

D'autre part si Von compare les premiers membres des équa-
tions (I ï) et (IV), on a

d àTp ^y àq'r [àTp -y / d à^ àw^à^A ̂  OSo
^0) dt ô^y. ^àwy. àqr Z^\dt~àq1', àqr)à^ ~^ àw^

r==l L P.==l J

Cette égalité est équivalente à Pégalité (18), qui correspond au cas
où l'on a retenu les q'^ q\^ . . . , q^

3. On sait que les équations du mouvement (I) d'un système
holonome s'obtiennent d'après le principe d^Hamilton, en partant
de l'intégrale

/i / s ^§.3= f [yr'^y.W^r )^-o;
J<a \ r=i ]

8^1, 5^2» • • • » 5^ étant tout à fait arbitraires; alors les équa-
tions (II) s> obtiendra nt de la même façon en partant de

f / S V

( 2 1 ) S-5== f ( 8To-^-VQO^r)^==o,
^o \ — /

à condition que
f

^.==Va,.aMa-+- ^r (/'=!, 2, . . . , s),
a==i

et en supposant que 8/?,, ïp^ . .., Ï p s sont arbitraires.
En effet, To étant fonction de <, q^ q^ ..., yj, û>) i , (0.2, ..., ci>j,

on a

^-i^-^is8-a •==. l a == i

Mais en tenant compte des équations
s

q'r == ̂  dry. w y, + û?,.,
a=l
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nous avons vu, diaprés les équations (lî), que

s
î « / d ^ ^ / d. àw^ àtû.^\ .
8,,,.=8^= ̂ ^-^(^ ̂ -^5y,,

r=l
alors

. V^To. .-V ̂  rf ^ V ^ T o V / â ? ^ a ^a\.
STO=2J^. ̂ -^t^ ̂ ^^^^.(^ ̂  - à^) ̂

r == l a == l a == l r =:1

D^autre part, comme

r^à-î, d /^'^o^ F^^ T1 /^'1? d ^TO/7/I "»—— ~ ̂ a dt == I -— a ôJDa = [ -.— bpa, — / 0/?a -7- T— «^
J^ (^coa ^ ' J^ ^a — L^<» I/o ^ dt ^a

l'intégrale (21) prend la forme

"'/'Tî -î -î ë
'0 L r=i r=\ a==l

î A- "1

V àTo V ( d à^y. à^y. \ 1

-.Là^L\diWr~W qr ^ °'
0=1 r==l J

ou bien comme
.»

^'==.^j ^/-.x ^a»
a == i

nous obtenons

^ == f /l V ̂  ( Y àq', pTo Y / ^ ̂  ^^x \ Wol ./ ÔT, f ^
^ ^o^a 2^^ ^+V</~2J\^^;: ûqj ̂  ~^^ ; (M f " " o -

a=i l r==i I, (JL=I J J

d'où se déduisent les équations (II) .

A. Appliquons maintenant les équations ( I I ) pour résoudre
certaines questions de la Mécanique.

a. Écrire les équations généniles du mouvement d'un corps
solide de révolution ayant un point 0 (situé sur Paxe de révolu-
tion) fixe. Supposons que le mouvement du solide est rapporté aux
axes fixes Qx\y^z\ et que l'ellipsoïde d'inertie du point 0 est de
révolution. Choisissons un système d'axes rectangulaires mo-
biles Oxyz^ Oz étant l'axe de révolution, Ox étant la perpendi-
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culaire au plan ZiOz et Qy perpendiculaire au plan xOz. On
suppose que les deux trièdres ont la même orientation. Il est
évident que Ox est dans le plan x^Oy^ et que la position du
trièdre Oxyz, par rapport au trièdre O^yi^i est déterminée à
chaque instant dès que Fon connaît les deux angles

4/==a?i0.r, 6 = = ^ i O A ,

en fonction du temps. Pour déterminer la posilion du corps par
rapport au trièdre Oxyz^ il suffit de déterminer en fonction du
temps F angle <p que fait une droite OA, invariablement liée au
corps et située dans le plan x Oy, avec Faxe Ox.

Les trois coordonnées du corps sont

^==6, yi=^, ^3=9.

La rotation instantanée du corps est la résultante des trois rota-
tions 6', A', ^ autour des axes Ox, Oy, Oz respectivement et a
pour projections sur les axes 0;r, Oy, Oz

(il) P=^\ y==4/s in9, r== <?'-+- <{/ cos6;

équations qui correspondent aux équations (2); les équations (i)
dans ce cas sont

(23) Q'==p, ^si^O' <p'==r~çcote.

Les quantités coa sont

to^===jo, <*)î==<3S &»3==^.

La fonction To est
•.îT^AQD2-!-^2)-}- Cr2;

^m

comme elle ne contient pas ç, ^, 9, tous les ,— sont nuls. Nous
avons

àÏQ , àT^ . (^To p
<24) —— == A^» — v =Ay , ^-=C/\' • / àwt ' àw^ - à^s

Calculons

v —V ^^r V / ^ ^p. _ <^>p.\ ^Tp
^'^^jMaAJ ̂ 3Î ^•"~ à q r / àwV-

r==l (JL==l

(a==l ,2 .3) .



Des équations (a3), on tire

^l=i û!92 =o ^s=o
^(x>i ? àwi ? ^(x>i ï

^=o, ^2=—. ^=-coie,
(/«>>) (7(0g SinO <H02

^=0, ^=0. ^=.
^<X)3 <)(»)3 ' Wx).3

Et des équations (22) et (28), nous avons

d àw\ àw\ d àtùi àw^ /> d àtùs à^s _
Jtàq\~âq^^ dt àg\ ~~àq, ̂  ~q cot9' T( ̂  ~ àq[ ~ q '
d àtsit àwt d àtùf àw^ . d àws ^103 . „
3(57»-^==0• di^-à^=/>cos^ diW,-^^-^''
d àwi àw[ d àw^ àtù^ __ d àws ^0)3 _
^<^~^3= = o î ~dt~àq^ ~ ̂  "~ oi rfi^'^^s'"0*

Alors

Ka= ^ l (—yco teAy4-çCr )4 -^ 2 - ( / ?coseA^- -ps ineC/ • ) ;
(/Wa ^^a

/pou ra= i , toi==jo, Ki = ^(Cr — AçcotO),
(25) < p o u r a = 2 , (x),=y, Kî =—Jo(Cr —\q cot6),

( pour a = 3, 0)3 == /*, Ka = o,

Pour écrire les équations (II) il ne nous reste que de calculer
3

les ternies ̂  Q° --r pour a ==ï, 2, 3; ces quantités sont les coef-
' r==i

ficients de 5/?i, Sj^a, Qp^ dans Pexpression du travail élémentaire
des forces appliquées

2

2(X Sa? -+-Y 8^-4- Z S^î) ==V Pa S/?a.
a==i

On peut montrer facilement que P|, Ps, PB sont respectivement
les sommes des moments de ces forces par rapport aux axes Ox^
Oy, Oz. En effet, 8pi, Sp^ Sp^ sont les angles élémentaires
auxquels il faut faire tourner le corps autour des axes pour Ramener
d^une certaine position à la position infiniment voisine; /^, p^
ps seront trois angles fictifs. Alors P< 5/?< est la somme des travaux
virtuels des forces dans un déplacement élémentaire, obtenu en
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supposantes et p^ fixes, c'est-à-dire dans un mouvement de rota-
tion autour de l'axe Ox. Mais on sait que, si un corps tourne
d'un angle ô/?i autour de l'axe 0-z*, la somme des travaux virtuels
des forces données est

PI 87)1= S(X8^-+-Yô/?+ZS5) = S(yZ-~^Y)5/? i ;
donc

(26)

)0^1-
'/ à^i^-SQ0^-^^"-^)-1-

3

P-S^Ë—^-^^

» -Vo0^'p^yo0^'-^^-.^^^
^.L ̂ 'à^

Par conséquent les équations (II), d'après (aS), (24), (^5)
et (26) dans le cas actuel, sont :

A^ -4-y (0—ÀycotO)== L,

^dq — / ? ( C / - — A y c o l O ) = M,

^dr = = N ,
dt

^=9', y==()/ 'sin6, r=ç /+^'cos0.

Ces équations ont été employées par Puiseux dans la théorie du
mouvement de la Terre autour de son centre, par Resal et par
Siesser.

h. Comme deuxième application des équations (II), proposons-
nous de retrouver les équations bien connues d'Euler pour le
mouvement d'un corps solide ayant un point fixe.

Dans ce cas, ta fonction To est

où

(^7)

%To=A/) 2 -+- B^-h 02,

p = i '̂ smOsin 9 4 -9 'cos^ j

q = y sin 0 cos y — (T si n <p,

r = ̂ ' cos 6 -+- ®'.
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On en déduit

6 == p costt — q siny,

^= ̂ -0^ sin9 -+- y^s®).

, cos6 .
? ^'•-^(^smy-^cosy).

Nous avons

^To _ (^To (^To
^- ^ °' ~S^ = 05 ^0' == oî

^To , dTo _ ^To /,^ -=A^ ^--By, ^°=Cr,

puis
àQ' ày si n o ^9' cosO .
^=cos?, ^=-^' è=-sines ln?•
(̂ ' . f)'y coscp ^a»' cosô
^=-s,ny, ^-=^f> ^^-sin-e00^'

<?&' dd,' (te'
^:=0' ^-=0' •57-'-

On trouve facilement que
\û/

Ka= ,— [~ rsinçA/? -— / 'cosoB^ 4- (y? siny -+- y cosï>)C/']

^'
-+- ^— [(/'sin9 cosy — q cosô^A/? 4- (—- /'sinO sinœ 4-/? cos6)By

^â;^-^^-4-^1^^
4- si ii 6 (ç siny — /? cosc3)Cr]

Pour
a = i , w i = = p , K ( = = / ^ ( C — B ) ,
a = 2, ^2=7 , K î = / ? 7 ' ( A — C ) ,
a = = 3 , œ.3 ===/ ' , K3==ç /? (B- -A) .

Les deuxièmes membres des équations (II) se calculent de la
même façon que plus haut.

Les équations cherchées sont donc

A ^ + ( C - B ) ^ = L ,

B^ -4- (A-C)^=M,

^+(B-A)<^=:N,

avec les équations (2-7).
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c. Prenons enfin un cas tout à fait concret. Nous prendrons
F exemple traité dans notre article Mouvement sans frottement
d'un corps pesant homogène de révolution sur un plan hori-
zontal tournant uniformément autour d\in axe vertical fixe
(^Annuaire de l^ Université de Sojfia^ t. X1TI-XIV), en ne consi-
dérant que le cas de glissement.

On rapporte le mouvement du corps aux axes fixes O x ^ y ^ ^ ^ .
Par son centre de gravité G[Ç, f\, ̂  ==y(9)], on mène des axes Qxyz
comme dans Pexemple a. En désignant par y. la vitesse angulaire
constante avec laquelle tourne le plan horizontal, on trouve facile-
ment que

2To=M[(r-^)2+(T) /-+-^JlÇ)î]-^-M/%8 /2-^-AO'2
-+- A (<j/sin 6-h pisinô^-h G ( ̂ 'cos 0-+-y'-h (Jicos9)1

avec
p == 6', qss.^s'ifïQ, r == y cos 6 -4- y'.

Posons
^1==^--^,
(x^== y/ 4-^,

M3==e'==p,
o)^ == y sin 6 -+- {JL sin 6 == q 4- y. sin6,
tog == y cos 8 -l- œ'4- (JL cos 6 == 7' -+- pi cosO,

d^où Fon tire
S'==OI+R,
7i'=ù)2—(AÇ,

e' = ̂ 3,

^sS-^^
y' == (Og — (04 COt 9.

Alors

-2To== M(a)î4-a)j)+ M/(/etJ(o|-+- A(OJ-I- Atx)|-hCiu|.

Dans ce cas To contient 6, dans/7 (9). Nous avons

t-0' ^=0' ï-w^' ^=0' ^=0.
ë-^' S-^- £=(^)^).,

(^To ,, ^To p
- — — = A W 4 , -——==Ctx)6.
00)4 diog
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11 est facile de voir que
\>/ ^ / ^Af

K»== :T——(— (JtMo),) -h ——'-(^Moi)-^ - ,——(—0)4COt6Ao)4-+- 0)4 G 0)3)
O'O)^ ^^31 ^^31

-h 3-'- ( Ma cos 6 A 0)4 — toa sin 0 G 61)5 ).(70)31

Pour
a = = = i , K i==—M(J io )2 ,
a = '2, Kg= M(JLO)2,

a = 3, Ka = = — A œ j cot6 -4- Cfr^Oo,
a = 4, Kt= (Ao)30)4cos9 — G 0)3 0)5 sin 6) —— j
a ===5, Ks=o.

Par conséquent les équations du mouvement sont

M —! — M (Jio), = o,

— dtùî —
"777" + ^Ml == 0'

(M/ /^-^-A)'^)3-^-2M/7/ 'o),î—M/y'7o)j-AM|cot6-+-Co)4Ws=-M^/,

A sin 6 —— 4- A 0)3 0)4 cos 6 — €0)30)3 sin 9 = o,

(28) C —— = o ou bien 0)5== const. = K.

La quatrième équation s^écrit

A sin 8 —— -+- A -7- wr, cos 9 — C-rKs inO== -;-[Asin9o)4+ GK cos 6 ] == odt dt dt dt

ou bien

d^où
Ao)4s in6 4- CKcosO = Ki ,

K i — C K c o s 6
(29) M4 A sin 8

Les deux premières équations donnent

! o)i == c COS(JL^ 4- d sin^ji^,
(3o) .

0)3==—csïn^t -^-dcos[j.t.

La troisième équation peut être remplacée par l'intégrale des
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forces vives dans le mouvement absolu

To==-M^/ (6) - t - /» i
ou bien

( 3 i ) M(œ54-œ•î}-^(M/*(u2+A)to»^-^-Ato;-+-CcoS==—2M^/(e)-^/^, .

D'après les équations (3o)

co? -1" ̂ l == c24" ̂ ^ const.

Alors en tenant compte des équations (28) et (29), Inéqua-
tion ( 31 ) prend la forme

(3.) (A+M/^.l+^^-l-^^y^.^l^O)^/,.

On a obtenu ainsi cinq intégrales premières (3o), (28), (29)
et (32), les valeurs de & ) < , 0)2, 0)3, û>)4, (11)5 étant données plus haut;
et l'on peut les discuter facilement.

II.

S. Nous avons vu que si toutes les variations 3<y, , Sq^ ..., S y,
sont arbitraires, les équations du mouvement (I) d'un système non
holonome s'obtiennent de l'équation générale de la dynamique (6).

Supposons maintenant qu'il existe entre les 'qoaiïtit/és q\, q[^ ...,
q1^ p relations (/? <^ s) qui, résolues par rapport à y^+i, ..., y l+nî
sont de la forme

k

(33) ^-^^^y/-^/ (^ ' ==^2< • ' • ' > ? ) ,
r= l

Cr^ Ci étant des fonctions de t, q^ 7.2, ... , q^ q^i. . . . , qk+p
(/r+y.=6-).

Alors les variations 0^.44-1; • • . ? ^?A+/? sont déterminées par les
équations

(34) ^qk+i^^CriHr ( l=I,2, . . . , / ? ) ;

seules les variations S<^, •S^.j, . ...^ Sy* resteat arbitrair-ee.
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L'équation générale de la dynamique (6) prend la forreie

Y r ci ̂  dTo i g vi r a c»To dïo 1,;L L^ w,- ~ ̂ r \ q r ^ [d-tW^r ̂ d qk+i

k ,,
=^Q°Sy.+2QL.«y^,

ou bien en tenant compte des équations (18), (33) et (34), on peut
l'écrire sous les deux formes différentes que voici :

V8<7 ^^'»-^+yj^^'\-V8-7 ^oo+Vo»"^^^'•[dt àq', àqr + ̂ àq-^ -àq^ ]-,L^'\ ̂ •+^ Q .̂-̂ - l'
'•^l \ i==l / /•==! \ i=l /

i^{i.^, ̂ 4^1^}
Si Von désigne par Si la fonction So considérée comme fonction

des y^p . . . , q",^ seulement, mais ayant en vue que y^,, . . . ,
q"i^.p sont déterminés par les équations (33), on aura

^ = V ^so àqnkjri •
;̂. ^^^, àq", ?

d'autre part, si Fon désigne par S la demi-énergie décélérations
dusystème, S s^obtenantde So en tenant compte des équations (33),
on aura

dS ()SQ àSt
àq\ ~ àq",. Oq",.9

et enfin, si Pon pose

Q;.=Q?-2^^-''

Qr. étant le coefficient de 8 qr dans Pexpressian qui donne la
somme des travaux virtuels des forces données, en tenant compte
de toutes les liaisons imposées au système.

Avec ces notations, les deux-formes de Inéquation générale de la
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dynamique trouvées ci-dessus deviennent

^ f" d àTo ^To JS71 V7T-
1 ^r [dt Wr~"àq^ Wr\ =^ Q^-
r=l r=l

î -s^
r=i r==l

8<y , , Sy.2, . . . , O^A étant arbitraires, les équations du mouvement
sont

1 d 5ïo ^To JsT^^
^^^~^7-+-"J^.-Qr ( r-1^ • • - A ^

(V) / k

\ ïl'k^i=^criclll•-^ci ( î == I , 2, . . . , /?),

f r^l

ou bien

| ^=0;. (.=.,.,...,^
(VI) , ^

^ ^ /»•+/= y, Criq'r^-Ci ( l= l ,2, . . . , / ? ) .

' r==l

Ce sont les équations générales du mouvement d'un système
matériel non holonome. Les équations (V) ont été trouvées par
nous (1 ) et les équations (VI) par M. P. Appell (2) .

Si Pon désigne par T la demi-force vive du système^ en tenant
compte des équations (33), alors les équations (V) sont remplacées
par

l £ crr _ L̂ âTl—d.àTl àsi-cT
\ dt àq'r àqr + àqr dt àq', ̂  àq\. ~ w

(VII) < À-
^ ^^^^yr-^,

1 /•=!

la fonction T, ayant une signification analogue à celle de Si.

( l) Voir Sur les équations générales du mouvement des systèmes matériels
non holonomes {Annuaire de l'Université de Sofia, t. XV-XVI), ou bien Sur
les éf/uations générales du mouvement des systèmes matériels non holonomes
(Journal de^ Mathématiques pures et appliquées^ t. III, 1920), oa bien Mathe-
malisf'he Annalen, Band 91, 1924.

( î ) Développement sur une ^for/ne nouvelle des équations de la Dynamique
Journal de Mathématiques pures et appliquées, 1900).
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6. Nous allons montrer maintenant par quel système ^équa-
tions on peut remplacer les équations (V) et (VII), lorsque, en
se servant des relations (i), on substitue aux q\, q^ ..., y',, ...,
?A+P=^ ̂  quantités oj,, (021 ..., ̂ -, ..., ^h-^p^et que les rela-
tions non holonomes déterminées par les équations (33), nous
conduisent aux équations

k

(35) ^h+t==^.donw^-}-dt (i'==i,2. . . . , /? )

ou

<35^ P^i=^^iP^di ( t=I,-2, . . . , /?),

a=i

rfr/ï di étant des fonctions de f et des coordonnées y,, ^2, • • - ,
<7A, • • • î yA+/»==? du système matériel non holonome.

De ces dernières équations, on tire

A
(36) ^4-<=^^a/8/?a ( l = I , - î . . . . , / ? ) .

a==i

Alors Féquation générale de la dynamique ( i4 ) s'écrit de la sorte

•L ( . .- A+/ î , r.^ Â4-/^" ( ^+p r k+p -l
y^n ^^ -.V1^: ^TO V / d à^y. à^\ ^TQ

^ fdt à^y. ^àwy, \àqr Z^\dt àq', àq,.) à^\

P / A--+-ff r" k+p -|
^ V ô n . , ^ JT^ V ^- ^To_V/ j ̂ _^\jTo
^ / ' +'1 ) ̂  ^A-4-/ ^ ̂ 0)^ (̂  ^ V ̂  ^^/,. ,̂. ) à^

If k+p p It-t-p

2 ;̂p<'̂ '2^S^SS^-S^Sâ-^.
ou bien en tenant compte de (20), (35) et (36), cette équation
peut s^écrire sous les deux formes différentes que voici

A "+/' r "-^P ik k+p r ^'-^p
V§n ^^-V^lkL0 V /^
^J pv- dt à^ Z^à^ àq,. ~"' Zu \dl
«===1 r=l L (A=l

Ç1 §n ^ ^ro -V ^r ^TQ _V^ /^ ̂  _ ^C0p.\ ^TQ
^ Jpa ^ ^coa ^^a ^r 2u\dt àq', àqr ) à^
=1 r=l L (A=l J

-ife^l-s-.^,., ••.' *•'•,...
LUI.



ou bien
k / p \ k

V Un i àsQ -t- V àso àwlk^ \ V P ^nL^(à^^Là^,~^ l-^a^a,
a==i \ f = = i / a==i

Pa étant le coefficient de 5jo^ dans Fexpression de la somme des
travaux virtuels des forces données, en tenant compte de toutes
les liaisons imposées au système.

Désignons par Si la fonction So considérée comme fonction
des ûù'/^p ..., cx//^ seulement, ces quantités étant déterminées en
fonction des &/,, ..., ̂  au moyen des équations (35); alors

^Si _ "^ki ^Sp à^it^j ^
àwL ==^ àw. —

d^aulre part désignons par S la fonction So, en tenant compte des
équations (35); nous obtenons alors

àS <^So \^ àSo àw^i'V auo <

"Zjjco^;à^ à^ ^à^i à^

En introduisant les fonctions S< et S, les deux formes diffé-
rentes de Féquation générale de la dynamique (5pi, S/?a, ..., ïph
étant arbitraires) donnent les équations du mouvement

_o v^^r^_v7^^—^^^l +.̂ 1 = p
^ "̂ A ^a ^r ^ \ dt àq'r àqr ) à^ \ à^ a

r==i L p.=i J
( a = i , 2, . . . , À-),.

k+p

d. ^îî-^V r̂. ^îl—V /^^.^^p^^o | ^ ^1 ^ p
dt àwa 2»à à^y. \ àqr Z»à\dt àq'r àqr ) àwy, \ àw^

r==l L P.=l J
( a = i , 2, . . . , À-),.

k+p
(VIÏI) { y'/^^^raœa+a^ (r= i, •2, ..., k, . . . , A - + / ? ) ,

a==i
k

tOA-»-<=V^atWa-l-^. ( l = = I , - 2 , ...,/?),

a=l
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de cette façon, nous avons k -+- /r4-jo-+-^== 2Â-4- 2j9 équations
en tout, pour déterminer les ik-^-ip inconnues q ̂  ..., q^ ...,
74+7?; ^ i} ^.25 . • ., <JÛA? • . • , ^A-HO? en fonction du temps t.

Les équations (V) et (VI) sont remplacées par les équations
(VIII) et (ÏX.) respectivement. On voit que /es équations de
J/. Appell ne changent pas leur forme quand on fait ce chan-
gement de variables.

Si Fon désigne par Ti la fonction To, considérée comme fonc-
tion des (OA+I» • . . 5 ^'i-^p seulement, ces quantités étant détermi-
nées par les équations (35); d^autre part, si Pon désigne par T la
demi-force vive du système non holonome, c^est-à-dire T n^est
autre chose que la fonction To, si Fon tient compte des équa-
tions (35); nous avons îilors

(n- == ̂  V ^o ^-^ ̂  àTo ^Ti
àqr àq,. ^àwk+i àq,. ~ àqr àq^

^ - ̂ o , V ^o à^k^i _ (^To àTiàT, == Ï)TO V ^Tp àw^ _ ()TQ ^Ti
à<.i)y_ ^^y. •̂ "̂  (^A--K à^y. (^^a ^^a

i = i

En introduisant les fonctions T et T(, les équations (V1H)
prennent la forme

d. ^îî—v^: r^î —VY-^ ̂  ^V ^îs
k+p r k 4 p

[o _y àq^ ^T _V /^ à^
Da Mà\ùy, \ àqr 2^\dt àq'r

r=.\ L (A=l
(̂  à^y, Z^ àwa ] ^ûr,. 2^ \dt àq'r 5y7 ^ àiûu.

r=.\ L (A=l
Â + / »

'^Soko; 5^ ~ iï 5^ ̂  S^ ~ pa (a - l ï ï î • • • ' ^)?
/•==1

k+p

ç/,.=Vara^a-+-Or (r=I, l2, ..../., . . . .À - -h 7?),
a==i

k

(0^t==V^a/Ma-+-^ (l'==I,2, ...,/î).

Au n0 1, nous avons remarqué que la différence

d 'àwy. âw^.
diàq'r "' àq~r

est une fonction du premier degré en y? .... q\^p ; alors d'après
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le second groupe des équations (X), elle sera une fonction linéaire

\ rn

en co,, ..., w^p ; la fonction —— jouit de la même propriété. Alors

d'après le troisième groupe des équations (X), le produit

/ d_ àu^ _^ àwy.\ <)To
\dt àq'y -: ây^)àwy.

sera une fonction du second degré en co,, co^, . . . , co^.
Les équations (X) remplacent les équations (VIII).
Quand on veut se servir des équations (VIII) ou (X), on com-

mence par calculer le terme

k^-p k-^-ft

K ^V^V/^^^^^^.

A-^-f) k-k-ft

' ^ y î ' ^c1 / a (7to(A
~^^\~diàq\.' àqr/à^a ^àw^^à \dt àq', 'àqrl'à^'^

r==l u.=l - '

le calcul des autres termes de ces équations ne présente aucune
difficulté.

7. Nous allons maintenant faire une adaptation du principe
d'Hamilton pour obtenir les équations (VIII) et (X).

Dans notre article Sur le principe d'HamUton, adapté aux
systèmes non holonomes, inséré dans FAnnuaire de l'Université
de Sofia, t. XV-XVI, nous avons montré que les équations du
mouvement (V) peuvent être obtenues au moyen de l'intégrale

r^( - ^/— \
8 ^ = / STo-t-VQ?^, ^=o,

J19 \ ^ )
à condition que

k

W ^Â-h/=^c,.,ôy,. ( t = i , a , ...,/?),

ô</i, S</3, . .., Ïqiç étant tout à fait arbitraires. To représente la
demi-force vive du système, en considérant tous les a ' , a ' , . . . ,
(!^ • • • ? y'i^p comme étant indépendants; alors après la transfor-
mation de l'intégrale ci-dessus en tenant compte des équations (3;),
on arrive aux équations du mouvement (V).

Comme les équations (V) sont remplacées par les équations (VIII),
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i;es dernières équations s'obtiendront de l'intégrale

r ^ f lc+fl \
^ = / ( STo+VQy^r^-o,

ô \ r=i /
à condition que

k+p
8y,.==Va/.a5/?a ( ^ = = 1 » ^ » .•.^-^/^

a= i
A-

(38) 5/^-W==^^a<^a (t == I, •2, . . . , /? ) ,
a= i

S/?i, S/?a, ..., S/?A étant tout à fait arbitraires. Dans la fonction To,
nous considérons tous les co,, coa, ..., COA? • • . ? ÛJA.^ comme indé-
pendants; après la transformation de Fintégrale ci-dessus, on
tient compte des équations (38) et Fon arrive aux équations du
mouvement (VIII). Ceci est évident diaprés les n08 3 et 6.

D'autre part, désignons par T^ la fonction To considérée comme
fonction des q'i^^ . . . » q'i^p seulement.

Alors Ti n'est autre chose que la fonction T^ si l'on tient compte
des équations (33). Comme on a

To==T--T^Tî,

nous avons montré que les équations du mouvement (VII) s'ob-
tiennent par l'intégrale

[/* _ — _ ^_ ")
^ = f 1 8(T-Ti-4-Tï)-+-^Q°8<7r ^=o,

J 'o ,.=i J

à condition que
' k

5^..4-;=Vc,./8<7,. (i'==i,'2, ...,^),

S^i, 8^3, ..,, ïqh étant tout à fait arbitraires.
Comme les équations (VII) sont remplacées par (X), ces der-

nières équfitions s'obtiendront de l'intégrale

'• r A^ 1
8,3== f 1 8(T-Ti+Tî)-hVQ°ô^r dt = o,

t//. L r»i J
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à condition que

k+p

^/.==Va,.a8/?a ( r = = l , 2 , . . , / :-+-/)},
a==i

k

Ô/U--+-/ =^ û?a/ 8/îa ( l = 1 , 2, . . ., ̂ ;,
a=i

Sjo,, 0^25 • • • ? 8/?A étant arbitraires.
Remarquons que quand on calcule les deux dernières intégrales,

il faut tenir compte des équations (i3).

8. Dans nos travaux indiqués au n° S, nous avons appliqué les
équations (V) à certains problèmes de roulement sans glissement
d'un corps solide. Nous allons maintenant appliquer nos équa-
tions (X) et (VÏII) pour traiter deux problèmes.

Dans les problèmes de ce genre, les équations (V), (VIII)
et (X) conduisent à des calculs plus simples, parce que la fonc-
tion To se calcule facilement, de même que la fonction S^ qui
désigne, dans ce cas, la demi-énergie d'accélérations de toute la
masse du corps, concentrée au centre de gravité.

a. Trouver les équations du mouvement d'une circonférence
homogène de rayon a et de masse == i, qui roule sans frottement
sur un plan horizontal fixe ( ^ ).

Dans le plan r C i O i V i on prend deux axes fixes Oi.z'i e tO^yi , et
par le point 0< on mène un axe 0< 3 i , perpendiculaire au plan et
dirigé vers le haut/Par le centre de gravité G de la circonférence,
on mène trois axes Gx\y/^^\ parallèles à O^y^i. Soit Qx la
droite d'intersection du plan de la circonférence avec lé plan x\ Gy\ y
soit Gy l'axe passant par G et le point de contact H de la circon-
férence avec le plan x ^ O ^ y ^ ; enfin soit Gz l'axe du cerceau. Si
l'on désigne par GA une droite invariablement liée à la circonfé-
rence et située dans son plan, la position de la circonférence
autour de G est déterminée parles angles

^.y=(^, a*A == (p, z\ z == 6.

OP. APPELL, Traité de Mécanique rationnelle, t. IF.
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Les composantes de la rotation instantanée du trièdre Qxyz

suivant les axes sont

P==6 ' , Q = = < l / s i n e , R=<( /cose ,

et celles de la rotation instantanée du corps dans son mouvement
autour de G suivant les mêmes axes sont

Alors
jo=6', qs=ysinQ, r == <}/cos6 4- y'.

P=p, Q==^ Re=^col6.

u^ ^, w étant les projections sur les axes Gxyz de la vitesse du
point G (Ç, '^, Ç), pour écrire que la circonférence roule sur le
plan x^O^y^ il faut exprimer que la vitesse du point maté-
riel H(o, — a, o) est nulle; nous avons donc

(39) u ===—CT/', v = o, w === ap.

Appliquons maintenant les équations (X). Prenons pour cor les
quantités u, P, <v, py y, r. Dans ce cas les équations (i), c^est-
à-dire le second groupe des équations (X), sont

ç' = u cos^ -» v sin^ cos 6—^- w siît^ sin6,
ir)' == u sïn^ -h P cos4' cosO — w cos<(/ sinO,

(40) Ç' = ^siû9 -+-wcos6,

f^^ ^ = s i^0 > y ' ^^ -^co tô ;

d'où l'on déduit

(, u = {' cos 4' -h '»/ sin^,
p =: (—ç'sm^-n^ cos<|/)cos9 4- Ç'sinô,

i w=(ç ' s in< ) /—7 /005^)51064-^0086 ,
[^==6 ' , <7=<) / '8 in6, / •^(p'+ycosô,

et les équations (35), c'est-à-dire le troisième groupe des équa-
tions (X) sont, dans ce cas, les équations (3g) écrites plus haut.

Les fonctions To, T|, T, Si sont évidemment

2Tç=sî a»-^-p2-+-w>-^A(Jo î-+-^2)•+-C/'2,
îTi= M2-+-^24-w24-a2(/?2-+-7• l),
îT ==(A4-a)7?24-A^2-4-(G-t-a2)^,
aSi =i(^+gw)2 4- (w'—quy -+-...= a^(—r/4-^)2-^(/?/4-gr)21-^•...•.
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On obtient facilement, pour les termes Ka(a== i, 2, 3), les valeurs

K i == — <7 cot 6 A <7 -+- y C /',
K, == A/?y cot6 — Cp r,

Ko == o.

Par conséquent, les équations du mouvement sont

(A -ï- aî)pf—q{^q co tO— C/•)-+-a î^/'==—^acos0,
^qt-+-p(A.q col6—Cr)= o,

( G -i- a1) r ' — aïpq == o.

Si nous nous étions servis des équations (VIII), nous serions
arrivés plus vite aux équations cherchées, ce qu^on peut voir sur
Fexemple suivant.

fc. Trouver les équations do mouvement d\m corps solide
pesant, de révolution qui roule sur un plan horizontal fixe ( f ) .

On rapporte le mouvement du corps à trois axes fixes 0( v\y\ z\
orientés comme dans Fexemple précédent. Soit Gz Faxe de révo-
lution du corps, passant par le centre de gravité G et menons,
comme dans F exemple précédent, les axes Gx\y\z\- Choisissons
un axe horizontal Gx^ perpendiculaire au plan vertical z\ Gz et un
autre axe Gy, perpendiculaire au plan xGz. De cette façon, on
forme le trièdretrireclangle Gxyz comme dans l'exemple précédent.

Comme le corps roule sur le plan horizontal, la vitesse du point
de contact H est nulle. Les coordonnées de ce point par rapport
aux axes Gxyz sont

x = o,
^==—/(e ) s ine—/ ' ' ( 6 ) cos0 ,
z ==—/(e)cos6--/ '(e)sin0,

/(9) désignant la distance du point G au plan horizontal.
Si Fon introduit les mêmes notations que plus haut, nous aurons

(42) u = r y — q z , v==pz, w ^ — p y .

Les équations (4°) Gt (41) sont valables pour cet exemple aussi.

( 1 ) P. APPELL, Développement sur une forme nouvelle des équations de la
Dynamique {Journal de Mathématiques pures et appliquées, 1900, p. 33).
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Les fonctions To et Si sont évidemment

2To= IVK^-h^^. wî )+ A(/?2.4-^2)-+-Cr2 ,
281= M[(i^-h yw—^pcotO)2-!-^'-^- y^co tô —/w)2-^ (w'-l-jop — yi^)2],

^, i^, w devant être remplacés parleurs valeurs (42).
Les valeurs de K a ( a = = i , 2, 3) sont les mêmes que plus haut.
Nous allons appliquer les équations du mouvement (VIII) pour

écrire les équations en q et 7\ (L'équation en p sera remplacée par
Fintégrale des forces vives.)

Ces deux équations se trouvent immédiatement :

Aq'-+-p(^q coiQ —- Cr)—M(u'-^-qw— qvcotQ)z = o,

A r' -4- M ( u' -+• qw — qv cot 6 )y = o.

Ce sont bien les équations trouvées par M. P. Appell.


