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BULLETIN
DE LA

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE

SOR DEUX CLASSES REMARQUABLES DE CONGRUENCES W;

PAR M. JULES DRACH.
[Suite (').]

IV. — LES CONGBUENCES W DONT LA S U R F A C K MOYE.NNE K8T L'N PLAN.

12. Les congruences rectilignes (A) dont la surface moyenne
est un plan s'obtiennent de la manière suivante : En tout point P
d'un plan qui correspond par orlhogonalité des éléments à une
surface (S) (dite surface génératrice), on mène la droite A paral-
lèle à la normale au point correspondant M de (S). Si les coordon-
nées de M sont (rc, y, z ) on peut prendre pour coordonnées
de P, (—y, a?, o) et la droite A sera le lieu d'un point F) de coor-
données

;TI=—y -+-/?X, y i = = . c 4 - ^ X , ^ i = = — À ,

où X est le paramètre, puisque (jo, y, — i) sont les paramètres
directeurs de la normale à (S).

On trouve les points focaux et les développables de la congruence
en. écrivant

dx\ dy\ __ dz\
~p"~"~q~~^ïï

ce qui donne
— cly -4- \ dp == o, dx -t- X dq = o.

Ces développables correspondent donc aux asymptotiques de (S)

dp dx -h dq dy = o,

(*) Cf. Bulletin de la Société mathématique de France, t. LU, 192}, p. 434-467.
LUI. I



el Von détermine À en éliminant dy \ dx^ d'où

\î(s2^rt)= i.

Le point Fa, second fov:er sur A, s^obtiendra en remplaçant X
par — \.

Si Pon veut que la congruence ( A ) soit W, c'est-à-dire que les
asymptoliques se correspondent sur les deux nappes focales,
il faut que Inéquation différentielle qui les définit sur (F<) ne
change pas quand on change le signe de ).. Nous écrirons cette
équation différentielle en prenant rc, y pour variables indépen-
dantes

Sous cet
la premi(

dïp\ d^ql — e l ' 2 ' ) .
, (TA , ()). <n
À /• -i- p —~ \ + À ̂  -(- a -— — —-Ô.T àx àx

. <n . à\ à\
— \-^-\S — p—— Â / 4 - y j - —— ——• àv J ày ày

te forme, on peut faire disparaître dans le.
ère ligne les termes /^f2)., qd^. L/équatior

X (^ p -+- ^ // A //// A d1 q -+- 9. d À dq — d* A
àtÀ r ï -h A s — —̂.r

—— I- Î -À5 \t —— ———ày

s éléments de
i S1 écrit alors

le coefficient de —d2). qui est /^ ( r^—À' 2 ) 4- i j est nul d'âpres
la valeur de X; elle se réduira donc à la forme simple

,, , „ . .[ô\ . / ^\ (^XM
O^À^/ï+^rf). dp)\ ,—-+-). 5 —— —t—— }\

' ' \ày \ ày àx ] \
- - ., , .\à\ . / à\ à\\\—(t.dtq-^-<ld\dq)\—-^^(r-——s—- .v J ^ ' V à x \ ày àxf\

On y reconnaît des termes du troisième degré par rapport à A et
à ses dérivées et des termes du second degré. Pour que Inéquation
rie change pas quand on remplace \ par — À , il faut et il suffit
(puisque À 7^ o) que les équations

/ - j. j-\ j \ / ^ ^\ / T »« -̂  » x / ^/ ^ \(Àrfî/)4-^X^)^^~<^^--(X^y4-^X^)^-^^
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( À d2? -+- >. d\ dp ) T- — ( X d^q -+- a d\dq ) y. = o,(J'Y f/^v

soient identiques.
Ceci peut arriver de diverses manières :

13. i° On peut avoir
à'/. à\
àr àys-t^rf\-s

ày àx
ou encore

/ ^X \ 2 à\ à\ /à^\2/à\Y à\ à\ /^V _
\àr') "^àx'ày^1^) "<'^-r-} ~2S-^• -r--4-^ •r- 1 =0
\ày àx ày \àx !

Cette relation exprime que les lignes \ -==. consl. sont des asymp-
totiques de la surface génératrice (S), pourvu que \ ne soit pas
une constante.

En observant que

= o»

on voit que 10 est aussi solution de Inéquation

( ()w\^ àw àw /()w\î
r — I — -25— -r-— t ( — ]

ày / àx à y \àx/

ce qui donne pour la surface (S), définie en coordonnées carté-
siennes, une équation du troisième ordre, du second degré par
rapport aux dérivées troisièmes a, (3, y, S de z. On Récrira sous
forme irrationnelle, en choisissant Pun des facteurs

<ho ____
ày __ 'i^s — p ^ — S r _ y -^ /j» — rt
^(u •2 ^s — y.t — y /• 71

aï
ou encore

à\ à^ __ i ()\
ày àx ~~ \ àx

Celte équation du troisième ordre peut s'intégrer de la manière
suivante :

Désignons par u et v les paramètres des lignes asymptotiques
de (S), qui correspondent aux développables de ( A ) ; on peut



écrire
^y. — \ ^E. àx _ . àq
au. ~ au9 au ~~ 5a

et aussi, en changeant X en — X

ày_ __ _. àp ose __ àq
àv àv f àv àv *

Les fonctions ;c et y sont donc deux solutions de Inéquation aux
dérivées partielles de Laplace

à ( \ <m à 1 \ àQ\
r.[\àu)^ôu[\ ^)^0

et l'on en déduira /?, q par deux quadratures, puis z par la qua-
drature nouvelle

dz = p dx -\- q dy.

Mais ici ). égal à est une fonction de u ou de v. Nous pou-
^sî — rt

vons, sans restreindre la généralité, prendre par exemple \ = u^ de

sorte que la détermination de (S) revient à Pintégration de Inéqua-
tion

^e <^o_
U ~ » » — ~T » ——— 0 •ôuàv àv

qui donne u^ == U -h V, U, V désignant deux fonctions arbitraires
des arguments respectifs u et v.

Si Pon prend
U-+-V Ui-i-Vi.r==——, y==-~1——-)u w a

on peut calculer/?, q et z. On trouve ainsi

^=—M(Ui+Vi)-+-2 fuV\du, y== M(U-l-V)—2 Cu\]'du

et ensuite

^ ==V,U-UiV +2^ Çu\j\du-î^ Çu\]'du-^ f(VV'i-ViV')rfp

^-iCd(^\ Çu\]\du—i(df^} fuV'du+fw^t-V^V^du.

Certaines des intégrales qui figurent dans z peuvent être expli-
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citées ; il suffit de poser

U=/'(a), V==^), Ui =//((.), V,==^(ç.)

pour obtenir

^=^(^~^)--^(^--^)4-/^^~^^)^

+f(fV\-fV^^fW-f.)d(Q^f(uf-f)d(^Y

Une intégration par parties des dernières intégrales donnera

.=^(/,'-^)-^(/-^)+;(//,-A/',-/'/,

-+• ̂ , - a^Y, ff'dv - îffifdu,

expression qui peut aussi s'écrire

-(^^)(^-/^^)-^^-^

- î y ̂  ̂ ' ̂ p + .2 f/.'/' du.
Les coordonnées a?, jr, z d'un point de (S) dépendent bien de

trois fonctions arbitraires d^un argument :/( a), /i (u) et, puisque ^
n'est pas fixé, l'une des fonctions g{v)^ ^ i(^)-

On pourra donc encore prendre, par exemple g ' ( v ) == (;, ce qui
donnera pour S, les formules

^ZlîLLtj:, y = Ziî htilL̂
u u

et

^^-f'^Yf^^-^-^^.ffifd..
14. Nous sommes en mesure de donner les expressions expli-

cites des coordonnées des- deux surfaces focales de la con-
gruence (A). On a par exemple pour la nappe (F',), lieu du
point (.r,, y,, z,)

^=-.Ç-^. ^=^^, 3.=-^,
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et l'on pourrait même donner l'équation cartésienne générale
d e s ( F < ) .

Si l'on calcule alors les coordonnées ^25 Va? ^2 d11 point Fs, on
trouve

•y2 == Ïi ( î/7' ~ •/1 )' •r2 = ̂ 2 ( ̂ f - .A ^ - ̂  .

et l'on reconnaît que la deuxième nappe focale (Fa) se réduit
à une courbe,

Ce résultat aurait pu être prévu en parlant des formules

^2==—.7--/))., y.^x—CI\, 32= A,

qui donnent, eu égard aux équations qui expriment que «, c sont
les paramètres des asymptotiques de S,

àx<j_ ()\ ()y^ ()\ ^2 ^^
àv àv ôv àv ' àv àv

Ainsi la surface (S) que noas avons déterminée est celle qui
conduit à une congruence (A), à surface moyenne p/ane, pour
laquelle V une des nappes focales (Fa) est une courbe. Aux
îisymptotiques u ==const. de (S) correspondent les cônes circons-
crits à (Fi ) ayant leurs sommets sur la courbe (Fg ).

La congruence (A) ne peut être regardée comme une véritable
rongruence W—puisque (Fa) n'est pas une surface.

Le résultat obtenu garde cependant un intérêt : nous voyons en
effet que la condition nécessaire et suffisante pour que les
développables de (A), qui correspondent aux asymptotiques
u == const. de ( S ) , soient des cônes, est — == o. Si au con-/ àv

traire — — ̂  o, on peut affirmer que les deux nappes focîiles sont
bien des surfaces.

Si l'on part d'une surface (S) donnée en coordonnées carté-
siennes satisfaisant à l'équation (I), on a immédiatement les lignes
asymptotiques X == const. Peut-on obtenir les autres?

D'après l'analyse précédente, on peut déduire de (S) la
courbe (Fs) et aussi la surface (F,) et le problème revient à déter-
miner sur (Fi ) les arêtes de rebroussement des développantes qui
contiennent (Fa). Or si l'on remonte aux formules qui donnent x^
y\^\ en M, v et aux expressions x^ •==.—y4-/)À, y, =x-\-q\



2» ==—A, on voit que les lignes c == const. cherchées sont définies
par une relation qui a l'une ou l'autre des deux formes

't———-^ F ( Â ) = const. on Z-Z-IL -̂,-̂  I^(A) == const .
/À \/\

En écrivant par exemple que l'une de ces quantités satisfait a
l'équation différentielle

à\ à\ .
r — dx -h f — <ïY =- o,

àx ày J ^

on aura pour déterminer F(^) l'expression explicite de F'(A ) —
c'est-à-dire que F(A) s'obtiendra par une quadrature. Mais on a
tout de suite cette expression en écrivant que la dérivée du pre-
mier membre par rapport à \ est nulle

— x-^-\(j . àx . àq
——-———-4-r(/)==o. puisque — === — X -1 •

•^^\ ()u au ?

il suffira de calculer la fonction de A représentée par \q —x.

Y cas savons donc ti ou^e/' par quadratures les lignes asymp-

totiques des surfaces génératrices (S), lorsque C une des nappes
focales de (A) est une courbe.

Des observations analogues peuvent çtre faites dans le cas sin-
gulier ou ). est-une constante absolue.

Si l'on écrit s ' 2 — / t == ̂  y on sait que cette équation peut s'inté-

grer explicitement par les méthodes classiques (c/. par exemple :
G. DARBOUX : Théorie des Surfaces^ 3e partie, § 716).

Mais il suffit de se reporter aux relations qui lient x^ p^ y, r / , \
aux paramètres des asjmptoliques u et (^ pour obtenir

j - — A / ? = ^ , x-}-\q == G(f),

^+Â/)=F(M), x—\q=.u,

d'où l'on déduit x. y , /;, q et ensuite l'expression de dz,

dz = p dx -4- q dy
qui donne

4).5 =F(«)G(r)—Mp+ f(G—^G')^4- C(¥—u¥')du.
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Ici les deux surfaces focales (F() et (Fa) se réduisent à des
courbes planes

^ 1 = = — ^ » yi==G(P), ^ i==—x,
^Î=—F(M), y i - = u , ^2=^,

qui sont quelconques.
Les asymptoliques des surfaces (S) qui satisfont à

s2 —'rt = — = const.

sont données sans intégration par les formules

v — X y = M , y—\p=v,

l»^. 2° Examinons maintenant rhypothèse où le déterminant

fà\V à\ à\ fà^YA = r ( -— ) -— 2^ -— — -h q -r- )
\ày / àx ày \àx /

n^est pas nul. On peut conclure des deux équations envisagées à
la fin du paragraphe 12 :

A d^-p -h % d\ dp ==o, ^d^q -^- 2 d\ dey == o,

et il s'agit de trouver les surfaces S pour lesquelles ces deux
équations sont identiques. En les développant, elles s'écrivent :

o == A ( a dy2 -T- 2 ? dxdy -+- y dy^ ) -4- ï ( r dx -+• s dy) ( — dx -h ,- ày ) »

o == \(^dx'i-{- i^dxdy 4- 3d[^2) 4- 2 (sdx-\- tdy)[—dx — -r-dy) •
. \ (7d? (•^ ^

On aura donc en apparence deux équations de condition

. à\ ,. ()À ^ . à\
Âa-1-2 / -— XR-+-r-r--+-^-r- XY-+-^3-_____àx __ ' c^ àx _ * ojy
<. r» - à\ - (^X ^X ,,» à\
\^-^9,S—— XY-4-î-r-•+-<T- À 0 - + - < — —àx ày àx ày

Mais si l^on forme Fune d^elles, en prenant les deux premiers rap-
ports et tenant compte des formules

-J———^^^^——i^ -^-=2T.-^-Ô
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on trouve simplement

r[(ay - ̂ -)t - s{^ - ̂ ) -4- r(^ - y2)] == o,

équation qui, au facteur r près, est symétrique en .r, y.
Il suit de là que, si rt-^. o, les deux équations de condition se

réduisent à une seule, qui s'écrit sous forme de déterminant

a ? y

( I I ) P y û =o.
r ^ ^

C'est l'équation do troisième ordre trouvée par M. U. Sbrana.
Nous Pavons d'abord remplacée par une équation du second

ordre. On ob.serve en effet qu'en posant, au lieu de (II),

/• = A ^ - t - B / ,
a = A p - + - B y .
^ = A Y - + - B 8 ,

on déduit de la première équation, en tenant compte des deux
autres,

àk à}i à\ àB
-T— S -+• -j- t = 0, —— S 4- —— t == 0.O.T àx ày ày

Pour que Pon n'ait pas s == t == o, il faut donc ———^ == o.à^x^,y)
Si Pon pose, par exemple, B == y (A), ces deux équations donnent

^ -+ -y ' (A )<==o ,

la première devient alors
r== A5- i -9 (A)< .

On pourrait encore, par élimination de A, écrire simplement

<& désignant une fonction arbitraire. C'est aussi la relation homo-
gène la plus générale entre r, s^ t.

16. Pour transformer cette équation nous introduirons explici-
tement les variables u, v qui correspondent aux lignes asympto-
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tiques de (S). On a vu plus haut qu'elles donnent lieu aux rela-
tions

ày . àp ().v \ àq
— == À —— ) T-== — /l T î(Jlt ^lU (fit OU

à y . àp àx , àq
— == — A — ? — == À —- »
'iv ov àv àv

que nous écrirons

^^xf^^-^^Y ^^(^du^cl^.J \ôu àv f ' \ au ùv f

D'après notre hypothèse, les coefficients de Inéquation

/• dx^ 4- '2 s dx dy -h / dy^- == o,

- et - par exemple, ne dépendent que d'un argument. Les asymp-

totiques sont donc définies par des relations dx + <r dy == o,
dx 4- -^dy = o où 7 et T sont fonctions d'un seul argument, 7 par
exemple.

Si la relation dx 4- y d y = o définit les lignes // === const., on a

àq àp
^p-7^0'

et par suite aussi
àq àp

— -r- 4- T — =0.OU OH

La condition d'intégrahilité de y, donne alors pouryy l'équation

. . , à^p à^ àp àv ôp
(a i ) (T — <T) T—^- 4-— — — - r - — = 0 .
' ' ' ' àiiôv àv au au àv

Mais d^autre part la condition d^intégrahilité de r, donne

^ [ . à p \ ô / . à p \
— X -' 1 -4- — ( A -L- == 0,
àv\ au/ Ju\ àv I

que nous écrirons, en posant / = - logÂ,

t)ip ai àp^ ai àp _
2 àuàv au àv àv au

Cette équation est distincte delà précédente, sans quoi Ion obtien-
drait aisément X==F(<r ) c^est-à-dire que <•, s, l seraient fonctions
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( l 'un même argument. C est la un cas particulier à examiner à part.
On peut donc déduire des relations précédentes

( a;i )

et

àp\à-~. ôl 1 <)p \(h ai ~\
— - T - — T- '^ - -^) —T T- -+-;3-^--^) ^ 0
ou | ôv (À- ] àv | au au J

^p [ u / <h^ ôp\ÔQ ai à-àl~\_
(a->) J u ^ - } ^ " ^ " ^ ] ^ ^ ̂ +^ ?T<J~0'

q u i donnent les quotients

àp <)/) ^y.» . àp
àv ' aie f)n,àv ' àv

11 reste à exprimer la condition d'intégrahililé de .r en |»artant
de

, / àp , àp . \
dx == A ( — T —- il u 4- (T -— c/r ) f

\ au (h )

ce qui nous donne

, à^p ,^ àl\àp /à^ ûl\ôp
( a 3 ) fT-hï).^^^^^-•2T^^^(^+9^)^

Cette condition ne peut être distincte, des deux autres, sans quoi
on au l'ait p = const. En tenant compte de (a^») elle peut s^écrire

àp\û-: ôl\ àp \à's . ôl |(afl} ^[^-^--^^T.J-ilj.-'^-^^l-0'
Si on la confronte avec (a'»), on en déduit par un calcul facile

„ ^ -^i ^ ~ 7 ) à u ~àv
~ 7 î ~ , . a l '

—— ( T — Œ ) — —
<)u àv

ou bien encore

(^)

où

, <h à y
àj_ ôl_ _ __ T 'au Tv
ait ÔV ~~' ( T — (T )2

- ̂
T ~ ^Œ'

Cette relation nous permet de réduire ^expression de . : -L
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donnée par (a,) ; on trouve ainsi

w
àîp à<s

àuàv ai au
àp ~ au. T — <y *
~àv

et cette équation s^intègre une fois, sous la forme

lo^=-f+A^logv•
On peut d^ailleurs, en modifiant ^, supposer V = i et écrire

7 C d<J

Ï- -^
Considérons Féquation (a^); elle donna, si Fon tient compte

de (a;), •
^p à":

àuàv àv ai
àp T — <r àv)

Jii

ce qui s^intègre par rapport à v et donne, en choisissant convena-
blement la variable u.

^--^'T'^q-
T—<T{ y . [ ) — = e

au

Écrivons que les expressions de -^» —^ sont les dérivées d^une
même fonction; on obtiendra

r ^T -|
[, ^ à a } \A^ ^ ^

( f f — T ) — — 4 - - r - C == —— | -r--(-————— :
L ^a ^^J t ̂  T — ^ J '

c^est ce que donnerait l'équation (a^) si Pon y remplaçait ^ ' » -•
parleurs valeurs. On peut déduire de là, soit en utilisant la rela-
tion (a^ ), soit en remplaçant dans (<x\) -S et -^ par leurs valeurs,

une deuxième relation linéaire en — ? -— :au àv

[(..-,)^^^I//^JL-^.
|_ '^u ^J - c — c r ^ p
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En les ajoutant (ou retranchant) membre à membre, on obtient

/* da ' L r fia
^-^^^ et ôl = àv c^'^àv au, au ^ — <j )2

Ainsi l est donné par une quadrature, pourvu que T satisfasse à
la condition d'intégrabilité

<-' ^^(A.^)-
Une fois / connu, on aura par des quadratures les expressions

de p^ y, puis celles de x^ y, enfin celle de :?—, donc les coordonnées
d'un point (x, y, z) de la surface (S).

Tout se réduit à Pétude de Inéquation (A()) qui remplace l'en-
semble

/• (d 4-T) == 25, / •ŒT = t

où T est fonction arbitraire de <r.
Pour simplifier l'écriture de cette équation, nous poserons

y^=-iog<r(,),
ce qui donnera

i _ ^" _c_ _ ir\
^ — y ~ v^9 - c—(J -~ l r î

l^quotion (Ao) prendra, avec la fonction arbitraire ^F, la forme
simple

A) ^/2-^U^/^r^-o/ ()u{^ àuf^ôA à v ) ~ '

11 est facile de l'interpréter : Si l'on considère un élément linéaire
du plan, en coordonnées orthogonales M, v

0^== A^i^-t-C^p2,

on sait que A et G sont assujettis à la seule condition

-^./l ()c.\ LiL à^\-
àu\^ ~àu)~^"àv\S, ~à!/ 0'

qui exprime que la courbure totale du c/s2 est nulle.
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On identifiera celle équation à (A) en posant

A^w-^r , c==^.

Toutes les formes d^un élément linéaire orthogonal du plan
ou A et C sont fonction Vun de Vautre^ conduiront donc à des
solutions du problème^ C9 est-à-dire à des congruences^f à sur-
face moyenne plane.

Les surfaces génératrices (S) sont définies par les quadratures
suivantes, au moyen d'une solution <r de ( A )

dl=^{ill-^^(fv' ^••^
dp = e -f(w'du -+- d- \, dq = e-l \^ dv -T-(^F'— W) du \ ,

^ == e/ [( H* — jir')^a -+- - dv\, ^y == ^/ ( ^V7 ̂ < - ̂  ̂  ;.

d'où 1 On conclut enfin
</,; === p dx -\- ff dy .

On observera qu'avec les formules précédentes

cl/) dx 4- dq dy == 'îdu (/r,

c'est-à-dire que la forme dpdx-\-dc/dy est à courbure nulle.
On conclut de là que pour toute surface (S) satisfaisant à

une équation ?- == <Ï> ( 5 ) » on peut déterminer les paramètres

des asympto tiques^ u et v^ par des qua fratures.
Sans faire appel à cette proposition, on remarquera ici que, pcir

exemple,
dx 4- vdy = e'W du .== v/X T du.

Les équations /'(a- + r) -===. is^ r TT == t donnent 7 et T en x^ y,
donc T en fonction de a-; on a ensuite

i»,,--/̂ ,.
Comme À2 ==-^—, tout est connu en x, y dans la différentielle
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exacte

, dx -+- s dvdu = ——.—v- •
W/T

La condition que dp dx -+- dq dy soit un produit de deux difle-
rentielles du^ dv donne, pour z regardé comme fonction de x,y\
une équation du quatrième ordre. Les surfaces (S) obtenues ici
satisfont à une équation du troisième ordre ; elles ne sont donc
qu^un cas particulier des précédentes qu^il serait intéressant
d/étudier.

17. Signalons le parallélisme entre les résultats précédents et
ceux de Weingarten relatifs à la détermination des surfaces (W)
dont les rayons de courbure principaux sont fonction Pun de
l'autre. Weingartena montré que l'équation cartésienne du second
ordre qui exprime ce fait, peut être ramenée à celle qui exprime
que A2 du2 + C2^2, où A et C sont fonction t } un de Vautre^
convient à une sphère de rayon i , c^est-à-dire a une courbure
constante égale a i . Les congruences de normales aux sur-
faces (W) sont telles que les asymptotiques so correspondent sur
les deux nappes focales, et Fon peut déterminer les développables
de ces congruences, c^est-à-dire les lignes de courbure de la sur-
face (W), par des quadratures (Lie).

On sait que le problème de Weingarten, détermination de A
et G, n^'i été résolu que dans des cas très particuliers (surfaces
minima, surfaces dont la développée est applicable sur le parabo-
loïdc de révolution). Le problème actuel et, plus simple, relatif au
plan, peut être résolu complètement pour certaines formes de la
relation entre A et G, un peu plus générales (1).

Ainsi l'on sait résoudre Inéquation

È , ( L î^ A/l ̂ ^
()ù\X Jïi) ^~~àv\^ ~àv)'

pour A == i (le plan est rapporte à des courbes parallèles et aux
droites normales), pour A == G (le système u^ v est isotherme),

pour — + — === i (le plan est rapporté à des coniques géodé-

( l) Nous verrons tout à l'heure la réduction définitive du problème général.
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siques). On peut encore là résoudre complètement pour A'^+C2 = i
(le plan est habille, son élément linéaire étant ces2 a élu'2 -{-sin2^^^2}
et encore pour AC==i (ce cas correspond à une carte géogra-
phique du plan en coordonnées orthogonales M, v où les aires sont
conservées).

Tous ces cas ne conduisent pas, pour les surfaces (S), à des équa-
tions cartésiennes en /', 5, t intéressantes. Nous nous bornerons à
examiner, avec le cas des coniques géodésiques qui donnera une
équation transcendante remarquable (correspondant à l'équation
de Weingarten qui a conduit aux surfaces applicables sur le para-
boloïde de révolution), le cas où A == C^ (comprenant celui
où m = — i), où Inéquation se ramène à une équation de Laplace a
invariants égaux, très simple.

En raison des applications, il sera commode d'introduire expli-
citement les expressions de A et de G dans les formules qui per-
mettent de définir les surfaces génératrices (S) à Palde des para-
métres u elr de leurs asymptotiques.

On a d'abord
^_ /
7~ c'

L'expression
./^

A^.^.<^d's dv
donne alors

dy . cIC i . /' dC
••/

r rfc
J Â1?'

î̂ nii ou ^ -^A^-

II en résulte
' r C <ic
q^"""/ Â1?

Nous pouvons maintenant calculer -;

.^-..nr^l.^ T ^ _______— i

" a'y i A \ / * <-' c dc \ r dc
('-y} (^^./A^UÀC-.

donne
__ ___i ÀC

':~~ ^ r de *
^^jACi

On déduira de là les expressions de 7+^== — ? ŒT == - qui per-
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mettent de former l'équation cartésienne <ies surfaces ( S ) »

Les expressions simples sont celles de - 4- - ?

ïs ./ i F dQ \ r ( i r dC \ r dC
T--^-^./ AC^ I^-^M^J ACî ) . / ÀCi-

La quantité À telle que V2 — ^ , s'obtient par la quadrature

»/ 11 •/ 1 à^. , i <)\ , \À == e-11, dl = ( ( — — — dv •+- - — du } •
\ A (̂ M (< ^P /

Signalons encore la formule

4 (^— /'n _ — î

^ ~~ T^C21

qui établit que, pour une surface à lignes asymptotiques réelles,
Fune des quantités A, G doit être une imaginaire pure.

18. Soit d'abord à étudier le cas AC == i , c^est-à-dire à déter-
miner, en posant A.3 == (Q, de la manière la plus générale ^ c, o»
de t'elle sorte que

wdu* -+- — dv^ == dijcdy.t») J

On déduit de là

àv . au àv . a u au au i
()x ~~ t àx î ^ ~ ° ̂ y f àr jT ~~ îï»'

ou encore en portant dans la condition d'intégrabilité des équa-
tions en r

à^-u \ àw au i àw au
iîxày 9.w à y àx •2r») àx à y ~ '

l'expression de (•) au moyen des dérivées de // :

(au, \ 2 à^u /àu'^i^u
\àï) à^^\^r) àx^^'^

n , (^If i.
équation d ou , a disparu.

Ce type d'équations se ramène régulièrement à une équation de
LUI. ^
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Laplace à invariants égaux. Une transformation de Legendre

^-zï-^— -1-. /-o. Ê^. î,^
donne d'abord Inéquation

RX^+TY-^o ,

dont les caractéristiques sont définies par

X2.^Y2-4- Y-^X-^o,

et l'introduction des variables caractéristiques

a = = l o g Y — î l o g X , 3= logY-r -HogX

qui donne

^a^) o^ ^ ^ ^ ^

x = = ' 2 î Y = e " 5 l -X^-^^ ^-Y^-^-^)

conduit à Inéquation

, à^L . . à7. . ôZ
ttô^^(l-'-i)^-~{l-l^^o•

Cette équation de Laplace à invariants égaux, où Pon pose Z == A 6
avec

^ — ' [ ( l + D a + d — t ) ^

donnera pour 9 l'équation
^e _ i
^a^~~8 7

dite .̂ç télégraphistes^ dont l'intégration est connue.
C'est de cette intégration que dépendra la détermination des sur-

faces (S) dont l'équation aux dérivées partielles en coordonnées
cartésiennes, est

4 ( 5 2 — r t ) - { - t2^ o.

L'élude du cas où A == ̂ (m 4-1 ̂  o) peut se faire par une
méthode analogue. L'identité

^f)mclu2+ (xx^s idxcly^ pu (o = C2,
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conduira aux relations

i " i — l t * w — 1 . . ,ov . —,— au ûv . —;— au au au \
—— == tt0 " ——» T -=—— ItO ' ^-ï -— —— == ————,
à.v àx à y à y àx à y '2.wm

d'où l'on déduit d'abord
àw àw

à'1 u m — \ ~ày au m — i àx ^ u __
àxày 4 <^ àx 4 tu ^ ~ î

puis en y portant l'expression de co

à^u /àu\2 à^u / àuY1 m -+-1 au au ^u
àx1 \ ày ) ày1 \ àx ) m—i à.c ày àx ày = o.

La transformation de.Legendre remplacera cette équation par

RX'+TYî+^^-^XYS =o,m — î

que l'introduction des variables caractéristiques

Yi-V^Xv/^-i=a, Yi+^""X»-^= p,

change en une équation linéaire à invariants égaux

5 m à^'L àZ .^Z
Tm'^^àî^-^'oa'-^^09

En posant A == (ajî)"!^ et Z==A9, on trouvera pour 9 l'équa-

tion
î ç^e _ î ài\ _ (m —i)2 î
6 àoLo^ ~ A 5î?p '" (8w)î op >

et il suffî t de prendre pour nouvelles variables

4 m , ^ 4 w a,^-^^ry"1' P^^/n^-ry^'
pour avoir d nouveau

^e ^ Q
^i^pi

19. La méthode précédente paraît devoir réussir dans le cas
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général où il s'agit de trouver u^ ^, a) en x^ y de telle sorte que

— du1 -+- —:—- ̂ î === 4 dxdy .&)1 (p'ftu)

On déduit de cette identité

àv __ . cp ( to ) 6^ ^ _ .y (&>; (^M
—— == ——. f, ——————. —— ^ —— SSS / —————— -^—

ax (»> ax ov (»> OY

et aussi
<>u au _ ,
.̂y ^y

En exprimant la compatibilité des équations en v, on t rouve
pour </ Inéquation

^M/^MV à^'u/ôuY1 (ftii au au toy7-!-sp _
àx^ày ] ày^\àx ] àx ôy àx ày w1—œ '

qu^une transformation de Legendre amène à la forme

H X 2 + T Y 2 — ' 2 S X Y < ï > ( X Y ) = = o
où l'on a posé

„ , ù)®'-4-<p
^)(0)2) == T———I.

U)y — ©

Les caractéristiques de cette équation, dénniès par

XîrfY2+ Y2r fX<- t -2XY4»(XV}^ \ r fY==o ,

«^obtiennent par des quadratures : soil XV===v, les variables
caractéristiques a, ^ sont

a == loi
y 1 1 — <Ï> -+- y/^1 — 1^ vil —4> -+-i

j3 se déduisant de là par le changement de signe du radical.
Plus simplement, avec la variable (•> et la fonction y, on a

L)=iogx- rfi+i/ii),/o),
./ \^ \ œy/ ?œy/

et l'on en conclut que o est une fonction de la différence (a — f4)

^-fi/S- </<...
-2 J Y (.)»
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Le calcul de la transformée en Z == .r — -|- y — — if donne enfin
ày J ày

la relation
à^L \ w ( y72-i-(p^ )—^' / à'L à'L \

5ï5p "" 8 '~~~~^^^~~ \àî~ 5p ) == 0

qui est à invariants égaux, en raison de <o ==y(a — JÏ).
La détermination des éléments linéaires du plan, ÇM( OAI/ /a

forme—^+—TÎ ̂  ainsi ramenée à ^intégration d^une équa-
tion à Invariants égaux^ qu^on écrit aisément

<^e
= F (a— p)e.

à^à^

C'est âne équation harmonique particulière^ où ne figure
qu'une fonction arbitraire de rargument(a— j3); on peut Finté-
^rer partiellement à l^aide ^intégrales définies quand on aura
déterminé la solution générale de Inéquation

^=~[FO)-^|^

où /< est un paramètre arbitraire.
L/analyse précédente établit donc que les sur faces qui ̂  en coor-

données cartésiennes^ satisfont à une équation
r , / s- == <ï)((:)•s \t

où <t> est arbitraire, peuvent s'obtenir rapportées à leurs lignes
nsymptotiques en résolvant l'identité

duï dvî z ̂  j—T -+- -TT— = 4 û?S dr^,co2 y2(«>)

c'est-à-dire en déterminant les systèmes orthogonaux du plan

^du2~}-C2dvî,

où A et C sont fonction liune de liautre, de plus que ce dernier
problème rapporté aux variables caractéristiques a, j3, revient à
l'intégration de l'équation

^ -'<-»>••
où F est arbitraire. C'est à cette dernière forme quel on peut donc
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ramener toute équation cartésienne

r-^.s ~ \th
il y aurait intérêt à le montrer par une étude directe ( * ).

20. Nous signalerons toutefois encore l'équation cartésienne
qui correspond au cas où le plan est rapporté à des coniques geo-
désiques^ ce qui donne entre (Q et y la relation oj2 + y2 == i .

L'équation cartésienne s'obtient en général par l'élimination de (»)
entre les relations

4 (s2 — r t ) ' z i s r
——_—— = — (o^®2, —— —. (A)cp — ï I w d^.

Si nous posons (o == coso, îo === sino, on aura
•2 /—-—— . . -tis
- v^2 — rt == i cos p sin p, —- = — o,

d'où l'on conclut

4 /———— . . e — e~ y s1 — rt ~==- t sin '2 p == --————

D'autre part, la relation co2 === i — (o2 donne immédiatement,
\n rt

pour la transformée en Z, l'équation ,—— == o dont la solution est

évidente. Nous savons donc donner, à Paide de quadratures, les
expressions des coordonnées de toute surface qui satisfait à la
relation transcendante

F tf :=±n
(D) ^^s^—rt=t[e f - e l \

au moyen des paramètres de leurs asymptotiques </, c et aussi
Aï r!

ramener l'intégration de cette équation à celle de -—^ == o.ov. (/p
Pour rapporter de la manière la plus générale le plan à des

coniques géodésiques u^ ^, c'est-à-dire résoudre l'équation

du^ d^ ^,,^== aX2 -4- d\îcos2 p sin2?

(1) Depuis que ces lignes sont écrites, nous avons pu rattacher cette question à ui
problème plus général (cf. Comptes rendus -Acad. Se., t. 181, décembre igaS).
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il suffit de considérer deux familles de courbes parallèles quel-
conques, en désignant par u-\- ^, u — v les distances du point (X, Y)
à ces courbes. On a ainsi le système
u -h v = X ces a -h Y sin a —/(ûO, ^ — v = X. cos b -(- Y sin ^ —^ ( b } ,

o = —X sin ad- Y cos a—/'(a), o == —Xsin6 4- Y cos b—g'(b).

d^où l'on déduit, par élimination de X, Y, les expressions possibles
de a, b en Uy r. En outre p =^ ——-

II sera commode de garder, au lieu de </, (^, les variables <7, ^ qui
sont essentiellement les variables caractéristiques a, ^ étudiées
plus haut.

On a ainsi, pour définir //, ^, les expressions
sin ( b — a)\ u -l- v -(- y( a )] ̂ /^(a) cos (& — a) — g'' ( b } =-= o,

sin( 6 — a) [M — (^-(- ^(b)] .•J^-f'(a) — ^\b) cos (6 — a) == o,

et les coefficients A, G de Pélérneiil linéaire sont
i b — a i . b — a
— == cos ———î - == sin ——— •
A 'A C î

Ce sont là tous les éléments nécessaires pour le calcul par qua-
dratures des coordonnées cartésiennes des surfaces (S) qui satis-
font à Inéquation fD) .


