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SUR LES ADJOINTES INFINITÉSIMALES DES COURBES PLANES ;

PAR M. MAURICE D'OCAGJNE.

PRÉLIMINAIRES.

1. Le sujet ici traité, bien qu^élémentaire, mérite peut-être
quelque attention en raison des nombreux exercices, à la fois de
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géométrie et de calcul intégral, non dépourvus d'intérêt, auxquels
il peut donner naissance. Les résultats qui s'y rapportent étaient
épars dans plusieurs de mes Notes (1) . Je me propose de les ras-
sembler ici en les précisant, les complétant et les simplifiant sur
divers points.

Je rappellerai font d'abord la définition que j'ai donnée des
adjointes infinitésimales des courbes planes :

La courbe (M, ) est dite une adjointe infinitésimale de la
courbe (M) si, le point M< étant lié à la fois au point M et a la
tangente en ce point à la courbe (M), les éléments de la
courbe (M) qui dépendent des infiniment petits de l ) ordre n
peuvent se déduire des éléments de la courbe (M<) qui dépendent
des infiniment petits de l 5ordre n — i.

En particulier, les centres de courbure de la courbe (M) se
déduisent des tangentes de la courbe (Mi); si, par suite, on met la
liaison géométrique entre les uns et les autres sous une forme
simple, la détermination des centres d& courbure de la courbe (M)
se ramène à celle des tangentes de la courbe (M|); lorsque celle-c1

est, notamment, une droite ou un cercle, on obtient ainsi des caté-
gories de courbes pour lesquelles on a des constructions géomé-
triques simples des centres de courbure.

2. Analytiquement, la transformation qui permet de passer de
la courbe (M) à son adjointe (M^) s^exprime par des équations
telles que

( F(^i ,yi î ^y» cljc, dy) ==o,
) G(.yi, y^ x, y , dx, dy) = o,

ou, sous forme explicite,

^i==/(^ y» dx, ^y)i
yi=^(^,J , d x . d y ) , .

ces équations étant, bien entendu, homogènes en dx et dy. Mais,

( 1 ) Les principales de ces Notes ont paru dans les Nouvelles Annales de
Mathématiques "(1882, i888, 1900), Je Journal de Mathématiques spéciales
(1888, 1890, 1896), VAmerican Journal of Mathematics (1888, i8oa^
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pour qu'une telle transformation donne effectivement naissance
à une adjointe infinitésimale, une condition analytique est requise.
Si, en effet, on pose

dy (lyi
Tx-^ dx-^P^

on a
àji _^àg_ ^à^ d^

, . àx ày àp dx(î) ^Y-^r^r^-
àx ày àp dx

et comme, d'autre part, -2 est lié au rayon de courbure p de la
courbe (M) par Inéquation

(3) ^ =^^,dx F

on voit que l'équation (2) établit une relation univoque entre le
coefficient angulaire pi de la tangente à l'adjointe (M») et le rayon
de courbure o de la courbe (M), à moins que l'on n'ait

(4)

àff . àff à g
— -4- — p —àx ày * àp

^LîL == ^E
àx ày àp

auquel cas pi conserve la même valeur, quel que soit -' et, par

suite, le rayon de courbure de (M) ne dépend plus de la tangente
à la courbe (M< ).

Or le premier membre de (4) représente le coefficient angulaire
de la tangente M^T, lorsque,/? restant constant, on fait varier x
et y, c'est-à-dire lorsque le point M se déplace sur la tangente MT
supposée fixe; de même, le second membre représente le coef-
ficient angulaire de la tangente M(T< lorsque, x et y restant cons-
tants, on fait varier?, c'est-à-dire lorsque, le point M restant fixe,
la droite MT pivote autour de ce point.

Autrement dit, pour que la transformation fournisse une
adjointe infinitésimale, il faut que les courbes (M|) correspondant
au cas où le point M se déplace sur la tangente MT supposée fixe,
et au cas où la tangente MT pivote autour du point M supposé
fixe, aient en Mi des tangentes distinctes. Si elles ont en Mi même
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tangente M/l\, celle-ci reste la même pour toutes les valeurs du
rayon de courbure en M.

Par exemple, si la construction fait dépendre le point M, exclu-
sivement de la tangente MT et non de la position de M sur cette
droite, la courbe (M<), pour M se déplaçant sur MT, se réduit au
point M, qui peut être regardé comme en contact avec la
courbe (Mi) correspondant au cas où MT tourne autour de M;
donc, ici, on n^a pas d^adjointe infinitésimale; c^est le cas, notam-
ment, pour les polaires réciproques et les podaires.

3. Nous allons maintenant passer en revue un certain nombre
d^adjointes infinitésimales. Auparavant, nous conviendrons de cerr
taines nr cations qui permettront de simplifier grandement le lan-
gage dans la suite.

Nous considérerons dans le plan un axe fixe OX et, sur cet axe,
un ou deux pôles fixes 0 et 0'.

Par X et Y nous désignerons le point à Finfini, d^une part,-dans
la direction de OX, d^autre part, dans la direction perpendicu-
diculaire, en sorte que MX et MY représenteront respectivement
la parallèle et la perpendiculaire à OX menées par M.

T et N seront les points de rencontre de OX avec la tangente et
avec la normale à la courbe (M) en M; P, F extrémité de la sous-
normale polaire pour le pôle 0, c^est-à-dire le point de rencontre
de la normale MN et de la perpendiculaire élevée à OM en 0 ; (JL, le
centre de courbure de (M) répondant au point M; ûî(M), la diffé-
rentielle de Farc de cette courbe en M; a), Pangle que OM fait
avec OX, 9, celui de TM avec le même axe, en sorte que

<:/(M) == M(x.^e = MP.^o.

Les mêmes lettres, avec Findice i, désigneront les mêmes
éléments pour la courbe (M\). Elles seront affectées d'un accent si
les éléments correspondants se réfèrent au pôle 0'. De plus, nous
appellerons To et No les points de rencontre des* tangentes MT
et M(T< , d\me part, des normales MN et M< N«, de Vautre.

Enfin, nous désignerons uniformément par / une longueur cons-
tante.

Suivant que, dans le mode de liaison de M, avec M et MT (ou,
ce qui revient au même, MN) interviennent le pôle 0 ou F axe OX
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ou, à la fois, le pôle 0 et l'axe OX, ou les deux pôles 0 et 0', nous
dirons que (M,) est une adjointe par un pôle, ou par un axe^ ou
par un pôle et un axe^ ou par deux pôles. Si aucun de ces élé-
ments n'intervient dans le mode de liaison, l'adjointe peut être dite

.ordinaire.
Il est indispensable, pour la suite, d'avoir présentes à l'esprit

ces quelques conventions. Lorsque le tracé de la figure ne compor-
tera aucune hésitation, nous laisserons au lecteur le soin de la
faire.

ADJOINTES ORDINAIRES.

i. Le point M< est le point de MT tel que MM| == / (1)1.
Equations (i) :

{ y — y ï ) d x = { x — x ^ d y ,
(^«.^)2+(^.^)2^2:

Ici, comme on sait, le centre de courbure y. esta l intersection No
des normales MN et MiNi.

5. Si l'on portait MM^ == l sur la normale MN, la courbe (M( )
serait parallèle à (M) et ne serait pas, pour celle-ci, une adjointe
infinitésimale. Le critérium du n° 2 le montre, au reste, immédia-
tement; suivant, en effet, que M se déplace sur MT, ou reste fixe,
(Mi ) est la parallèle à MT, à la distance l, ou le cercle de centre M
et de rayon /, lignes qui sont bien tangentes entre elles en M,.
Mais on peut prendre sur MY le serment MM( dont la projec-
tion sur MN est ML = l (fig-. i) (2) .

Équations ( ï ) :
x^x,

(y — yi) dx == l \J dx^ 4- dy2.

Nous avons ici, la tangente à la courbe (L) étant LM^,

d(M) _ M TQ ( / (Mi) _ Mi No d ( L ) _ JL^
d(Mi) ^ MiTo' d(L) ~ ~Ly~ î d(M) ~~ M y. '

( • ) La courbe ( M) est alors une tracirice de M^; aussi (M,) peut-elle être dite
antitractrice de (M). Sur la façon dont le centre de seconde courbure de (M)
est lié au centre de courbure de (Mi), voir mon Cours de Géométrie de l'École
Polytechnique^0^).

(3) Cette adjointe intervient dans la détermination par intégration graphique
<les longueurs d'arcs. Voir mes Ouvrages : Calcul graphique et Homographie
(n° 36), Cours de Géométrie de l'École Polytechnique (n° 242).
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d'où, en multipliant ces trois égalités membre à membre,

M i N p _ M ;JL
^^lTo = MTo '

ce qui montre que

J M i T o N o = MTo;^

Mais, puisque les angles ToMNo et T o M i N y sont droits, le quadri-

Fig. i.

lalère MM< NoTo est inscriptible ; donc

l M i T o N o = M i M N o

de plus, si Fon mène par y. la perpendiculaire y.\ à MiVIi (donc,
confondue avec [JLX),

M/M No =-- MI^;
par conséquent,

M T O { A = M I ( J L et M T o = = I M .

De là, la construction : le point 1 étant le symétrique de To par
rapport à M, m se trouve sur la droite IX.

ADJOINTES PAR UN PÔLE.

6. M! est la projection de 0 sur MP; autrement dit, (M() est
a podaire de la développée de (M) pour le pôle 0.



Équations ( i ) :
-- i38—

yi dx — x^ dy == o,
( Y t — y ) dy •+- (a-i -- a?) ̂  == o.

L'extrémité P, de la sous-normale polaire de (M,) est ici le
centre instantané de Fangle droit OM,M, et [A est la projection
de P, sur MP. r r y

7. Le point M, est confondu avec l'extrémité de la sous-nor-
male polaire de (M) {fig. 2).

Équations (i) :
;2\ri4-yyi=o,

(^i —y) dy + (Vi — x) dx = o.

Si la normale M< P, coupe au point K la normale à la déve-

Fig. 2.

\M

loppée de (M), c'est-à-dire la perpendiculaire menée par y. à MM,.
on a

d'où

d(M ) = M^. .û?e = MM» <^,
r/( Mi) == Mi K.^/0 = Mi Pi rf(o,

M^ __ MiK
MMi ~ MTPi '

et, si M< 1 est perpendiculaire à MM i ?
Mfx _ IL

MMi ~" ÎP7*
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Or, le triangle MM, P, coupé, par la transversale I[JL donne

I P f . t J L V I . J M t _

I M . ^ i M i . J P i ^1

ou

Par suite,

J M! _ . »M. .>j iMl
JPi ~'~' IP i .Mp. '

JM| _ IM.p iMi IM.Mi^ji
JPi ~ IL. MM, ~"~ IL. M! M

Donc, le point J est le milieu de M(P< ; d^où cette construction :
Le point 1 étant à la rencontre du rayon vecteur OM et de la
perpendiculaire en M^ à la normale MMi, le centre de cour-
bure y. est sur la droite joignant le pointa au milieu de la
normale polaire M^ P,.

Remarque. — Cette adjointe des sous-normales polaires permet
de trouver facilement la liaison géométrique entre les centres de
courbure correspondants de courbes (M), (M^), (M"), ... lorsque
les rayons vecteurs OM, OM\ OM", . . . , comptés sur une même
droite issue du pôle, sont liés par une relation telle que

a.OM -+- a\OM'+ a" .OW +. . .== /,

les coefficients a, a\ a", ... étant constants, comme la longueur /.
En effet, par diffère ntiation, on a

a.OM» -4- a'.OM', -h a\OM"i -4- . .. = o,

et, de nouveau, par différentiation,

a.OPi-r-a'.OP^-t-a^.OP^ -+-... = o,

égalité qui déunit la liaison géométrique entre les points P|, P^y
P^, ... portés sur OM, et, par suite, celle entre les centres de
courbure [Jii, Î Â , , [JL^, ..., qui leur sont liés par la construction
précédente.

Si, par exemple, la courbe (M') est une conchoïde de (M), c'est-
à-dire si

OM'- OM = /,
on a

OM^OMi et O P , = = O P i ,

c'est-à-dire que les points Mi et P» sont les mêmes pour (M) et
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pour (M^. Donc, ayant pris les points de rencontrer etV deOM
avec les perpendiculaires élevées en M< aMM< et M'M^, on tire
parM^ Ici droite MiP, , limitée à OM, dont le milieu J tombe
sur I[ji, puis on tire l ' 3 yui coupe M'M^ aa centre de cour-
bure j/.

Lorsque la courbe (M) est un cercle passant par 0, la courbe (M()
devient un limaçon de Pascal. Ici le point M^ étant diamétrale-
ment opposé à M dans le cercle (M) de centre [JL, le point P< se
confond avec M et, par suite, J avec [JL. On a donc simplement le
centre de courbure a sur la normale M < M7 en joignant le
centre y. du cercle (M) au point Ï où la perpendiculaire élevée
en M, a M< M1 coupe OM.

8. On porte sur la tangente le segment MMi === MO '\fig- 3).
Equations (i.) :

•y?— ix x^-\- y\—2yyi=o,

O'i—.r)^ = (^i—^)^-
Fig. 3.

M.

On a

d'où

d.OM == OP.^œ, ^ .MMi== (JiNo.^e,
<^(M) = MP.^O) = Ma.^0,

OP
MP

PjNo
M (JL '
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Par suite, si ml est parallèle à PO, il vient (JiNo = [JLÏ, et, si TN^

coupe en J la perpendiculaire menée par M à OM, MNo=MJ,
ce qui, les angles OMJ et No MM, étant égaux, puisque droits,
entraîne que NçJ est parallèle à OM,. De là, la construction : La
parallèle à OM, menée par No coupant OM en I, (JL est sur la
perpendiculaire élevée en 1 à OM.

Remarque. — II va sans dire que, si Fon avait porté MO dans
l'autre sens sur la tangente, de sorte que M, fût venu dans la posi-
tion symétrique de celle qu'il occupe sur la figure 3, par rapport
à M, le point No aurait passé en même temps dans la position
symétrique par rapport à [JL, et la construction effectuée sur ces
nouvelles données aurait bien redonné le même point I.

9. On porte sur la normale le segment MM, == MO {fig- 4)*
Équations ( i) :

x\— ix x^ -^-y\— ^yy\= o,
(yl—^)< r /r-+-(^l—• ^ >)< r / a ; '= °-

Si la normale en M^ coupe au point H la normale à la développée

Fig. 4.

de (M), c^est-à-dire la perpendiculaire élevée en y. à MM,, on a

d'où

d.OM = OP.^co, ^.MMi = { A H . r f û ,
d(M) = MP.clw = M(Ji.^6,

OP _ {JLH

M P ^ M ^ J L '
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Par suite, sî jxlest parallèle à PO, on a ;jiH == ;jil, et, si M, H et M, ï
•coupent respectivement aux points K et J la tangente en M et la
perpendiculaire élevée en M à OM, on a aussi MK === MJ. Les
triangles isoscéles MM, 0 et MKJ ayant leurs côtés égaux deux
à deux perpendiculaires, leurs bases OM, et KJ le sont aussi. De
là, la construction : Si la normale en M, rencontre la tan-
gente en M au point K, et si les perpendiculaires menées
respectivement à OM et à OM, par M et par K se coupent en J,
y. se trouve sur la perpendiculaire à OM menée par le point \
où cette droite est rencontrée par la droite M,J.

Remarque analogue à celle du numéro précédent.

10. OM, est équipolient à PM (fig. 5).
Equations (i) :

y\ dy -4- ^t dx == o,
(y\~y)dx == ( x ^ - x ) d y .

La normale à l'enveloppe de MM, étant la perpendiculaire P.l

Fig. 5.

J

r
abaissée de P sur MM,, si la normale M, P, coupe PJ en P\, on a

(/(M) _ MP„ . ^(MO - M,pr
Mais

^ ( - M ^ = M { J L . ^ O , ^ (Mi )==MiP i . ^e
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{puisque OM| est parallèle à la normale MP); donc

M ;j. _ MP
MiPi ~ MiP i *

Si QM» rencontre PP\ en I' et la parallèle à PP', (c'est-à-dire
à OM,) menée par P| en I, on a

Mi 1 Mi F

II vient, par suite,
M, Pi - M, Pi

M^_ _ MP
M^T~ MÎT'

ce qui prouve que le point y. se trouve sur IJ. D'où la construc-
tion : Si.les parallèles à OM menées par P et P( coupent^
Vune MM( en J, V autre OMi en I, le centre de courbure y. est
•sur 13.

ADJOINTES PAR UN AXE.

11. Porter sur la normale NM, le segment NM< = /.
Équations (i) :

(^i —.r)dx 4- (^i — x) dx = °»
y\ (dxî -^ dy^) = ^2 dx2.

Le centre instantané 1 du segment NM( se trouve à la rencontre
de la normale M < N i et de TY (normale au lieu OX de N). Le
centre de courbure y. est la projection de 1 sur MN.

12. M< est le symétrique de T par rapport à M.
Équations (i) :

y\ == ̂
(x^—x)dy=ydx,

Si TY coupe MN ^/i I, (JL est le milieu IN®, en vertu d'un
théorème bien connu de Mannheim.

13. M| est le symétrique de N par rapport à M.
Equations (i) :

y\ = 2^,
(TI — x) dx -\-y dy = o.
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En vertu du même théorème de Mannheim, si la normale à la

développée de MN, c'est-à-dire la perpendiculaire menée par JJL
à MN, coupe M,Ni en N\ et NY en N\ y. est le milieu de N'N'^
De là, la construction : Si M i N ^ coupe NY et la perpendiculaire
élevée en N à MN, respectivement en 1 et en K, [JL se trouve suy
la droite qui joint 1 au milieu J de OK.

14. MM( est un segment de la normaleMN^ vu de T sous un
angle constant.

Équations (i) :

( y \ — y ) d y - ^ ( x ^ — x ) d x = ' o ,
[ ( y \ — y ) d x — Oi — x ) d y } dy == À [(^1— x) dx dy -^ y dx^ — y\ dy^}^

k étant la tangente de l'angle constant MTM<.
Le point de rencontre 1 de MN et de TY est le centre instantané

de F angle constant MTM, ; donc la perpendiculaire abaissée de 1
sur Mf T est la normale à l'enveloppe de ce côté, et si elle coupe
M ) N I en J, ce point est le centre instantané de l^angie constant
TM<M; par suite, le point [JL où MN touche son enveloppe est la
projection de J sur cette normale; mais, dans le triangle M<IJ , les
droites M< M et JM sont des hauteurs; donc, si elles se coupent
en H, JH est la troisième hauteur du triangle; autrement dit, JH
est perpendiculaire à Mi N( . De là, la construction : Si la normale
MN coupe TY en I, et si (a perpendiculaire menée par 1
à M < N i coupe M,T en H, a est la projection de H sur MN.

' 18. M! est le point de rencontre de MN et de TY (fig. 6).
Équations (i) :

(a-i — x ) dy -+- y dx = o,
{ y \ — y ) d y + (^i— x) dx = o.

On à
d(M) _ M y. ,/(T) _ TTi ^(M.i) _ Mi l
~d~(T~) ~ TiVli ' d(Mi) ~ M i T i 5 d(M) ~ M^

si 1 est le point de rencontre de M<N| et de la perpendiculaire
élevée en y. à MN. On tire de la

TTi .MiI _
TMi .MiTi ~" I >
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Mais, si de 1 on abaisse la perpendiculaire IJ sur TM<, la simi-

Fig. 6

Y

litude des triangles rectangles M^TTi et IJM, donne

TT, MiTiTT,
'\î7ï - vii i

M i J = TVTi

M i I = N i M i .

Par suite,

et

D'où la construction : Si le point 1 est le symétrique de N^
par rapport à M^ [A est la projection de 1 sur MN.

16. Reporter TM en Ti\î, sur TY \fig\ 7).
Equations (i) :

(.ri— a?) (îy-\-y de == o,
Grî-.r2)^1^2^2.

On a
^.TMt _ TMi
d(T) ~ TTi'

Or,

Donc

(/ .TMi=rf .TM=J.m.r f6 ,
^(T)=Tj.^e.

JJA _ TM,
TJ "~ TT,'

LU. 10
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ïl en résulte que, si la perpendiculaire menée de T à M, 1',

coupe JX en I, on a JI == Ja. Dès lors, les côtés égaux étant per-

Fig. 7.
IY

1

pendiculairés deux à deux dans les triangles isoscèles TMM, et Jal.
il en est de même des bases MM, et la; d'où la construction : 'La
perpendiculaire menée de T à M,T, coupante en I, la per'
pendiculaire menée delà MM| passe par a.

Remarque analogue à celle du n°S.

17. Reporter^W en MM< sur MY ( ' ) (fig. 8)
Équations (i) :

.271= X,

(yî — a î) o^3 == .y'û^-
On a <

^.MVIi _ MM,
„ <M) ~ M T o *
Or,

^ . M M i = = 6 / . M N == [il.dQ,

NI étant perpendiculaire à OX et al à MN, et

. </W=M^O.
11 vient donc

JiL
M y.

MMi
MTo

( 1 ) Cette adjointe infinitésimale intervient dans la détermination par inté-
gration graphique d'un moment d'arc p£r rapport à OX {Cale. grapit. cl
nomogr.^ n0 36. et Cours de Géom. de l'École Polytech.^ n0 242).
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y.1 MN
MÎJL ~ MIo

ce qui prouve que les triangles rectangles M (AÏ et MT(,N, qui ont

Fig. 8.

les côtés de F angle droit perpendiculaires deux à deux, sont sem-
blables, et, par suite, que les hypoténuses Ml et NTo le sont aussi;
d^où la construction : Si NY coupe en ï la perpendiculaire menée
par M à NTo, [JL est la projection de 1 sur MN.

Si MM< avait été reporté dans Pautre sens sur MY, le point T^
serait resté le même et la construction eût été identique.

18. Prenant sur OX le point L à la distance constante l de
la projection H de M sur cet axe, on prend le point M^ à la
rencontre de MH et de /a parallèle menée par L à MT
(/^.9).

Equations ( ï ) :
a7i==^,

y\ clx = / dy.
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La courbe (M) n'est alors autre que la courbe intégrale-de (M,)

pour le module / ( * ).
On a

rl(M) _ MTp _ MK
c/(M\) " M,To ~ M i T i

Fig. 9.

et

Donc

Maintenant,

^(Mi) _ MiTi
^.HMi "~ HMi

d(M) ___ MK
r/ .HMt ~ HM7'

d(M) = Mfx;rf8, HM» = / tango, ^.HMi = ^e .
cosî0l

Par suite,
M p. sin 0 cos 8 = MK.

( l) Cale. graph. et nomogr^ n0- 25 et 27; Cours de Géom. de l'École
Polytech^ n9 237.
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Si Pon projette UL en 1 sur MH, puis 1 en J sur Mm, on a

IJ == M^j i s ine cosô.

Donc IJ == MK, et le point J se trouve sur T\K; de là la cons'-
truction : T^Y coupant la normale MN en J, et la perpendicu-
laire élevée en J a MN coupant MY en I, y. se trouve sur IX.

Si (M< ) est une droite coupant OX en T( , (M) est une parabole
d'axe T^Y, et la construction se confond alors avec celle de
Mannheim pour le centre de courbure de la parabole,

19. M< est à la rencontre de MX et de TY (/(^. 10).
Équations ( i) :

yi=yi
( x\ — x ) dy -h y dx = o.

On a

d(M) _ MTp _ MT d(Mï) _ M^Ti d(T) _ TK_
^M7) '" MTTo - ivîTTiî "5(T)" ~ 'TTT' <7(AT) ~ M y. '

d'où
M^ __ TK_ __ TH
MT ~~ TTi ~ ÎTH'

Fig. 10.

si TH est perpendiculaire à T, K. Il en résulte que

^ÎM == TT^H = KTÎÎ.

T[JL est antiparallèle de TKpar rapport à l'angle HTM.
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20. M, est à la rencontre de MX et de NY (fig\ 11).
Équations (i) :

y\ =y,
( Xi — x) dx — y dy == o.

On a

-^^^.^J^l ^ M O ^ M , T , r / ( N ) M
^(M») M,T« M,T/ ~dW •NT75 rfTM^M^

d'où
M T . N J = N T i . M { j L .

Mais, la similitude des triangles rectangles MTN et [ANI donne

'\IT.NI= N j j i . N T .
Il vient donc

\JA ^ NT, _ J_VIi
M pi \T - JM ?

si NT^ coupe MM< en J, ce qui montre que (JLJ est parallèle à NM,,

Fi^. il.

Y T« ^ ̂ o

d'où la construction : '̂ to droite NTo co^joô MM, c^ J, a ^
trouve sur JY.

Si la courbe (M) est une parabole d'axe OX, MM^, égal à sa
sous-normale, est constant et égal à son paramètre p^ et l'adjointe
(M,) est identique à cette parabole ayant reçu une translation
égale à p dans le sens deOX; dès lors M, T, est parallèle à MT,
et NJ également; on retrouve ainsi la construction de Mannheim,
pour le centre de courbure de la parabole, déjà obtenue, à titre de
cas particulier, à la fin du n° 18.
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ADJOINTES PAR UN PÔLE ET UN AXE.

21. OM, est equipollent à TM {ftg\ 12).
Équations ( i ) :

yi=Vî
x\ dy ==y ûf.r.

Si TY coupe MN en I, on a

^ .TM==I^ . fA) , ^ .OMi==OPi.^6.
Donc

IîJ i=OPi ,

et la figure OI^P, est un parallélogramme; <Toù la construction

Fig; 12.

TY loupant la normale MN en I, yi ,?<? trouve sur la parallèle
à 01 menée par P<.

22. OM, est equipollent à NM (^. i3).
Equations (i) :

yi^y»
.TI dx -\- y dy == o.
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Si i\ Y coupe en J la perpendiculaire élevée en y. à MN, on a

^.NM=J^e, </.OMi= OPi.^6.
Donc

J;j i==OPi.

Si a Y coupe en 1 la perpendiculaire élevée en N à MN, on a
aussi

NI = J ̂
Par suite,

m = = o p i ,
et la figure ONIP( est un parallélogramme, d^où la construction :
Si la perpendiculaire élevée en N à MN coupe P|X en I, ^ se
trouve sur IY.

Il est clair que, si (M) est une parabole de sommet 0 et d^axe
OX, (M, ) est la droite perpendiculaire à OX dont la distance à 0,
extérieurement à la courbe, est égale au paramètre. Ici, P< est

Fig. i3.

sur MM<, par suite Ni aussi, et la construction ci-dessus du centre
de courbure y. coïncide alors avec celle de Mannheim appliquée à
la parabole, déjà rencontrée au n° 18.

ADJOINTES PAR DEUX PÔLKS.

23. M< est à la rencontre de OM et de la^parallèle à MT
menée par O7 (fig- i4)*



On voit immédiatement que la courbe (M< ) passe par les points
de contact des tangentes à (M) issues de 0' et par les points où les
normales issues de 0 coupent le cercle de diamètre OCV, que, de
plus, les asymptotes de ( M i ) sont parallèles les unes aux asymp-
totes de (M), les autres aux tangentes issues de 0 à (M).

Equations (i), si l'on prend 0 pour origine, et si l'on pose
00' =1:

^17—^1= o,
y\ dx — (x\ — /) dxy == o.

On a

d'où

of(M) ===M(J i .^6 =MP.^o,
^ ( M i ) = = M i P i . r f 6 = MiPi<^co,

M pi
Ml7

MiP\
JVI i Pi

ou, si l'on mène par Mi la parallèle Ml à MN, et par P^ la paral-
lèle P'JàOP,

Mpi _ Mï
Ml» - MJ '

ce^qui montre que a se trouve sur la droite 01, d'où la construc-

Fig. i4.
M<

tion : Si la parallèle à MN menée par M< et la perpendicu-
laire à OM menée par P\ se coupent en I, y. est sur 01.

Remarque. — II est clair que la courbe (M) est la trajectoire
du point M animé d'une vitesse d'entraînement constante en gran-



deur et direction, de vecteur O'O, et d'une vitesse relative de
vecteur OM,, pour laquelle, par conséquent, Phodographe est pré-
cisément l'adjointe (M,),

24. M, est à la rencontre de OM et clé la parallèle àM^
menée par 0' {Jig\ 10).

On voit immédiatement que (M,) passe par les pieds des nor-
males à (M) issues de 0', parles points où le cercle de diamètre 00'

Fig. i5.

•est coupé par les tangentes issues de 0 à (M) elles parallèles aux
«asymptotes de (M) menées par 0, et qu'elle a pour asymptotes les
normales à (M) issues de Q.

Equations (i) :
x\y—xy\^ o,

( r c i — / ) dx 4-yi dy ̂  o.
On a encore ici

d(M) == M[j..dQ ==MP.^>,
^(M^^IiP^.ûro = MiPi.^co,

d'où
M ̂  M^
MP - Mi Pi

ou, si l'on mène par P', la parallèle P'J' à OP,
^ _ MiF
M l * ~~ M i l '

-ce qui montre que y. est sur 01'.
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Mais, dans le triangle M, FPp M, 0 et P\0' sont des hauteurs;
FJ est donc la troisième hauteur, et, par suite est parallèle
àM.T, .

Élevons maintenant en N à MN la perpendiculaire NU. Cette
droite est parallèle à O'J, comme N[JI l'est à OT. Il en résulte que
les triangles NH[JL O'JT sont homothétiques par rapport à 0 et,
conséquemment, que NH est parallèle à FJ, c'est-à-dire à M,T, ;
d'où la construction : Si la perpendiculaire élevée en N à MN
coupe OM en H, y. se trouve sur la parallèle aM|T( menée
par H.

COURBES ADMETTANT POUR ADJOINTE INFINITÉSIMALE D'UNE CERTAINE ESPÈCE
UNE LIGNE DONNÉE.

23. Toutes les solutions qui précèdent, dérivées de la méthode
purement géométrique de Mannheim, contribueront peut-être à
attester une t'ois de plus la souplesse et la fécondité de cette
méthode. Il semble bien que, pour la plupart des problèmes ainsi
traités, l'emploi de la méthode analytique ne se prête guère, et
encore au prix de calculs assez laborieux, qu'à la vérification
a posteriori des résultats ci-dessus obtenus géométriquement;
pour atteindre directement à des constructions aussi simples, dans
des cas analogues, c'est donc la méthode géométrique telle qu'elle
vient d'être employée qui paraît devoir être recommandée.

Mais il est un autre genre de problème, né de la considération
des adjointes infinitésimales, qui peut donner lieu à d'intéressants
exercices de calcul intégral; c'est le suivant : une certaine espèce
d'adjointe infinitésimale étant définie par les équations du n° 2,

<0
) F (a-i, JKI, x, y , dx, dy) = o,
( G(^n y\, ^, y, dx, d y ) = o,

dont la forme a été précisée pour chacun des types particuliers
qui viennent d'être successivement envisagés, si l'on veut que
l'adjointe infinitésimale (M i ) soit une certaine ligne définie par
l'éqliation
(2) H ( ^ i î y i ) =o,,
on doit, pour trouver toutes les courbes fM) correspondantes,



— 136 —
intégrer Inéquation différentielle

(3) E(^y ,^ ,^)==o,

résultant de l'élimination de x^ et y < entre les équations (i) et
l'équation (2). Bien entendu, les cas les plus intéressants, en
même temps que généralement les plus simples à traiter, sont ceux
pour lesquels l'équation (2) représente une droite ou un cercle.
Nous nous bornerons à donner quelques indications à ce sujet en
ce qui concerne les deux dernières espèces d'adjointes infinité-
simales qui viennent d^être examinées.

26. Soit, par exemple, l'adjointe infinitésimale du n°23. Si l'on
suppose qu'elle se confonde avec la droite

"•+^1,a b

l'élimination de x^ et y, entre cette équation et les équations (i)
du n° 23 donne l'équation différentielle

[ b ( l + a ) x •+• al/] dy -+- aby dx = o,

équation homogène dont l'intégrale générale obtenue par la
méthode classique consistant, par la substilutiony==i/a?, à séparer
les variables, peut, après ^es calculs dont nous supprimons le
détail, s'écrire

/-^a^).
G étant la constante d'intégration. En particulier, pour 1=—a
[auquel cas, le point 0' est symétrique, par rapport à 0, du point
de rencontre de la droite (M|) avec O.y], on a

,..=c(^),

parabole passant par 0 où sa tangente est parallèle à la droite (M^
ce qui montre que (V est le pôle de cette droite par rapport à la
parabole. Autrement dit : Si (M) est une parabole passant par0 y
et 0' un point quelconque du diamètre de cette parabole pas-
sant par 0^ le point de rencontre M< de OM et de la parallèle
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à MT menée par 0' décrit la polaire de 0' par rapport à la
parabole; théorème bien facile à démontrer directement. Dès
lors, la construction donnée au n° 23 permet d^avoirle centre de
courbure de la parabole.

27. Prenons maintenant pour adjointe ( M < ) du type défini au
n° 23 un cercle de centre 0,

x\ -^ y\ == /'2.

Dans ce cas, Félimination de x^ ety, entre cette équation et les
équations ( ï ) du n° 23 donne

[( l* — r2)^ -+- lîyî ] dy^ + 2 r^xy dx dy — r^y^ dx^ == o,

qui, par la substitution y === ux^ se transforme en

dx (^I^-H l^—r^^du
x I L I \ l(î -+- l^- ) --+: /• ̂ I+ ^2]

OU

dx lu du l2 /•2 du
x l(i + u^) =p r ̂ i -h M^ ^ ' (^[ / f i 4- t^) =F r/i-h. ^2] ~ 0'

Faisons encore le changement de variable

ï 4- iiï =-. zî.

L^équation devient

dx I d z / 2 — /*2 ^3
.r /s q= r / ( 22 — ï ) (/2 q= /•) ~ î

qui, par décomposition du dernier terme, se transforme en

ildx ( l ± r ) d z ( l - z r . r ^ d z
———— -4- ————————_(- ————_—— ==: o.

x z— ï ^4-1

L4ntégrale générale de celle-ci est

.r2/(^_iy±r(^_^i)to-= c
ou

(V^1 4-^2 — x)1^ {^ x*-\-y1 -+- a')^»' == C,

que Pon peut transformer (si Fon représente toujours par C une
constante arbitraire pouvant ne pas garder la même valeur dans
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les transformations successives} en

±2/ ±:î—r
GÎ^ r -f.aC.r^ r =1 .

Diaprés la Remarque finale du n° 23, la courbe (M) est alors la
trajectoire cTun point animé (Tune vitesse d'entraînement cons-
tante en grandeur et direction, de vecteur O'O, et d'une vitesse
relative constante en grandeur et constamment dirigée vers le
point 0, courbe que j'ai précédemment appelée courbe du
nageur.

En particulier, pour l== r [auquel cas le cercle (M<) de centre 0
passe par 0'], on a les équations

C2 4- 2 Ça? ==y2,
C^-h'iC^SSi,

la seconde étant d'ailleurs identique à la première lorsqu'on v

change G en — ^ •

L'équation unique, donc ainsi obtenue, représente une parabole
d'axe Ox et de foyer 0. Si on lui applique la construction du
centre de courbure du n° 23, on voit qu'ici les points Mi et P\
étant diamétralement opposés dans le cercle (M() de centre 0, si
l'on abaisse de y. la perpendiculaire y.G sur OM, le triangle M [JL G
est homothétique de M< ÏP\ par rapport à 0, et le point G, symé-
trique de M par rapport à 0. On retrouve donc ainsi la construc-
tion classique du centre de courbure à la parabole : y. se trouve
sur la perpendiculaire au rayon vecteur^ élevée par le symé-
trique du point M par rapport au foyer.

28. Traitons les mêmes questions pour Fadjointe du n° 24. Si
cette adjointe est la droite

ïi+^i,a b '

l'élimination de x\ et y^ entre cette équation et les équations (i)
du n° 24 donne l'équation différentielle

r(,(a—l) , 1 , - ,.————/ y — i y \ dx -\- by dy = o,
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qui, par la substitution y = ux, se transforme en

dx u du
X l ((, — lu2 — -7 u. -+• ———b a

L'intégration de cette équation prend une forme simple lorsque
le trinôme 4u second terme a ses racines réelles et inégales:
soient \m et m. Inéquation s'écrit alors, en effet,

, . dx X du du( X — i) — + -——,— — ———— == o,
x u — À m u — m

dont l'intégrale générale est

^_, (u-\m^ ̂
u — m

ou
{ y — X mx )X == G (y — mx ).

En particulier, pour À ==2, on a la parabole

(y—<lmJc)2=C(y—mx),

qui passe par 0, où y— mx = o est sa tangente, y — 2/nx =• o"
son diamètre^ et qui est normale à OX en son second point de
rencontre avec cet axe.

Les projections du point 0' sur ces deux droites sont à l'inter-
section de leur système

(y — -i.mx) (y — mx) == o
et du cercle

x"- 4- y2 — Ix = o,

décrit sur OO7 comme diamètre. Or, on a identiquement
xï -+" y2 — Ix — (y — i mx) (y — jn.r) = x [3 my — (2 m1 — i) x — /J,

et
3 my — ( -2 rn'2 — î ) x — ^ = = 0

n'est autre ici que la droite (M,) qui, d'après sa définition même,
passe par les pieds des normales menées de 0' à la parabole; d'où
ce théorème :

Si, sur une normale à une parabole, coupant cette courbe.
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en dehors de son pied, au point Oy on prend un point 0' quel-
conque^ les pieds des deux autres normales qiCon peut mener
de 0 à la parabole se trouvent sur la droite qui joint /es pro-
jections de 0' sur le diamètre et sur la tangente en 0 à la
parabole.

Considérons maintenant le cas particulier où \ = = = — i . On a

cette fois, en remplaçant G par ^f

yï— fn2^ == G,

conique de centre 0 et d'axes OX et OY. Ainsi : le lieu des
points de rencontre des diamètres d^une conique et des paral-
lèles à ses normales menées par un point quelconque pris sur
l'un de ses axes est une perpendiculaire à cet axe. Dès lors, la
construction du centre de courbure JJL, donnée au n° 24, montre
que, si la perpendiculaire élevée en N à la normale MN coupe
le diamètre OM en H, y. est sur la perpendiculaire abaissée
de H sur OX. C'est la construction bien connue de Mannheim.

29. Si nous supposons maintenant que l'adjointe du n° 24 soit
un cercle de centre 0 et de rayon /', l'équation différentielle est

lï(xï-\'yï)dxï^. r^^idx-^-y dy^,

qui, parla substitution y == ux^ devient

dx ____ru du____
X 7'((^-+-l)± //(^-h I — '

ou, si nous faisons encore le changement de variable uî-\-\ = 52,

dx r dz

dont l'intégrale générale est

v ( r j s ± ) l = C
OU

.y2 4_ yî ̂ (C±rz^
——ri——J

coniques de foyer 0 et d^axe OX. La construction du n° 24
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montre ici que, si la perpendiculaire élevée en N à la normale
MN coupe OM en I, [A est sur la perpendiculaire élevée en 1
à OM.

C'est la construction classique du centre de courbure des coni-
ques, que Keill a fait connaître, dès 1708, dans les Philosophical
Transactions^. XXVI, p. 177).

30. Supposons enfin, toujours dans la même hypothèse, que
( M ^ ) soit un cercle passant par 0 et ayant son centre sur OX,

(a-i — a)9 -h y\ = r^.

L'équation différentielle se met alors, par la substitution y =ux.
immédiatement sous la forme

dx iau du
x (l — 2 a ) ( i -4- (^2 )

dont l'intégrale est
a

.2?== C(l-+- U2)1-211,

W
a

.r==C(^+y2)^

CT m —Tou encore, si l'on pose -, == —zl
r l im

x - \m p
— ^i

,\/x^^-yï

c'est-à-dire, en coordonnées polaires,

p cos7" (D === C,

équation qui définit les courbes dites potentielles (1), car si,
construisant la courbe pour différentes valeurs entières de w, on
désigne par pm le rayon vecteur correspondant, on a, pour une
même valeur de œ,

p;"=0-ip,,,.

(l) Leçons de Statique graphique de Favaro (irad. Terrier), t. Il, p. 07.
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