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BULLETIN
DE LA

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE

SUR UN PROBLÈME SIMPLE DE MÉCANIQUE CÉLESTE;

PAR M. H. ANDOYER.

G.-W. Hill a indiqué, pour le mouvement de la Lune autour de
la Terre, une orbite intermédiaire relativement très simple, et en
a étudié sommairement la théorie, d'ailleurs inutile en réalité. Je
me propose de reprendre dans ces quelques pages le problème
ainsi défini par Hill, et d'en développer avec toute Féteadue néces-
saire la solution qu'en savent donner les astronomes, dans l'espoir
qu'un analyste voudra bien en discuter la valeur; je serais particu-
lièrement heureux de voir appliquer au moins une fois les pro-
fondes et admirables recherches théoriques modernes à l'étude
d'un problème particulier d'énoncé simple et précis, dans lequel
on peut déjà trouver cependant toutes les difficultés analytiques
qui caractérisent les problèmes de la Mécanique céleste.

1. Désignons par S, T, L les centres de gravité du Soleil, de la
Terre et de la Lune; par M', Mo, M les masses respectives de ces
trois astres ; par G le centre de gravité du système Terre-Lune ;
par r la distance TL, rayon vecteur de la Lune; et par H l'angle
des deux vecteurs TL et GS.

Négligeant l'excentricité de l'orbite solaire, nous supposons que
cette orbite est un cercle de centre G et de rayon a , décrit avec
une vitesse angulaire constante n\ liée à a' par la relation
/M'== nf2af3, en représentant par/ le coefficient d'attraction.

Si l'on néglige aussi le rapport -^p la théorie solaire de la Lune
revient à regarder le mouvement de L par rapport à T comme celui
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d'un point matériel de masse égale à l'unité sous l'action de la
fonction de forces

/^^.(Jeos-H-,).

Soient x, y, z les coordonnées de L par rapport à des axes rec-
tangulaires Tx^ Ty, Tz de directions fixes; appelons t le temps,
et en supposant le plan Txy parallèle à celui de l'orbite de S
autour de G, soit N'== n t^r ^ l'angle de Ta? avec GS, /, désignant
une constante. On aura

X^ 1 yï f*^ -— yî '
/•î cos2 H = ———7- -+- ——-^- ces -2 N' -+- xy sin 2 N\

2 2

Négligeons alors les termes en cos ïW et sin aN'; il nous restera
la fonction de fprces

^/(Mp^M)^^^3^

c^est celle qui détermine l'orbite intermédiaire considérée par Hill
et le problème que nous avons en vue. On n'en peut trouver de
plus simple, en dehors des exercices classiques de mécanique
rationnelle.

à. Soient, comme d'habitude, e et i la base des logarithmes
hyperboliques et l'imaginaire \/— i , et appelons a et n deux cons-
tantes arbitraires liées par la relation

/(Mo-+-M)== (n^-{- i n^\ a ï ;

introduisons encore l'argument N == nt + IQ^ où /o est une nou-
velle constante arbitraire, et faisons

x -+• iy = a (i-+- Ç -4- -r\ ) ^N,
x—iy= a^i-hÇ—T))^-^,

iz == aÇ,
a—'^p.

de sorte que a(i +S) et ̂  sont les projections de TL sur deux
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axes rectangulaires TÇ, Tf\ situés dans le plan T*yy, et tels que
Fangle de ï^c avec TÇ soit constamment égal à N.

Nommons encore m le rapport — > et employons la caractéris-

tique D comme signe de dérivation par rapport à la variable <N
qui remplacera le temps. Si Fon pose

Q=$- i=3p^3 .p»-+-p» ,

les équations immédiates du mouvement s^écrivent sous la forme

DÎÇ -+-2DTI- ( I+7^^(I-+-Ç)Q==0,

Dîr,+2Dç-- Ït-^.^} T ÏQ=O,

(D<-.-|^)^(z^Ç)îQ=o,

et si Fon fait encore

P=3p ï —4p 3 +5p 4 —6p t - ^ - . . . ,
on a

Ç-+-p=^(P-Çî -+-T l»4-Ç2) .

Sans faire attention ici à Fintégrale des aires projetées sur le
plan T.ry, nous nous servirons seulement encore de Fintégrale des
forces vives, mise sous la forme avantageuse pour notre objet

1 d^(r^) -, au àV àV
- —-—— === îU ->r v-— -+-r——-+- z— -+- const.,2 dt1 àx J ày àz

et due à Laplace. Ceci devient

/D2—!-!- ^w 2 )? — (ÏDÎ-{- m^\ P — 3 m 2 Ç Î = const.

Il sera commode, au point de vue du calcul, de poser

i—-m2^/?1 , i -h -mîssy 1 ,

de sorte que
pî-^qï= 2,

et de mettre Fensemble des équations précédentes sous la forme



définitive

' (D^pî)^ ^DÎ-+- ^^p4-(y«-.jp«)^+const.,

, P ^ pï-^qî i^ S2

ç = — p + - — - - + - ^-——"- ~ + :B-»
2 2 2 2 2

(a) ^ (^-h^^D^^-D^+^^^^i-^OQ,

D^=-.D^£l^\Q,

(D^^^^Q,

les paramétres p et y étant considérés dorénavant comme indé-
pendants.

3. Les équations (a) admettent la solution particulière
ç == t\ == Ç== p == o. Si on les réduit à la forme linéaire, on les
vérifie en faisant

p == —- ç = ateP1^ -+- OL'e-P1^,
ï] = ^(y.eP^—y.'e-P^),

Ç = P^^+p'e-^','

a, a\ p, p7 désignant des constantes arbitraires; et comme n et /o
sont déjà deux constantes arbitraires, cette solution est générale.

Tenons maintenant compte des puissances supérieures des
inconnues Ç, Y^, Ç, p. Conformément aux pratiques de la Méca-
nique céleste, nous pouvons chercher une solution formelle
définie de la façon suivante :

Soient G et H deux arguments de la forme

^ N + G o , A N - + - H O , .

en désignant par g- et h deux coefficients constants à déterminer,
par Go et H^ deux angles constants arbitraires. Soient aussi e et y
deux autres constantes arbitraires réelles, et faisons

EI = - e10^ e~i = - ff—^, Yi = JL e'^, Y—i = -^c"1".
2 2 2 2

Désignons généralement par M^ les différents monômes
e^te'L'i^^'YÎ'î*? les exposants étant des entiers non négatifs dont
la somme n^est pas nulle, et distinguons spécialement parmi les
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monômes Mn, ceux qui seréduisent à des constantes, soit les M»,,
de la forme ( £ < £ - < ^(YiY-i)^

Les inconnues p, ç, T), ^ sont développables sous la forme

p = S p ^ M ^ ç = = S ^ M n , ... ,

et il en est de même des quantités intermédiaires P, Q ; de plus,
les coefficients g et h sont développables eux aussi sous la forme
plus particulière

^=^ô4-2^'M^, A=/io4-SA^M^.

Dans les monômes M^ qui figurent dans les développements
de p, ç, TÏ, la somme y< -4- q^ des exposants de Y| et y^ est paire;
cette même somme est impaire quand il s^agit du développement
de Ç.

Les quantités p, ç sont réelles, tandis que f\ et Ç sont purement
imaginaires; si donc M_» désigne le monôme conjugué de M^,
on a

P—»==P/n S—/i==Çn» ''1-»===—^/ti S—n=—Çnî

par suite, dans le cas d^un monôme Mnr, qui est son propre con-
jugué, ^=o.

On peut choisir arbitrairement, par exemple, les coefficients p»
et Ç,, qui correspondent aux monômes e,, YI, et plus généralement
à ceux de la forme e,M^,yiM^; nous supposerons les deux pre-
miers égaux à Y unité, et tous les autres nuls.

Il est clair que Pon a
^0==^» ^0= q,

ces quantités étant prises positivement, si Fon veut.
Diaprés la forme des équations (a), p, ç, Ç sont alors des fonc-

tions d e j o e t g r homogènes et de degré zéro; tandis que r\ d^un
côté, g et h d^un autre, sont de même homogènes des degrés — i
et i, respectivement.

Si enfin on veut revenir ,à la forme réelle, on aura en parti-
culier

a? === a cosN-t-a£(^-l-T)^) a/» cos(N 4-V»)»
y = asin N -t-aS($n-+-T)^)a^sin(N-+-Vrt) ,
z == aS^a^sinVn,
a == i-4-2p,,a,,cosV,,,
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en faisant

,„=(-;)———(y——, V,=(^-^)G-.(^-,-.)H.

4. Substituant dans les équations (a) les valeurs supposées
pour les diverses inconnues, g et h comprises, on voit immédia-
tement que Fon pourra déterminer sans peine les coefficients
P»? S») '^/î» ^n, gn^ h/i'ï en identifiant dans les deux membres de
chaque équation les coefficients d^un même monôme M/, (ce n'est
qu'un procédé de calcul formel). On ne rencontrera aucune dif-
ficulté si Fon envisage successivement les monômes Mn de degrés
croissants ; le calcul est rendu très facile en observant que

DMn== [ ( p t - ' p - l ) s t ^ - ( q t - ' q ^ i ) h ] M n .

Mais précisons un peu plus, en distinguant les divers cas qui
peuvent se présenter, et supposant d^abord connues les parties
principales

p = £i+£-i, Ç==—(£i-4-E-i) , 7) = ,(6i—£-i),

Î==Ï I—T-I , S^P. h==q.

1° M^ contient y à une puissance paire, et n'est ni un
monôme M^, ni de la forme £:+;< Mn"

La première équation (a) détermine alors p^; la seconde fournit
ensuite Çra, et les deux suivantes doivent donner deux valeurs con-
cordantes pour 7[n : c^est une importante vérification du calcul.

2° M.n est de la forme e^ M,,,.
On a alors p»== o, par convention, et la première équation (a)

donne gn,\ les trois suivantes fournissent ç^ et T\ni comme ci-
dessus.

3° Mn est de la forme M^'.
La première et la quatrième équation (a) sont alors inutiles; la

troisième donne p/i^et ensuite la seconde fournit ç/i.

4° M,, contient y à une puissance impaire et n^est pas de la
forme y^;, M,,/.

La dernière équation (a) donne Ç^.

5° Mn est de la forme y±( M^.



On a alors \n == o, par convention, et la dernière équation (a)

donne hn,.
Calculant ainsi tous les termes jusqu'au troisième degré inclus,

et en outre les termes du quatrième degré de p, ç, •»!, qui corres-
pondent à des monômes constants ou bien dépendant de l'argu-

ment G — H, on trouve :

(^-g') (/>'+ 2g2) •z(pt-qt)(Pt+'>•9t)

^-P-——————6pi—————"'-'^ P^-W 1 " 1 1

._ ^p^g^ip^^ CfL '̂iî t^^v.v ,^...;
^-^——9(^-49*)——6lE- l - iq{p^-W ^-l . '

P= t•-he-«+lpI7îll(eî+tll)+^l^^i^+^<)
, (3/>'+g»)(25/>«+-2g«)^^ ^ ^^

(p-y)(-ps-^-16pfq-^-lop^-^-Sqt), , , ,
"r 4^(^-4^) v '.K "

- (p" ?) (/>34^6^7^?t + 8?8) (6'^' ——^^

-^e^2-8^-^)————-^-^^l•
/I5/?<+I67/?8ç—676/?4ç î \

^ ̂ ^y)^-^)2^ -+•5l8/?^3~-4oo/?^4-^-'^TO8-I6y6/ (eî^i-t-e^YÎ))g \ -+-51 S/̂ -^oo/̂ 4-^ ' '>^
6^3y(/? -+- ïq) (p — iq )3 (3/? — iq )

i.-(.̂ ..,̂ (̂.̂ ..,)-̂ .,._,-̂ t̂ ,(,i*.,.,)-,,.,-,
, (f.-<-.^)(^.+?-<^, , ̂ ^ if '̂f-n?'.,. ,;.,^._.>

- '̂ fe^22""'--"'''' ?%'̂ ^-<-->

- ̂ '̂̂ Î^-ÎÏ^-'̂ '-'C.^——.''"
^ i5/?«—2^^^-i6^ç»-4-9^ç\2eî

72^ l 1

- 20/?8-+-66^^-807?^*-48^ y6-^ 64 ç 8 ^
/?*(/?»—4y t) I

-^P6-»- 2l/?4 y 1 — 72/> ÎÇ^— 20 Ç6

8ç î(/?2—4y î) î TÎT ' I

/9/?7-4-3oo/?<y—5I9/? ty l—<278p4y3 \
(^^2^)1. +698^V^444^ç5+l84^6-l6ç7/. o , -+-^YÎ)

24^3ç(^+2î)</?--2y) l(3^-2ç) v < ï - 1 <n /
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^= ;^~^^£!^M!^T_.2), /^^ . . .
^ 6/>3 * - ^ îy^ î - .^ î )^ ! ï-l)

(^4-2^)(,3^+^) 5^-4^-4y4

3 6 ^ ( £ < ~ - £ ^-^ ————^———-ei£-i(ei-6-t)

^ (^-^-a^X—ap-h^), î^^^oî-i-S^*
^ .ïo.T.yTcT^^^î-5-^^^ p^^ ^-^-^)
, (/^^K^-^)

^ q ( p — ' 2 • q ) î ( p ^ 1 q y ^ • ~ { ~ ~ i { ï )

f—^P^—^q —2o6/?3y» \
^(^-+-2^)^ +2^8/?^34--20^—8yV ^ ^

l2Pîq(P-^ïq)(p— a^)^/? — 2y) 6< T-1 ~ ̂ ^^ ^
' + ' • • • • • • • • • * • • • • • • • • • • . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

s- •'-^-^ '̂̂ .-.ï-.)-,̂ ^(..T-.-.-.r,,

'̂"'̂ '̂ •'•'•'(•h.-.-.Y-.)
(pî+2^)(—iI/>«.-^-5^-2^). .

^——————,^3(^-^)————^(BÎT-i-s^y,)

, (^-y')^^^^)
8yî(^-4y2) ^i ^-i^

Si Pon supposait Y===o, de sorte que z = o, le problème se
ramènerait aux quadratures elliptiques.

Supposons maintenant n1 = o, et par suite /? == q = i. C'est le
problème de Kepler, et il est facile de s'en assurer. On trouve en
effet alors

^=A=i ,

? = 1 + 6l 4-£-l-+-2(£Î+62 l)•4-j(6?-+.33l)-|(elT2 l+e-lTÎ)-+-...,

x^-iy= ae^ [i-h-e,- âe-i -4- Je? 4- -^e2! — 2616-1+• Y», -- y^.i

^j^-4-?^-!6^--!^^
-4- ^lï^i—^Tiï-i+Se-iïtT-i^ je lY^—^e- t ï î

-^eîe^-îeie-iYiy-i-YÎY^-H^^^Sel^^.l

i-»
•̂  =Tl--ï-l-^-£lïl—£-lT-l-^ 3(eiY--i—e,tYi)

3
"4"2 (^T1~6J11T-1)4"2(6ÎÏ^•-6 I^T*)-4-••••
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Pour réduire ces formules à celles bien connues du mouvement
elliptique, il suffit d'un changement de constantes arbitraires.

Soit une orbite képlérienne de demi-grand axe a et de longitude
moyenne /égale à /i^+Xo; appelons a l'excentricité, ji le double
du sinus de la demi-inclinaison, P l'anomalie moyenne, Q l'argu-
ment moyen de la latitude, et faisons

a, = ^ e^ a-, = ̂  e-^ Ri = Ê e^ R-i = i e-'Q.

En remplaçant

iNpart7+|(aî(î l< -al^}) -+-...,

ei pa ra i—-a^a - i -+-- a-i ̂  -+-...,

yi par (Si—2aia-ipi—^pîlî- i—laîp-i-^.. . ,
Z z,

et traitant de même £ _ < , Y_< , les formules précédentes deviennent

a = i -4- ai -h a-i-+- 2(a? -^ a^) -+- 9 ('a? 4- ai, ) — ' a, a-i (ai-+- a-,) -h...,
• Jli M

[ 3 ix -\-iy = a e11 1-4-ai— 3a-i-+- -a? -+- - al^ — 2aia-i+ ?!< — pi (î_i
2 2

8 î
+ ^a}-+-^al i—3aîa- i

-+- a-., pl< — ai pi p_i -t- 3a-i pi R-i - 3 ai p^

— ^ a? al, -+- 201 a-i ̂  p-i -+- ^ a? ?!< -h... 1 ,

^ = Pi — P-i -4- ai pi - a-i P-i 4- 3( ai p-i — a-i Ri)

•̂  ^(a?Pi—a^P-.i)—2aia-.i(pi—p-i)

- ^(a-îp-i- a^ pi)- ^ pi P-iOi- P-,) ̂ . ...

Ce sont les formules mêmes du mouvement elliptique képlérien.
Si nous revenons aux formules générales, et que nous suppo-

sions m petit, comme il arrive réellement dans la théorie de la
Lune, on voit qu'il n'en résulte aucune difficulté; les coefficients
qui figurent dans les développements des inconnues restent finis ;
les quantités g— î , h — î sont de l'ordre de m2, et il en est de
même de la partie constante de p, qui d'ailleurs ne contient pas de



— 10 —
termes en e , £ _ < ety^.^; en outre, la partie de p qui dépend de
l'argument à longue période 2 (G—H) est de l'ordre de w4. Toutes
ces particularités, et quelques autres qu'il serait trop long de
signaler, sont conformes aux théorèmes généraux de la Mécanique
céleste.

5. Pour terminer, imaginons que l'on cherche comment doivent
être modifiées les formules générales trouvées précédemment, si
l'on vient à compléter la fonction de forces U par une fonction
perturbatrice.

Ces formules dépendent des six éléments /i, e, y, N, G, H; soit u
l'un quelconque d'entre eux et faisons

J.=[ dx^àx^ dy ày dz àz ~|
dt au + ~dÏ Tu, "+" Tt ~àu\Q9

en marquant par l'indice o la partie constante du développement
d'une fonction périodique.

On a évidemment J^== Jg= Jy= p, et nous appellerons J, J^, Ja
les quantités J^, Jç, Jg qui peuvent remplacer /i, e, y.

Les équations qui déterminent les nouvelles valeurs des éléments
J»î JGÎ JH» N, G, H sont de la forme

d^ _ <m dN __ àR
dt ~~ àN' dT " ' " ' ~~~àÏ'

(^ d3i àï{ dG (m
l / 'dt^àG9 ~3!=nl~~à^^

rfJi _ àR dH _ àR
dt ''"âH' 'dt ^nî^ àT^

en appelant/ii, n^ les quantités ng et nh.
Si l'on fait

x == a2a?^cos(N -+•¥„),
y==a2^s in(N-+-V^) ,
z= aS<s,»sinV^,

les arguments V» étant différents^ de la forme rG + sïl, on a

J ssma^S (1-1- r^-t-^À)^,

Ji= na'S j r(i4-/^-4- <A)a?î -4- r ( rg -+- ^À ) z\ !,

J» == na»S j s (i 4- r^ + sh) x^ -f ^ (rg -»- JÀ) ̂  j ,
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et l'on trouve sans peine, d'après les résultats calculés ci-dessus :

j = ̂ Fi - Êï - ï! - 4/^-i3/^2^4 ̂
L 2 2 7 ' Ï P ' *

_ 17 jo6— 60/?4^2-h Sôyp^-ney6 , ^
- 4 / ? 2 G D 2 - 4 y 2 ) 2 £ T

3^-i5^«+3^ 1
"•" 8(^-4y2)2 T "''••T

J, = na.p f!2 + I7^^5^^14^ ̂
L 2 ^T?4

Sp^ïip^^-î^q^S^ ^ 1
4 ^ ( ^ - 4 y 2 ) 2 T " J '

- , ["Y1 JD8—ÔO6^1—I4P4^4-^-I2P2 ^6-^-l6â^8 ,
J,= /laîûr —-»- - — — — , , ,/ ,———T-^—————'-S^Y2

ï [2 4/? 2y 2 ( /? 2—4y 2 ) 2 •
. /?a(~/?4-^-5^^ î-+-I4y4) . 1

I6ç2(^-4ç2)2 • " " J '

Appelons encore P la partie constante de la fonction

i / dx^ dyï dz^\ .,
î^^^^)-^

ou bien
i / d^x d^y dîz\ -,

-î^^î^^^^'^^"'
c'est-à-dire ici

|/(M^M)(-^;

on a donc

^^^(-Po),

c'est-à-dire

D , , /? 2 -+-2y2^ Pï—(îï . /?2—^2 / , , ï^ 1P == 7l2 O2 /-————'- I — -•-———'- 64 + ——'-———~—— ( £2 Y2 — •'- ) •4- . . . .
^-+-<72 L 48/?2 2(/?2-4y2) \ T 8 /^ J

On sait qu'on a l'identité

dP r= J dn -+- Ji dn\ •+• Ja dn^
de sorte que

^p i^î àni ^ ï ànî

^ = J 4 - J 1 -^ + J 2 ^ Î

()P , ànî àriî
'ai == ^"ST^^"^'

dp i ^7l1 -.- l ^2

5Ï- ^TF^-3 2^'
égalités faciles à vérifier.
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De plus, Pidentité précédente montre que n^ n^ n^ sont les
dérivées par rapport à J, J,, Ja de la fonction

nJ -4-/iiJi-4- / i^Jg— p^

égale ici à la constante des forces vives

î {da^ dy^ d^'\
2 L^2 ~^ ~d^ ~^~dft\ ~~ U;

par suite, les équations (6) ont la forme rigoureusement cano-
nique.


