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SUR LES DROITES DE BOREL

DE

CERTAINES FONCTIONS ENTIERES

Par M. YU Caia-Youne.

INTRODUCTION.

L’étude des fonctions entiéres définies par des séries de Dirichlet a son
origine dans un Mémoire de M. J. F. Ritt. [9, 6] ("), qui a introduit la notion
de Vordre linéaire (*). En s’appuyant sur cette notion, MM. S. Mandelbrojt
et J. Gergen [6 et 5] ont établi, pour certaines fonctions entiéres, I’existence
des drottes de Julia, Avec la méthode de sommation qu’il [ 10, d] avait utilisée
dans la recherche des directions de Borel, M. G. Valiron [10, f] a étudié
les droites de Borel des fonctions entiéres d’ordre linéaire positif définies par
certaines séries de Dirichlet absolument convergentes partout. A une telle
fonction, il associe une série de Dirichlet ayant ume abscisse finie de conver-
gence absolue. Chaque sommeta distance finie de I’étoile horizontale[1, p. 184]
de la série associée correspond a une droite de Borel de la fonction donnée.

Dans ce travail (*), nous traitons, avec la méthode de sommation de
M. Valiron, le cas des droites de Borel des fonctionsentiéres définies par certaines
séries de Dirichlet ou leurs généralisations. Le premier Chapitre est consacré
au cas des séries de Dirichlet. Nous donnons quelques relations entre les
suites des exponentielles et des coefficients des séries et la classification

(1) Les numéros figurant entre crochets dans le texte renvoient a la Bibliographie placée i la
fin de ce Mémoire.

(2) Nous employons ici la terminologie de M. Valiron [10, f].

(3) Une partie des résultats de ce Mémoire ont été résumés dans deux Notes des Conptes rendus
Acad. Sc. Paris, 228, 1949, p. 641-643 et p. 1833-1835.
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d’apres le mode de croissance linéaire des fonctions entiéres que ces séries
définissent. Les résultats obtenus sont des extensions des théorémes
classiques. Ensuite, nous exposons les théorémes de M. Valiron, précisons un
point et donnons des applications immeédiates de ces théorémes. Nous pouvons
comparer les droites de Borel d’une fonction entiére et celles de ses trans-
formées de Cramér [1, Chap. III] qui contiennent les dérivées de la fonction
donnée comme cas particulier. Une opération inverse de celle de M. Valiron
nous conduit & construire, correspondant a une série de Dirichlet ayant une
abscigse finie de convergence absolue, des fonctions entiéres d’ordre linéaire
positif définies par des séries absolument convergentes partout telles que
chaque sommet & distance finie de I’étoile horizontale de la série donnée
corresponde a une droite de Borel des fonctions associées. L’application d’une
méthode de sommation de M. M. Riesz permet aussi de traiter, dans le cas de
I'ordre linéaire fini positif, ce probleme inverse et le probléme originel.

Les transformées de Laplace-Stieltjes et les séries d’exponentielles
complexes peuvent étre considérées comme des généralisations des séries
de Dirichlet. Dans la premiére partie du deuxiéme Chapitre, nous étudions des
fonctions entieres définies par des transformées de Laplace-Stieltjes qui sont
trés « voisines » des séries de Dirichlet. Dans ce cas spécial, presque tous les
résultats du premier Chapitre s’étendent. Dans le cas des transformeées
générales, nous étendons également quelques théoremes sur les singularités et
une méthode de sommation des séries de Dirichlet de M. M. Riesz.

Dans la deuxiéme partie du deuxiéme Chapitre, nous traitons des séries
d’exponentielles complexes. Ici, il n’est plus question d’ordre linéaire et de
droites de Borel horizontales. Avec M. Valiron, nous introduisons 'ordre en e
et étudions les droites de Borel paralléles a toute direction. Nous associons des
séries qui ne sont pas absolument convergentes partout & une fonction entiére
d’ordre fini positif en ¢ définie par une série d’exponentielles complexes
absolument convergentes« partout. Les singularités des séries associées
fournissent des renseignements sur les droites de Borel de la fonction donnée.
M. Valiron [10, e] a étudié cette question avec une autre méthode et a ohtenu
des résultats plus précis. Mais ces deux méthodes ne peuvent s’appliquer ni
I'une ni l'autre & la recherche générale des droites de Borel d’une fonction
entiére d’ordre infini en ¢’

En terminant, je suis heureux de remercier le Gouvernement Francais qui
m’a permis de travailler sous la direction de maitres éminents. Je ne pourrai
jamais exprimer suffisamment toute ma respectueuse reconnaissance A
M. Valiron, qui m’a proposé le sujet de ce travail et m’a donné des conseils
et des encouragements trés précieux. J'adresse mes remerciements respec-
tueux 4 M. Montel qui a bien voulu présenter mes Notes des Comptes
rendus et publier cet article dans les Annales de U'Ecole Normale Supérieure,
et & M. A. Lichnerowicz.
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CHAPITRE 1. .
FONGTIONS ENTIERES DEFINIES PAR CERTAINES SERIES DE DIRICHLET.
1. Préliminaires. — On considére une série de Dirichlet
(1.1) F(z):zanexns, Pngd = s Mo, lim },=c0, F=x 41y,
1 . n—awo i
ou . .
- 100 (2
(1.2) Tim —8” =D <w.
n—aw )‘Il

Elle définit, dans son demi-plan de convergence, une fonction holomorphe.
En posant | a,| = A, et en désignant x.(F) et x,(I") I'abscisse de convergence
et I'abscisse de convergence absolue, respectivement, de F(z), on a les
relations suivantes [5 et 10, /]

(1.3) 0 Lz, (F) — x,(F)ZD;
(1.4) — D <z,(E)+ m%éo.
Soient p.(2, F) le maximum de A,e"*(n=1, 2, ...), et M(z, F)laborne

supérieure de |F(x+iy)|, — o <y <, ol x est une constante inférieure
a x,(F). M. G. Deetsch [3] a démontré que logM(x, F) est une fonction
convexe de x. Si x.(F)=w», x,(F)=w, F(z) définit une fonction entiére et
'on démontre, comme dans le cas des séries de Taylor, que logu(z, F) est
aussi une fonction convexe de x.

En effet, on a

(1.5) lim logAn___oo

n—o )~n

Il s’ensuit que, si 'on marque les points P, de coordonnées (2, —logA,,),
on peut, avec ces points, tracer un polygone de Newton n(F) convexe vers le
bas et laissant les points P, au-dessus ou sur ces cotés, les sommets étant
_certains des poihts P,. x étant fixé, le terme maximum de plus grand rang
correspond & la plus grande valeur n(a) pour laquelle la droite de pente x
passant par P, ne traverse pas le polynome =(F).

Suivant la méthode de M. Valiron [10, ] dans le cas des séries de Tdylor,
on obtient

logp.(z, F)=1, (@ — (;T’ pour x << Gy = Gy
° k4 ho— Iy
et
logp(r, F) = 2= %2_ QQGi + | Jwwdr  pour wx G;IQ_ ?1'
L Gs—Gy 2 M
ho—2y

En considérant les dérivées a droite et 4 gauche de logu(x, F), on trouve
que logu.(zx, F) est une fonction convexe.



68 CHIA-YUNG YU.
Puisque pour z < x,(F),

Y
a, e = lim %f e~ F(z +iy)dy,
Yo .

on a
Ap et~ M(x, F) (n=1,2,...),

et par conséquent _
(1.6) p(z, Fy<ZM(x, F), z <<z (F).

D’autre part, quel que soit ¢ > o, on peut choisir un entier positif N(¢) tel
que logn < 7\,L<D - §> pour n > N(e). Donc

(1.7) M(z, F)éEAnem (n=1,2, ...),

N(e)—1 .
- 2 Ane)\n,c+ZAne)\"(J:—f—l)+E)e-—)n"(D+E)’
1 €)

<N@E)p(a, Fy+p(z+D+eg F)Z —T,ITE,
NE) pis
' n 2
<Kp(x+D+e¢ F), x < x.(F),
K étant une constante dépendant de F(z) ete.

Si z,(F) =, logu(x, I') étant convexe et indéfiniment croissante, on a

logp.(z +n, F)=logp(z, F)+ np(zx), N> o, plx)—>o,
et il s’ensuit que
(1.8) M(x, F)<<p(x+D—+c¢, F), e>o, x> x(e).

Les résultats que l'on démontre dans ce numéro sont en effet ceux de
M. Valiron [10, f].

2. Classification des fonctions enticres d’aprés le mode de croissance linéaire.
— Etant donné une fonction entiére ®(z), on définit M(z, ®) comme dans
le n° 1. On peut classifier les fonctions entiéres d’aprés leur mode de
croissance linéaire, c’est-a-dire, d’aprés le mode de croissance de M(z, ®).
M. Ritt. [9, b] définit ordre linéaire de la fonction ®(z) par le nombre

T=mloglogl\;(x, (I)),

et, si 0 < 1 <<, le le type de son ordre linéaire © par le nombre

a:l—ir—n-logM(x, D) )

T
x=» €

On dit que la fonction ®(z) est d’ordre linéaire fini ou infini suivant 1< o
ou 1=o0 et qu’elle est du type minimum, moyen ou maximum de son ordre
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linéaire = suivant c=o0, 0<g< o ou s< . La fonction ®(z) d’ordre
linéaire < est dite @ croissance linéaire réguliére si
loglogM (z, @)

= lim H

= x
la fonction ®(z) du type o de l'ordre linéaire © est dite a croissance lmeaue
parfaitement réguliére si

g = ]im M.
=0 e
D’autre part, soit U(x) une fonction réelle continue définie pour & supérieur
ou égal & une constante. Si, quel que soit ¢ > o, I'inégalité

M(z, ®)> U(x — )

est vérifiée pour une suite de @ tendant vers l'infini, on dit que ®(z) est au
moins de 'ordre linéaire de U(x). Si, en outre, quel que soit<>o0, ona

.M'(x, ®) < U(x+¢),

pour x assez grand, ce que 'on exprime en disant que ®(z) est au plus de
lordre linéaire de U(x), on dit que ®(z) est de l'ordre linéaire de U(x). Si
les deux inégalités ci-dessus sont vérifiées dans chaque bande horizontale
contenant la droite y =y,, on définit de la méme maniere P'ordre linéaire
de ®(z) sur cette droite.

Considérons la fonction F(z) définie par (1 I). Supposons dorénavant
que z.(F)=w, donc x,(F)=w. F(3) est ainsi une fonction enticre. M. Ritt
obtint un théoréme analogue a celui de Liouville : St F(z) r’est pas un poly-
nome exponentiel, quel que sott le nombre positif X, le rapport M(x, ¥) : e** finit
par dépasser tout nombre donné. Supposons de plus que F(z) ne soit pas un
polynome exponentiel. Comme dans le cas des séries de Taylor, on peut
étudier la relation entre M(a, ') et les suites {a,} et {2,}, On a les théorémes
suivants :

TukoriMe 2.1 (!). — La condition nécessaire et suffisante pour que F(z) sout
d’ordre linéaire ~ est que
logA
(2.1) lim 822 —_ 1
n=w tn lOg hn T
1 . I .
(—— - =—o SIT=0e€l—- :0Sl”c=oo>.
T T
Démonstration. — Supposons d’abord o <7< ». Je dis que la condition
est suffisante. Par hypothése, on a, quel que soit ¢ > o.
1
o) e(t 4+ ¢e)\+e
(2.2) '\/A”<<——7——)>
g

(1) Ce théoréme est du a M. Ritt, mais son énoncé a 6té publié avec une faute d’impression.



70 CHIA-YUNG YU.

a partir d’un certain indice n,, et d’autre part,

1

(2.3) )\VA—H><M>?E

I

pour une suite indéfiniment croissante d'indices n,, n., .. ..
(~ et o étant des nombres positifs, on considére I'expression

[ er 1:|x (1>0),
(pn)?

comme fonction de %, qui atteint son maximum pour

ere
-,
pe

d’ou
' 1
x= Elogxp.e.

On voit que ce maximum est égal a

" ep"l: ’
o [@J
. I .

En vertu de (2.3) et en faisant ¢ =7 —c et p.= sy on obtient
(2.4) M(z, F)> exp[ef—%%]
pour

. I )-n,,
x:x”:?:-slogr~s (p=1,2,...).
D’autre part, la série
e ta0+A) (k=-const.>o0, n=1, 2, ...)
est convergente. En outre, on a
(2.5) —Ll<e—“"", (e>0)
()7

\ I (T E) (et . A A . < <
dés que A, > <ﬁ> eFHeabh (o) entraine que n < e" 9" dés que nest assez

grand. Donc si @ est assez grand, (2.5) est vérifiée dés que
n > exp [D RELIC (-7‘—+-D+k)] .
-

En tenant compte de (2.2), on aura

M(x,P)<ZA e’”—%—Z[ n ])\". | #_; 1
(U')n)—'h /

_m!

ng—1

K—&—VA e’n’-{—exp [(D—l- &) (7 —+e)elr ""“"‘1"*'18}([)[6 ]

1
ng—1

=K+ E Anenexp {[(D + &) (7 + ¢) eI O+h+1 e )
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o K est une constante dépendant de £. Il en résulte que, quel que soite > o,
on a :
(2.6) M(a, F) < exp [ =],

pourvu que z soit assez grand. Donc la condition est suffisante.
On voit facilement que la condition est également nécessaire et que la
condition reste vraie dans le cas ot t=o0 ou~<=

Tuiorime 2. 2. — ST F(z) est du type o de U'ordre linéaire fini = > o, on a

(2.7) 262 (tDe 4+ 1)a,

v

ou
= (0 \ (fw)\T
()5
Démonstration. — On suppose d’abord o < g < w. Par hypotheése, on a, quel
que soit ¢ > o,

1

7‘<7K—<<fea(l -+ :)>:

R

a partir d’un certain indice n, et d’autre part

T ) Teod(1— ¢ =
\/An><_(___))
T
pour une suite indéfiniment croissante d’indices n,, n,, .... Comme dans la
démonstration du théoréme précédent, on trouve que
M(z, F)>exp[ (1 —¢)ae™],
pour ‘

X =x,= ! log Ly
T P ra(i—e)

(p=1,2, ...).

Donc o < 5. D’autre part, si « est assez grand, on a
ny—1

M(z, F)<< K+ 2 Aetnvexp[ra(D+e)(1+¢e)es™+P+h+1] exp [a (14 ¢)e™]
1

ng—1
=K'+ 2 Ay et 4 exp { [v(D —+¢)e™P+h+1 4 1]o(1+ g)e't':}( (hk>o0),

1

ol K’ est une constante dépendant de £. Donc

M(z, F) <exp {[=(D +e&)er®+H+1 4 1]a(1+ 25)e™" |,

dés que @>a,(e, k). En faisant tendre vers zéro ¢ et £, il s’ensuit
que o =Z(tDe" "'+ 1)a. En examinant la démonstration, on voit que ce
théoréme reste vrai dans le cas ol @ = o0 ou o = .

Le corollaire suivant est une conséquence immeédiate du théoréme précédent :
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CoRroLLAIRE 2. 1. — 87 D = 0, la condition nécessaire et suffisante pour queF(z)
sott du type o de l'ordre linéaire fini = > o est que
(2.8) tim (22) (V&)=
n—o
TutoreME 2.3. — Si D = o, la condition nécessaire est suffisante pour que F(z)
du type o de Uordre linéaire fini ©”> o0 soit @ croissance linéaire parfaitement

réguliére est que la condition (2.8) étant réalisée, on puisse trouver une suite
d’indices n, telle que

7\1, Ny ——\% . )\,,
(2.9) lim <»~")(’ VA, ) =0, Jim —2tt — .
p:m Te P ]]:Qc n
.
Démonstration. — Nous utilisons les mémes notations que dans la démons- '

tration du théoréme précédent. Supposons o <o <. Démontrons que la
condition est suffisante. Soit x,<x ~x,,,, en posant

— 2. — ~log A
TEeE S

ny,

(o<<e<).

Nous aurons
M (2, F)>M(x,, F)>exp[(1—¢)ge™r).

Or, la condition (2.9) entraine que
. lim [ev:l:}ﬂ l =I.
n=—o ey |

Nous trouvons ainsi, pour x assez grand,

M(z, F) > exp[(1—¢)*oe™].

En achevant la démonstration comme celle du théoréme précédent, il est ainsi
prouvé que la condition est suffisante.

- Démontrons que la condition est nécessaire. Sinon, il existerait deux
nombres positifs, § et y, tels que I'on ait

hp Teo (1 —
I.
pour une infinité d’intervalles ,, < %, <A (v=1,2, ...), extérieurs les uns
aux autres et satisfaisant a la condition %,, > (14 v)%,,. Choisissons convena-
blement le nombre ¢ >> o et partageons les termes de la série en quatre groupes,
correspondant respectivement aux valeurs suivantes de I'indice n :

n < n, ny< nZny, ny, < n<ny, ny Zn.

La somme XA,e"“(n=1,2, ..., n,—1) n’aura pas d’influence sur le
résultat. Suivant la démonstration du théoréme précédent, on voit que la
valeur absolue de la somme des termes du troisiéme groupe est inférieure ou
égale a

exp{ (1 2¢)[(1— B)o—+ 2e]e™ .
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Pour les deux autres groupes, on a

1

Afl
S [ L

ou ¢ désigne la valeur de %, ¢ = to(1+4¢)e™, pour laquelle 'expression en

question atteint son maximum. Déterminons x par la condition & = (1 + I))\n, ,
. g 2 v

d’ou il suit :

0 < (1+7)0 =

T nl _—q-—;\"(‘/’
N
2 2

On aura, pour le deuxiéme groupe,

~7

2
U
“nf,

4)\121 ’ .
A et < exp [?ﬁ <1 — log?’) ] —exp[(1+¢)koe™ ],

et, pour le quatrieme groupe,

lnll ”l/ .
Anetn®<exp [ > (1 — log ”> ] =exp [(1+¢)k"ge ],

T
k' et k" désignant les quantités

1+ I+7

1+ log 1Y), =11 1— log I s
T 2 Y v
R I+ = I+ -
2 2 2

K=

Or ces deux quantités sont toutes les deux inférieures 4 1. On pourra obtenir,
pour une infinité de valeurs @ indéfiniment croissantes,

_ M(z, F)<<exp[(1— n)ge™],

oun désigne un nombre positif fixe. F(z) ne serait pas a croissance linéaire par-

faitement réguliére, contrairement a ’hypothese. Notre démonstration est ainsi

achevée. On peut vérifier facilement le théoreme dans le cas ol 6=0 ou g =o0.
Par une méthode analogue on établit le théoréme suivant :

TutoriME 2.4. — La condition nécessaire et suffisante pour que ¥(z) d’ordre
linéaire fini = > o soit & croissance linéaire réguliére est que la condition (2.1)
étant réalisée, on puisse trouver une suite d’indices n,, telle que

100"& 1 10“)\
2.10 lim ——f = — = lim —=—2% —
( ) == 7‘” 10g7»n,, T’ V= lOg}‘nP
Remarque. — Sil'on a
; — logn
h_ml 0'7\ —E<+°°’

la condition (1.2) est vérifiée avec D =o0 et I'on a [10,¢]
im logM(z, F) ‘
v Togp(a, F)
Ann. Ec. Norm., (3), LXVIII. — Fasc. 1. 10
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Dans ce cas, on pourra démontrer le théoreme 2.1, le corollaire 2.1 et les
théorémes 2.3 et 2.4 par la méthode de M. Valiron [ 10, «].

3. Série associée a la fonction enticre ¥(z) et leur prolongement analytique. —
On considére seulement le cas ou 'ordre linéaire de F(z) est positif. On prend
-une fonction V(&) définie pour z>>1 comme suit :

1° Dansle cas del’ordre linéaire fini positif <, étant donnée une suite positive

décroissante {7, } tendant vers zéro, si I’on a, quels que soient (> X, ) et n

logu(z, F) > e"mn,
on prend
V(x)=logu(x, F).

Dans le cas contraire, on a une suite {x,} indéfiniment croissante pour
laquelle
log p.(@n, F) = el™"nl*n,

Dans chaque intervalle (x,, @,.,) on prend V(z) égale au plus grand des
deux nombres logu.(x, F) et &=
2° Dans le cas de 'ordre linéaire 1nﬁni, on prend

+ +
l—(ﬁ—‘é—(—x) = max del—(—)—g—l%l—‘ljw pour uZx.

Dans le premier cas, V() est une fonction convexe de ; dans le deuxiéme
cas V() est une fonction continue. En tout cas, on a, pour x assez grand,

(3.1) V(z)>logp(x, I')
et, pour une suite de x tendant vers 'infini,
(3.2) V(z) =logu(x, F).

En tenant compte de (1.8) et (1.6), on voit que, quel que soit ¢ > o,
(3.3) V(xz+ D+ ¢)>logM(z, F)
pour « assez grand et
(3.4) V(z) <LlogM(z, F)

pour une suite de  tendant vers I'infini. Donc, en posant W(x)=¢"", F(3)
est au moins de l'ordre linéaire de W(x) et au plus de lordre linéaire de
W(z+ D). SiD=o, F(z) est de l'ordre lzneazre de W(x).

Dans le cas o <7<, V(x)>ewW*, (o< 1<), pour x assez grand;
dans le cas t=w, V(z)=-exp|x®(x)], ou (I)(w) l—gn;) est une fonction
indéfiniment croissante. Donc dans tous les cas

(3.5) Viz) > a? pour &> X;>1.
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D’ailleurs dans le premier cas, en vertu de la convexité de V(z),

W(x—h) 1 V(z—h)— V(Xy)]
W(z) eV v < eXP[— Z T—h=X, J
: T (= h)—V(X,)
<< exp -——-/L o —— ] (h>o0),

pour x assez grand et dans le deuxiéme cas,

Wz —h) P expl(x — 1) O (z)]

W(z) — explz®(x)] (> 0).

On aura par conséquent

W(x_h)dx<oo pour tout A > o.

(3.6) VG

Construisons la fonction

(3.7) | Q(u):waVLu(lt—)dt

75

qui est évidemment une fonction croissante de u. Désignons parv(u) le

maximum de W(t)’ 1=t o, et posons

eul,,

W ()

v(u)=

Nous avons, dés que u est assez grand,

et u . elth — ot et v(u)
il —_— —_—
Q(x)>f W(t) VV(t,,)f ¢ ‘{t_uW(tu)>2uW(tu)_ 2u

3u

— ; et T e 3u * ut—1t
Sl(u)_fl W(l)n’t—\—/mW——Z-t—)(lt<—2—z(u)+f:mc dt

<—v(u)—|—/ 3dz<2uv(u).

}It

et

Nous avons donc, pour u assez grand, les inégalités
(3.8) 5"1/(11)<Q(u)<21w(u)

A la fonction F(z), on associe la série de Dirichlet
(3.9)- f(2)=2a, (k) e (n=1,2,...),
dont I'abscisse de convergence absolue x,( f) vérifie

(3.10) —Déxa(f)_évo.
En effet, supposons
ehntn

V) =y
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En vertu de (3.1) on obtient
log v(3,) = W t), — V(t,) =Z—log A,

pour n assez grand. D’ailleurs, en vertu de (3. 2),
log v (4,) > 2t — V() =25t — log p(¢, F)

pour une suite de ¢ tendant vers I'infini : {7, }. Il en résulte que
' logv (7, )>— logA,,

pour une suite de 2, telle que (¢,

' F) =A,,l e'*. Donc (3.8) entraine que
—looA Q% n)

n—w lll.

(3.10) est ainsi établi en tenant compte de (1. 4)
On va donner une methode de sommation de f(z). Pour R(z)<2.(f), on
peut écrire

S

f( )_ZanQ() )g’n*’—z (lne I \:fl(;) ——yf an\;’(;_H,

qui converge absolument et uniformément dans chaque domaine fermé situé
dans le demi-plan & < x.(f). On peut donc intervertir le signe de sommation
et celui d’intégration dans la derniére expression des égalités ci-dessus. 1l
s’ensuit que

CF(t+z
(3.11) fay= [ Eit2)

Wi b ®E) <zl

1
Si, aussi petit que soite > o,

| F oo+ iyo+a+iv) | < W(z—¢) .
dans la demi-bande || <3, > X,, I'intégrale du second membre de (3. 11)
converge uniformément pour les valeurs de z dans une demi-bande |y — y,|=¢,,

x L xy+0,, ol O, >0, ¢, >o0, et elle donne donc la valeur de f(z), prolongée
horizontalement, dans cette bande. On obtient ainsi la proposition suivante :

TaEorEME 3.1. — SU3,=x,+ 1y, est un sommet a distance finie de I'étotle
horizontale (*) de f(z), F(z) est au moins de ’ordre linéaire de W (x — x, ) sur
Y =Xo-

Démonstration. — Quel que soit ¢, > o0, il existe un point (&,, v,) dans
Iintervalle | — ay| < e, |y — 0| < e, tel que pour chaque C,”>o0 ete, >0
il existe un T\E,,> C, vérifiant

| P&t tmn+ &) [ > W(E—e))

(1) Poir [1, p. 184].
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Choisissons convenablement deux suites décroissantes {¢,} et {, } tendant vers
zéro et une suite croissante { G, } tendant vers 'infini et posons
I = Xn+ i)’n: E,n"“ En—‘" U 1n.
Nous avons donc
(3.12) |F(2n) | > W(zn—a0—0(1)),  Zn—> 0, Ya—> Y0,

et le théoréme est ainsi démontré.

Remarque. — Pour construire la fonction V(2), M. Valiron [ 10, f] a utilisé
logM(x, F) au lieu de logp.(x, F). Dans ce cas, F(z) est de I'ordre linéaire
de W(x)etl'ona

V(@) =TlogM(z, F),

I’égalité étant véritiée pour une suite de x tendant vers U'infini. Les inégalités
(3.5),(3.6) et (3.8) restent les mémes, mais (3.10) est remplacée par

— DL, (f)<£D.

On trouve que f(3) n’a pas de points singuliers dans le demi-plan # < o etque
le théoréme 3. 1 reste encore valable.

4. Droites de Borel de F(z) d’ordre linéaire positif. — Soit A, y =y,, une
droite horizontale. Désignons par n(4, A, ¢, ® —Z) le nombre de zéros de
®(z)—Z appartenant i la demi-bande |y — y,| <2, @ <k, ¢ > 0. Dans le cas
ou Lordre linéaire © de ®(z) est fini positif, la droite A est dite une droite de Borel
si, quels que soient 8 >0 et e >0, dés que A k,(3, ¢, Z), -

n(k, A, 8, ® — Z) > ek
pour tous les Z sauf deux au plus (I'infini compris). Dans le cas de 'ordre
linéaire infini, on suppose que ®(3) est au plus de l'ordre linéaire de U(x + K),
K = const. > o, et au moins de l'ordre linéaire de U(x). La droite A est dite une
droite de Borel au moins de l'ordre linéaire de logU(x — h), h= const. >—K,
si, quels que soient 8 > o0 et e >0, dés que A %,(3, ¢, Z),
n(k, A, 0, ® —Z)>1logU (k—h —¢)
pour tous les Z sauf deux au plus (Uinfini compris). Considérons la fonction

entiére F(z) de 'ordre linéaire = > o. Suivant 1< w0 ou T=o, on établit,
en appliquant le théoréme 3. 1, les deux théoréemes suivants :

TrEOREME &. 1. — Si v < @ et st 3,= X, + Ly, est un sommet a distance finie de
o . - _ . . T .
Uétotle horizontale de f(z), il existe dans la bande |y — y,| 55 une droute de

Borel de ¥(3), y=1y', y'=const., jouissant de cette propriété : on peut trouver
une suite de cercles I',, |z —z,|=0(1), otl z,=x,+ 1y, x,—w, tels que
dans T, la fonction F(z) prend au moins

ernlTrea) en=o0(1), En=— Sn(Z)v
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Jfois chaque valeur de Z pour laquelle
lOg[ VA ‘ < e:c"('.-D(l!)‘ ]Og 7 — Zn} > e—.’r,,ﬂ—ﬂu‘;).

les points L, tendant vers une limite lorsque n — o .

Démonstration. — Considérons la transformation
(Toc) :: 8“‘;_5“.‘, o < o < T,

qui transforme la bande |y —y,| < {—1 dans un angle d’ouverture = dans le

plan des {, Posons
Q) =F(z), (=i-+in=nped

et désignons par M(¢, @) le maximum de |®({)| sur la partie du cercle | |=p
dans ’angle d’ouverture = mentionné ci-dessus. On a

T M — log logM (x — log V (: e T
(k.1) Tim loglogM(p, ®) ~Tim log logM (.z, F) —~im logV(z+D+e) 7

f== logo w=e  A(T— ) wme (@ —2y) o
D’autre part, le théoréme 3.1 entraine

_— glogM loglog| F Zn) — 'V n— — T
(.2) 1iml_°_n__|9_*M_)éﬁm°_bo_bM_)_éhm logV(zn— a2 —0(1) _ 7

p== 1089 n== fx(xn—'xb) n—o 1(x"—x0) o

Donc la fonction @(Z) est d’orde ~; > 1 dans I'angle considéré. En appliquant

a ®(0) un théoréme de M. Valiron [10, ] et en revenant a F(z) par la trans-
formation (T,), on voit qu’il existe une suite de cercle I';., 2 — 2., | = @0,

| - ’ . T
®y=0(1), OU Zpy=Tpa—~+ 1)us Tpy= coONst., }ya—yolég? tels que F(z)
prend dans ces cercles au moins
e¥pol*Fepal, gpa=0(1), Epa == Epo (L)
fois chaque valeur Z pour laquelle
log| Z | << e™pu(™+3pal, log| Z — Zpy, | > e~ *pul"+%pal,
Z,, tendant vers une limite lorsque p — .
S'il existe une valeur de « pour laquelle | y, — ¥, | <Z —> notre théoréme est
- 27
démontré. Sinon, on verra qu’il existe une suite de cercles dontles centres sont
, . T ™ s . oy
representés sur y=y,+ — ou y=)y,— ;- et qui jouissent de la propriété

exigée. Dans ce cas, en effet, correspondant a4 une suite croissante positive
{a;} =, il existe des suites de cercles I',,, {z—-z,mi|écopai dont les coor-

données des centres tendent vers y, + - ou y,— I lorsque a;— 7. Supposons
Y ) LY oo
que y,—+ Zf—r est une limite de ces coordonnées. Choisissons une suite croissante

positive {s;} >o et une suite positive {2;] - o. Il existe dans la suite de



SUR LES DROITES DE BOREL DE CERTAINES FONCTIONS ENTIERES. 79

cercles I';,, (p=1, 2, ...), un cercle [',;, dont I'abscisse du centre est plus
) . [\ 1 .

gf'an.d que s; et pour lequel @, et |, . | sont plus petits que 5;(*). On obtient

ainsiune suite de cercles T, 00 |z — 5/'<s,-)ac,-| W50y O, = o(1), (j=r1,2...),

. , . . . ™
dont les abscisses et les coordonnées des centres tendent vers 'infini et y, - e
respectivement et dans lesquels F(z) prend au moins exp[ @, ., (T =+ ¢ 0,) ],
Epispo; = O(1)s Episa, == Epis0,(Z), fois chaque valeur Z pour laquelle

log | Z | < exp|psa; (T =+ &pisjio;))s Log| 2 — Zsp0; | > — exp[ &psa, (7 + Episjiay) |-
Construisons les cercles les plus petits dont les centres sont sur la droite

— y, -+ = et qui contiennent respectivement d cercles T
Y=o+ q espectivement un des cercles I, .,

(j=1,2...). Ceci acheve la démonstration de notre théoréme.

THEOREME &.2. — SI' T =00 et 51 5,== 2, Ly, est un sommel & distance finie de
Pétoile horizontale de f(3), la droite y =y, est une droite de Borel de F(z) au
motns de ordre linéaire de V(x — x, ), jouissant de cette propriété : quelque petit
hay,

0l ] 1 n i r - :
que soit € > o0, il existe une suite de cercles I',, : |z —35,| < P p———

Ty B, Yu—> Yo, h >0, tels que dans T, ¥ (3) prend au moins V(x,— z,—¢)
Jfois chaque valeur Z pour laquellc -

log| Z| << V(xp— 2y — &), log[Z—Zn|>—V(xn—xo—e),'
" les points L, tendant vers une limute lorsque n — o .

Démonsiration. — Désignons par {,= &, 7, les points z, dans la démons-
tration du théoréeme 3.1 et employons les autres notations du n° 3. Supposons
qu’il existe deux nombres C et C’ tels que

logiCi<V(£n——x0——s), ]Ogicllk<v(£n’—‘xo——8),
log|C —C | >—V(&—z—e¢)

et que le nombre des zéros de F(z)—C et F(z)—C' dans le
B h(}-:_,l—-.xo-—e) e, . e i .
cercle lz_<c”_l)l<log\/@,,——xo—e) soit inférieur & V(§,—ax,—¢), ou

{=D—+x,+2¢ ('). Appliquons une extension du théoréme de Schottky due

a M. Valiron [10, g]avec v = % et r= ; (?) dans le cercle

[t = h(Ga— 2y — ¢) GhiEn—mo—e)
ST 5 TogV(G— 20— ¢) 5TogV(En— 20— ¢)

(1) On voit que pour un «, |&py | tend vers zéro uniformément pour tous les Z considérés puisque
Tx Az y/ . .
€ o= iy (1) — 20 220 pa(T) i) ),
Zpa Lpa
(1) Remarquons que nous avons x> — D.

(2) On utilise ici les notations du Mémorial cité.
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Puisque
logM(&,— 4, F) < V(én— 29— ¢)

pour n assez grand, nous avons, pour n assez grand,

log| F(z2) | <aV(lh—@—e) +BV(En—ao—¢) + YV (Er—2—¢) + 0
<(2+P+1+3+1) V(Er—zo—e)
3h(tn— xo—¢)
S5logV(ip—axo—e)
constantes numeériques positives. Ensuite appliquons le méme théoréme avec

le méme 7 et 7 au premier cercle. On trouve que, dans le cercle concentrique
3h(bn— xy—¢)

p )
log V(&n— 20— ¢)

dans le cercle concentrique de rayon s ou «, B3, v, ¢ sont des

avec rayon -

log|F(2) | <aV(E—ao—¢) +BV(n—@— &) +y(a+B+y+04+1)V(E— 2o-—e)+0
<(t+B4+v+04+12V(i— zo— ). ‘
Appliquons de nouveau cette extension du théoréme de Schottky au cercle

z— Cn“‘l_‘_h(in“‘xo—e) h(En—xo—s)
alog V(Er— xo—¢) logV(i,—axg—¢)

s’il existe deux nombres C, et C, vérifiant les mémes inégalités que C et C’ tels
que le nombre des zéros de F(z) — C, et F(z) — (| dans ce cercle soit inférieur
a V(§,—x,—¢), et ainsi de suite. On aura les deux possibilités suivantes :

1° 5,=&,+ 1y, se trouvant entre {, et {,—/ sur le segment joignant ces

. . . h(Ey— 2g—
deux points, il existe un cercle |z —3,|< logli’(* x"T E)s)
. Cn— Lo

prend au moins V(&,— x,— ¢) fois chaque valeur Z vérifiant

dans lequel F(z)

log| Z| < V(En— 2y — ¢), log|Z —Z,| >— V(tn— 20— ¢).

Puisque Ty— xy—e < Ep—xy—e< x,, on trouve, 2 plus forte raison,
haz,

V(z,— xy—¢)

V(x,— x,— ¢) fois chaque valeur Z vérifiant

que dans le cercle I'y, |5 —z,[< = » F(z) prend au moins

log|Z| < V(xpn— xp— €), log|Z — 7, >— V(zp,— xy— ¢).
2° Nous aurons

log| F(Z) I<(a+B+y+ 0+ 1) V(Ep— xo— &),
ou
1logV(in—xy—e) IO, —zo—¢)
h(n—x9—¢) =t h )

p=1-+

En tenant compte du théoréme 3.1, il s’ensuit que

D ViEn—ao—o(1))<(a+B+7+0+1)?V(E— 20— ¢).
onc .
exp[(bn— 2o —0(1)) @ (L, — 2y — 0(1))]
exp{[an—xo— e osla Py ot ‘)szn—xo—s)}

<a+B4+y+0-41.
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llog(a+ B+ v+ 0+1)
h
inégalité ci-dessus est impossible si n est assez grand car, ®(2) étant indéfi-
niment croissante, le premier membre de cette inégalité tend vers I'infini avec n.

Notre théoréme est démontré en supprimant certains des cercles I', dans 2°
tels que pour la nouvelle suite des cercles, Z, tendent vers une limite.

Les théorémes 4.1 et 4.2 montrent que, dans le cas > o, chaque sommet
a distance finie de I’étoile horizontale de /() correspond a une droite de Borel
de F(z). La formule de M. M. Riesz [1, p. 185] donne I'abscisse de I'étoile
horizontale de f(z) appartenant 2 chaque droite horizontale; elle donne done
des renseignements sur les droites de Borel de F(z). D’ailleurs, de certains
théorémes sur les singularités des fonctions définies par des séries de Dirichlet,
on peut tirer des théorémes sur les droites de Borel de F(z). On en énonce ici
quelques-uns, dont les démonstrations sont immeédiates :

Q(A,) étant supérieur a zéro, un théoreme de M. C. Biggeri |2, @ | entraine
le théoréme suivant :

Choisissant 4 tel que x,+ ¢ — > @, nous trouvons que

o

TnkoriME 4.3. — St les parties réelles de a, ne sont pas négatives et si les
arguments @, de a, sont tels que

. ), y—
lim "\/cos 9p =1,

F(z) admet, dans le cas o <~ < =, une droite de Borel dans la bande, |y | = 21;,

et, dans le cas ==, y =0 comme une droite de Borel au moins de !’ordre
linéaire de V(x — x,), x,= x,(f).

Le théoreme suivant résulte d’un théoreme de MM. Polya-Bernstein
[1,p. 140]:

TuEoREME &. 4. — St {\,} est une suite a densité maximum finie A et & indice de
condensation nul, ¥(z) admet dans le cas o < =< o, une droite de Borel dans

chaque bande horizontale de largeur <2A -+ %) 7, et, dans le cas T =00, une droite
de Borel au moins de ’ordre linéaire de V(x — x,)) dans chaque bande horizontale

de largeur 2At.

En posant A = o dans le théoréme précédent, on obtient un théoréme corres-
pondant 4 une généralisation d’un théoréeme de MM. Hadamard-Fabry.

Un théoréeme de MM. Paley-Zygmund [7] conduit & la proposition suivante :

TrEOREME 4.5. — Pour presque toutes les suites { v, |, |v,| =1 et {e,}, e,= %1,
les fonctions Xa,v,e" etLa,ce™ (n=1, 2, ...) admettent, dans le cas 0 < = < oo,

. F . T
une drovte de Borel dans chaque bande horizontale de largeur  et, dans le cas
1=, chaque droite horizontale comme une droite de Borel au moins de I’ordre
linéaire de V(x — x,), x, étant I’ abscisse de convergence de
a2 M) e (n=1, 2, ...).

Ann. Ec. Norm., (3), LXVIII. — Fasc. 1. 11
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Remarque. — En examinant les raisonnements, on voit que si I’on utilise la
fonction V(a) construite au moyen de M(:c, F) au lieu de p(x, F), le
théorémes 4.1-4.4 sont encore valables, mais le théoréme 4.5 ne peut plus se
démontrer.

5. La comparaison des droites de Borel de ¥ (z) et celles de ses transformées de
Cramér. — On considére la transformée de Cramér |1, chap. 11I] de F(z)

(5.1) 7 W(z) = Xa, 0(h,) €= (=1, 2, ...),

ou O(z) est une fonction holomorphe dans tout le plan pour laquelle il existe
une constante non négative £ tel que, quel que soite>>o, ona, pour |z]etn
suffisamment grands

(5.2) logi0(5) | <<(k+¢e)| =y, log i 0(2,) | >— (k + &)1y

(1.5) et (5.2) entrainent que la série (5.1) est absolument convergente
partout et que W (3) définit une fonction entiére.

En utilisant les notations du n° 1 et en tenant compte de (5.2), on trouve
que, quel que soit e > o,

9

(5.3) w(x, Fy<<p(z+ k+¢ W), pla, ¥)y<<p(z—+k+¢ F),

dés que x est assez grand. Par conséquent, en vertu de (1.6) et (1.8), ona
(5.4) M(z, F')<M(zx-+D+k+e W), M(z, ¥)<M(z+D+ k+¢F)

dés que x est assez grand.

V() étant définie comme dans le n° 3, les inégalités (3.1), (3.2) et (5.3)
entrainent que W'(z) est au moins de I'ordre linéaire de W (x — k) et au plus de
Uordre linéaire de W(x —+D k). Dans le cas de l'ordre linéaire fint, F(z) et
W(z) sont du méme ordre ~.

A la fonction W(5) on associe

(5-5) U(z) = Znt (h) &(20) eh* (n=1,2,...),
qui est évidemment une transformée de Cramér de f(z) et dont I'abscisse de
convergence absolue x,({) vérifie I'inégalité suivante :
(5.6) | Za( ) — xu(P) | Z A
Si 5,= @, Ly, est un sommet i distance finie de I'étoile horizontale de (=),

il existe, dans le cercle | = — =, | = % un point singulier ou un point de I'espace
lacunaire de /(z). Il existe donc dans I'ensemble

(5.7) E(z; |:~-:.';l_./'/.>—t—l‘(~,xa(j Zx Lz, |y — )0\.4/.>

un sommet z,= x, -+ ty, de I’étoile horizontale de /().
Si, en outre, dans un secteur

(5.8) jargs| =Za <o\a__consl 4/>
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0(=) ne s’annule pas et vérifie, pour | z | suffisamment grand,
(3.9) log|0(2) | >—(k+¢)|=),
S(z) est une transformée de Cramér généralisée |1, p. 71]de {(z). Dans ce

cas, 5,=.x,—+ iy, étant un sommet a distance finie de I’étoile horizontale
de f(z), il existe dans ’ensemble

(8.10) E(s; |5 — 50 £ k) + E(53 2u(§) 2@ Lo, |y — 3ol £ )

un sommet de I’étoile horizontale de {(z).

On remarque que si £=o0, (5.7) et (5.10) deviennent deux segments et les
étoiles horizontales de () et de {(5) coincident.

Comme on a fait pour f(z), on peut écrire

7
(5.11) q,o(z)::f q&;) ) di, R(5) <z ().

On en conclut que, z,=a,+ iy, élant un sommet & distance finie de !’étoile
horizontale de y (s) , la fonction W (=) est au moins de 'ordre linéaire de W (z — x, )
sur la droite y =y,. On établit, comme dans le n° 4 les deux propositions
suivantes :

Tukorive 5.1. — ST F(z) et sa llansfozmee de Cramér W(z) sont d’ordre

linéaire fini ©>o0 et si Fo=X,+ w(. est un sommet a distance finie de [’ étoile
horizontale de U(z), ¥(z) admet une droite de Borel dans la bande

l}”f‘;0|ék+ ;:’

et W(z) admet une droite de Borel dans la bande |y — y,| = {3;-
St, en outre, dans un secteur (5.8), 0(z) ne s’annule pas et vérifie (5.9) pour|z|
assez grand et st 5,= x,~ 1y, est un sommet a distance finie de [’étoile horizon-

tale de f(z), F(=) admet une droite de Boreldans la bande |y — y, < ;T; et W(z)
admet une droite de Borel dans la bande |y —y,| <k + ;"T

TatoriME 5.2. — Si F(z) et sa transformée de Cramér W (z) sont d’ordre
linéaire infini et si 5= @, 1y, est un sommet a distance finie de I’étoile horizon-
tale de U(3), F(3) admet dans la bande Iy—fo |_/:/£ une droile de Borel au
moins de Uordre linéaire de V(ax — x,— k) et W(5) admet y =y, comme une
droite de Borel au moins de ['ordre linéaire de V(x — 2,

Si, en outre, dans un secteur (5.8), 0(3) ne s’annule pas et vér z/ze (5.9) pour| 5|
asses grand et si z,= 2, 1y, est un sommet d distance finie de I’étotle horizon-
tale de f(z), F(z) admet y =y, comme une droite de Borel au moins de I’ordre
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linéaire de V(x —x,) et W(3) admet dans la bande |y — y,| < k une droite de
Borel au moins de ’ordre linéaire de V(@ — x,— k).

La dérivée d’ordre m de F(z):
(5.12) F(3) = Sa, e (n=1,2, ...),

est évidemment une transformée de Cramér de F(s) avec k=o. Les étoiles
horizontales de f(z) et de f(z) coincident. En appliquant les résultats
précédents, nous obtenons le théoréme suivant :

TukoriME 5.3. — SU 5, =x,+ Ly, est un sommet a distance finie de ’étoile
horizontale de f(3z) et si 0 < <<, F(5) et toutes ses dérivées admettent une

drotte de Borel dans la bande |y — vy, | 2 E; st au contraire ~=uwm, Yy =1y, est
YYo= Y=

une droite de Borel au moins de l'ordre linéaire de V(x — x,) de ¥(z) et de toutes
ses derivées.

6. Fonctions entiéres associées a certaines séries de Dirichlet ayant une abscisse
de concergence absolue. — Etant données certaines séries de Dirichlet ayant
une abscisse finie de convergence absolue, on peut leur associer des séries de
Dirichlet absolument convergentes partout telles qu'un sommet a distance
finie de I’étoile horizontale des séries données correspond & une droite de Borel
des fonctions entiéres d’ordre linéaire positif définies par des séries associées.
Cela posé, connaissant I’étoile horizontale de certaines séries de Dirichlet, on
peut construire des fonctions entiéres ayant des droites de Borel correspondant
a cette étoile horizontale. On donne ci-dessus une méthode pour construire
des fonctions entiéres associées.

Etant donnée une série de Dirichlet

(6.1) g(2) = Zbpes* (n=1,2,...),
ayant une abscisse finie de convergence absolue x,(g)=C, 4, vérifiant (1.2),
on voit que, en posant [b,| = B,,

(6.2) | T 8B oo T 08

n—ax A72 n=—ws n

Soit V,(¢) une fonction croissante continue définie pour ¢>x1 et telle que

(6.3) Vi(z) ke, k = const, > o

pour x assez grand. On voit que

) Y — Vi)
(6.4) Sl(u)_[ 'Wi(t)dt<w’ W, () =%,

\ ) ; .
pour tout u>>o et que—’a(:—x)tend vers l'infini avec x. On suppose toujours
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V()

dans ce paragraphe que —— est non décroissante. D’ailleurs, ona V,(z) > 2*

pour x assez grand. En desw,nant par v,(u)le maximum de ——» Q, (u) vérifie

W (t)
les inégalités

(6.5) "1(“)<9 (u) < 2ue(u)

des que u est assez grand.
Si .
. (k)
Iur:c Tolog, >o0 (1),

n—

et si I’on ne peut pas tirer de la suite { A, | une suite A, telle que

. logh, .
(6.6) ll)l__in W I,

on construit une suite croissante | A, | par 'interpolation des nombres dans la
suite {2, | telle que

(6.7) Tim losn _ 1 < o,
(6.8) ' lim 108k
n=—w ]Og'ln

Par exemple, on peut insérer tous les nombres entiers positifs dans {%,} et
lonaDZHZD-+e'.

Posons { i, | ={%,} ou iA,l et K=D ou H suivant que nous introduisons
{%.| ou non. Construisons la fonction entiére

(6.9) P(= )—2 Qle:: (n=1, 2, ...).

En effet, si petit que soit ¢ > o, on aura, pour n>xn,, n, étant assez grand,
u étant arbitraire, x> 1,

el 2 [y en® )

() = Orlpn)  em

W, (u).

En prenant « = x -+ ¢, on obtient, pour n>xn,,

- elni

(21( )<‘V1(x+8)

Par conséquent

el ep.,l(;m-l(—n—s) o N . .
= —alB+8) < Wy (2 + K + 28) Ze Wb+ << W, (2 + K + 3¢
i (12 2 () ¢ < Wil ) < Wil )

(n=ng, ny+1, ...).

9(/)

Dans ce cas, la fonection enti¢re définie par V y(n=1, 2, ... A, n’est pas d’ordre
pé p

linéaire infini (Poir le théoréme (2.1)).
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On en conclut que, si petit que soit <> o0, on a
P(z) << Wy(x+ K-+¢) pour x> z(e).

D’autre part, quels que soient z et ¢ >0, on aura

eln elnt etnlr—E) ebntn

(i) g e’ T WGy

¢ (z)>
pour n assez grand. Puisque 7, croit indéfiniment avec n, il existe une suite de
valeurs indéfiniment croissantes de « telle que
D(z)>Wi(z—z¢), e(x) > o, lime (2) = o.
Considérons la fonction '

bn .
(6.10) G(s):Eme""f (n=1, 2, ...).

qui est aussi une fonction entiére. En effet, on vérifie que, si petit qué soite > o,

on a
M(z, G) << ®(z—C+¢e) < Wy(x— C+ K+ 2¢)

pour x assez grand et que, pour une suite de valeurs idéfiniment croissantes
de x,
Mz, G)>W,(z—C—D—&)>®(x— C—D—K—2¢), e(x)>o0, lime(z)=o.

Donc G(z) est au moins de [I’ordre linéaire de ®(x — C —D — K) et au plus de
l’ordre linéaire de ®(x — (). D’ailleurs, on voit que

T log\fi.(x) }_ l loolocM(x, G) _ l——loglojb(x) lim log\;(a;) S k>
Si R(z) < (, on pourra écrire
_ (7G5
(6.11) 2(2) / Wi du.
Pareillement, pour chaque £ > o,
(6.12) EC'“WK*/‘):[ (E&%_(__)__Q dt (n=1,2, ...).
Donc si

[G(zy+ o+ -+ 0y) | <P(x— K —1k)
dans la demi-bande |y | ¢, 2>~ X,, ¢ >0, on pourra prolonger g(z) le long
de la demi-droite y =y,, < x,. Comme dans le n° 3, il en résulte que :
TuioriME 6.1. — ST 5=, Ly, est un sommet a distance finie de U’étotle
horizontale de g(z), la fonction G(z) est au moins de ordre linéaire de
O(x — K — ) surla droite y = y,.
En utilisant ee théoréme, on démontre les deux propositions suivantes :

TueorME 6.2. — SI G(3) est d’ordre linéaire fini = > 0 et st 5= x,+ Ly, est
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un sommet a distance finie de I'étotle horizontale de g(z), il existe une droite de

Borel de G(z) dans la bande | v — y,| = )E_ pourvu que
2 (u)
(6.13) ,I,Lm wlogu
existe.
En vertu de (6.6), (6.7) et du théoréme 2.3, ®(z) est & croissance linéaire

réguliére. La démonstration de ce theoreme est la méme que celle du

théoréme 4. 1, & condition que (4.1) et (4.2) sont remplacés par les megalxtes
suivantes :

-l—l,—ﬂ—lloglogM(p, D) émloglogM(a‘, G) ~ lim loglog®(z — C — ¢) T

= =
— logo r=w (T — x9) = alx — z,) a
— loglogM (p, ‘1’1)\ T — loglogi G(s,) “ im loglog® (z,— K — 2, — 0(1)) T,
== 1000 n=u= 1(x71ﬁx0) T = AL, JL‘(.) a

h

ol @, ({) correspond i la fonction ®({) dans la démonstration citée.

TaeorkME 6.3. — St G(3) estd’ordre linéaire infini et st z, est un sommet a distance
finie de U'étoile horizontate de g(z), la fonction G(z) admet y =y, comme une
droite de Borel au moins de I’ordre linéaire de log®(x — K — x,) pourvu que
loglog® ()

X

(6.14)

soit non décroissante ().

La démonstration de ce théoreme est analogue a celle du théoréme 4.2,
Mais dans ce cas on commence par un cercle de centre 2, — K — x,

h(xn— K — 2,— 2¢)
oglog®(z,— K — z,— 2¢) e >o.

et de rayon ;

Remarque. — On peut étudier la question traitée dans ce numéro sans
introduire ®(z). En effet, on choisit V,(z) vérifiant, en plus de (6.3), les
conditions suivantes :

W, (t—D—hn) )

f ————Wf/1<00 pour tout /it > o;

lim l_oM existe;
&

R i}

est non décroissante si la derniére limite = cc.

logV,(x)
x

En prenant
eut
Q1(u)_f W,(z—c)

(1) L’énoncé de ce théoréme dans ma Note aux Comptes rendus (228, 1949, p. 641-643) n'est pas
complet,
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on trouve que G(z) est au plus de I'ordre linéaire de W,(z —C—+ D) etau
moins de I'ordre linéaire de W,(x —C — D) et que

lim logVi(®)

xr=w» xz = w0

loglogM (z, G)
—

En comparant les deux intégrales
ol ) — F(t+3) W,(¢ —C—D—r)
*’(‘)—fc+,w1(z_c)d [ e

on établit les théorémes analogues aux théorémes 6.2 et 6.3. Dans ce cas, on
supprimera, dans le théoreme 6.2, la condition que (6.13) existe, et, dans le
théoreme 6.3, la condition que (6.14) est non décroissante; y =y, sera dans
ce dernier théoréeme une droite de Borel au moins de 'ordre linéaire de
Vi —C—D —x,).

7. Applications d’une méthode de sommation de M. M. Riesz. — On peut
appliquer une méthode de sommation de M. M. Riesz [ 1, p. 184] a I’étude des
droites de Borel des fonctions entiéres d’ordre linéaire fini positif définies par
certaines séries de Dirichlet absolument convergentes partout, On traite
d’abord la question du n° 6 et I'on utilise les notations précédentes.

Considérons la série

gl-“nz

I‘(1+ %”)

qui définit une fonction entiére d’ordre linéaire =, a croissance linéaire réguliére.
En effet, on a, d’aprés la formule de Stirling,
- logI‘(l =+ }?>

—]0gI‘<1+ i">

lim - — 0, lim = —

n=uw M Nz Hn log pn

(7.1). éi»‘r(z):E ’ o<T<® (n=1,2,...),

|-

(1.5) et le théoreme 2.3 établissent notre affirmation.
A la fonction g(z) on associe

(7.2) ROEDY <b:/) (n=1,2,...).

On voit également qu’elle définit une fonction entiére d’ordre linéaire ~.
Pour R (z) < C, on pourra écrire

(7.3) g(z) :f_:e—e'g;?(; —}»é)e‘dl.

Pareillement, on a, pour chaque £ > o,

(7.4) ze_u,.(l(-km:f e_e‘5¢<—K—/x‘+ ;>etd5 (n=1,2, ...).
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Comparant (7.3) et (7.4), on établit, comme dans le n°6, le théoreme suivant :

THEOREME 7. 1. — Si 3,= &, + Ly, est un sommet a distance finie de l’étotle hort-

sontale de g(z), il existe une droite de Borel de G.(z) dans labande |y — y,| < —21—;-

Réciproquement, étant donnée une fonction entiére du type 1 de I'ordre
linéaire fini = >> o définie par une série de Dirichlet absolument convergente
partout

(7.5) Go(5) =3¢, [ el =Gy (n=1,2,...),

ou (1.2) est vérifiée avec D = o, on lui associera une autre série. Le corol-
laire 2. 1 montre que

+ 7‘” hnj=\T
(7.6) I{Lﬂl;(\/cn) =1.
Considérons la série .
(1.7) .ié(s):znnr"(w l) (n=1,2, ...).

En vertu de la formule de Stirling et de (7.6) on trouve que
log C,,I‘(I I f")
_ R T
wa<g>:——hm——T—————~—_ ,

ou z,(g) désigne I'abscisse de convergence absolue de g(z). Par conséquent,
on a, pour R(z)< o,

(7.8) &(z) :f_:e—v‘gr(z + i) etdt.

En comparant (7.8) et (7.4), on démontre cette proposition :

TrEOREME 7. 2. — S 3,= &, + Ly, est un sommet a distance finie de U étoile hori-
- . . . - 'R T
sontale de g(z), il existe une droite de Borel de G.(z) dans la bande |y — y,| < P
CHAPITRE 1I.
FONCTIONS ENTIERES DEFINIES PAR CERTAINES GENERALISATIONS
DES SERIES DE DIRICHLET.
I. — Transformées de Laplace-Stieltjes.
8. Préliminaires. — Soit «,(t) une fonction monotone dans les intervalles

k<t Mprs (R=0, 1, 2,...), tels que la suite { 4, soit croissante avec A,=10
Ann. Ec. Norm., (3), LXVIIL. — Fasc. 1. 12
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et vérifiant la condition (1.2). En outre, supposons que o,(%,) se trouve
entre &, (1,—) et o, (A,—+) et que

.1 n
(8.1) hm—og}ﬁi—:—oo, Bin=|a1(hn—) — oy (y—r +) |-

n=—w» n

Considérons la transformée de Laplace-Stieltjes [11] de a,(?)
(8.2) ' Fl(z):fwe“dai(l), s=a + iy,

qui définit, dans son demi-plan de convergence une fonction holomorphe. En
désignant z.(F,) et x,(F,) son abscisse de convergence et son abscisse de
convergence absolue, respectivement, on a les relations suivantes [11]:

(8.3) ’ oZLx.(Fy) — z,(F;) =ZD.
. ——logA,, '
(84) — D Lz, (F,) 4+ lim ) o, Auz:"xl()\n"“)—‘al(;\n““);'

En effet, soit w, () la variation totale de «,(#) dans I'intervalle o ¢ Z .
Ona )

® Fnpa— Mot 41—
Wl
f etdw, (t) ‘—:Zf e*tdw, (1) :21 f etdoy (£) |+ XA, et
0 hp— -
(n=o0,1,2,...),
ou I’on écrit A,— = o. Puisque
An-tg—
f ertday (1) | < et oy (b —) — o1 (Ae+) | = By na el
Ao+

la condition (8.1) entraine que la série

D f)\“’—e-wdw(})ll (n=0,1,2,...)

Aol
L

est convergente partout. (8.4) est ainsi une conséquence de (1.4).
La condition nécessaire et suffisante pour que F,(z) soit convergente partout
et par conséquent absolument convergente partout est que

(8.5) lim 08AN

n=w»n )‘n

ce que I'on supposera dorénavant. On voit que

@»

Fi(s) = estdoy (t) =2Z[ e Aspen*+ By i Yo (5) €hnit ],
en=—=1, [Ynra(5) | <1 (n=0,1,2,...),

et que les deux séries e, A, e et XB,,y,(5)e" sontabsolument convergentes
partout. Donc, en posant y,(z)=o0, on a

(8.6) Fi(2) = 2 enAin+ Bunyn(s)] e (n==o0,1,2,...).
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Posons
" (8.7) F(5)=2ZA e (=0, 1,2, ...),
et supposons
(8.8) - VBm=o( VAL,

Evidemment (8.8) entraine B,,—0(A,,) et B,,e""'=0(A,,); ces deux
expressions et (8.5) entrainent (8.1).

On utilise les notations du n° 1. En vertu de (8.6), (8.8) et (1.7), on a,
quel que soit e > o,

(8.9) M(z, ) <M(z, 5)+ M(z, Zu(A) ) (14 0(1)) p (2 D+ £, 57, )
< p(x+D ¢ F))
pour x assez grand. D’autre part, supposons (')
M(x,EanAi,le7‘n:)—_:\EenAme'vﬁf, s=—x iy (n=o0,1,2,...).
En vertu de (1.6), (8.8) et (1.8), on a, pour x assez grand

M(x’ Fl) > l anAmek,E__.\‘ Bm'}'n(£> e'n®
> M(z, e, Aypet®) — M (2, 2B,,e')
oz, F) —M(z—D —1, 2By, e hnD1) gha)
S (@ F0) — (s S0(A) €?)

=(1—of1)) u(z, F) (n==0o0, 1,2, ...).

Donc, quel que soit ¢ > o,
(8.10) M(z—+¢, F) > u(x, Fy)
pour x assez grand. .

Au lieu des transformées de Laplace-Stieltjes des «,(¢) on peut considérer
celles de certaines fonctions complexes, qui définissent aussi des fonctions
holomorphes dans leur demi-plan de convergence. Soit

(8.11) : a(ty=a,(t) -+ ias(1).

.ot «,(¢) vérifie les conditions énoncées ci-dessus et «,(¢) est une fonction
réelle verifiant

(8.12) oy (£ 40) —aa(8) | ZKio ({+0)— a,(8)], K = const. > o,

pour chaque ¢, pourvu que |3 soit assez petit. Evidemment =,(¢) esta variation
bornée dans chaque intervalle (o, T), T > o0. Donc «(z) I’est aussi et a(A,—+)

et «(A,—) existent. De plus, on suppose que «,(%,) se trouve entre o, (A,—)
et «,(7,+). Considérons

(8.13) F(;):fwe“da(t):Jﬂxe”dozl(l)—}—ifwe;‘dag(t):F,(s)—l—iFg(z).

0

(*) On modifie facilement le raisonnement dans le cas ol celte borne supérieure n’est pas atteinte
en un point & distance finic.
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Par hypothése,
T T
f 6‘”‘ida(f)lé\/K?+1f e[ doy(t)], T>o.
0 ‘ 0

Done F(z) est absolument convergente partout et définit une fonction entiere.
Ona

F,(z) :-‘/me“dag(t) =2{[aa(ln+) — as(hn—) ]+ Bin¥y(5)} e,

I7.(2) <K, 7Yi(s)=o0 (r=o0,1,2,...).
Par suite

(8.14) F(z)ZZ{EnAm-*-i[“z(lﬁ-‘)-—az()~zL—-)]+B1n[‘{rz(5)+i“.”n(Z)]%e’\""
(n=o0, 1,2, ...).

On a de méme, quel que soitc > o,
(8.15) M(z, F) << u(z+ D +¢, &)
pour z assez grand. D’autre part

M(z, 2 {enAin— [ o2 () — o2 (b —)]} €"%) > pl@, TleaAsn+ ([ o2 (B +) — a2 (A —) ]} €"n%)
= y(x, SVAZ 4 [y (bt ) — ot«_,(‘A,l~)]'1.e"n~') > u(z, F4) (n=o0, 1,2, ...).

On trouve, comme on a fait plus haut, que, quel que soit <> o,
(8.16) M(xz+¢, F)> p(z, 71)
pour x assez grand.

On peut également étudier la transformée de Laplace-Stieltjes de a,(¢)+ 2o, (7).
On remarque que F,(z) est une fonction F(z) particuliere.

9. Méthode de sommation et droites de Borel. — Comme dans le Chapitre
précédent, on peut étudier par la méthode de sommation les droites de Borel
de F(z) ou F (=) d’ordre linéaire positif. On voit que F(z), F,(zs) et 7,(z)sont
du méme ordre linéaire < > o. Introduisons comme dans le n° 3 les fonctions
V,(2) et Q(¢) au moyen de w(x, &,). Il s’ensuit que F(z), F,(z) et F,(z) sont

au plus de U'ordre linéaire de W (x + D) et au moins de l’ordre linéaire de W ().
- Considérons o

(9.1) fi(:):/.we”.Q(l)dm(t):fxe“ dvey (),
- . 0 0

vi (L) :le(u)dou(u).

Evidemment ¢, (1) est monotone dans les intervalles 7, <<t<A,., (n=o,
1,2, ...),etl'ona
Vi(;\n‘f“) -— V1(7\n) = 9(7‘/1) [al(;‘lt"*') — % (A")L
"1(}-n) - "1(;\;1—‘) :Q(;\n) [ai(}n) - ai(ln—‘)];
V1 (7\n+1 —) = (7‘-u+) - Q-(E,n-m) [al (7\/1+1 —)— % ()\/t +)J7 lllézn—mé )\/z—H-
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‘ .
Donc ¢;(A,) se trouve entre ¢, (A,—) et ¢,(A,~+). D’ailleurs, en vertu de
(3.8)et(3.1), on a, pour n assez grand,

log' "'1()\11 T ) —_ Vl(}n"‘) ] = 100 Sa(_rH—l) -+ lO“Bl 41
< lOg 2En+1 -+ IO(“’) (Qll—H) -+ lob B1 -1
=log2Ens+ Enit lugy — V(lnia) + log By nis '
= log2hup + Znr boa — logp(tni, F1) + logB; 4
<log2 21— Gryt — huss) trn — Llog Ay iy + log By oy
(8.8) entraine ainsi
(9.2) Tim

n—x= )‘11—0—1

log | ¢1(An1—) — 01 (Fn) 1 _

D’autre part, on a
——log|e;(hy+) — o1 (2a—) ] __

(9.3) lim ; 0.
En effet,
log | oy (hy—+) — 01 (dn—) | = logQ(%,) + logAy, << log2h,— o(1).
En outre,
logjey (h—+)— 91 (2a—) = log(2,) + log Ay,
> logv(%,) —log2%, +logA,,,  pour n assez grand,
> ht — V(&) —log24, 4 log Ay, quel que soit ¢,
= kot —logu(t, F,) —log2 A +logAyn, pour une suite de {—>o,
=—log22,, pour une suite de 7 —» 0.

(9.3) est ainsi démontrée. En vertu de (9.2), (9.3) et (8.4), 'abscisse de
convergence absolue, z,(f,), de f1(z) se trouve entre — D et o.
A la fonction F(z) on associe

(9.4) f(z):f et Q(¢8) da(t) :fwes‘ﬂ(t)da,(Z)+ifwe”9(t)da2(t)./

Puisque

f e””.Q(t)idw(tHé/we""‘ﬁ(t)]da(tﬂé\/K?—l—Ifxe'”ﬂ(t)Idoq(t) ls

I’abscisse de convergence absolue, x.(f), de f(z) est égale 4 x,( f,). D’aprés
le théoréme de Fubini [11, p. 26], on trouve que, pour & (z) < @.( /),

. * lu F z
(9.5) f(z):fo estdoz(z)f1 VVe(u)d —/ W() e<u+~tda(t)—f &i(_'—))d

Suivant le raisonnement du n° 3-on arrive a un théoréme analogue au
théoreme 3.1. On démontre, en tenant compte de ce théoréme, deux propo-
sitions dont les énoncés correspondent & ceux des théorémes 4.1 et 4.2.

On remarque que l’extension de la formule de M. M. Riesz (') donne

(1) Voir le n° 12 ci-dessous.
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'abscisse du sommet de I'étoile horizontale de f(z) appartenant a chaque
droite horizontale et qu'elle donne donc des renseignements sur les droites de
Borel de F(=).

10. Quelques théorémes sur les singularités et leurs applications. — Nous
donnons ci-dessous des extensions d’'un théoréeme de M. Fekete et d’un
théoréme de M. Cramér dont les démonstrations sont analogues a celles
données dans le cas des séries de Dirichlet.

Tneorime 10. 1. — Sout
(10.1) G(8) =[Ba(1) + (Ba(2), 0.1l < o,
ot 3,(2) est une fonction croissante et 3,(t) est une fonction réelle vérifiant

(10.2)  [Bo(t+0) = B (O) | KB (¢ +0)—[i(0)],  K=const. >0,

pour chaque t, pourcu que || soit assez petit. Les droites de convergence et de
convergence absolue de

z P2

(10.3) g(2) :f ‘ et dfB(e) ::j e dpy () + /'f estdB, (1)
0 0 0
coincident et coupent I’ axe réel en un sommet de U’ étoile horizontale de g(z).
TugoriMe 10.2. — Soient 3(t), (0=—t< ), une fonction complexe i
variation bornée dans chaque intervalle finie et 0(z) une fonction holomorphe
dans tout le plan vérifiant
(10.4) log|0(z)|<<(k—+2)|z), e> 0, lz|>71(e), k>o.

Si la trans formée de Laplace-Stieltjes

‘g(z)zf et di (1),

dont I’abscisse de convergence est finie, définit une fonction g(z) holomorphe dans
un domaine @ sur une surface de Riemann et st D, désigne le domaine intérieur
@ @ et d’un seul tenant avec le demi-plan R (z)< ¢ — k, et dont les points sont
situés a une distance supérieure a k de la frontiere de 3, I'intégrale

®(z) :f”esf 0(2) dB (1)
converge pour R(z)<_c— k et définit une fonction holomorphe dans @,.

Le théoreme 10.1 et les résultats du numéro précédent conduisent a cette
proposition :

TreoreME 10.3. — S0 a, (1) et a,(t) vérifient les conditions énoncées au n° 8 et
st a,(t) est une fonction crotssante, F(z) admet, dans le cas o < =< o, une
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T

droite de Borel dans la bande |y | = ot €l dans le cas = o, [’axe des x comme
droite de Borel au moins de I’ordre linéaire de V(x — x,), x.= z.( f).

On peut étendre quelques théorémes de M. Biggeri [2, « et b] aux trans-
formées de Laplace-Stieltjes et en tirer des résultats sur les droites de Borel.
On peut également étendre des autres théorémes sur les singularités des séries
de Dirichlet aux transformées de Laplace-Stieltjes particuliéres et obtenir ainsi,
par exemple, des théorémes pour F(s) correspondant aux théoremes 4.3
et4.4. '

Au moyen du théoréme 10.2, on peut comparer les droites de Borel de F(z)
et celles de sa transformée de Cramér

(10.5) ‘I"(;):fme;‘()(t) da () :fle“(lco(t), (o([):f 0(uw)da(uw),

ol O(z) est une fonction holomorphe dans tout le plan vérifiant (10.4) et
(10.6) logi0(z)|>—(A+2&)z, ¢ > o0, x > 1 (¢g), k> o0.

On voit que W(z) définit une fonction entiére. En effet, on a

f e“\dw(t){::f e‘"ﬂ@(t)i[da(l){<f eletirail ) da () |,
v Jzg Z(g) Z(e) .

W(z) est donc absolument convergente partout.
De la méme maniere qu’au n° 8, on trouve que
(10.7) W(z)=2{0(%) [a(dn+)— aQu—)] + wu(2) 0(n) Bin | €"° (n=o0,1,2, ...),
W (2) =0, |°"71(5)i<\/KQ+1’ M nn = hnga

Par hypothése,

VA= Y TaOnt) — alhn—) | < VE+1 VA,
N T00) Bia=o(VT0(m) 120nt) — a(ln—)1 )-

En posant
(10.8) G(a) =2 a(tn~+) — a(ha—) |1 0(2n) | %,
qﬁi est convergente partout, on démontre que, quel que soitc > o,
(10.9) Mz, W)<p(z+D+eg), Ma+e W)>p(sg)
pour x assez grand. En vertu de (10.4) et (10.6),
(10.10) pl(z, §)>p(z—k—¢ F1), plz, ) <plz-+k+e Jy)
pour « assez grand. Par suite, quel que soit ¢ > o,
(10.11) Mz, )<p(z+D+k+4+e ) <W(z+D+k+e)
pour x assez grand et .
(10.12) M(z, W)> p(x—k—¢, F)=W(x—k—z¢)
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pour une suite de x tendant vers l'infini. Donc W'(z) est au plus de Iordre
linéaire de W (x + D + k) et au moins de I'ordre linéaire de W (x — k).
A la fonction W(z) on associe

(10.13) ‘ L[J(z):fze”/z(l)ﬂ([)da(t),

qui est évidemment une transformée de Cramér de f(z) et dont I'abscisse de
convergence absolue z,() vérifie les inégalités suivantes :

(10.1_/;) \xn(f)_/‘é-z'u(q/)éxa(f)—,_/"

Par un raisonnement analogue a celui du n° 5 et en tenant compte de (10.11)
et (10.12), on démontre deux théorémes dont les énoncés correspondent a
ceux des premiéres parties des théorémes 5.1 et 5.2, et un théoréme dont
I’énonceé correspond a celui du théoreme 5. 3.

11. Fonctions entiéres associées a certaines transformées de Laplace-Stieltjes
ayant une abscisse finie de convergence absolue. — On étend maintenant a
certaines transformées de Laplace-Stieltjes le probléme étudié dans le n° 6. On
considére une transformée

(11.1) )—f et dB(t) mf e“d&(t)—l—lf ‘dﬁ () =g () + (g2(2)

ayant une abscisse de convergence absolue z.(g)=C, ou (3,(¢) et B,(¢) sont
des fonctions réelles satisfaisant aux hypothéses suivantes :

1° 3,(t) est une fonction monotone dans les intervalles A,<t<%,.,, tels
que la suite {2, soit croissante avec A,= o et vérifiant (1.2);

(1L.2) 20 [By(£+0) —Ba(8) | LK/ | B1 (£ +0) — Bu(2) ], K'—=const.> o;

3| soit assez petit;
3° B,(A,) se trouve entre 3,(A,—) et B,(%,+) et B.(%,) se trouve entre

Ba(ha—) et B (hat-)s

. logE,, ; , ,
(11.3) fo 1xm"§_‘=_w, Ei= 1B (n—) — Bi (s +) -

n—aw

On voit que les abscisses de convergence absolue de g,(z) et de g(z) sont
égales et que I'on a

l Cn l C// ' '
(11.4) —Tim %8 1 °§ Cin={B(M+) — Bs(In—) -

5 DLCé—hm

n—=m=

Soit V,(¢) une fonction croissante continue définie pour 11 telle que (6. 3)

1()

soit vérifiée, que ——= soit non décroissante et que

(11.5) Emg(xn):0[011191(7\71—1”-
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Construisons une suite { 1,} et introduisons la fonction ®(z) comme dans
" le n° 6. Considérons

(11.6) G<>—f s B, G =N g e (=013 0,

qui sont absolument convergentes partout et définissent deux fonctions
entiéres. Suivant les raisonnements des n° 8 et 6, on trouve que

N €, G (Ba(An+) — Ba(hn—)] Ein[vn(5) + ivn (5)]] 1
(11.7) G(z)=2 {sz,(x)““ @ 00) + 2,0 et
=1 [ve(s) <1, Ivn () <K, 71i(s)=7i(z)=0 (n=o0,1,2,...),
et que, quel que soite > o,
(11.8) Mz, G)<®(z+D—C+2e) < Wy (x+D—-C+ K+ 3¢)

pour x assez grand et
(11.9) M(z, G)>W,(z — 2D —-C—3¢)>®(z—2D— C—K— fe)

pour une suite de « tendant vers 'infini, ou K est la constante définie dans
le n° 6.
Si K(z)<C, on pourra écrire

“G
(11.10) 2(5) _f \(At/_|(—t)) dt.

En comparant (11.10) et (6.12), on obtient deux théoremes pour G(z)
analogues aux théoremes 6.2 et 6.3.
La remarque faite sur le n° 6 s’applique encore au cas que 1’on considére ici.

12. Extension d’une méthode de sommation de M. M. Riess et ses applications.
— On peut étendre dans le cas des transformées de Laplace-Stieltjes une
méthode de sommation de MM. Riesz et ses applications que I'on a étudiée
au n° 7. Pour établir cette extension on trouve d’abord une proposition pour
les intégrales de Stieltjes correspondant a celle de M. O. Perron [8] pour les
séries.

Considérons la transformée de Laplace-Stiel(jes

(12.1) f(z):f estdn (),
ol (¢) est une fonction a variation bornée dans chaque intervalle finie (o, R).

Elle posséde une abscisse finie de convergence. On lui associe I'intégrale

¥11
(12.2) F- (z)__j -:M T = const. > o,

(irf)

Ann. Ec. Norm., (3), LXVIII. — Fasc. 1. 13
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qui est absolument convergente partout et qu1 tend vers /(z) dans le domaine de
convergence de f(z) lorsque = — .

Comme dans le cas des séries de Dirichlet, on démontre d’abord, en
appliquant une proposition correspondant a celle de M. Perron mentionnée

ci-dessus, que, dans le demi-plan de convergence absolue de f(3), on a

(12.3) f(z)—f e—eta(ﬁ )e’d{

et I’on arrive ensuite au théoréme suivant :

TrioriMe 12.1. — L'abscisse (y) du sommet de I'étoile horizontale de f(z)
qut appartient a la drotte J(3) = y est donnée par la formule

(12.4) z(y)=— lim liﬂm[;loglamﬁ.,(——u—l—i)’)f—u].

T=® nN=wxn

Considérons la transformée g(z) étudiée dans le numéro précédent, pour
laquelle B3,() et 3,(¢) vérifient de plus la relation suivante :

- (12.5) : Ejnr()»n) — O[Clnr()\n—l)J-

A la fonction g(z) associons

* pst
(12.6) gr(z):f _‘l_@(?_, T == const. > o,
0 T<1+—>
T
qui définit une fonction entiére d’ordre linéaire fini positif ~. Nous avons,
pour R(z) <G,

(12.7) g(z):['ie‘”’@;(;—%—g)e‘dl.

En utilisant les calculs du n° 11 et en comparant (12.7) avec (7.4), nous
établissons un théoréme correspondant au théoréeme 7. 1.

Réciproquement, considérons une transformée de Laplace-Stieltjes abso-
lument convergente partout

(12.8) Guo=[ ey =[ etan+i [ erano,

0 0 0
ou y(¢) vérifie les mémes conditions que «(z) dans le n° 8 et la relation
(10 9) l m ’7'< \/Hln> ==1I, 1‘1“1:1‘{1(7\“—4—)——‘;’1(7\“—)3, "/:COI'IS[.>().

G.(3) définit évidemment une fonction entiére du type | de Uordre linéaire fint

positif = >o.



SUR LES DROITES DE BOREL DE CERTAINES FONCTIONS ENTIERES 99

Introduisons la transformée

(12.10) - gf(z):fweul‘<l+£>d.6(t).

Suivant les calculs du n® 9 on trouve que cv,,(é) = 0. En écrivant

.

(12.11) gr(z):f e—"‘g':(z—i— %t—)e‘ dt,

et en la comparant avec (7.4), on prouve un théoréme dont ’énoncé corres-
pond a celui du théoréme 7. 2.

II. — Séries d'exonentielles complexes.
13. Préliminaires |4 et 10, c]. — Considérons une série d’exponentielles
complexes
13.1) F(z)=Za,e"?, V== lpe’n, a0, 01, <<2T, (n=1,2, ...)

dont le domaine de convergence absolue est un domaine convexe. Posons
|a,|=A, et tracons les droites D,
— v,
CR<logA,L>:L
Désignons par ¢,(z) la distance algébrique de z & D,, cette distance étant
comptée positivement lorsque z se trouve du coté de D, qui contient le point a
I'infini de la direction d’argument — =,. Les points z pour lesquels ¢,(z) < o,
|2.(z)|>8(5) >0, n>n[3(5)] constituent un domaine convexe A. Hors de
ce domaine et de sa frontiére la série (13.1) est divergente. Si la condition
~(1.2) est vérifiée avec D = o, cette série converge absolument et uniformément
dans tout domaine complétement intérieur a celui-ci et elle y définit donc une
fonction holomorphe. Sous cette condition, pour que (13.1) soit absolument
convergente partout et définisse donc une fonction entiere il faut et il suffit que
la condition (1.5) soit vérifiée.
On supposera que les nombres 7, sont non décroissants, que

(13.2) Tml=H<w

n—= )01

et que les conditions (E) suivantes ont lieu :

1° Le nombre des 7., compris entre « et  —+ 1 est inférieur 4 un nombre K
fixe;
2° A partir d’une valeur n, |v,,—v,| >e "% 0< o<1, si Ap,— 1, < I.

On remarque que la condition (E) 1° entraine (13.2) avec H-ZK et que
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(13.2) entraine (1.2) avec D=o0. En outre, on supposera que (1.5) est
vérifiée. F(z) est ainsi une fonction entiére.

En désignant par m(r, F) le module du terme de plus grand module de
(13.1) pour | 3| =7 et par M(r, F) le maximum de | F(7¢*)| pour 0 Z o < 2.
M. Valiron [10, ¢] a démontré que, les conditions (1.5), (13.2) et les condi- .
tions (E) étant vérifiées, on a, quel que soit ¢ > o et pour r assez grand

(13.3) M(r, F)<m(r-—+e, F),
13.4) M(r, F)> m(r—H', F),

H’ étant un nombre positif fixe, qui dépend de H et de K et qui est arbitrai-
rement petit quand H=o. Il a défini [’ordre en e” de F(z) par le nombre '

P:ﬁ;log]ogM(r, 0) ¢

r=ow0

r

et a indiqué la définition de la croissance réguliére et des notions qui s’y
rattachent, et des théoremes concernant la relation entre M(r, F) et les
suites {a,} et {v,}. On peut définir, comme dans le n° 3, l'ordre de F(z) en
comparant M(r, F) avec une fonction réelle.

14. Méthode de sommation et droites de Borel. — On étudie ici, avec la
méthode de sommation de M. Valiron, les droites de Borel de F(z) d’ordre fini
positif ¢ en e”. On définit une fonction réelle V() pour »>>1 comme suit :

Soit {1, ) une suite positive décroissante tendant vers zéro et G une constante
supérieure a H', si’on a, quels que soient 7(">R,) et n,
logm(r, F) > elf—nnr,
on prend
V(r+H — G)=logm(r, F).

Dans le cas contraire, on a une suite { 7, | indéfiniment croissante pour laquelle

logm(ry, F)= =M,

Dans chaque intervalle (7, 7,.,), on prend V(r + H'— G) égale au plus grand
des deux nombres logm(r, F) et ¢*"", On prend H'=0 si H = o.

En posant W(r)=expV(r) on voit que F(3) est au plus de lordre de
W(r+ W' — G) et au moins de l’ordre de W(r — G). Dans le cas H = o0, F(3) est
de Uordre de W(r — G).

Comme dans le n° 3, on démontredeux relations analogues aux (3.5) et (3.6).
Introduisons la fonction '

(1h.1) £2(1[):]nww%dt.
1
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Il s’ensuit que

: ® e)\,,t
(1!’.2) {Q(V’l)!éf 'W—-Z—t—jdl<2}nv()\n),

dés que n est assez grand, ou v(u) étant le maximum de w———» u étant réel.

. . W( ).
A la fonction F(z) on associe la série

(1%4.3) Jf(2) = 2, Q(v,) e'n? (n=1, 2, ...),
qui a un domaine @ de convergence absolue contenant dans son intérieur z=o,
puisqu’on a, en tenant compte de (14.2),

mlogAn [\SZ(V,M

n=—wx A)l

~H —-G<o.

Pour z€ ®, on a

vox ”e”n‘dt_ y €'n(F+0 -
f(z)_Za,len.[ Wi ?f W dt (n=1, 2, ...),

qui converge absolument et uniformément dans tout domaine complétement
intérieur a @. Il en résulte que

(1%.4) f(5) f F(v:,z;)t)dt

Suivant le raisonnement du n° 3, on trouve la proposition suivante :

TukoriME 14.1. — Si 3=, 4 1y, est un point singulier de f(z) provenant
du prolongement analytique horizontal a partir de @, il existe une suite de
points z,= &+ Ly, telle que x,—~ o, y,— y, et que

(14.5) ‘ | F(20) | > W (2n— 29— 0(1)).

Le théoréme précédent conduit a ce résultat :
TreorkME 14.2. — Si F(3) est d’ordre fini positif ¢ en e et si z, est une singu-
larité définie ci-dessus, il existe une droite de Borel de F(3) paralléle a la direc-

tion ox dans la bande |y — y,| < 57%

Démonstration. — On considére la transformation (T,) comme dans la

démonstration du théoréme 4.1. Posons également ®({) et M({, ®) tout en
remplacant {= e par { =se®. On a
——loglogM(s, ®) _ — loglog| F(z,)| _ —— logV(an— ay— o(1))

lim > lim hm
logs T p=» loge*trnro = (& — )

:E->I.
o

S=x

— elog (s, (I)) logloC'M (\/x* )’o—’:— —) F) e

s logs = log e®ve—+al T
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Donc
ll—nTloolo'rM(s', @) e <.
s== logs x
Un raisonnement analogue a celui de la demonstratlon du théoréme établit
notre proposition. :
On peut étudier les droites de Borel de F(z) paralléles & une direction quel—
conque = @, en considérant celles de

F(e=%z) = Za,exp(v, e %z) (n=1, 2, ...),
paralléles a la direction oz. A F(e ®z) on associe la série
Sflem®z) = 2 a,Q(v,) exp (v, €% 3) (n=1,2, ...).
Du théoréme 14.2, il résulte que

Tucorime 14.3. — S7 F(3) est d’ordre fini ¢ >> 0 en e” et si 5, est une singu-
larité de f(z) provenant du prolongement analytique le long des droites passant
par @ et paralleles a la direction ¢ = g,, il existe une droite de Borel de F(z)
paralléle a cette direction dans la bande
T

i =)

(1%.6) s==zg+ r e [ ey, r>o, =1

N
-
1]

2

Le théoréme précédent et un théoreme de M. Ritt [9, ] (') conduisent a
la proposition suivante :

. : L. I . 9 .
TrkorkmMe 14.4. — S¢ E 3, €st convergente (%), st

>x+¥, k> o,
n

pour n assez grand, et si ¥ (z) est d’ordre fini ¢ >> o0 en e’, correspondant i chaque
droite ayant un point commun 3, avec la frontiére de @ et paralléle ¢ une direc-
tion 9 =09,, il existe une droite de Borel paralléle a cette direction dans la
bande (14.6).

M. E. Hille [4] a généralisé le théoréme de M. Cramér dans le cas des séries
d’exponentielles complexes. Considérons la transformée de Cramér de F(z)
(14.7) W(z)=Za,0(v,) e,

ou 0(z) est une fonction entiére pour laquelle il existe une constante #> o
telle que, quel que soit ¢ >0, on a, pour |z | et n assez grands,

(14.8) log|0(z) | <(k=+e)lz,, log|0(va) | >— (k-+¢)hn

(1) Ce théoréme a 6té généralisé par M. Valiron [10.c]. De ce lhéoréme généralisé on pourra
déduire une proposition correspondant au théoréme 14. 4.
(2) Cetle condition entraine évidemment H = o.
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W' (z) définit une fonction entiére au plus de 'ordre de W (r + H'— G + k) et au
moins de Uordre de W (r — G — k).

La transformée de Cramér de f(z)
(1h.9) ql(z):E(znﬁ(vn)g(vn)e""z (=1, 2, ...),

converge absolument et uniformément dans chaque domaire complétement
intérieur 4 @, ou CD,( désigne le domaine intérieur a @ dont les points ont une
distance superleure a k de la frontiére de ®. Lorsque z € @, on peut écrire

(14.10) ¢(;):/ ‘P\()V(";t)d

Suivant le raisonnement du n° 5, on établit les deux propositions :

TatoreMe 14.5. — Si F(s ) est sa tzansformee de Cramér W (z) sont d’ordre

Jini ¢ >0 en e et st 3,= T+ z_y(, est une singularité de (z) procenant du
prolongement analytique le long des droites passant par @, et paralléle a la
direction ©,, F(3) admet une droite de Borel paralléle a cette direction dans la
bande

s

— . L T
(4. 11) 5= So-+r e [ ey, r>o, —k— ;@élé/{—kip,

et W(z) admet une droite de Borel paralléle a cette direction dans la bande

(14.12) 5= 5o+ r e i ePot, r>o, - ;Pél /21%

TueoreMe 14.6. — Si F(35) sont d’ordre fini p > o0 en e et si 3=, 1y, est
une singularité de f(z) provenant du prolongement analytique le long des droites
passant par @ et paralléles a la direction ¢,, F(3) et toutes ses dérivées admettent
une droite de Borel paralléle i cette direction dans la bande (14.6).

Remarque 1. — Comme dans le cas des séries de Dirichlet, on peut construire
la fonction V(r) au moyen de M(r, F) au lieu de m(r, F) et les résultats ainsi
obtenus sont analogues a ceux énoncés ci-dessus.

Remarque 2. — La méthode de sommation ne s’applique pas a la recherche
des droites de Borel d'une fonction d’ordre infini en ¢” 4 moins qu’il existe une
singularité de la fonction associée sur I’axe des @. Dans le cas général, on ne
peut pas arriver 4 une contradiction comme celle que I’on a obtenue dans la
démonstration du théoréme 4. 2.

Remarque 3. — Si le domaine de convergence absolue de f(z) est le plan
entier sauf le point a l'infini, la méthode de sommation n’est plus valable. Il
faudrait donc ajouter une condition supplémentaire pour que

—_— ! )
T [0BAR RO

n=—w /‘ll
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