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ANNALES

SCIENTIFIQUES

%

L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE

LE

PROBLEME D’OSSIAN BONNET

THEORIE DE L'IMMERSION D'UN ds’

Par M. Vicror LALAN.

INTRODUCTION.

On sait que le probléeme d’Ossian Bonnet consiste dans la recherche des sur-
faces qu’on peut déformer sans altérer leurs courbures principales (*). Ce pro-
bléme ne prend toute sa signification que si on le situe dans son cadre naturel,
qui est la théorie de I'immersion d’un ds* & deux variables dans I'espace a trois
dimensions.

La détermination de la seconde forme fondamentale d’une surface dont on
connait le ds? est, initialement, un probléme comportant trois inconnues, les
trois coefficients de la seconde forme. Cesinconnues doivent vérifier trois équa-
tions, celle de Gauss et celles de Codazzi, mais la premiére de ces équations,

(1) La bibliographie de la question est donnée par M. Elie Cartan, dans son Mémoire Sur les
couples de surfaces applicables avec conservation des courbures principales (Bull. des Sc. Math.,
66, 1943, p. 55-85). :
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~ étant finie relativement aux inconnues, permet d’en diminuer le nombre d’une
unité, et les deux inconnues restantes sont simplement assujetties a vérifier
les équations de Codazzi, qui deviennent deux équations aux dérivées
partielles du premier ordre, linéaires par rapport aux dérivées partielles
de chacune d’elles. Sil’on résout ces deux équations par rapport aux dérivées
de 'une des inconnues en fonction des dérivées de 'autre, que I’on privilégie
ainsi-arbitrairement, puis que 'on forme la condition d’intégrabilité, cette
condition ne sera pas identiquement satisfaite, du moins en général; elle four-
nira pour I'inconnue secondaire une équation finie, qui permettra de la calculer
en fonction de I'inconnue principale et de ses dérivées premiéres et secondes,
si bien que le probléme ne comportera plus qu'une seule inconnue, et que les
équations de Codazzi deviendront deux équations aux dérivées partielles du,
troisiéme ordre pour 'inconnue privilégiée.

La théorie de 'immersion étant envisagée de cette maniére, on congoit que
certaines surfaces exigeront un traitement exceptionnel : ce sont celles pour
lesquelles la condition d’intégrabilité rencontrée se trouvera identiquement
satisfaite; I'inconnue secondaire ne pourra pas s’exprimer par des calculs finis
en fonction de I'inconnue principale. Si 'on suppose celle-ci provisoirement
donnée, I'inconnue secondaire ne s’obtiendra qu’en intégrant une équation aux
différentielles totales complétement intégrable, et contiendra par conséquent
un parameétre arbitraire dans son expression. Cette particularité se présente
justement pour les surfaces d’0. Bonnet; ce sont les surfaces qui apparaissent
comme exceptionnelles, lorsque I'inconnue secondaire est ’angle sous lequel
les premiéres lignes de courbure coupent une famille de courbes choisies arbi-
trairement comme repére sur la surface. Supposons qu’on se donne, p\our une
telle surface, la courbure moyenne, qui joue le réle d’inconnue privilégiée;
cette hypothese revient a se donner les courbures principales, puisque la cour-
bure totale est connue d’apres leds?. Les directions principales ne s’obtiendront
pas par des calculs finis a partir de cette donnée; leur détermination exigera
I'intégration d'une équation aux différentielles totales complétement intégrable,
et la présence d’un paramétre arbitraire dans leur expression traduira la défor-
mabilité de la surface avec permanence des courbures principales.

Il apparait, d’aprés cet exposé, qu'en modifiant le choix de I'inconnue que
nous qualifions de privilégiée, d’autres surfaces exceptionnelles se manifeste-
ront. Si, par-exemple, on privilégie I'angle qui fixe les directions principales,
on trouvera, comme surfaces exceptionnelles, les surfaces susceptibles d’étre
déformées avec permanence des lignes de courbure, c’est-a-dire les surfaces-

moulure cylindriques.

Notre travail est divisé en deux parties. Dans la premiére, nous étudions la
o : & P ) _
formule qui permet de calculer, par des opérations finies, les directions princi-
pales d’une surface générique dont on connait le ds* et la courbure moyenne.
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Cette formule, ainsi que I'expression du tenseur asymptotique qu’on en déduit,
se trouve en substance dans les Mémoires de M. H. W. Alexander (*) et de
M. T. Y. Thomas (*), mais nous avons élucidé, d’'une maniére que nous croyons
nouvelle, la nature tensorlelle des différents coefficients qui se présentent au
cours du calcul.

La seconde partie est consacrée i 'étude des surfaces exceptionnelles, qui
sont les surfaces d’O. Bonnet. Je tire surtout parti du fait que, a part les sur-
faces 4 courbure moyenne constante, ce sont des surfaces & courbure moyenne
isotherme. Mes recherches antérieures sur cette catégorie remarquable de sur-
faces trouvent ici leur application. Sur toute surface de cette nature, on peut
définir une certaine fonction, que j’appelle la fonction primitive de la surface,
fonction dont le gradient a une direction symétrique de celui de la courbure
moyenne par rapport a4 la premiére direction principale. L’existence-de cette
fonction se manifeste principalement quand on étudie les lignes minima de la
surface, ainsi que je I’ai signalé dans une Note aux Comptes rendus de I Acadé-
mie des Sciences (223, 1946, p. 883) et dans un Mémoire inséré au Bulletin de
la Société Mathématique (75 1947, p- 81). Ce‘ qui caractérise les surfaces
d’0. Bonnet, celles du moins qui ne sont pas 4 courbure moyenne constante,
c¢’est que leur fonction primitive a ses deux paramétres différentiels de Beltrami
proportionnels. Jindique la forme générale que revét le ds* d’une surface
d’0. Bonnet, m’attachant surtout aux surfaces de troisitme classe, qui sont des
surfaces W. Ce ds® serait complétement déterminé, si l’on savait intégrer 1'équa-
tion différentielle ordinaire du troisiéme ordre, dont 'inconnue est la courbure
moyenne, et qui exprime le théoréme de Gauss. A un ds* de cette sorte, on peut
associer une infinité de formes asymptotiques, qui donnent toutes a la surface
les mémes courbures principales, mais des lignes de courbure différentes. Je
retrouve aisément, par cette méthode, les beaux résultats que M. E. Cartan a
fait connaitre, dans le Mémoire cité, sur les lignes de courbure virtuelles d’un .
ds* de Bonnet. Enfin, revenant au probléme de 'immersion, je montre que, en
dépit des apparences, 4 la donnée d’un tel ds*, ne correspondent qu’un trés
petit nombre de surfaces non superposables, constituant une famille au sens
de M. Cartan.

La lecture de ce Mémoire suppose connu I’essentiel de la théorie du triédre
mobile telle qu’elle est exposée par M. E. Cartan, par exemple, au début du
Chapitre VII de son ouvrage Sur les systemes différentiels exter eurs et leurs appli-
cations géométriques (Parls, Hermann, 1945).

(1) The role of the mean curvature in the immersion theory of surfaces (Trans. of the Amer.
- Math. Soc., 47, 1940, p. 230-253)

(2) Algebraic détermination of the second fundamental form of a surface by its mean curvature
(Bull. ‘of the Amer. Math. éoc 81, 1945, p. 390-399).
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I. — Détermination des directions principales d’une surface en fonction
du tenseur métrique et de la courbure moyenne.

1. Nous écrivons les deux formes fondamentales de la surface

ds*= (0!)*+ (0?)?, P=qa(w!')+ 20w w+ c(w?)?

et nous appelons 0 I'angle sous lequel les premiéres lignes de courbure coupent

les lignes (C,), tangentes a e,. H désignant la courbure moyenne et 'Alademi- .
différence des courbures principales, nous avons

d.1) a—H + A cos0, b= Asin0), ¢c=H — A cosh.

On suppose le ds* connu; w' et w* le sont aussi, des lors qu’on a choisi la
famille de courbes (C;). On se propose de déterminer a, b, ¢, ou encore, H, A
et 0. Mais lethéoréme de Gauss nous dit quelacourbure totale K, qui vaut H* — A?,
est déterminée par le seul ds*; donc A peut s’évaluer en fonction de H, et il ne
reste, en somme, que deux inconnues, H et 0.

Les équations de Codazzi, qui s’obtiennent en différentiant extérieu-
rement o) =aw!'+bw?, w,=>bw'| ¢cw?, s’écrivent, si 'on définit r et s
par do' =r[w'w?], dv*=s[w*w'],

(1.2) a,+2bs=b, + (a—c)r, b, — (@ — ¢)s=rc,+ 2br.

Remplacant a, b, c par leurs expressions (1.1), et resolvant par rapport aux
dérivées pfaffiennes de 0, il vient :
0,= :::(—- H, sin0 +- H20050> —+ %3 —or,
1

A

1.3)

0, <H10056+H25in0>— ﬁ ~+ 2s.

A

La condition d’intégrabilité 0,, — 0,, +s0,—r8, =0 s’écrit, en tenant compte
de K=s,+ry—r*—s?,

1.4) Xcos + Ysin0 =127

avec
. (H, Y\ | AH,—AH,  sH,—rH,
o (), (4) - Mg i,
_(H, H,\ AH,+~AH,  rH +sH,
e e

_ Hi+HI | /A, A rAs+sA
rmm S (1), (3), - S e

2. La formule (1.4) devient plus expressive, si I'on fait usage de la déri-
vation pfaffienne covariante.
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Soit V un vecteur tangent, de composantes V;=V.e,, et soitdV;= V;;w/. Lgs
dérivées pfaffiennes secondes, V;;, ne sont pas les composantes d’un tenseur,
mais on obtient un tenseur en considérant les V; ; définis par '

(21) dv. e, = Vi,/'(.\;)j.
‘1l est évident, en effet, que »\V; ;w/e; a une signification absolue, puisque c’est

Y
,la composante tangentielle de dV. Les Vi ; sont les dérivées pfaffiennes cova-
riantes du second ordre Si 'on pose o = p/w/, la relation entre V;; et V; ; est

(2.2) : Vij=Vy— ok Vi.

Les rotations ¢ w;ouent ici le méme role que les y;; dans.le calcul tensoriel,
mais elles ne sont pas symetrlques par rapport aux indices inférieurs, du fait
que w' et w? ne sont pas des différentielles exactes; en revanche, elles sont
antisymétriques par rapportaux deux premiers indices. Les seules rotations non

nulles sont

1

(2.3) pLi=—pn =T, Pla==— ploa=—35.
La formule (2.2) se détaille donc comme suit

( V1,1:V11—’:Vz, V1,2:V12+3Vz,

2.
( 4) } V2,1:I/21+"I/1) V2,2:V22'_‘$I/1-

Si V était le gradient d’une fonction de point A, on aurait

Vi=Ai=A,, Voz=Ay=A,

(au premier ordre, il n’y a pas de différence entre la dérivée pfaffienne cova-
riante et la dérivée pfaffienne ordinaire). Nous écrirons, dans ce cas

I/i,i: A-,l'i7

la présence d’une seule virgule indiquant suffisamment qu’il s’agit de déri-
vations covariantes. On vérifie que A ;;= A j;.

3. Revenant aux expressions (1.5), nous introduirons le tenseur symé-
trique /,g, que nous appellerons le tenseur moyen, .

: Hy,Ag+A,H
(3.1) 11g—_—H’a§_____3_A_°‘_E.

Puisque A?=H?—K, on peut former ce tenseur dés qu’on connait le tenseur
métrique g,g, d’ou K, et la courbure moyenne H. 11 s’écrit aussl, en rempla-

Qant A par sa valeur, \

: oHH, Hg K Hg+ H,K
Lp=H g — 33— + =it
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« Nous constatons, dés lors, que

111—122 Y_—:Z__lll",

(3.2) X: A 3 A

l;;désignantles composantes du tenseur moyen surle repére rectangulaire Me, e,.
Comme, par ailleurs, on a, pour'toute fonction F,

AF =(F,)2+ (F,)?, AF=F, +Fp—rF—sF,=F, 4+ Fo, .

la relation (1.4) s’écrira, en multipliant tous les termes par %,

l;‘?_l— 0080 —+ Ly, sinf) = f; Avlogh — S Ak,

(3.3) A

formule que nous simplifierons légérement, grice a la notion de tenseur-bissec-
teur, dont nous empruntons la définition a M. H. W. Alexander.
Soit T,3 un tenseur symétrique; T;5 sera son tenseur-bissecteur si la forme
- quadratique Ty du* du est la jacobienne, divisée par 4 yg (g étant le discrimi-
nant du ds*), de T,g du*duP et de g.g du*duP. Les directions nulles de T;g sont
donc les bissectrices de celles de T,3. Quand on utilise, comme nous le faisons
présentement, un repére rectangulaire, on a simplement

A _ T T..
(3.4) - Tii=— Ty, Ty, = = = —, T5,="Tis.
La formule (3.3) devient donc

(3.5) : lfecos()—}—lmsin(]:%Az]ogAﬁA_;;_{_AK_

'

Comme le second membre est invariant, il doit en étre de méme du premier;
c’est ce que I'on vérifie aisément. Faisons, en effet, tourner le repére rectangu-
laire d’un angle « '

©,7= ©,C080 + @, sina, €,=—— @, sina + e, cosu.

Nous aurons, pour un tenseur symétrique quelconque T,g, les nouvelles com-
posantes médianes

" Tyy=Tycos2a — T3, sinea,  Tr,=Ty,sin2a + T, cosaa,
et, puisque 6§ = 0 — 24, on constate bien que
T, cosh =+ Ty sin0 = T*, cosh -+ Ty, sin 0,

L’expression figurant & gauche dans (3.5) est donc invariante vis-a-vis des
changements de repéres rectangulaires. On peut d’ailleurs I’écrire sous une
forme tensorielle qui sera invariante vis-a-vis de tout changement de repérage.
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Considérons dans ce but le tenseur métrique, v,g, de la premiére direction

L S 0 . . .
principale, qui fait 'angle 5 avece,. Puisque le vecteur unité de cette direction

O .0 ; Lo
a pour composantes cos _ et sin _ par rapport a Me,e,, le tenseur métrique y,g

aura de son coté pour composantes

' 0 .0 j .
(3.6) Y11= cos? 5’ Y12 == sin 5 cos 5’ V22 7= sIn

Ses tenseurs-bissecteurs premier et second, v;5 et v,5, seront respectivement

o, sinf) R cos’) . sin ()
T11— - (12— ’ Yoo = ’
3.7) ’ ’ ’
e cos0 o sin 0 . cosf)
-~ —_— —— T e — 4 T ee———
V11— 5 :[12—- P Yo = >

D’aprés cela, on peut écrire T, cosO -+ T,, sin0 sous la forme

— Tu“{::—" 2T1-2'}’I;—‘ Tzz‘{;;-

~Le repére étant rectangulaire, les composantes contrevariantes ont la méme .
valeur que les composantes covariantes, et.'on arrive finalement a 1'égalité

(3.8) T}, costh + Tyysinf) =— T“r@f{;g, (T*P= g“Pg.BO‘TW),

ol le second membre est manifestement invariant vis-a-vis de tout changement
de repérage. Il s’écrit encore T**% ;. S :

4. Ce qui précéde permet de rattacher au tenseur moyen le terme qui figure
a droite, dans (3.5). En effet, prenons comme repére rectangulaire le triédre de
Darboux, ou repére principal. § sera alors égal a zéro; le premier membre se
réduira & /;,, que nous écrirons L}, en convenant de désigner par L;; les com-
posantes du tenseur moyen sur le repere principal. Ainsi, la relation (1.4),
ou (3.5), devient .

(k.r) U7, c080 4y, sin = L7,.

et I'on a, enfonction du tenseur moyen,

(ho2) ' X=zl, Y=ils Z=zli.
Il résulte de ce calcul que

* __A o AlH
(ll‘.3) ‘ L12—— ;AQIODA— —Z—X —AK.

Cette formule éxprime une propriété remarquable du tenseur moyen. Il semble-
rait, & premiére vue, que les composantes de ce tenseur sur le repere principal
ne peuvent étre connues que si 'on connait le repére principal; c’est le con-
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traire qui se présente. La formule (4.3) montre que la différence L,, — L,, se
calcule sans qu’il soit besoin de connaitre les directions principales. Il s’ensuit
quelescomposantesL,,, L,, sont calculables séparément, carla somme L,, 4 L.,
est égale a I'invariant g**/,5. La composante L;, se calcule, d’autre part, au

51gne prés, car L, Ly, — L, est égal a I'invariant |I ud II et, de cette égalité, on
c@

déduit L},. A cause de 'importance de (4, 3) il ne sera pas superflu de la vérifier
dn'ectement
La définition (3.1) de /,3 permet d’écrire

s, [H, Hg H, Ag—|—A Hp
K e <—X>,B+ (T),a A

On aura donc, en se référant au repére principal,

AH H,—A,\: H, + A, I . -
——qu—A» logA + 1;9 —( 1A 1>,1'“< A >)2+A—2[H1(H1—A1)+H2(H2+A2b)]y

les indices indiquant ici des dérivées pfaffiennes principales. Appelons a et c
les courbures principales :

H-+A=aq, H—A=c.
L’expression de drone ci-dessus devient

Cy11 — Qya> (az) -+ (01)
A A? ’

ce qui est bien égal 4 — 2K, comme on s’en assure en se reportant aux équa-
tions de Codazzn qui, par rapport au repére prmmpal sont a,=r(a—c),
c,=s(c—a).

‘Au lieu d’un repére rectangulaire quelconque, adoptons le repére moyen,
celui pour lequel e, a la direction du gradient de H. Alors, H, est nul, et,,
de dH=H,w", on déduit par différentiation extérieure, Hy, =rH,. Le sys-
teme (1.3) se réduit & ‘

H, . A,
r=— g sing+ = —or

(4.4) A

1 A,
Qa== {7 €OSQ — & 428y

ol % représente 'angle de la premiére direction principale avec gradH, et ou

les indices désignent des dérivées pfaffiennes moyennes. Nous appellerons 2,
lés composantes du tenseur moyen sur le repére moyen. La formule (4.1)
devient

(5.5) : A}, €089 + Ao sino =L7J,.

Les composantes moyennes 2,,, A;, sont des invariants faciles & calculer.
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N H Ac) H ’ 9
Ay, est Hy,— ,ouH ( »3> + Comme H,=o0, A,H=H;; on peut donc
2. .

A 19
écrire )
(&.6) . 2110_@<H logA’ > [0(F, G)=F,G,— G,F.].
)\ )\ b H 22
Quant é A, ou ——=, ¢lest —— — He HAA’, ou
. AH H, A,
- + Hy— —a

. 9. . 9H LR
car H,,=H,,. On peut encore I’écrire — -AT- + H1<log %) » d’ou, enfin,
1

(b.7) 2)\29:—A2H—|—A1<H logAi >, [Ai(F, G)=F,G;+ F,Gs].

5. La formule (4.1) définit  en fonction de H. Pour effectuer commodément
la résolution, considérons ’expression

— 13, sinf) + I, cosh.

On démontre facilement, en opérant comme au n° 3, que, pour tout tenseur
symétrique, c’est une expression invariante vis-a-vis de tout changement de
repére rectangulaire. On peut du reste 'écrire, d’aprés (3.7), /3y, ce qui en
manifeste le caractére invariant. Il vient done, en faisant 6 = o,

(5.1) ' — 07, sin0 l.,cocﬁ_L“
De (4.1) et (5.1), on déduit
(8.2) (B2)+ (L= (L15)+ (L),

ce qui montie que, comme nous le savions déja, L,, est calculable, au signe
prés, sans qu'il soit besoin de connaitre les directions principales. Les équa-
tions (4.1) et (5.1), linéaires en cosf et sinf, se résolvent par

1, L+ 4Ly sin ) — 1oLy, — 1, Lys

e R UA = A (EaUA

Ainsi se trouve exprimé 6 en fonction de H, par I'intermédiaire du tenseur
moyen, avec une ambiguité qui tient au double signe affectant L,,.

Le dénominateur commun aux deux formules (5.3) peut revétir une autre
forme. A propos du tenseur symétrique quelconque T,g, définissons les deux
invariants #¢; et K,, construits sur le méme mode que la courbure moyenne et
la courbure totale,

. L ”Ta[ﬂ
5.4 Hyp—==g*T Kr= .
‘ 4) T 2é’ aﬁ; A T |é’oz_8|

Ann. Ec. Norm. (3), LXV1. — Fasc. 2. 14
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Cette définition posée, les dénominateurs de (5.3) s’écriront
) ' ¢ l 29 2 - g
(5.5) <1m>2+.<1:2>2=122—l1izzz+(“—“;i-) = Kt .

On peut encore simplifier ce résultat. On vérifie, en se référant & n’importe
quel repére rectangulaire que, pour tout tenseur symétrique T,g, on a

(5.6) ©ITigl=|Tag | — 5| gas],
d’ou, en divisant par | g,g/, |
(5.7) ' Hope== Ky — 363
La formule (5.5) devient donc
(5.8) (L) (1) — Ko,
Nous connaissons ’expression de la composante L}, qui figure aux numéra-

teurs de (5.3); elle est donnée en (4.3). On peut rattacher cette expression
au tenseur asphérique, que nous définissons par

‘ Ay Ag -+ H, H;
(3.9) ' 9u8 = A o8 — ——'BTJ’

“qui est calculable dans les mémes conditions que le tenseur moyen (3.1). Op
peut encore I’écrire

‘H,H
_ vap=A(logA) o8 — -—‘fA—ﬁ,
d’ou, par application de (5.4),
1 1 A AH
e ;gaﬁA(logA),mg— ;Kg“ﬁ M, Hg = ;Aal g A — ——1}—,
et la formule (4.3) devient
(5.10) L},=#¢,— AK.

6. Bien que notre dessein ne soit point de développer la théorie de I'immer-
sion, nous donnerons, en terminant cette partie, la formule qui découle des
calculs précédents.

Il suffit de substituer dans (1.1) les valeurs (5.3) de cosf et sinf pour
obtenir les coefficients de la forme asymptotique en termes de courbure
moyenne. Posant @ =®,,, b==&,,, c=®,,, et utilisant les formules 3.7),
on vérifie que le tenseur asymptotique ®,3 s’écrit

(6.1) ®.p=Hg,p — 2A728.
Or, les formules (5.3) équivalent a

L:.,l [j+141nl ]

= T T Ty
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car, en se référant 4 un repére rectangulaire, on a

l**__ * 111"122 l**_"[:l l:z__ l *%x
« 19— 12*—'—"'——9 4 12'—_—__2 — T h 122—

Donc, compte tenu de (5.8),

AL,
JC l“ﬁ)

AL .
(6.3) (Dae*Hgap,—i— - l[

ce qui s’écrit aussi, en observant que, pour tout tenseur symétrique,

(6.4) Tos=— Tap + 31 gag, ‘
o Ase,L, ALn ALy
(6.5) D= <H + *—3{5—”*)&@ el b 2 U

Le tenseur asymptotique se trouve de la sorte exprimé comme une combi-
naison linéaire du tenseur métrique, du tenseur moyen et du bissecteur du
tenseur moyen, avec des coefficients dont la relation avec la courbure moyenne
est mise en évidence par I’écriture méme.

Pour obtenir les deux équations aux dérivées partielles du troisiéme ordre
que vérifie H, il suffit de porter ®,5 sous la forme (6.5), dans les gquatlons de
Codazzi (1.2) qui, quand on se sert de la dérivation covariante, se condensent ‘
en , '

(6-6) i ‘Dn,a: (Dm:n ' (1)21,2: D, ;.

IT. — Surfaces déformables avec conservation des courbures principales.

7. La possibilité de déterminer les directions principales par des calculs
finis & partir du ds* et de la courbure moyenne repose sur I’existence de la rela-
tion (1.4). Que cette relation s’évanouisse, 6 n’est plus déterminé par une
équation finie : I'équation aux différentielles totales équivalente a (1. 3) est
complétement intégrable, et la formule donnant O contiendra une constante
arbitraire. A un choix donné du ds* et de la courbure moyenne, correspondront
une infinité de formes asymptotiques possibles. En d’autres termes, de telles
surfaces seront déformables avec conservation des courbures principales : ce
sont elles que M. E. Cartan appelle les surfaces d’Ossian Bonnet.

Il faut et il suffit, pour qu'une surface appartienne a cette catégorie que,
dans (1.4), X et Y soient nuls.

Cette condition est évidemment satisfaite si H = const.; les surfaces a cour-
bure moyenne constante seront appelées les surfaces d’0. Bonnet de premiére
classe. Dans ce cas, les équations (1.3) ne contiennent plus 0 a droite et déter-
minent O & une constante additive prés, ce qui démontre le théoréme connu
d’0. Bonnet : St l’on déforme une surface a courbure moyenne constante sans
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altérer les courbures principales, les nouvelles lignes de cowbure coupent les
anciennes sous un angle constant.

Sur les surfaces a courbure moyenne constante, la relation (1.4) se réduit
a Z=o ou, puisque H,=H,=o,

“(7.1) . 2K =A,logA,

formule qui se vérifie immédiatement en utilisant la théorie que nous avons
- développée ailleurs (*) des lignes minima des surfaces. Quand une surface est
a courbure moyenne constante, les formes minima sont des différentielles
exactes du, dv et, par suite, le ds* s’écrit

2 du dy
.

(T.2) ds?* =

La formule de Liouville donne d’autre part
(7.3) K = A (logA ).

Or, d’aprés I'expression (7.2) du ds*, on a, pour toute fonction f(u, ¢),
A, f=2A f,; done (7.3) équivaut bien 4 (7.1). Comme K=H*—A*, on a,
pour déterminer le coefficient A de (7.2), I'équation aux dérivées partielles

(1.4) ‘ A(logA )y = H2— A2,

ou H est une constante. En ‘posantAA = Hét, cette équation devient

(7.5) Euo=— 2 sh}.

Si 'on ne précise pas les variables utilisées, la formule (7. i) devient, en rem-
placant A* par H*— K,

(1.6) AK(H— Ky + A K(H2—K) + A, K=o

elle exprime la condition que vérifie le tenseur métrique de toute surface ayant
la courbure moyenne constante H.

A chaque solution A(u, ¢)de (7.4) correspondent une infinité de surfaces
ayant le méme ds*, la méme courbure moyenne constante H et, pour formes
asymptotiques, »

(7.7) O =du? e*+ Hds?+ dp? e,

ou § est une constante quelconque.

8. Nous supposerons désormais la courbure moyenne variable. Les condi-
tions de compléte intégrabilité s’écrivent

o (8.) Iy=o, ly=—o.

(1) Bull. de la Soc. Math., 73, 1947, p. 63-88.
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Donc, par rapport a n’'importe quel repére rectangulaire, le tenseur moyen
vérifie /;,=/,, et /,,=o. Or, par rapport aux mémes repéres, le tenseur

métrique vérifie g,, = 8,,=1, g1,=o0. Donec, sur les surfaces d’0O. Bonnet, et
sur ces surfaces seulement, le tenseur moyen est proportionnel au tenseur métrique
(8.2) lap =2 gop-

Le coefficient de proportionnalité X est, d’apreés (5.4), ¢, c’est-a-dire

3 — L+ 1y f(ll“—|—H ) — AL+ AT, A H A (A, H)'

(8.3) - PP T ’ A T T A

Sous cette forme, A fait intervenir les dérivées secondes de H; on peut les faire
disparaitre en se servant de Z=o (conséquence de X =Y =o0), qui s’écrit,

d’apres (4.3),
AH

(8.4) y AqlogA———}v———f)I&_o

En effet, A>=H>— K donne

(8.5) AglogA:—I—z<HAgH+A1H—— f‘_;f —2A,A>.
Portant dans (8.4) et résolvant, il vient

86 | AH_—<A—°—+2A A+2A2K>

et enfin _. ‘

(8.7) x_—(AaK R

Portant cette valeur de A dans (8.2), on obtient une équation qui condense
trois équations aux dérivées partielles exprimant les trois dérivées partielles
du second ordre de H en fonction de H et de ses dérivées premiéres; les coeffi-
cients contiennent g,z et ses dérivées, toutes quantités connues par hypothése.
En écrivant les deux conditions d’intégrabilité, on obtiendrait deux relations
déterminant H, et H, en fonction de H; la nouvelle condition d’intégrabilité
permettrait de calculer H en fonction du tenseur métrique-et de ses dérivées.
C’est un résultat tout différent de ce qui se présente pour une surface générique
ou, comme nous ’avons vu au n° 6, H n’est assujetti qu'a vérifier deux’ equa- ’
tions aux dérivées partielles du trmswme ordre

9. En se référant au repére principal on obtient, pour nos surfaces,
(9.1) L,—o, Li,=o.
La premiére de ces équations exprime un théoréme dii a2 O. Bonnet : Les sur-

Sfaces déformables avec conservation de la courbure moyenne sont des Jurfaces 150~
thermiques.
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En effet, a et ¢ étant les courbures principales, on a

cH=a+c¢ et 2A=ta—cg,
d’ou )
Ay Qs — Oy Cy
—_—

oLy =d s+ C1s—
f s A .

les dérivées pfaffiennes étant prises par rapport au repére principal. Or, dans
les mémes conditions, les équations de Codazzi s’écrivent

‘ a,—2Ar, ¢y—=— 2As,
d’ou .
U= Qo=+ ra,=2Ar +2Ar;+ra,=r(2a,— c¢;) + 2Ar,
Cro == Cra—+ sC,=—2A,5s — 2A 5, + sc,=5(20.— @) — 2As,,

et, finalement,
(9.2) 2Ln=r(2a;—c)) +s(200— ) +2A(r1— §) — zr'a;—— 2sc,=2A(r,—s,).

Si Ly,=o, on a r,—s,=o0, car on n’envisage que des régions sans ombi-
lics (A£0). Or r,— s,=0, qui exprime que sw'—+ rw* est une différentielle
exacte, caractérise comme on sait ('), les surfaces isothermiques. Notons que,

“si une surface est isothermique (L,, = o0) sans étre surface d’0. Bonnet (L;,5<0),
la formule (6.5) est applicable, car J,5£ 0, mais le terme en /,5 disparait;
résolvant par rapport a /.5, on voit qu’alors le tenseur moyen est une combi-
naison linéaire du tenseur métrique et du tenseur asymptotique. De (6.5), en
effet, on tire d’abord, puisque L,,=o,

(9.3) AL}, g = (HICp~+ ALY, ) gap — Ko Dsp.

Mais ici ,.=—(L!,)*. On peut donc simplifier (9.3) en divisant par AL;, et
il vient ,

H._ ., L},
(9.4) /ag:<—KL,.J+IJ€/>ga3+ A‘ D,p.

Telle est 'expression du tenseur moyen sur les surfaces isothermiques. Si I'on
suppose, en outre, que L}, s’annule lui aussi, c’est-a-dire que la surface est
surface d’0. Bonnet, (9.4) se réduit a g

. laB: gelga{i)
ce qui concorde avec (8.2).

10. En projetant le tenseur moyen sur le repére moyen, les équations carac-
téristiques des surfaces d’0. Bonnet deviennent

*
A= o0, Aj,=o,

(1) Voir notre Note aux C. R. Acad. Sc., 223, 1946, p. 707.
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ou, d’aprés (4.6) et (4.7),

(10.1) ®<H logAl >:0, A, l[__A1<H logA “)

La premiére de ces équations signifie que log — ——H est fonction de H, soit F(H);
la seconde s’écrit, en consequence,

AT = F’(II)A H;

donc le rapport éﬂ est fonction de H. Il est possible, par conséquent, de déter-

miner une fonctxon de H, z(H) qui soit harmomque sur la surface. En effet,
pour toute fonction « de H, on a :

Az =" A H + 2/ A, 1L

ce sera nul si

ce qu’on peut obtenir, dés lors que 5 a.n i est fonction de H. Cette condmon
l
donne, dans le cas présent,

@' o d o AH

done

A A dll

Nous prendrdns C=1, de sorte que x vérifiera

. A*dH

ou encore, puisque d = H, w' et A, H=H7,

(10.3) ! do ="\ o,

A2
relation qui exprlme que est facteur intégrant pour w'. Si y est la fonction
harmonique sur la surface, dlrectement associée a , on aura

dy = £w2 et ds‘-’:(col)‘l—i—(w‘l)":—————dx_-':d‘y-
Hi -
avec -
=

1
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La formule (10.2) montre que H est fonction de z; soit H= f(x). Comme
dr=pw',ona ‘
. A2
Ny=pfi(z)= H—lf’(x),
donc '

H
=5

Puisqu’il existe une fonction x(H) qui est harmonique sur la surface, les
courbes H = C sont isothermes. . Cette propriété, déja signalée par O. Bonnet ('), -
a d’'importantes conséquences. Pour les exposer, il estindispensable de résumer
d’abord la théorie des surfaces a c. m. i. (courbure moyenne isotherme).

Soit, sur une surface quelconque & c. m. i., et y un systéme de para-
métres isométriques, les courbes = const. étant les courbes H = const., de
. telle sorte que H= f(x). L’élément linéaire est
dx? +-dy?

g
1 étant facteur intégrant a la fois pour ' et w*, pw'=dz et pw’=dy, d’ou,
en différentiant extérieurement

ds* —

(10-4) 'I':%:EE, ‘s:d_P'—H’.

On en déduit
(10.5) - sw'+re’=dlogp.

D’autre part
—ro'+so?=—(logp).w!+ (logp)»?

d’ou
__d(—ro'+ sn?)

(10.6) K= dzlogp. dzlog”).

[0 @] =A2I°gf"=l"2< dzz -+ 0y

Revenons aux équations (4.4), ot g désigne I'angle du repére principal avec
le repére moyen et ot les indices désignent des dérivées pfaffiennes moyennes.
- Deux combinaisons évidentes donnent '

. A, A, .
q)lcoscp—t—cpgsmcp:( x —2r>coscp-——<X —2s>sm9
. A, A, . H,
—cplsmcp—}-cpgcosq):(— N +2s>coscp—<K —2r>s1n<p+ N

et cela peut s’écrire, compte tenu de (10.4),

Asino A coso
0, (Ating) _ (oo
(10.7) ) e ),
(10.8) - <A“-_’,S“’> +<—As‘f“f’> =1,
B/ VAR

(1) Journ. de UEc. Polyt., 42, 1867, p. 82.
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La premiére de ces égalités signifie qu'il existe une fonction U(z, y) satisfai-
‘sant a

(10.9) d¢=A‘;ﬂs@dx+A:f‘de

N

et ayant, par conséquent, pour premier paramétre différentiel,

=)+ () )=

Nous appellerons U(x, y) la fonction primitive de la surface a c. m. i.; elle
n’est définie qu’a une constante additive pres. ’

L’égalité (10.8), de son coté, signifie que le second parameétre différentiel de
la fonction primitive est, H étant toujours désigné par f(x),

(10.11) A= p<ﬂ+d—¢> S(z).

Convenons de poser, pour une fonction F(x, y) quelconque,

JE\: (dF\: OF  o°F
0, F = <0x> +<5‘-}—/>9 BJF_%—Z-—Fw,

nous aurons, d’apres (10.10) et (10.11),

‘ fl — \/m
(10.12) p._f—l, A=f(x 50

[ ] .

L'équation de Gauss (10.6) devient, puisque K=H*— A?,
| 2 ) 81\1) — f, N T
S =Gy T ey %y
ou encore ,
9 ‘# IS B A . ‘

(10.]3) 8 b f’ —_ fm_.gjf_/ Lp

La détermination des surfaces a ¢. m. i. se raméne a l'intégration de cette

équation, qui est du quatriéme ordre en ¢, et contient dans ses coefficients la
fonction arbitraire f(x) (*). :

* Compte tenu de (10.12), le ds* d’une surface & ¢. m. i. s’écrit

(10.14) : ds*= fip(a’x'-’—i— dy?).

' Quant a sa forme asym’ptotique qui, d’aprés (1.1), est -

®—=Hds*+ Acosg[(n')*— (w?)?]+ 2A singw!n?,

(1) Sur cette question, voir notre Note aux C. R. Acad. Sc., 226, 1948, p. 1339,
" Ann. Ee. Norm., (3). LXVI. — Fasc. 2. ' )
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elle devient, en vertu de (10.9),
(10.15) Q= fds*+ “P(dx )/2)+2—Lpdxd)’.

On remarquera que les ‘deux dérivées premieres de la fonction primitive
figurent dans ® isolément, tandis que, dans le ds?, la fonction primitive ne
figure que par son second parameétre différentiel.

11. Les formules (10.14) et (10.15) donnent les deux formes fondamen-
tales d’'une surface 4 c. m. i. quelconque, la fonction ¢ (2, y) étant censée
vérifier (10.13), qui contient f(x) dans ses coefficients. Si la surface consi-
- dérée est une surface d'0. Bonnet, il se trouve, comme nous allons le voir, que
$(x, y) satisfait en outre une seconde équation qui peut étre intégrée, et
(10.13) devient une équation différentielle ordinaire en f. :

L’équation supplémentaire concernant ¢ est

(11.1) . AU =AY
Nous avons trouvé, en effet, au n° 10, que sur les surfaces d’0. Bonnet,

A AH
P':——_’ f’( )_ &) *

En portant dans (10.10) et (10.11), on trouve bien (11.1). Si- 4) satisfait cette

équation, on en déduit p.* = l;, »dou = g A

1

Il s’ensuit que le parametre isométrique  vérifie (10.3), donc, (10 2).0n a

AH 1
AT T ()’

donc la premiére équation (10.1) est satisfaite. On a, en outre,

P d A A
2 4.8 AT T A0’
donce
A Al ARl
AH = AiH——l og 2t =1, <log . )1_A1(H log ~1] >

ce qui est la seconde équation (10.1) : la surface est donc surface d’0. Bonnet.

L’équation(11.1), suffisante, n’est toutefois pasnécessaire. Aulieude p.= -

- onpouvait en effet prendre comme facteur intégrant commun a w' et w*, p=~Cp, °

C étant une constante arbitraire. Alors, x devenait x=Cz et §, § = %, d’ou

/
et enfin
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- Ce qui caractérise donc les surfaces d’0. Bonnet, en tant que surfaces a ¢. m. i.,
c'est que les deux paramétres différentiels de leur fonction primitive sont propor-
tionnels. Par un choix convenable du systéeme isométrique x, y, ces deux para-
métres différentiels peuvent étre rendus égaux. C’est ce chmx que nous ferons
dans la suite.

L’équation (11.1) s’écrit aussi

Bol = 8,9,
Pour l'intégrer, il suffit de poser { = —logQ; on obtient ,
( 0,Q =o.

Q doit donc étre une fonction harmonique (dans le plan (z, y). Il suit de Ia,
que, compte tenu de

__0,Q  8,Q
62}ogQ_ Q -
les deux formes fondamentales d’une surface d’0. Bonnet auront pour expres-
sion, d’apres (10. 14) et (10.15),
. 2+ QF T 2Q;
(11.2) ds VG =Z__ <) (dx? 4 dy? ) O=fds>— 0 (dar— dy?) — QJ dzdy,

ou Q(x, y) est une solution de I’équation de Laplace.

12. La fonction f(x) et la fonction harmonique Q(x, y) qui figurent
dans (11.2) ne peuvent étre choisies arbitrairement a la fois. Elles sont liées
par une relation qui se déduit de (10.13) et qui n’est autre que I’équation de
Gauss. Faisons ¢, =23, dans (10.13) et tenons compte, en outre, que

Blog/'= = log /', dlogdud =4, log—z——i — 26,0,
- car log(Q +Q) est harmomque, il vient
(12.1) —Elogf’zz( )a b—af,
'pu I'on a conservé 8,¢ pour JQ ng_,Q”)

L’examen de cette équation montre la nécessité de distinguer deux classes
parmi les surfaces d’0. Bonnet & courbure moyenne variable (la premiére classe
est, nous 'avons dit au n° 7, formée des surfaces a courbure moyenne cons-
tante). (12.1) est satisfaite, quelle que soit Q, si f"+ f*=o0 : les surfaces
correspondantes seront dites de seconde classe. Si, au contraire, f' 4+ f*5£o,
(12.1) détermine 8,¢ comme fonction de &, ce qui revient a dire, comme on le
voit en se reportant 4 '’expression (10.14) du ds*, que les surfaces correspon-
dantes sont applicables sur une surface de révolution. Une surface d’O. Bonnet
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sera dite de troisiéme classe, si 3, n’est fonction que de x; cette condition
~détermine Q. Une fois Q convenablement choisie, (12.1) devient une équation
différentielle ordinaire du troisiéme ordre pour f(x). La deuxieme et la troi-
sieme classe ne sont pas disjointes, car rien n’empéche que, sur une surface
vérifiant /' 4 f?=o0, on ait 3, fonction de x.
~On arrive 4 la méme distinction en deux classes, si I'on part de la premiére

équation (10 1), qui donne A’-H:g(H) et si I'on tient compte de (10.2),

e

(H)__ - _f’(x) Le facteur intégrant p= A— s’écrit donc aussi

A
Ve
Par suite, la relation (10.6) devient
(12.2) K = A, logA — .;.A‘z log 2.
Or .
A, logg = p iiJogg He,jh,"‘A“Zﬁ_

done
(12.3) K=Alogh — 2 28,

Or, la relation Z = o s’écrit, d’apreés (4.3), compte tenu de la signification de g,
(12.4) AlogA = g(11) + K. ’
Portant dans (12.3), et remplacant K par H?— A2, il vient

»:

. 1dgN
g+H A<+ dl—l)_o’

ce qui s’écrit plus umplement en posant G(H) = g(H) + H?,

G

(12.5) 2G— A S

Cette équation est satisfaite par G = o, qui équivaut a /' f*=o; dans ce cas,
(12.5) ne détermine pas A, on a les surfaces de deuxieme classe. Si G o,

“(12.5) exige que LG oit aussi différent de zéro; alors (12.5) détermine A

dH?
comme fonction de H; on a les surfaces de troisiéme classe, et 'on constate
que ce sont toutes des surfaces W.

13. La condition que 2, ne dépende que de x entraine que, sur une sur-
Jace de trqisiéme classe, les lignes H=C sont géodésiquement paralléles. En
ffet, (10.11) donne alors p= p.(x), donc, d’aprés (10.4), r=o, et, comme
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H,,=rH,, on a H;;=o, c’est-a-dire A, H fonction de H, ce qui démontre la
proposition.

Proposons-nous, réciproquement, de chercher toutes les surfaces sur
lesquelles les lignes H = C sont  la fois, comme sur les surfaces d’0. Bonnet
de troisiéme classe, isothermes et géodésiquement paralléles (*). On a la pro-
position suivante : les surfaces sur lesquelles les lignes H= C sont a la fois iso-
thermes et géode’sz'guement paralléles sont : 1° les surfaces admettant un groupe
de mouvements a un paramétre; 2° les surfaces d’'O. Bonnet de troisiéme classe.

En effet, les lignes H = C étant isothermes, sw* 4 rw? est une différentielle
exacte (w' et »* désignant ici les projections de dM sur le repére moyen);
donc s,=r,. Ces lignes étant géodésiquement paralléles, H,, =o. OrH,,=rH,,
donc r=o0 (car on suppose que la surface est 4 courbure moyenne variable).
Il s’ensuit r(=o0, d’ou s,=o0. La courbure totale s, +r,—r*— s se réduit
~alors & s,— s*, qui, & cause de s,= o, n’est fonction que de H; donc la surface
est W. Dans la formule (4.5), A,, est présentement nul, 1], et L}, ne dépendent
que de H. (4.5) se réduit &

1}, coso=L7,.

Si cette équation définit ¢, ¢ ne dépend que de H : les surfaces correspondantes
admettent un groupe de mouvements a un paramétre, puisque les coefficients
de leurs deux formes fondamentales ne dépendent que d’une variable. Si
A},=o0, comme %, est déja nul, on a des surfaces d’0. Bonnet, qui sontde
troisieme classe, puisque W.

14. En examinant les deux formes fondamentales (11.2) d’une surface de
0. Bonmet, on voit que la déformabilité spéciale d’une telle surface tienta ce que

Qi

et 91 solent

Q

changées sans que le soit la somme de leurs carrés, qui, seule, figure dans
le ds®. :
Soient Q et Q deux fonctions harmoniques, telles que

: Q407 Qr+Q
(14.1) ' g}ky _ SQ ,

I’on peut modifier la fonction harmonique Q(z, y) de facon que 3

et considérons les deux fonctions analytiques de z = + 1, dont Q et Q sont
les parties imaginaires :

w="P+i0Q, ;:p+iQ.
Ona - - ,
)2 PZ d 12
Icgil:d (—Q:Q QJQ (dx* + dy?).

(1) Sur ce' probléme, voir ma Note aux C. R. Acad. Sc., 226, 1948, p. 1950
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Done, d’aprés (14.1),

_ .
(1h.2) lawl? _ jdwp,
. _ Q Q?
La solution est fournie par la transformation fuchsienne généralre
— aw—+b
— w+d’

ol a, b, ¢, d sont réels, et ad— bc =1. On en déduit

dz:  (ew+d)} dz’ T em+-d

Lo

donc, en divisant membre 3 membre,

Ldv_|wid o d
Q dz ~ (ew—+d) Q ds

Si o est l’argument de cov +d, on aura donc

1 dw e dw

Q4 Q&

ou, en développant,
: Q’v+i5fr:e_m Qy+1Q%

Q Q
galant les parties réelles et les parties Imaginaires, on obtient
. o %’”—%”cosza—%sm2a,
(14.3)
%’ = % sin2a —+ %cos2a

Ces formules, qui résolvent le probléme, dependent d’une fonction «, argument |
de ¢(P + 1Q)+ d, qui vérifie donc

cQ
SeP+d

o =—arclg

On voit qu’on peut prendre comme paramétre le rapport 5. Si 'on remplace

dans(14. 3) z et %y par —{ et —{, et de méme en surlignant, qu’on tienne

compte par allleurs de (10.9) et de I'équation analogue obtenue en surllgnant.
¢ eto,on obtiendra

e arete 9

—— arc tgm-

(1%.4)

» |-G |
® -6

L’angle g — g'est I'angle que fait le réseau deslignes de cour’b'ure\virtuelles
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défini par la solution Q(, ¥), avec le réseau défini par la solution Q (z, y).
(14.4) montre comment cet angle s’exprime en fonction de x et y.

15. Les surfaces de deuxiéme classe sont imaginaires; on ne saurait avoir,

en effet, A‘

- +H?>=osur une surface réelle, avec H =% 0. Cette propriété,
ainsi qué la relatlon _A,H—{—A?H):o, ont été signalées par M. E. Cartan (*).

I : . .
Sur ces surfaces, I est ‘une fonction harmonique. En effet, la rela-

“tion g(H)+H*=0, qui secrlt aussi f'+ f*=o, s’intégre par f= —— +C’

donc + g = ®+ G, fonction qui est bien harmonique sur la surface. On peut

“faire C=o, par un choix convenable de 'origine des . La formule (10. 14)
donne alors, pourl’ élément linéaire

2 +(\‘
ds?— Q

ou Q(x, y) est une solution quelconque de I'équation de Laplace. La for-

(dx*+dy?),

mule (10.15) donne ensuite @, en faisant /= ;, {=—1logQ. On passe d’une

surfac»e S de cette classe & une autre, S, en formant w =P + 7(Q, puis en effec-
tuant la transformation fuchsienne

— awv+b . = Q
v=vra  Yor Q=T

Sne sera différente de S que si ¢ £ o, ¢’est-a-dire, que si la transformation ne
conserve pas le point infini.

~16. Pour les surfaces de troisiéme classe, ¢, et ¢,§, qui sont égaux, ne
dépendent que de . Posons donc

(16.1) o _E—Qt-(\_ — X3 ().

La fonction X(a) vérifie I'équation différentielle
. &

(16.2) . . a;logX:X?

En effet, d’aprés (16.1), _ '

9, logX = 0, log\/Qﬁ—FQf,? - %9 -+ 6'(‘2—?

: a2 | _
Le premier membre est ~—logX; au second membre, les deux premiers termes

— N

(1) Bull. des Sc. Math., 61, 1942, p. 57.
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disparaissent, parce que log/Q+ Q7 et Q sont harmoniques; reste le troi-
sieme, qui est X*; on a donc bien (16.2).
Une fois (16.2) intégrée, f(x) devra vérifier

(16.3) %logj’:z.X?<1+§;>—zf’,
qui est la forme que prend (12.1). Quant au ds?, il s’écrit

(16.4) : ds® = i (dx -+ dy?);

il est connu dés qu'on a intégré (16.2) et (16.3), sans qu’on ait besoin de
- connaitre Q elle-méme.

17. L’équation (16.2) signifie que la courbure de la forme quadra--
ique X*(da®+dy*) est égale & —1. On peut donc trouver deux fonctions,
P(x, y)et Q(x, y), telles qu’on ait

AP+ dQ> ~

car la courbure du second membre est aussi —1. Cette relation montre que
P+ /Q est fonction de x + iy, ou de x — iy, et I'on peut choisir les signes de
P et Q pour que ce soit de x —+ ¢y. Posons P+ iQ =w(x +iy)=w(z); on en
" tire W' (5 )__ Q, —|— 7Q’,, d’ou en prenant les modules, '

dP? 4+ dQ)?
dx* +dy*

(17.1) X2 (dx*+ dy?) =

—~\1+Q,)

Comparant avec (17.1), on voit que Q, partie imaginaire de w(z), vérifie (16.1).
Done, intégrer (16.1), c’est trouver une fonction analytique w(z) =P +iQ
qui vérifie (17.1).

Dans le domaine réel (16.2) a trois types de solutlons En choisissant
convenablement l'origine des x, et @ désignant une constante arbitraire, ce
sont

a . ' a

X = — X= -, X =

9
sin ax shax

R~

X étant choisi, si I'on connait une solution w =P +:Qde(17.1), on en déduira
la solution générale, du fait qu'on doit avoir
| [dw]* _ 1dw
N 4 62 - Q2 ’
donc, deux solutions w et w sont liées par

— aw—+b

(17.2) cw —+ o

(a, b, c, d, réels; ad — be =1).
Y
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En ce qui concerne Q, la solution générale ne depend que de deux constantes
arbitraires, car (17.2) entraine _
O — Q
(17.3) ) i Q= m
On'peut remarquer que, si Q(, y) est une solution de (16.1), CQ(x, y — m)
en est une aussi, qui contient deux constante% arbitraires, C et m. Nous consta-

terons cependant que la totalité des solutions (17.3) ne peut pas toujours étre
représentée par une seule formule

(17.4) Q=6€Q(x, y — m),

ou m serait réel.

18. Sur toute surface d’0. Bonnet, il existe une infinité de réseaux ortho-
gonaux aptes a jouer le role de lignes de courbure. Pour les surfaces de troi-

sieme classe, les équations (4.4), ou I'on fait A,—o, r=o, s= %1, permettent
d’écrire
(18.1) do =— X sino dzx -+ <Xcoscp— %logX) dy,

équation dont'étude estindépendante de I'intégration de (16.3). D’apres (10.9),
o est I'angle que fait grad{ avec grad Hj il s’ensuit que les premiéres lignes de
courbure bissectent les lignes tangentes & grad{ et celles tangentes a gradH,
et que les secondes lignes de courbure bissectent les lignes ¢ =C et H=C.
Au réseau orthogonal isotherme formé des lignes H= C et de leurs trajec-
toires orthogonales, nous avons fait correspondre une variable complexe
s==a -+ 1y; a chaque réseau de lignes de courbure virtuelles, correéspondra
de méme une variable complexe z,,, fonction analytique de z, dont la partie
imaginaire restera constante le long des premiéres lignes de courbure, la
partie réelle le long des secondes. Enfin, & chaque solution Q de (16.1) corres-
pond une variable complexe «,,, fonction. analytique de z; dont la partie ima-
-ginaire reste constante le long des lignes = C. Comme les secondes lignes de
courbure bissectent les lignes ¢ =C et H=C, il est possible de choisir le
facteur réel qui reste arbitraire dans la définition de z,, et w,, de sorte qu'on
ait _
(18.2) : dz, = idw, dz,

. si bien que, une fois déterminée I'une des fonctions z,,(z), wm(z) I'autre
s’obtiendra par une quadrature.
Nous étudierons (18. 1) successivement dans les hypothéses

X: a X: “ ’ X:

I
3 ) K 1 -
sinax shax &

.
b

Ann. Ec. Norm., (3), LXVL. — Fasc. 2. ° 16
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les ds* correspondants, donnés par (16.4), seront dits respectivement du
type A; B ou G, conformément a la terminologie de M. E. Cartan.

’

a

Type A:X=

ooan — L'équation (18.1) s’écrit

(18.3) do = — a‘smcpdx_{_acoscp.—l—cosaxdy
’ sinax sinax

. ax
et devient, en posant tg —~ =u, tgéE =y,
(18.4) C ady= 24w
On doit distinguer suivant que |u¢| est inférieur, supériegr, ou égala 1.

Cas o : |uv| < 1; la solution est

ay—m), ax,

¢
te - —th
© 2 2 ° g
Cas 3:
‘ . 4] a(y —m) ax
| up 1 teX —cth—L — " cot =.
lue| >, ol —Lcot®
Cas v :
e —cot ™
uy —1 - =
’ .8 2
Cas S :
] ax
uy ——1, tg - —=—cot —-
2 . 2

: _ . , ' . ar
Dans le cas «, en un point donné de la surface, tgg varie, avec m, de — cot —
R ax < 1- S \ . ,

& cot - ~» Cest-b-dire que ¢ varie de — (% — ax) & = — az, en passant par zéro;
dans le cas 83, |p| varie de |7 —ax|a ©; dans le cas vy, p=n — ax; dans le
cas 0, 9 =— (1 — ax). '

Pour obtenir 5,,, on observe que, dans le cas a, I’équation différentielle des
premiéres lignes de courbure virtuelles est '

s

‘dxthi(-z—z——'—n—) ——dytg%:o;

elle exprime la condition pour que dlog tgﬂ%i”i) soit réel. On obtient donc

ces lignes en égalant a une constante la partie imaginaire de |
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Pour le cas B, z,, est remplacée par

), =ilog tg[% — ‘iz_Zﬂ):l .

Pour le cas v, par

Pour le cas ¢, par

La fonction s, s’obtiendra par application de (18.2). En négligeant un

a .
facteur ~ sans importance, on aura :

Cas o :
. a(z —im) sin ax
1o = tg——. Q= .
m= o0k 2 ’ "7 cha(y — m) — cosax
Cas (3 : .
., a(z—im) sinax
‘vlmz t tg - 4 Q’m = Py
] chu(y —m)+ cosaz
Cas v :
W' = elas, ‘ Q" =sinazxe .
Cas ¢ :
w' = el - QV =—sinaxe.
’ a . . . . ) .
19. Type B : X= — — La solution générale tient en une seule formule
o aly—m ax
g, =t ——F— cth -
et
ca(z—im) ‘ . oa(z—1im)  shax
zp=log th ———— vy =i cth ——— Q= .
o g 4 ’ m= el 2 ’ " chax — cosa(y — mP
: 'a I 9 . .
TypeCG:X=_-—L equatu?n (18.1) devient
I I+ COSQ
dyp =— —sing de + ———dy.
(] ZSingde + p y
La solution générale est
O _y—m
oL —
85 x
etil y a une solution singuliere ¢ = =.
De la, pour le cas général
- . i x
Sm = log(z —im), W= i Q=

@ (y—my
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et, pour le cas singulier,
' =iz, W= iz, Q=—z.

20. 1I est possible, comme I'a montré M. K. Cartan, de faire sur un plan la
représentation conforme de n’importe quelle surface d’0. Bonnet de troisiéme
classe de facon que la carte de toutes ses lignes de courbure virtuelles soit-
formée de cercles (ou droites). Considérons par exemple le type A, cas «.
Dans le plan (z,,), les lignes de courbure seraient représentées par des paral-
léles aux axes; si nous posons
- ' L= e’m,

ces mémes lignes, dans le plan ({,,), seraient représentées par les demi-droites
rayonnant de l'origine et par les cercles centrés a I'origine.
Pour le cas 83, on obtiendrait le méme résultat en posant

r L —is
Cm—e e

* Or &, £, et aussi 57, sont des fonctions homographiques de z” :'lout faisceau
de cercles ou de droites d’un des plans ({,.), ({,,), (") sera donc représenté
aussi par un tel faisceau dans e plan (z”). On voit facilement que, dans le
plan ("), le réseau (m) d’espéce o sera représenté par les faisceaux de cercles

am

9

orthogonaux ayant pour points de base ou pour points de Poncelet =¢ * ; le
réseau (m) d’espéce 3, par les faisceaux ayant pour points de base ou de

am
Poncelet =z¢ *; le réseau singulier vy est évidemment représenté par les
paralltles aux axes, tandis que le réseau singulier ¢ est représenté par_ les
cercles tangents en O & ’axe réel ou a I'dxe imaginaire. Les deux réseaux sin-
guliers se présentent comme des cas limites communs aux réseaux d’espéce «
et 3, pour am == =. '

Pour étudier le type B, on posera {,,= . Dans le plan({,), le réseau (m)
sera représenté par les faisceaux de cercles orthogonaux ayant pour points de

base ou de Poncelet les points i'tg aﬁ—m et —zcotg 9—? Si 'on prenait comme
plan de la carte celui de ,

/_C()_,_I P %

z; —Cu'_ L o c

on obtiendrait les faisceaux de cercles orthogonaux de poiﬁts de base ou de

iam -
" Poncelet ¢ *, diamétralement opposés sur la circonférence unité. Dans le
type B, il n’y a pas de réseaux singuliers.

- Pour le type G, on peut faire la carte sur le plan (z), c’est-a-dire sur le
plan (e*). Les premiéres lignes du réseau (m) y sont représentées par les
droites rayonnant du point im, celles du réseau singulier sont représentées par
les paralléles a I’axe imaginaire; ¢’est le cas limite du précédent pour m= = co.
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21. Il nous reste a tirer les conséquences de nos formules, en ce qui
concerne l’immersion d’un ds* de la forme (16.4).

Si X—
nax

fondamentales écrira

(type A), et si nous con51derons espéce «, la geconde forme

(21.1) @, = (H+ Acoso) (0)*+ 2Asinon'n? + (H — A cosg) (0?)?,

avec H = f(), solution quelconque de (16.3), A= J;, et ¢ donné par

aly —m) ax

¢ _ . =z
g, = th 2 cotg —
En outre
1 1
ol =Xf"?dx, =X f" dy.

On obtient donc apparemment, pour une solution f(z) déterminée, une infi-
nité d’immersions possibles, dépendant du paramétre m. En fait les surfaces S,,
ainst obtenues ne sont pas essentiellement distinctes; on le prouve immédia-
tement en remarquant que, par le changement de coordonnées curvilignes

x=x, y—m=y,

-

“la surface S,, acquiert les mémes formes fondamentales que S,, 4 la dénemi-
nation prés des coordonnées. Entre S, et S,,, il ya donc lieu de distinguer
deux correspondances: ponctuelles différentes : si I'on regarde comme homo-
logues les points de S, et de S,, ayant les mémes @ et y, on réalise une appli-
cation de S, sur S,,, avec conservation des courbures principales, application
qui pourrait s’obtenir par une déformation continue de S,; si en revanche,
on regarde comme homologues le point (x, y) de S, et le point (x, y —m)
de S,, on réalise une simple superposition de S, sur S,,. En d’autres termes,
S, est susceptible d'une infinité de déformations, avec conservation des
courbures principales, et elle jouit de la propriété remarquable de rester
superposable a elle- -méme aprés une telle déformation.

Si dans (21.1), on suppose ¢ donné par
aly —m ax
tg% =cth —(—}—Z—lcotg?,
on a les surfaces d’éspece B. Les surfaces S, correspondant 2 un méme choix
de f(x), sont encore toutes égales entre elles, et s’obtiennent par déformation
continue de I'une d’elles, S par exemple. Mais S, n’est pas superposable a4 S,;
S, et S, sont isométriques, f(x) étant supposé le méme, mais 'S, ne peut
s’obtenir par une déformation continue de S,. ‘
Le cas singulier v conduit & une forme ® dont les coefficients, comme ceux
du ds*, ne dépendent que de la coordonnée x. La surface 5¢ correspondante
admet donc- un groupe de mouvements i un paramétre, et, puisque ¢ n’est
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ni nul, ni égal & m, J€ est un hélicoide. Bien qu’isométrique a S, et de S, pour
une méme solution f(x), cet hélicoide ne peut s’appliquer sur aucune d’elles
par une défogmation continue avec conservation des courbures principales.

Des considérations analogues s’appliquent au cas singulier 8. On a encore
- un hélicoide J¢'. Pour un méme f(x), ¢ et ' ne sont pas superposables. En
effet leurs formes asymptotiques respectives sont '

o= _>f£’ [(H— Acosuz) dx*+ 2A sinux dx Jy + (I + A cosax) dy?],

X
= 7,—

On réalise, 4 la dénomination prés des coordonnées, I'identification, en
posant, dans @',

i [((H— A cosux) dz*— 2 A sinax dz dy + (H + A cosax) dy?].

mais, quand on effectue ce changement de variables, ® ne doit pas étre
simplement transformé par invariance, du fait que le jacobien de cette trans-
formation est négatif : il faut, concomitamment, changer le signe de @', si
bien que I’expression finale de @ est.— ® : cela prouve que &' est superpo-
sable & un hélicoide qui serait symétrique de € par rapport 4 un plan.

En résumé, dans le type A, a chaque solution f(x) de (16.3) et a chaque
choix de la constante a correspondent quatre surfaces distinctes, dont deux
hélicoides symétriques; ces quatre surfaces forment la famulle relative a la
solution /() et au choix de a.

Il en va plus simplement dans le type B : & chaque solution f(z) de (16.3)
et a chaque choix de a, ne correspond qu’'une immersion du ds* : toutes les sur_
faces correspondantes sont superposables.

Dans le type G, a chaque solution f(x) correspondent deux surfaces
distinctes, constituant a elles deux ung famille. L’'une d’elles est déformable a
la Bonnet, et reste superposable 4 elle-méme aprés une telle déformation.
L autre admet un groupe de mouvements a4 un parametre, et ¢’est une surface
de révolution, car ses lignes d’égale courbure moyenne sont lignes de courbure.




