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SUR

LES FONCTIONS A VARIATION BORNÉE

MORDRE SUPÉRIEUR

PAR M. ÀKOS CSÂSZÂR.

Dans un Mémoire antérieur [1] j'ai donné une extension, aux dérivées
approximatives d'ordre supérieur, du théorème de Denjoy-Khintchine concer-
nant la dérivabilité approximative des fonctions à variation bornée généralisée.
J'établirai dans l'article présent une généralisation analogue du théorème
de Denjoy-Lusin d'après lequel toute fonction à variation bornée généralisée au
sens restreint (1 ) sur un ensemble E y est presque partout dérivable. En même
temps je donnerai une extension d'un théorème de M. Denjoy concernant une con-
dition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction d'une variable réelle soit
dérivable presque partout sur un ensemble E.

XQ, .. . , x,^ étant des points différents et f(x) une fonction définie en ces
points, désignons par

Qn(^o, • - ., ^n) OU Qn(^o, . • ., ^n',f),

le produit par n ! du coefficient de x11 dans le polynôme de degré n au plus
qui coïncide avec/(.z?) pour x=Xç^ . . . ̂ Xn. On sait que les formules suivantes

(') La fonction/^) est à variation bornée généralisée au sens restreint [(VBG*)]sur Pensemble E,

si l'on peut poser E == ^.Ek de telle sorte que, pour tout entier À-, les sommes

S^i^

restent bornées, f j , . . . , IN désignant des intervalles ^empiétant pas et dont les extrémités appar-
tiennent à EA et co (1^) désignant Poscillation de/(^) dans Pintei'valle l , , f2 j .
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sont valables :
Qo^o;/)^/^^

( \ l ^ ^ \ __ / „ , T \ 0/1(^0? ' • . , ^/z)—— Qyz(^l? ...,^7z-n)
Y/Î4-1 V ̂ 0 ) • • • 7 ^4-1} —— \ n "T-.I ) ——————————————————————————————————•———-——— •

XQ — ûCfi+ï.

Nous aurons aussi à nous servir des symboles suivants :

^n(^o, ' . • ! Xn\ /)= - | Qn(^o, • • ' , ^n'j f)\ ^(^o» • • - î ^n)

1 f~\ t \ f~\ ! \ 1 \ ̂ 0 ! ' ' ' 7 ^Tt )
== \ (^n-l Oo, • • • , ̂ n+l) — Qn-i (^i, . . . , Xn) \ ———————————

\ •^Q —~ ^'n |

et
I^(a, b\ f)==\im sup ^n{^ . • ., ocn\ f),

a^Xi^h

0(^0, . . ., Xn) désignant le diamètre de l'ensemble [ x ^ , . . ., x^}.
Nous appellerons dérivée forte d'ordre n de la fonction /(^) au point a la

limite
fW(a)=\ïmQn(^ ...,^;/)

x'i^-a

lorsqu'elle existe et est finie, tandis que la dérivée faible d'ordre n sera définie
par

^(0)= lim Qn(^ • • ' , ^;/)-
Xi^-a

min Xj^, a ̂ L max Xi

Nous emploierons souvent les théorèmes A, B, C, D., dus, sous une forme
légèrement différente, à M. E. Hopf[4] :

A. Pour l'existence de y^^), il faut et il suffit que/(.r) soit continu au
voisinage de a et que -f^^oc) (^) soit continu en ce point même.

B. Pour l'existence de/^a) il faut et il suffît que ^(x^^f^^Çoc) existe
au voisinage de a et que 9^(0) existe.

C. Pour l'existence de/2^) il faut et il suff î t que/(*r) soit continu au voisi-
nage de a et que/"^^) soit dérivable au point a. On a

^^(Ir7'̂ ) •\ t^ / x=.a

D. Pour l'existence def'lÇa) il faut et il suffît que ç(.^) =f(tl~~fi)(x) existe
au voisinage de a et que ç2^) existe. On a/^a)^^2^).

On voit que l'existence de f^Ça) entraîne celle def^Ça) et que celle de
f^Ça) entraîne celle Ae f'\a)\ de plus on a

/^(a^/^a)^/^).

(1) /+(«y) désigne ici le nombre dérivé supérieur droit de/(.r).
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Enfin, par définit ion, f(x) appartient à la classe (R,^) sur l 'ensemble E, s'il
existe un M tel que, pour toute suite f inie (^,, &.,) d ' intervalles ^empiétant pas
et tels que a^E, b^E, on ait toujours

^^(^,,^;/)<M.

De même, f^x) appart ient à la classe (S,^) sur l 'ensemble E si, pour tout s
positif, l 'ensemble E peut être couvert par une suite f inie < a ^ b^ d'intervalles
tels que

^^( .̂,, ̂ f)(^-a.^<e.

Enfin, /(.^appartient à la classe (R,,G*)resp. (S^G^)surE, siE=VE/,,/(.r)
k=\

étant (R^) resp. (S,^) sur chaque ensemble E/,.
On voit immédiatement que les fonctions (Ri G*) sont identiques aux fonc-

tions (VBG").
Nous démontrerons les deux théorèmes suivants :

THÉORÈME I. — Pour que f^Çx) existe presque partout sur F ensemble E, il faut
et il suffit que E soit la somme d^un ensemble de mesure nulle et d^un ensemble sur
lequel f{x) est R^G*).

THÉORÈME II. — Pour que /^(.r) existe presque partout sur E, il faut et il
suffit que E soit la somme d^un ensemble de mesure nulle et dhin ensemble sur
lequel f{x) est (S,^G*).

La démonstration se compose d'une série de lemmes. Nous désignerons p î ï r l
le plus petit intervalle con tenan t E.

LEMME 1 . —/(lr) étant (R/*,) surE, les nombres jQ,,_i(^oî . . ., ̂ -i)|, (.r/sl)
sont bornés.

Démonstration. — On a, par hypothèse, pour tout a, 6sE et M suffisamment
grand,

^n(a,b)<M.

^Q, . . ., ^_i étant n points fixes de I, on a pour x^\
\ Q/,-i {XQ, . . ., Xn-i) — Qn-i (£o? • • ^ ̂ -l) 1

^ [ Q^-i {X^ ... . , Xn-i) — Q/î-l (^l, • • • , Xn-1, So) 1

4- [ Ç)n-i(Xi, . . ., Xn-i, Ço)— Q^-l(^2, • . ., ^-1, lo, ^) ] +. • •

4- | Q^-i (Xn-i, CQ, ... 7 C,n-î) — Q/î-1 ($0? • « • ) î/î-l) | ,
n—1

•==• ï- V| Qn(^, ... 7 ̂ /l-l, Co? • • • ?. ^) 1 1 ̂ ~ ^1

î==0

n—l

^VA^(^, ..., ̂ -i, co, • • - , SO^^M,
;==o <

Ann. Éc. Norm., (3), LXIV. — FASC. 3. 36
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puisqu'on peut trouver deux points de E, a et b tels que l ' intervalle ^a, 6V
contienne les points x,, ^. On a donc

\0n-i(^o, . . ., ^-i)[^| Q/,-i(^ . • • , ^ - i ) | + ^ M C . Q . F . D .

LEMME 2. — Si pour tout x^ï, on a

|Q^(^o, .. ., ^;/) <M,

/ [/(-2] (.r) CT^ .5w1 et y est continu.

Démonstration. — Soient x,-et y , des points dist incts de I. On a par hypothèse

Qn—î(^o, .. ̂  ^-2)— Q^-sO'o, . . . ,r^-2)|
/z —2

^^—7^ Q^-i(^o ...,^-2,Jo^ • • ' , . } ' i ) \ |^—Jz|^Mâ(.ro, ...,^-2).

Une évaluation analogue étant valable dans le cas où l 'un des points x, vient
coïncider avec l 'un desj,, l 'existence de/^-21^) est établie.

La même inégalité entraîne que

l/ [ / ^-21(^)--/ [ / ^-2KJ)!^M|^--y!

ce qui montre la cont inui té de /^"^(.r).

LEMME 3. — f{x} étant (R;) sur E, /[/^-2](^) existe sur l et est (R^ ) ^/r E.

Démonstration. — D'après les lemmes 1 et 2, /^"^(.r) existe sur I. Pour
montrer que f^^Çx) est (R:) sur E, soit M' tel que pour toute suite finie
d'intervalles (^,, &,,) n 'empiétant pas et dont les extrémités sont situées sur E,
on ait

,̂(a,, b^fXM'. •

Nous devons établir l'existence d'un nombre m tel que, pour tout système
d'intervalles du même type, on ait

^î,(a^h^f^)^.m,

ce qui équivaut à l ' inégali té

2^_{x^ y^ zv\ f171-^)^ m,

où ^(>, y, ^ sont des points arbitraires de < ^ , , 6,,V
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On a évidemment
'•^79

A / /»-••' T»' ^' /L^—21 —^2^ 7 J î " 1 J ——
/i"-^')-/["-'1 (J") /["-'l 0-") - /1«-^( ̂ )

^••—j- y

Q^-2(^o, . . • , ̂ -2; /) — Qn-^Y^, . • » , T^-»; /):== lim
^>^

r, ̂ y.

^7^"

^-J- •• .

_ Q^ ( ̂ ^ • • ', ^-2; /) —— Q-7Z-2 ( ̂ Q, ' " , ^-2; /)

„ y— yî?V^ / • - * • •-c < • < ' \ ^< —Yh:
^^^-2(^, • . , ^-2, ^0. • • • 7 ^,)^__ p:== lim

•nï— Ci\^<\ / U > ' ^P 9->- \ ^^ —— L^—j^(^_2(y}/, . . ., -^-2, Ç o ^ " • j ^i) „ _ ^, ^

^19 ^ï? ^ étant des points différents de < ^ c ? ^t')> qui tendent vers .z11', y, s ' ' res-
pectivement. Or nous avons :

r\ / • -» ' p\ ^'—Y^' rv / < • ^ • \ Y î ^—^ /
Q/z-l(^-, . . ., Yîi) —;————.7 —^n-l(ïî;-, . . - , Ci) -7———.;x — y y — z

^ — 1Q;Q/,_i (^/, . . . , •7î;-') — Q,,_i (Y};', . . . . , Ç;') 1 —

+iQ^-i(Yîr, . . . , ïï)i iï-^- ^'-^

ce qui donne

A.(^ y ^'; f^)^ lim sup ) —— V |Q.-,(^/ ' •r'' \n—l \ -7' 7 • • • ? /^'^
?v ^ .̂y J /fc —— 1 •̂ •̂

^ï>y1 '
^>^v'

^ — ruQ.-i(^ . . . ,çn i
Si '—^^ ^ '—çî'^SIQ.-I^ ...^r)l

Comme on a
l Q^-i (^, • • • , T}?) - Q^-i (^ r , . . • , çn i

^ | Qn-l (^', • • • ? ^S') — Q/î-l (EJ+1^ • • • .» tf? IQi+l) + • • •

+|Q.-i(y^-i, ..., ç^)-Q.-i(Y]ï', . . . , Ç D )
^A^(^, . . ., YÎ^)+. . .+A/,('/î;-Li, . . . . ̂ )^(n—ï)^n(a^b,

et comme | Q^-<(TI^, . . ., <C')| est borné ( femme 1), on a enfin

A,(^-, y^ ^•; /^-^)^ (^ - i) ^n(a^ b^ /),

ce. qui prouve l'existence du nombre m cherché avec

m=(n—ï)M'.
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LEMME 4. — /(^) étant (R^) ̂ /r E, f2^) existe presque partout sur E.

Démonstration, — E/ désignant l 'ensemble des points qui sont points d'accu-
mula t ion bilatéraux de l'ensemble E,/^^) est (R^) su rE^ . D'abord, /^(^est
fini sur I, car les nombres J-^—)-—'-^-) sont bornés d'après le lemme 1. Soit m'x — y s r

un nombre tel que pour toute suite finie d'intervalles (a^ 6,,), ayant leurs
extrémités situées sur E et n'empiétant pas, on ait

^^(a,,^;/)^/^.

Nous établirons l 'existence d'un nombre ///4el que pour toute suite finie (a^p,,)
d'intervalles n'empiétant pas et dont les extrémités appartiennent à E^ et pour
^^^'^r^'^^,, on ait

^f^^-f^^-^m^
p

Pour cela, considérons des points O,,£E situés à gauche de ap et des points 6p&E
situés à droite de P(, et tels que ni les intervalles (a,,, &p) de rang pair, ni ceux
de rang impair n 'empiètent les uns sur les autres. Considérons encore des points
^•(, y tels que

a,,< a^ ;;••<:.r*'< Y/'-^^ b,,.

Si x'' tend vers E' et y vers ^( de façon convenable, alors

/(^•)-/œ') . ̂ •^ ./(r-fw ^ .f^')-M') _, ̂ r^ J(r-fw ̂  . / .
^-^ J ^ ) ! y--^ J { i ) )^—^ J ^ h Jp—yîp J

de sorte que

\f^)-f-(rn ̂  ̂ ^-^^
r^r^

^limsupfA^', y, j^-hA^i;1',,)"', r^')], .

et, en sommant par rapporta ^

^f^^')-/-^^

^ ^A.2(^, î : ' , r*')-^ ^ A^^', ^, T-)+ ̂  A^^', J1', T}")

p pair v impair p pair

+^^iv,yv,r^v)^[^m'=m".
^impair

D'après le théorème de Denjoy-Lusinyy^.r) est dérivable presque partout
sur E^, ce qui entraîne, en vertu de C., que f'\oc) existe presque partout sur E\
Comme ( E — E ' ) est dénombrable, il en résulte que f2^) existe presque
partout sur E. ç. Q. F. D.
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LEMME 5. — 'Si f'^x) existe presque partout sur E, on a E = E^ W, où W est
de mesure nulle et W tel que fÇx) soit (R,,G^) sur W.

Démonstration. — Désignons par E/, le sous-ensemble de E contenant les
points x pour lesquels

x < .z-i <. . . < Xn^=, x 4- , entraîne i Qn (^, x^ . . . , Xn)[ < À'.

Évidemment

E^E^+^E^ |E / ==o.

Soit E, la partie commune à E/, et à l ' intervalle (-"» l—— \ II suffit de montrerr ^ . - V' /l /
que/(^) est(B^) sur E^.

Soit a < b, a^E^ AcE^. Pour

a < ^o < ̂ i <. . . < ̂ ,̂  ^,
on a

A^-o, ..., .fn}==. | Q^-iO-o, . . . , ^/z-i)— Q/î-i(^j., . . . , ^)[
^ 1 Q^_i (^•o, . . ., ^-/z-i) — Q,,-i (a, .ri, . . ., .r/,-i) |

+ [ Q,;-i(6<, ^-i, . . ., ^n-l)— Q^-i(^-i, . . ., ^)f

=: Q^(<^, .TQ^ • • • ? ^-l) 1 1 ^ — ^'o 1 + [ Qn(^, ^\i ' • - , ^) i ^/ — ^n \

^_ 2 À-(6 — 6X),

ce qui reste valable aussi pour

a = XQ < x^ < . . . < Xn^ b.
Ceci donne

^(u, b) ̂ 2 k (b -a),
ce qui prouve l'énoncé.

Les lemmes 1-5 suffisent pour la démonstration du théorème I.
La nécessité de la condition énoncée résulte du lemme 5. Pour établir qu'elle

est suffisante, il suffit de montrer que, si f(x) est (R,^) sur E, /"(-f) existe
presque partout sur E.

Soit donc f{x) (R;,) sur E. En vertu du lemme 3, 9 (x) =f^-î\x) =f^~^(x)
est (R^) sur E, donc y2^) existe presque partout sur E, d'après le lemme 4.
D'après D., /"(.f) existe aux mêmes points, ce qu'il fallait démontrer.

Les lemmes 6 et 7 nous serviront à démontrer le théorème II.

LEMME 6. — Si f\x) est (S/*^) sur E, E peut être recouvert par une suite finie
à9 intervalles I/, tels que f^^Çx) existe et soit continu sur les I/, et (S*,) sur les
ensembles El/,.

Démonstration. — Par hypothèse, E peut être recouvert par une suite finie
d'intervalles !/,== y a/,, &//> tels que û^i(^/,, &/,) soit f ini . Le raisonnement
conduisant au lemme 1 montre que les nombres Q,,(.^o, . . ., ^,;/)| (x^ï/\
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sont bornés, ce qui entraîne d'après le lemme 2 l'existence et là continuité de
/[n-1^^) sur I/,. La démonstrat ion du lemme 3 montre que pour tout sous-
intervalle <^ a, ? y de I, on a

t2,(a,(3;/[^])^,^^(a,p;/).

Coavrons l 'ensemble El/, par une suite f inie d' intervalles tels que

^^(a^;/)(p,-a,.)<^;

ces intervalles peuvent être choisis de façon qu ' i l s soient des sous-intervalles
des I/,. On a alors

.^^(a.,, p,,;/[^l)(p,-a.,)<s, , C . Q . F . D . •

LEMME 7. — Si f{x) est (S^) sur'E,/-^) est continu en presque tout point deE.

Démonstration. — II suffit de montrer que, pour tout £ > o, les points de E
en lesquels l'oscillation dej^-r) est ^£ forment un ensemble E, de mesure
nulle. Couvrons E par un système fini d'intervalles; l'oscillation de/-^(.r) est
^£ dans tous les intervalles du système qui cont iennent un point de E, dans
leur intérieur. On voit aisément que dans ces intervalles (a,, p,) on a

^-(^ P.;/)^l. •

Comme la longueur totale de ces intervalles vaut au moins E, , on a pour tout
système fini d'intervalles couvrant E

V^(a,, p,)(^-a,)^ E. £ .
-—— 2

P

Le premier membre étant arbitrairement petit, on a

^sl = °) C. Q. F. D.

Démonstration du théorème II. La condition est suffisante. — M suffît évidem-
ment de montrer que, f{x) étant (S:^) sur E, /^) existe presque partout
surE.

Supposons que f(x) soit (S,:^) sur E. D'après le lemme 6, E peut être recou-
vert par un système d'intervalles l/, tels que ç Çx) =/^-^(^) =f^-l)f^) existe
sur I, et soit (S:) sur El,. D'après le lemme 7, y4-^) est cont inu en presque
tout point de El,. De plus, ç(^) est continu sur I,; il en résulte, en vertu de
A., que y^(^) existe presque partout sur El,, ce qui équivaut, d'après B- , à
l'existence de/17'1^) aux mêmes points.
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La condition est nécessaire, —Supposonsmaintenant que/^^) existe presque
partout sur E. Presque tout point de E est contenu dans un intervalle dans lequel

^^(•^O? • • • ? ^n '•> J ) |

est borné. Un sous-système dénombrable 1,, I^ , . . . de ces intervalles recouvre
E à un ensemble de mesure nulle près. Il suffit de montrer que chaque
ensemble El/, est la somme d'un ensemble de mesure nu l le et d'un ensemble
sur lequel f(x) est (S/^i G*).

D'après le lemme 2, cp^):^/^-1^) existe et est continu sur I/,. Montrons
d'abord qu'il est (83 G"") sur un ensemble qui contient presque tous les points
de El/,. Désignons par H cl/, l 'ensemble des points où ^Çx) est continu.
Comme H est mesurable, on a .

I î=He+^F/,
/=!.

où Ho =0 et F/ est fermé. El/ ,—H étant nul, il suffit d'établir que y(.r)
est (S^) sur chaque ensemble F/.

S o i t £ ^ > o . Tout point de F/est contenu dans un in terval le Ici/ , sur lequel
l 'oscillation de o4"^) est ̂ s. Le théorème bien connu de Dini [3j assure que

^{x, y , z; c?y^£,

pour tQus x, y, ^£ Ï , c'est-à-dire que
£2.,(I; cp)^£ .

Un système fini de ces intervalles recouvre l 'ensemble F/, puisqu'il est fermé.
On peut les modifier de façon qu'ils n 'empiètent pas et qu'ainsi leur longueur
totale devienne ̂  I/, . Cela prouve que y(^) est (S^) sur F/.

Pour terminer la démonstration, nous n'avons qu'à montrer que /(.^) est
(S^) sur chaque ensemble F/. Ceci résulte de ce que nous venons d'établir, en
vertu de l'inégalité suivante qui est valable pour tout sous-intervalle (^,^) de L

Q.n^(a, b',f)^^(a, b',f^Y

Pour établir cette dernière inégalité, considérons des points Xi tels que

a^^o< .^i<. . •< Xn^^_b.
On a

• A^.(^ ..., ^+1;/) ==10^(^0, • • • » ^)——Q4^ ...,^+l)|.

D'après un théorème de M. E. Hopf [4], il existe des points ^ et r^ tels que

Q,(^, ...,^;/) =Qi(;o, Si; /[/^-l]).
Q,(^ ..., ^i;/)=Qi(ïîo, ïîi;/^-1^

.TO < ÏO < Si < -r/^ ^1 < ^0 < ^1 < ^/M-l?
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de sorte que

A.+i(^ ..., .^;/)==iQ,(£o, ̂ ;/^)-Q,(yîo, ï î i?/^-1 1) !

^A.^o, Si Yîo)+/L(!:i, -^ ^,)^;9.^(^ ^/[/l-1^

ce q u ' i l fa l la i t démontrer.
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