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SUR

LES ÉQUATIONS RELATIVISTES
DE

LTLECTROMAGNÉTISME

PAR M. ANDRÉ LICHNEROWICZ.

INTRODUCTION.

Dans des travaux antérieurs ( ' ) consacrés à la théorie mathématique des
équations de la gravitation relativiste, j'ai montré comment l'on peut étendre
aux espaces-temps gravitationnels, extérieurs ou associés à une distribution
matérielle, les principaux résultats de la théorie du potentiel et de l'hydrody-
namique classique. C'est en me plaçant à un point de vue tout à fait analogue
que j'envisage dans le présent travail, la théorie mathématique des équations
relativistes de l'électromagnétisme et leur intégration.

Les équations que j'adopte ici sont les équations « naïves » de l 'électrodyna-
mique einsteinienne et non celles résultant de telle ou telle théorie unitaire
dont l'intérêt apparaît, dans l'état actuel des choses, comme assez douteux. En
parliculier, l ' identification, à un scalaire multiplicatif près du potentiel-vecteur
et du vecteur-courant, à laquelle on est naturellement conduit par la théorie de
WeyI-Eddington, semble entraîner des difficultés telles qu'elles ont fait aban-
donner la théorie. Ce sont donc les équations relativistes de l'électromagné-
tisme telles qu'elles résultent du tenseur d'énergie bien connu que j 'étudie ici.
Les difficultés relatives à l'addition pure et simple de l 'énergie d'origine maté-
rielle et de l'énergie d'origine électromagnétique semblent disparaître si on
l'envisage comme une décomposition purement géométrique d'un tenseur
symétrique donné.

(1) LICHNEHOWICZ, Problèmes globaux en Mécanique relativiste (Actual. Scient. fnd., Hermann;
1939, n0 833); Sur l'invariant intégral de F hydrodynamique relativiste {Ann. École Normale Supé-
rieure^ 1 9 4 1 ? fasc. IV); L'intégration des équations de la gravitation relativiste et le problème des
n corps (sons presse au Journal de Mathématiques pures et appliquées).

Ânn. Éc. Norm., ('3), LX. — FASCÎ. 4. °2
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La première partie de ce travail est consacrée précisément à l'esquisse (Tune
telle définit ion purement géométrique des processus matériels et électroma-
gnétiques a part ir du tenseur d'énergie. Les principaux schémas comportant
un champ électromagnétique, schéma purement électromagnétique, schémas
matière-champ électromagnétique et fluide parfait — champ électromagné-
tique, sont étudiés en détail. Dans les seconde et troisième parties, je rappelle
les équations microscopiques rigoureuses de l 'électrodynamique einsteinienne.
et je forme les conditions de conservation correspondantes dont le rôle est
essentiel pour le problème de l'intégration de ces équations.

La quatrième partie contient une étude du schéma purement électromagné-
t ique et principalement celle de {^intégration des équations cT Einstein-Maxwell
dans le cas analytique. On y trouvera aussi un théorème qui lie la possibilité
d'introduire dans un domaine une dis t r ibut ion purement électromagnétique à
la présence dans ce dbmaine de s ingular i tés du champ de gravitation extérieur.
Dans la cinquième partie j ' in troduis l 'équation de transfert de l'électricité de
Lorentz et j 'étudie le problème de Cauchy pour les équations de l 'électromagné-
tisme liées à une distribution mixte, matérielle et électromagnétique, ainsi que
les singularités du champ électromagnétique engendré par une telle distribution.

On trouvera dans la sixième partie l'extension aux schémas considérés de
ma théorie de l 'hydrodynamique relativiste : les équations du mouvement
admettent un invariant intégral linéaire simple, d'où l'on déduit aisément une
théorie des tourbi l lons , des mouvements irrotationnels et des applications aux
mouvements permanents. Le Mémoire se termine par l'étude du mouvement de
l'électron, compte tenu des tensions mécaniques qui s'exercent sur lui, et par
quelques remarques sur les équations macroscopiques.

Les notations sont celles du calcul différentiel absolu classique. En parti-
culier, on a posé

à^^^'

I. — Les processus matériels et le tenseur d'énergie.

1. Le tenseur d} énergie et les directions principales de V espace-temps. — Consi-
dérons un domaine d'espace-temps traversé par une forme quelconque
d'énergie. A l'intérieur de ce domaine, la métrique de l'espace-temps :

( 1 . 1 ) ds^^ ^a3 dx^- dx^ (a, |3 et tout indice i^rec == i, 2, ï, 4)

satisfait aux équations d'Einstein du cas intérieur

(1 .2 ) Sa^-^TaS,

OÙ

(1.3) Sap-=Ha[-l -^a^R
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est un tenseur symétrique de signification purement géométrique, y une
constante et où T^g représente un tenseur symétrique de signification
purement mécanique, descriptif de l'énergie considérée. On donne au
tenseur Tas le nom de tenseur d'énergie.

On appelle directions principales d'un espace de Riemann en un point déter-
miné, les directions conjuguées communes au cône isotrope en ce point :

(1.4) ^8X^x?==o,

et au cône de Ricci
RapX^XP:

11 résulte de (1.2) et de (1.3) que, pour un espace-temps intérieur, les
directions principales sont conjuguées communes au cône de lumière (1 .4) et
au cône
(1 .5) TapX^X^o,

/ "̂  \associé au tenseur d'énergie. Pour abréger nous désignerons par T^X ) la forme
quadratique qui figure au premier membre de (1.5), par g\S.) celle qui figure
au premier membre de ( 1 . 4V

ï. Détermination du repère principal. — La détermination des directions prin-
cipales de l'espace-temps se trouve donc ramenée à celle des vecteurs propres
de la matrice (Tas) relativement à la matrice (^)- l^es valeurs propres de cette
matrice relativement à (^a.s) sont les racines de l'équation en s

(2 .1) jTap-^ap|=0.

Nous supposerons essentiellement que le tenseur T^ est tel que ses quatre valeurs

propres soient réelles. H en est en particulier ainsi si la forme quadratique T(x)
est définie positive.

->
A chaque valeur propre A\ de (ïa3 )? correspond un vecteur propre V^ satis-

faisant à l'équation
(2.2) (Tap-^a^V^^O,

pour .$•=.?, et que nous normerons à l'aide de la condition

^pW^V^^rbi.

Nous obtenons ainsi quatre vecteurs propres normes, orthogonaux deux à
- > - > - > -

deux; trois d'entre eux V^, V^, V^' sont orientés dans l'espace et le qua-
->-

trième V^ est orienté dans le temps. Ces quatre vecteurs forment un repère
tétrarectangle, que nous appellerons le repère principal de l'espace-temps au
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point considéré. Dans le cas où Fune des valeurs propres est double, il peut
exister pour le repère principal une certaine indéterminat ion.

Supposons l'espace-temps rapporté au point considéré à son repère principal
"̂  , ~>

et désignons par X3' les composantes du vecteur X par rapport à ce repère. Les
vecteurs du repère principal étant normes et orthogonaux deux à deux

(2.3) ^)=(^'Y-.-(^-r-^\-y- (X^.
En vertu des équations (2.2), on a alors

(2.4) T(î)==.ç,(X4 ')2-. ^(X1 ')2-^^^)2-^^^)2.
j».
De cette relation, nous allons déduire une expression du tenseur d'énergie à
partir de ses valeurs propres et des vecteurs V'" correspondants.

->
3. Expressions de g^ et Tag à partir des V^ . — Dans ce qui suit, nous aurons

besoin de la convention suivante : si deux indices ne différant que par la
présence du signe / figurent dans une même formule, ils ont nécessairement la
même valeur numérique.

Supposons l'espace-temps rapporté an point considéré à un repère quel-
conque. On passe des composantes X^=— X^ du vecteur X à ses composantes
covariantes générales Xa par les formules

Y _ A A< \' --^-a — ^-a -^A'-

Pour les vecteurs V^^ on obtient en particulier
^ V^=-.A^

(3.i) , ( z et tout indice latin r== i^ 2, 3).
f Va^^ A^

Introduisons les symboles suivants :
' • o si OL T± j3, o si a -^ (3,

ôa|3== • — i si a == (5 •==--1, .^ay-" • — S i si a .-= (3 == i ,
ï si a --= (3 ==-- 4 ; .ç/, si a == (3 r-: 4.

Des formules de transformation
^a^A^A^Ô)/^

Tap^A.^A^A'a^

et des équations (3. ï ) on déduit les expressions suivantes de g^ et T^

(3.2) ^-^^V^Vi^ V^V^- V^V^- V^V^- V^Vi^
À,p-=l

4

(3.3) Ta^ ̂  s^y^f^s,\^^~-s^^\^-s,\^\f--s^\^
^=1

valables par rapport à un repère quelconque.
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4. Schéma normal et schéma exceptionnel. — Étant donné, dans un domaine
d'espace-temps, un champ de tenseurs symétriques T^s? nous dirons que ce
champ définit, dans le domaine, nn schéma matériel. Nous dirons que le schéma

est normale la forme quadratique T(x) associée à T^ est partout définie posi-
tive. Dans le cas contraire, le schéma sera dit exceptionnel.

5. Le schéma normal le plus général ou schém,a-fluide quelconque. — Consi-
dérons un tenseur d'énergie T^ correspondant à un schéma normal. La forme

quadratique ï(x) étant déf inie positive, la matrice (Ta?) a ses quatre valeurs
propres réelles. De plus, en vertu de (2.4), trois d'entre elles ^, s^ s., sont
négatives et la quatrième s.., est positive.

Nous appellerons désormais vecteur-vitesse unitaire du schéma matériel
considéré, le vecteur propre norme orienté dans le temps de la matrice (Tap).
Nous posons

i l - - - - - v^"x -- v a ?

&:-_.: .̂ , p^-.—Si,

od o et pa) désignent ainsi des scalaires positifs. Avec ces notations, les
formules (8.2) et (3 .3) prennent la forme

(5 .1) ^a6= ^a^-^V^V^
î-^\

et

(^•2) T^== P^a^-4-^^V^V^

Ainsi, dans le cas du schéma normal le plus général, le tenseur d'énergie
peut être mis sous la forme (5.2). Nous dirons que cette forme correspond au
schéma-fluide quelconque. Le scalaire positif p sera dit la densité d'énergie
propre du fluide et les scalaires positifs p^ ses pressions partielles propres9, les
trois directions principales orientées dans l'espace et les pressions p^ corres-
pondantes définissent, au point considéré du fluide, la quadrique des pressions.
Nous énoncerons :

THÉORÈME. — Tout schéma normal peut toujours être interprété comme un
schéma-fluide quelconque.

6. Le schéma exceptionnel « champ électromagnétique pur )). — Considérons
un tenseur d'énergie T^s défini par la formule

(6-1) ' Tap^ -^ap(F^F^) -^F^F^

où F ,̂ désigne un tenseur antisymétrique. Nous dirons que la forme (6. i) du
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tenseur Ta3 correspond au schéma « champ électromagnétique pur » et que le
tenseur F^ est le tenseur champ électromagnétique. Il résulte d'une étude due
à Synge ( ^ ) que pour qu^un tenseur d'énergie corresponde au schéma champ
électromagnétique, il faut et il suffit que la matrice (T^a) admette quatre
valeurs propres réelles deux à deux égales ou opposées, définies par

,^r=,Î2==:—K, .Ç.2 == Si, =^ K . •

Le schéma ainsi défini est donc un schéma exceptionnel.

7. Le schéma exceptionnel « matière pure ». — Nous dirons qn'un schéma
matériel est un schéma « matière pure » si, pour le tenseur d^énergie corres-
pondant , la matrice (T^s) admet les valeurs propres réelles

Si •== 0 , Sr, =-•= ? > 0 .

Ce schéma est évidemment exceptionnel et l'espace-temps correspondant
n^admet qu\ine seule direction principale privilégiée orientée dans le temps.
Le tenseur T^ prend la forme
( 7 - 1 ) ^ap^p^-a^S-

8. Le schéma exceptionnel « matière-champ électromagnétique ». — Nous
dirons qu^un schéma matériel est un schéma « matière champ électromagné-
tique », si, pour le tenseur d^énergie correspondant, la matrice (Ta^) admet les
valeurs propres réelles

.̂  — .Ç2==—— S^== - K , ^4 = : ? > < » .

Ce schéma est encore exceptionnel et l'espace-temps correspondant admet
deux directions principales privilégiées, une orientée dans Fespace et une dans
le temps. Le tenseur Ta? prend la forme

Ta^p^a^+Kt-Va^V^-Va^V^+V^V^

soit
(8.1). T^ :=:?*« a ̂ -^a^

où p * = = p — K et où Ta3 est le tenseur d^énergie d'un schéma champ électro-
magnétique.

9. Le schéma fluide parfait. — Nous dirons qu'un schéma matériel est un
schéma fluide parfait (où parfaitement parfait selon la dénomination de
van Dantzig), s'il est normal et admet une valeur propre triple. Les pressions
partielles propres sont alors égales

pi^pî^p^p.

(1) SYNGB, Proc. London Math, Soc., 2e série, 43, 1987, pp. 385-386.
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et, de la formule (5.2) il vient,

Ta8=P^a^+^V^V^. •

/r-:l ,

En exprimant SV^ V^ à l'aide de (5. i ), on peut mettre le tenseur l\y sous la
forme
( 9 . 1 ) T^:=:(p - ^ - p ) U y ^ U ^ - p g y ^ .

Comme dans le schéma matière pure, l'espace-temps correspondant n'admet
qu'une direction principale privilégiée orientée dans le temps.

10. Le schéma fluide parfait-champ électromagnétique ('). — Considérons un
schéma matériel normal admettant une valeur propre double. Les pressions
partielles propres sont alors

Pi ̂ Ih-=p, p-^p1

et, de la formule (5. a), on déduit

Ta^-^^a^+/^VoE )V^+/> /Va i )V^.

Nous poserons
o*-:;~ p — K.

En introduisant un scalaire encore indéterminé p*, on peut mettre le teuseurïay
sous la forme

Ta ;̂- (p*+/^a^-/^4- K^84- (./. -/^^V^V^-h {p' -~ /^Vi^V^

i-=.\,

L'ensemble des deux premiers termes figurant au second membre constitue
le tenseur d'énergie d'un fluide parfait. L'ensemble des autres termes consti-
tuera le tenseur d'énergie d'un champ électromagnétique si l'on peut choisir?*
de façon que

p -y^r ———y/-^ :K.

Nous dirons alors que le schéma est un schéma fluide parfait-champ électroma-
gnétique.

Nous poserons donc

(10..) /^^±^ K^^——^,
2 2

et le tenseur Tas considéré prend la forme

(10.3) Ta^(p*+^)MaM8—/^a8-^a{â.

(1) Cf. LICHNEROWICZ, Comptes rendus, 212, 1941. P, 4'îi.
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où Ta^ est le tenseur d'énergie d 'un schéma champ électromagnétique.
L'espace-tèmps correspondant à ce tenseur admet deux directions pr incipales
privilégiées, une dans le temps et une dans Pespace.

11. Remarques sur les schémas normaux et exceptionnels. — Si, abandonnan t
momentanément le point de vue exclusivement géométrique adopté jusqu'ici ,
nous nous plaçons à un point de vue physique, nous pouvons dire que le
tenseur To^ est destiné à assurer une représentation, aussi complète que
possible, du milieu en mouvement considéré. Ce tenseur contiendra différents
termes correspondant aux différentes sortes d'énergie que peut admettre
celui-ci; le terme le plus important expérimentalement est toujours celui qui
correspond à l'énergie pondérable qui l'emporte de beaucoup en particulier
sur Pénergie provenant des forces de pression. Si l'on tient compte de ces deux
sortes d'énergie le schéma matériel correspondant est un schéma normal. Mais,
dans ce schéma, la densité d'énergie propre doit être considérée comme grande
par rapport aux pressions partielles propres.

Il est alors aisé d'interpréter les schémas exceptionnels que nous avons mis
en évidence. Le schéma champ électromagnétique correspond à l'absence de
toute énergie pondérable, ce qui explique son caractère exceptionnel. Les
schémas matière pure et matière pure-champ électromagnétique correspondent
au cas où l'on néglige totalement l'énergie provenant des pressions. Ces
schémas correspondent par suite à une schématisation assez grossière de la
matière en mouvement et Pon doit leur préférer, dans la mesure du possible,
les schémas normaux tels que le schéma fluide parfait complété ou non par
un champ électromagnétique.

A ce sujet, il importe de noter que;, si dans (10.3) on/ait tendre p^ vers zéro^ il
résulte de (10. 2) quep etj?/ et par suite K tendent vers zéro. Ainsi le tenseur T^
tend vers le tenseur identiquement nul. l^ existence du champ électromagnétique
apparaît dans ce cas comme automatiquement liée à V existence de tensions méca-
niques équilibrant les tensions d'origine électrique^ ce qui corrobore des résultats
bien connus de la théorie classique des électrons (r).

II. — Les équations relativistes de l'électromagnétisme.

12. Analogie avec la théorie des électrons de Lorentz. — Adoptant un point de
vue analogue à celui de Lorentz dans sa théorie classique des électrons, nous
indiquerons en premier lieu les équations qui apparaissent, dans la théorie de
la relativité générale, comme les équations rigoureuses de Pélectromagnétisme.
L'élément essentiel qui entre dans ces équations, le tenseur antisymétrique

(1) Cf. BECKER, Théorie des électrons^ trad. Labin, Paris, 1988, p. 386.
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champ électromagnétique Fo^, varie énormément dans l'espace-temps au sein
des particules élémentaires ou dans leur voisinage. Les grandeurs macrosco-
piques correspondantes qui varient relativement peu dans tout le domaine
d'espace-temps balayé par des portions finies de matière et qui se déduisent
des grandeurs microscopiques par la formation de moyenne dans l'espace-
temps, seront étudiées en détail dans une partie u l t é r i eu re de ce travail

13. Les équations d'Einstein. — Soit T^y un tenseur d'énergie déf inissant un
schéma comportant un champ électromagnétique (schémas des paragraphes 6,
8, 10 par exemple). D'après les considérations rappelées au paragraphe 1, le
champ électromagnétique et la métrique de l'espace-temps gravitationnel
correspondant sont liés par les équations d'Einstein du cas intérieur

(13.1) ^ Sa8==/cTa^

où Sa3 est le tenseur géométrique défini par les équations (1.3).

14. Les équations de Maxwell-l.orentz. —. Le champ électromagnétique Fa8
est astreint en outre à satisfaire à deux systèmes d'équations différentielles, les
équations de Maxwell-Lorentz. Désignons par \7a l'opérateur de dérivation cova-
riante dans l'espace de Riemann (1. T\ Nous imposons tout d'abord aux F 3,3 les
quatre conditions

(1^1) ^ V^F^^rJ^

où le vecteur Ji3 décrit le courant d'électricité dans l'espace-temps. Ce vecteur
qui figure au second membre des équations (14. i) joue pour ces équations le
même rôle que le tenseur d'énergie au second membre des équations
d'Einstein. Nous reviendrons ultérieurement sur l'expression de J^ auquel on
donne le nom de vecteur-courant électrique.

Désignons maintenant par s0'8^ l'indicateur classique de permutation des
quatre indices a, ?, -y, A. Le second système des équations de Maxwell-Lorentz
sera formé par l 'ensemble des quatre équations

(1^.2) l^^VaFf^^O,

qui expriment, comme nous le verrons, la non-existence d'une densité de masse
magnétique. Les équations (13. i), (14. i), (14.2) constituent les équations
relativistes « rigoureuses » de l'électromagnétisme.

15. Autre forme des équations de Maxwell (14.2). i.e potentiel vecteur. — En
explicitant V^Fp^, on peut mettre les équations (14.2) sous une forme souvent
commode et qui permet de les interpréter d'une manière simple. On a

VaFôv== ̂ aFpv-râpFp.-rp^F^p.
Ann. Éc. Norm,, (3), LX. — FASC. 4. 33



256 ANDRÉ LICHNEROWICZ.

Or un calcul facile montre que
^^[r^FpT+r^Fppj-.o.

Par suite les équations (14.2) peuvent être mises sous la forme équivalente

(15.i^ is^ï^Fr-^o.

Il résulte immédiatement des équations (15. i) qu'il existe un vecteur <p^ tel
que le tenseur antisymétrique F^g soit son rotationnel

(15.2) Fa{3-:-^a(pp— ^Cpa.

Le vecteur Ça es^ le potentiel vecteur d''où dérive le champ électromagnétique
considéré.

Ce vecteur n'est manifestement défini qu'à un gradient additif près, de telle
sorte qu'on peut encore l'astreindre à la condition supplémentaire
(15.3) V^-r-o.

III. — Les conditions de conservation.

16. Condition de conservation relative aux équations de Maxwell'Lorentz (14. i ).
— Désignons par W le vecteur figurant au premier membre des équations de
Maxwell (14. i)

D^—VaF^,

et évaluons sa divergence
ri6.i) v, D^ :.---: V^F^.

11 résulte d'un théorème classique dé la géométrie des espaces de Riemann
que l'on a

V. Vy.\ -— V . Fa).A,a r — v a/.r

On en déduit par échange des indices a et À

V^D^^V.aF^-r-V^F^

soit, par comparaison avec l'équation (16. i),
(16.2) V).D^O.

Le vecteur D^ est donc conservatif. Il en résulte qu'il en est nécessairement
de même pour le vecteur-courant électrique qui figure au second membre des
équations (14. i)
(16.3) V^==o,

et nous pouvons énoncer :
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THÉORÈME. — Le vecteur-courant électrique V est conservatif.

Ce théorème traduit dans notre théorie la conservation de Félectricité.

17. Condition de conservation relative aux équations de Maxwell-Lorentz
(15. i). — Désignons par E^ la densité vectorielle figurant au premier membre
des équations (15. i}

E^-^T^F^,

et évaluons sa pseudo-divergence r^E'. 11 vient

( 17. i ) ^ E'̂  -= ï- s^ ̂  ̂  FQ.,9. ' t- > -

soit en échangeant les indices a et A

^ F^ == ï- e^ à^ F^ -=-. - -^ ̂ V- à, y Fr^.
^ • . . •r) • v • . .

En comparant avec l'équation (17. î) on obtient la condition de conservation

(17.2) ^.F^rrro,

qui joue un rôle important dans la théorie des équations de Maxwell-Lorentx.

18. Les conditions de conservation relatives aux équations dEinstein. — I I
résulte des identités de Blanchi que le tenseur géométrique 83,3 satisfait aux
quatre conditions de conservation

VaS^=rO.

11 en est par suite de même pour le tenseur d'énergie Tas qui vérifie les
équations

(18.1) V.T^o.

Nous adopterons pour le tenseur Tyg la forme

T^-^ru^u^— Qa(3,

où u^ désigne le vecteur-vitesse unitaire, r un scalaire positif et ô^s un tenseur
symétrique quelconque. Le vecteur Uy, étant unitaire, il vient

(18.2) ^Ua^l! ^VQI^^O.

Avec les notations précédentes, les équations de conservation (18. î)
peuvent s'écrire

Va^^O^Va^.
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Introduisons au lieu du tenseur 6,^ le vecteur K^ défini par les équations

V^---:/^.

En tenant compte des équations (18.2) dans les conditions de conservation, on
obtient les équations fondamentales

(18.3) ' V^(ruy•)—-f•Ky.uy-,V^Çru^-) -.-/•Ky.«7-,

^V^y:-:^ - //^^Ka;(18.4) ^^^^ (^ - / / ^^Ka ;

(18.3) joue, comme nous le verrons, le rôle d 'une équa t ionde continuité; les
lignes de courant, lignes tangentes en chacun de leurs points au vecteur-
vitesse ^a, seront déterminées par les équations différentielles (18.4).

Dans un travail précédent (1), j'ai introduit la notion de milieu holonome :
un tenseur d'énergie Ta3 définit un milieu holonome lorsque le tenseur O^s peut
être choisi de façon que le vecteur K^ ne dépende que des x^ et dérive d'un
potentiel. Examinons ce cas particulier et soit logF ce potentiel . Les équations
(18.4 ) p r ennen t l a forme

/} F
/ /a Va/ /?- !—(^ — lf'y'ufï}~j^

et peuvent être interprétées de la manière suivante : les lignes de courant sont
des géodé^iques de la métrique r iemannienne

ds == F-' ds1.

Pour un tel milieu, l 'équation ( 1 8 . 3 ) peut s'écrire

(18 .5) ' V^^.4-^a f^^-^ t^^o.
' \ / ' ' ' / ' • . 1

Lorsque la congruence des lignes de couran t est d'expansion nulle. , le mil ieu
holonome considéré est dit incompressible. Dans ce cas

Vyl^-Z^Oy

et en vertu de ( 1 8 . 5 ) , p, demeure constant tout le lon^ d'une ligne de courant.

19. Le vecteur Ky^pour un tenseur ^énergie électromagnétique. — Désignons
par

(19.i) - ^ -^F^F^- F^FQ,

( 1 ) LÏCHNEROVVICZ, Sur i '1 invariant intégral île l'hydrodynamique relativiste (Annales de l'École
formelle, 1941 , t. 58, fasc. IV).
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le tenseur d'énergie associé au champ électromagnétique Fa3 et cherchons à
évaluer le vecteur correspondant

/-•K.p^-V^.
Il vient imméd ia t emen t

V^= ̂ ^^--^^0^--- ̂ VJ^.

Or en échangeant les noms des indices a e t X et tenant compte de l 'antisymétrie
du tenseur F^y, on obtient

' F^-Va F^ -= ^ ̂ aA Va F ,̂ + V. F^ ,|,

11 résulte par suite des équations de Maxwell (14, 2) que l'on a

F^V^F^^-^F^VpF^^-^F^VgF^,

On en déduit
VaT'I^-r^VaF^,

c'est-à-dire diaprés l 'expression de VaF^ fournie par les équations de Maxwell
(14.i)

(19.2) V,.^=-F^J'\

Nous allons appliquer la formule (19.2) à la formation explicite des condi-
tions de conservation (18.3), (18.4) qui correspondent à des schémas compor-
tant un champ électromagnétique.

ÏO. JLes conditions de conservation pour le schéma champ électromagnétique
pur. — Nous dirons qu'un champ électromagnétique ¥^ est normal, si la
densité scalaire associée

(2Q.I) ^^^Fa^ô

est différente de zéro. Considérons le schéma champ électromagnétique pur
associé à un champ électromagnétique normal. Si TJS désigne le tenseur dé f in i
par l'équation (19. i), on a pour un t e l schéma

"ra _ _a-
1 ^ — T^

d'où, en vertu de l 'équation (19.2),

(20.2) TaTl==------F^Pr=o.

Or un calcul aisé fourn i t , pour le déterminant D(Fa3) des composantes F^ du
champ électromagnétique, l'expression simple

D ( F ^ ) - ^ o .
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Le système (19.2), qui se présente comme un système de quatre équations
linéaires homogènes aux inconnaes .1°', n 'admet par suite que la solution
nulle. Il vient ainsi

^==0.

Nous énoncerons :

THÉORÈME. — Pour tout schéma champ électromagnétique pur^ le vecteur
courant électrique est nul.

21. Les conditions de conservation pour le schéma matière-champ électroma-
gnétique. — Considérons un schéma matière-champ électromatique; son
tenseur d'énergie peut , d'après l'équation (8. 1), être mis sous la forme

Ïa^^ p*^a^+ "a^,

où le tenseur Ta::, est délini par l'équation (19. i ). A ce schéma correspond le
vecteur K^ donné par laformule

(21.1) p^Ks^-F^J^

Par suite les conditions de conservation (18.3) et (18.4) prennent , dans ce
cas, respectivement la forme

(21.2) Va^^^-F^J^

(21.3) ^aVa^=-^(^--^)F,aJA.

22. Les conditions de conservation pour le schéma fluide parfait-champ
électromagnétique. — Considérons un schéma fluide parfait-champ électro-
magnétique dont le tenseur d'énergie peut s'écrire d'après l'équation (10.3)

^3== (p.*+7?*) Ma ^[3— ôa".

avec
Oap==/^^ap-Tap'

\\^ désignant toujours le tenseur symétrique associé à un champ électro-
magnétique.

A ce schéma correspond le vecteur K^ donné par la formule

(22.1) (p'+p^Kgzzr^^-F^J^

par suite les conditions de conservation (18.3) et (18.4) peuvent être mises
sous la forme

(22.2) Va[(p*+ /^^-^(^T^— Fa^)^,

(22.3) ^av^^^^__^^^_^^)(^^_F^jA).

Ces dernières conditions de conservation jouent un rôle fondamental dans la
théorie de l'électron avec tensions.
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IV. — Le schéma champ électromagnétique pur.

23. Le problème de Cauchy. — Le problème essentiel de la théorie des
espaces-temps indui ts par un champ électromagnétique pur est en fait le
problème de Cauchy relatif au système des équations d'Einstein et de Maxwell-
Lorentz. De ce problème des conditions in i t ia les (Anfangswert-probleme)nous
pouvons donner l 'énoncé suivant :

Étant donnés sur une hypersurface S la métrique et les champs gravifique et
électromagnétique^ déterminer la métrique et les champs correspondants dans tout
leur domaine d } existence.

Donnons-nous donc une hypersurface S orientée d 'une manière arbitraire et
que nous supposons quatre fois différentiable et deux fois continûment différen-
tiable. Si cette hypersurface est représentée parl'équateur/'^1 ..r2,^3,^4) = o,
le paramètre différentiel du premier ordre correspondant Ai/ est le signe
quelconque. Nous pouvons toujours effectuer le changement de variables

^'-=0^, x^-z^x^y ^•'''== œ " ' , ^4'==/(^l, ^2, x'\ ̂ ),

et nous ramener ainsi au cas où S est définie par Inéquation x" = o et admet
pour paramètre différentiel \^x^= ̂ '44. Sur Fhypersurface S, nous nous
donnons les valeurs des potentiels, de gravitation g^ qui définissent la
métrique, celles des dérivées premières à;,g^ (dérivées d'indice i relativement
à S) qui définissent avec les gy,^ le champ de gravitation, et enfin les valeurs des
composantes F^y, du champ électromagnétique. Les vingt fonct ions g^, à^g^
et les six fonctions Fa^ constituent, pour le problème posé, les données de
Cauchy relatives à S. Nous nous proposons de déterminer les valeurs sur S des f

dérivées successives du champ de gravitation et du champ électromagnétique.
L^étude des discontinuités à la traversée de S et, du moins dans le cas analy-
tique, celle de l'existence et de l'unicité des solutions ( 4 ) en résultera
immédiatement.

24. Les discontinuités des dérivées des champs.— Les seules dérivées qui
puissent être discontinues à la traversée de S sont les dérivées à^^g^ et^Fap
(dérivées obliques sur S). Une simple dérivation sur S fournit les valeurs de
toutes les autres dérivées des deux champs. Il nous faut donc mettre en évi-
dence ces dérivées dans les équations d'Einstein et dans celles de Mawell-
Lorentz.

(1) L'unicité dans le cas non analytique a été établie par Stellœacher pour des hypers urfaces
exclusivement orientées dans l'espace (Math. ^nnalen, t. 115, 1987, pp. i36-ï52).
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On sait ( ' ) qu^à ce point de vue les équations d'Einstein du cas intérieur

(2^.1) Qa^ S a ^ — ^ T a p ^ O

peuvent être partagées en deux systèmes distincts. Lorsque ̂ 44 est différent de zéro,
le système (24. i) est équivalent à l 'ensemble d'un système de six équations

(^.2) ^.^S^-%r^^(F^F^)-^F^Fj---o,

et d'un système de quatre équations

(2^.3.) Q^S^-+-^F^F4^,),

.̂:V) ^Î-S;-^ ^(F./F^Q-iF^F^ ^o.
4 ^ .

11 est connu que les seules dérivées obliques qui figurent dans le système
(24.a) senties dérivées^^y et que, sous Phypothèse essentielle ^4A 7^0, les
équations du système sont résolubles par rapport à ces six dérivées. Dans les
équations (24.3) n'entre au contraire aucune dérivée oblique.

De même, lorsque ^•41 n'est .pas nu l , le premier système des équations de
Maxwell qui s'écrit ici .

•(^.4) Da-^TVpF-a^o.

est équivalent à l'ensemble du système

(2^.5) D,•E=^-U^F^:+^U'^F^•+ ^i(g^, à^g^, Fa3, ^Fap)==o,

où les fonctions <&, ont par conséquent sur S des valeurs connues, et de
l'équation

(^.6) D4- — ^g^ V/:F^ ~- o.

où n'entre auctine dérivée oblique.
Enfin le second système des équations de Maxwell se partage en le système de

trois équations
(2^.7) E'^= î- S^Ï^^Y-^ o,

où entrent les dérivées obliques ô;, Fy/, et l 'équation unique

(2^.8) E'— ^£^^/F^=:O,

qui ne renferme aucune dérivée oblique.

(1) Cf. LICHNEROWICZ, 'Problèmes globaux en mécanique relathiste (^ctual. scient, md.y Hermann,
n0 833, 1989, pp. i5 et 27--29).
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II résulte des équations (24.2), (24.5), (24.7) que les dérivées du champ de
gravitation et du champ électromagnétique sont nécessairement continues à la
traversée de toute hypersurface S pour laquelle g " " est différent de zéro. En effet
les équations (24.2) fournissent les valeurs sur S des six dérivées ^44^ et
Fon sait que l'on peut toujours annuler les discontinuités éventuelles
des dérivées à^gy^^ D'autre part les équations (24.7) fournissent les valeurs
sur S des dérivées r^Fy/,, et l'on déduit enfin des équations (24.5) celles des
dérivées à^ F^.

La conclusion précédente s'étend aux dérivées d'ordre supérieur des deux
champs : il suffit pour s'en rendre compte de dériver les équations (24.2),
(24.5), (24.7) par rapport à la variable x\ Au total la présente étude ne fait
intervenir que ces équations à l'exclusion des équations (24.3), (24.6), (24.8).

Si la variété S est telle que g " 1 ' soit ident iquement nul, les dérivées du champ
de gravitation etdu champ électromagnétique peuvent au contraire être discon-
tinues à la traversée de S. Nous pouvons, par suite, énoncer le théorème suivant :

THÉORÈME. — II y a identité entre les variétés caractéristiques des équations
d9 Einstein et celles des équations de Maxwell-Lorentz. Ces variétés sont les
solutions de Inéquation

Ai/==o.

Nous retrouvons ainsi, sous une forme absolument rigoureuse, l'identité des
ondes gravifiques et des ondes électromagnétiques et, par suite, l'identité des
lois de propagation des deux chaçnps.

25. Théorème d'existence et d'unicité, — L'étude précédente nous conduit à
partager le système des équations d'Einstein et de Maxwell-Lorentz en deux
systèmes distincts :

a. Le système des équations (24.2), (24.5), (24.7) qui détermine l'évolu-
tion des champs de gravitation et électromagnétique. 11 sera désigné dans la
suite par la notation système (E).

6. Le système des équations (24.3), (24.6), (24.8) où n'entre aucune
dérivée oblique des champs. Il sera désigné dans la suite par la notation
système (C).

Sur la variété S donnons-nous des données de Cauchy telles que, sur S, g^
soit différent de zéro. Dans le cas analytique, le théorème de Cauchy-Kovalewska
nous assure que ces données déterminent, à un changement de variables près,
une solution unique g^, F^s du système (E), solution dont nous connaissons
le développement selon les puissances de x ' ' .

Il nous faut encore satisfaire au système (C). Les équations de ce système ne
contenant aucune dérivée oblique des données de Cauchy, ces données sont

Ânn. Éc. Norm., (3), LX. — FASC. 4. 34
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nécessairement astreintes à vérifier sur la variété S, les équations du
système (C). Le théorème suivant lèvera alors toute difficulté.

THÉORÈME. — Si une solution du système (E) satisfait sur U hypersurface S
aux équations du système (G), elle satisfait à ces équations dans tout le domaine
d ' 1 espace-temps considéré.

Ce théorème est une conséquence des conditions de conservation relatives
aux systèmes d'Einstein et de Maxwell-Lorentz et établies antérieurement. En
effet, pour toute solution de (24.7), la condition de conservation (17.2) se
réduit à l'équation

/^E^o;

par suite si l 'équation (^24.8) est vérifiée sur S, elle est vérifiée dans tout le
domaine d'existence des champs considérés. De même, pour toute solution
de (24.5), la condition de conservation (16.2) se réduit à l'équation

^D^~^(?D4)~T^?Di•

Cette équation considérée comme équation aux dérivées partielles en D4 est
linéaire et homogène et est résolue par rapport à la dérivée ^D'. Pour D4 nul
sur S, elle n'admet donc pas d'autre solution que la solution nulle. Il en résulte
que l'équation (24.6) est, elle aussi, satisfaite dans tout le domaine d'espace-
temps considéré.

Les équations (24.5) et (24.6) étant satisfaites, J^es t nul et le tenseur T^ est
conservatif. Il en est par suite de même du tenseur Q^ = Sj;—^T^, et il vient

(25.i) V^Q|=o.

Pour toute soluhon de (24 .2 ) on a, par un calcul facile,

n^Q;: ^^^Q^^l——^Q;,
o Ô ' f~> /

et les conditions (25. i) prennent la formée

^i, ^Q;=-.^^Q;j-r|^^
1 1 O'Jk (y'\ . l- ___ o-i-/' cy^/l: 1 fy^'*

• ̂  [r^+ir ft ^ ft J ̂ +rp,^;:,
/o-^y \ \ p\k y\.\-_o4; oU-

.^4; ^^——^(^Qt j - ^1 0 \^7é Qi
-^. ^u_^/ -1 ^

.̂Q ^^•4-——T^T^———y/J ^^^-S-^-.

Pour toute solution de (24.2), les (J3 vérifient donc un système de quatre
équations aux dérivées partielles linéaires et homogènes, résolues par rapport
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aux dérivées ^Q|. Pour des données nulles sur S, ce système n'admet par
suite que la solution nulle et les équations (24.3) sont satisfaites dans tout le
domaine d'espace-temps considéré, ce qui démontre le théorème énoncé.

Nous pouvons résumer toute cette étude par le théorème d'existence et d'uni-
cité suivant :

THÉORÈME. — Pourvu que les données de Cauchy satisfassent, sur la variété S
aux équations du système (C) et soient telles que, sur S, g^ soit différent de zéro,
le système des équations d'Einstein et de Maxwell-Lorentz correspondant au
schéma champ électromagnétique pur admet dans le cas analytique une solution
unique.

26. Le système des conditions initiales. — Le problème de l'intégration des
équations relativisas de l'électromagnétisme se trouve donc ramené au
problème suivant : trouver les systèmes de données de Cauchy (^a8? ^4 g\^ Fas),
ou « conditions initiales » satisfaisant aux six équations du système (C) :

Q^EEES^+^F^O,

Q:^St-x[^F^Fv-^F^F^1=o,

D^=^^v,Fap=o,

E^ E= ^s/^^F^=:o.

Le système (C) sera dit le système des conditions initiales pour les deux
champs. Je reviendrai ultérieurement sur la théorie de ce système qui peut se
développer d'une manière assez analogue à celle que j'ai donnée (1) pour le
système des conditions init iales associé aux équations d'Einstein du cas
extérieur.

27» Les singularités du champ de gravitation. — J'ai consacré une partie d'un
travail récent ( 2 ) à l'étude des champs de gravitation qui sont tels que l'on ne
puisse introduire de masses matérielles dans un champ extérieur donné que dans
des domaines où ce champ admet préalablement des singularités. J'ai en parti-
culier établi la proposition suivante :

Etant donné un champ de gravitation extérieur statique du type le plus général
tout tube d'univers de ce champ, qui peut être meublé par une distribution maté-
rielle du schéma fluide parfait produisant un champ intérieur statique compatible
avec le champ extérieur, contient nécessairement des singularités du champ de
gravitation extérieur.

( 1 ) Cf. L'intégration des équations de la gravitation relativiste et le problème des corps (sous
presse au tournai de Ma ïhématiques pures et appliquées),

(2) Cf. Problèmes globaux en Mécanique relativiste, 1989, Chapitre III.
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Je me propose, dans les paragraphes qui vont suivre, d'étendre cette propo-
sition au cas où la distribution purement matérielle considérée est remplacée
par une distribution comportant un champ électromagnétique. Je développerai
le raisonnement dans le cas le plus intéressant au point de vue physique,
celui ou la distribution considérée correspond au schéma champ électromagné-
tique pur.

28. Signe de la composante 1̂  du tenseur d'énergie, — Dans tout ce qui suit
on désignera par x" celle des variables qui présente le caractère temporel.
D'après une remarque classique de Hilbert ( ' ) complétée par l 'auteur (2) , cela
signifie que les deux potentiels g ' ^ e t ^ 4 1 sont positifs et que par suite les deux
formes quadratiques

^X-x/, ^/xlx/

sont définies négatives. Les lignes le long desquelles la variable x4 varie seule
sont dites lignes de temps, les hypersurfaces x " = const. sections d'espace.

Cela étant posé, la méthode utilise essentiellement le signe de la composante
Tî du tenseur d'énergie

T^ — 1 -p .F// J p . r',/s^-^^^^ - 2 1 ul •

En exprimant par exemple en fonction des composantes covariantes toutes les
composantes du tenseur champ électromagnétique, il vient

Tt= I^ ̂ F,,- ̂ ^^-^^^F^,^
4 2,

Or, en vertu du caractère temporel de la variable x / 1 , la quantité
U 2 — — o./ / ia-1 k'V ..V , ,
1-1 —— ft 6 —r i 1 t h-k?

carré de la mesure du « champ magnétique » F^, est strictement positivç. De
même du caractère temporel de x\ on déduit encore que la forme quadratique
de coefficients (^41^ /7— ̂ g47) est définie négative et que, par suite, la quantité

L^(^^~^^)F^

est aussi strictement positive. 11 en résulta

T;=^-4l.>o.

29. Existence des singularités du champ de gravitation dans le cas statique. —
Supposons tout d'abord que nous nous donnions un espace-temps statique

(1) HILBERT, Math. Annalen, 92, p. 11-12.
(2) Cf. Problèmes globaux^ etc., 1989, p. •23-'24.
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associé à un schéma champ électromagnétique pur et étudions, pour un certain
choix de Fhypersurface frontière, quel champ extérieur on peut lui associer.

Nous admettons qu^à la traversée de S et dans le système de coordonnées de
Gauss associé à cette variété, la métr ique, le champ de gravitation et le champ
électromagnétique sont cont inus . Il en résulte que, nécessairement, sur l'hyper-
surface frontière S, le champ électromagnétique doit s'annuler. D'autre part le
caractère statique de l'espace temps intérieur ne correspondra à' aucune
réalité physique, si les lignes de temps, trajectoires du groupe d'isométrie de
l'espace-temps sont susceptibles de sortir du tube d'univers auquel nous
limitons cet espace-temps. L'hypersurface S sera par suite supposée engendrée
par des lignes de temps.

Ayant ainsi choisi l'hypersurface S limitant Pespace-temps intérieur, il est
facile de déterminer l'espace-temps extérieur associé, soit (x\ .r2, x'\ x " ) un
système de coordonnées de Gauss associé à S, où x^ désigne la distance géodé-
sique normale à S et où S est par suite représentée par l'équation x'^-^ o. Avec
ces coordonnées, la donnée de Fespace-temps intérieur nous fait connaître
pour l'espace temps extérieur cherché un système de données de Cauchy
(^a^ ^3^) portées par S qui demeure invariant par un groupe de la forme

Ces données déterminent un espace-temps extérieur et un seul qui admet par
suite le même groupe. L'espace-temps considéré est donc nécessairement
statique et les lignes de temps qui lui correspondent se déduisent de celles qui
engendrent S par la construction même de Gauss.

Inversement, supposons que nous nous donnions un espace-temps extérieur
statique du type le plus général, rapporté à ses lignes de temps et à des sections
d'espace correspondantes, et considérons dans cet espace-temps un tube
d'univers limité à une hypersurface S engendrée par des lignes de temps. Nous
nous proposons de montrer que si ce tube d'univers peut être meublé par une
distribution purement électromagnétique produisant un espace-temps intérieur
statique, l'espace-temps extérieur donné est nécessairement singulier à l'inté-
rieur de S. A cet effet, nous ut i l iserons ( ') essentiellement le fait que, dans le
cas statique général, il existe un vecteur d'espace

^=-~^rfa; ^=o.-^ ̂ A.^.,

dont la divergence est égale à R^ Par suite si 2 désigne une hypersurface
fermée limitant un volume V, dans lequel l'espace-temps considéré est régulier,
on a
(29.i) tluxs^== ( Ç \ Ç^\/~~gd.xld.Tïd.Tïdx'\

(1) Cf. Problèmes globaux, etc., 1939, p. 64-65.
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->
Le vecteur h in t rodui t ne dépend que des g^ et de leurs dérivées premières.

Une étude de raccordement des deux espaces-temps permet d'en déduire que le
long de S les vecteurs h attachés à l'espace-temps intérieur et à l'espace-temps
extérieur coïncident.

30. Ces résultats étant rappelés, la démonstration cherchée s'en déduit
aisément. Soient 2^ et % deux sections d'espace arbitraires de l'espace-temps
extérieur, S, et Z^ les deux sections d'espace de l'espace-temps intérieur qui se
raccordent avec les précédentes le long de la paroi S du tube d'univers. Nous
désignerons par D le domaine à trois dimensions déterminé sur S par l 'un ou
'autre groupe des sections d'espace, et nous appellerons V^ et V/ les deux hyper-
volumes limités respectivement à D.

Appliquons à l'hypervolume V/, l'équation (29. i) dans le cas de Fespace-
temps intérieur, T étant nul, la composante R^ du tenseur de Ricci est égale
à T^, D'autre part le flux de h à travers les sections d'espace 2, et 2; est nul.
L'équation considérée prend donc la forme

^^h=Ç Ç Ç Ç ^"^gdx^dx^dx^dx9^

où T^ est une quantité essentiellement positive. Par suite le flux à travers D du
> .

vecteur h est positif et ne peut, en aucun cas, se réduire à zéro. Or, si le champ
extérieur considéré était régulier dans Vp, le même raisonnement, appliqué à
l'espace-temps extérieur et à l'hypervolume V^ correspondant, conduirait à la
relation

•>-
f luXD/l==0.

Ainsi l'espace-temps extérieur ne peut être supposé régulier dans le
domaine V<», ce qui nous permet d'énoncer le théorème suivant :

THÉORÈME. — Étant donné un champ de gravitation extérieur statique du type
le plus générale tout tube d'univers de ce champ qui peut être meublé par une
distribution purement électromagnétique produisant un champ intérieur statique
compatible avec le champ extérieur^ contient nécessairement des singularités du
champ de gravitation extérieur ( ' ).

V. — L'équation de transfert de Lorentz.

31. L} équation de transfert de Lorentz. — Hors le cas d'une distribution
purement électromagnétique, les équations fondamentales de l'électricité

(1) Fai annoncé antérieurement ce résultat dans une Note aux Comptes rendus, (Cf C R Acad
Se., 1989, t. 209, p. 533).
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données à la partie II du présent travail, demeurent incomplètes tant que l'on
ne connaît pas une expression du vecteur-courant électrique J\ Nous allons
compléter ces équations qui, jusqu'ici, ne font pas intervenir l'hypothèse
électronique, par une équation supplémentaire portant sur le vecteur-courant
et qui traduit explicitement cette hypothèse. Dans la « théorie microscopique
rigoureuse » que nous envisageons, tout courant électrique doit être nécessai-
rement un courant de convection. Autrement dit le vecteur-courant élec-
trique P doit être colinéaire au vecteur-vitesse matérielle unitaire u\ Nous
sommes ainsi conduits de la manière la plus naturelle à adjoindre aux équa-
tions d'Einstein et de Maxwell l'équation
(31.i) J^p^/7,

où a désigne un scalaire variable appelé densité de charge électrique. A l'équa-
tion (31. i) on donne le nom d'équation de transfert de Lorentz.

32. La densité de charge pour le schéma matière-champ électromagnétique. —
Prenons d'abord le cas d'un schéma matière-champ électromagnétique. Grâce à
l'équation de transfert (31. i), les conditions de conservation (16.3), (21.2),
(21.3) relatives aux équations de Maxwell et d'Einstein prennent une forme
particulièrement simple.

On a d'abord pour l'équation (16.3)
(32.1) V),(|JL^)---=-O.

En reportant l'expression (31. i ) du vecteur-courant dans le second membre de
l'équation (21.2), on obtient pour ce second membre

— ^.F^u^-u^,

expression qui est nulle par suite de l'antisymétrie du tenseur P\p. L'équa-
tion (21.2) se réduit ainsi à l'équation
(32.2) V,(^u^)=o.

Les équations (32. i) et (32.2) peuvent se mettre respectivement sous la forme

V,,^+ u^-^r == o,
(32.2)

j V/ ̂ 4- i^ -^ ==o.
\ p.

p

o.

Par soustraction, on en déduit l'équation

^(log^^o,

qui exprime que le rapport ^ demeure constant tout le long d^une ligne
de courant. Nous pouvons donc énoncer :
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THÉORÈME. — Le rapport de la densité de charge électrique à la densité de
matière p* demeure constant le long d'une ligne de courant.

En général la quantité K = ̂  varie d'une ligne de courant à l'autre et le
schéma considéré est dit hétérogène. Nous dirons que le schéma est homogène
si K est une constante absolue dans tout le domaine d'espace-temps considéré.

Enfin le système différentiel aux lignes de courant (21.3)peut être écrit sous
la forme

(32.4) ^Va^e^KFas^-.

33. La densité de charge pour le schéma fluide parfait-champ électromagné-
tique. — Plaçons-nous maintenant dans le cas d^un schéma fluide parfait-champ
électromagnétique à pression constante : la pression p* est supposée constante
le long de toute ligne de courant

(33.1) u^à^==o.

En tenant compte de l'équation de transfert et de l'équation (33. i), les équa-
tions de conservation (16.3) et (22.2) prennent respectivement la forme

V)^^) == o, V)J(p*4-/?*)^j •==- o.

On en déduit comme précédemment que, le long de toute ligne de courant, le

rapport K= -r^-^ est constant. Le schéma est encore dit homogène si K est

constant dans tout le domaine d'espace-temps envisagé.
Quant au système différentiel aux lignes de courant (22.3), il peut être mis

sous la forme

(33.2) ^av^^^^+KF^.

34. Cas où la congruence des lignes de courant est d'expansion nulle. — Si la
congruence des lignes de courant est d'expansion nulle, on a, par définition,

V^^rzro.

Plaçons-nous dans le cas d'un schéma matière-champ électromagnétique; les
équations (32.3) prennent la forme

iz^ à} p* == o, u^ à\ p. == o.

Par suite les densités de masse et de charge électrique demeurent toutes deux
constantes le long d'une ligne de courant. Ces résultats s'étendent immédia-
tement à un schéma quelconque du type fluide parfait-champ électromagnétique.
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35. Le problème de Cauchy pour une distribution mixte. — Proposons-nous
d'étudier ce que devient le problème de Cauchy dans le cas de champs gravi-
fîque et électromagnétique produits par une distribution mixte, matérielle et
électromagnétique. Nous raisonnerons dans les hypothèses du schéma matière
champ électromagnétique.

Par extension de l'équation (24. i) posons

Qap== SaS—X^

où Ta3 désigne la partie du tenseur d'énergie associée au champ électroma-
gnétique.

Les équations d'Einstein s'écrivent

(35.1) Qa8===^p*^a^ avec ^u^u^==i (p*>o),

et les équations de Maxwell-Lorentz

(35.2) ^VaF8,=^,

(35.3) ^^TA^FS^O.

Étant données sur une hypersurface S. les valeurs des potentiels g^ et Ça et de
leurs dérivées premières qui déterminent les champs, nous nous proposons de
déterminer les valeurs sur S des dérivées successives de ces potentiels ainsi
que les valeurs de p*, p., des Uy, et de leurs dérivées. Comme au paragraphe ^4,
nous supposerons que Fhypersurface S est définie par Inéquation ^==0 et
quelle n'est tangente en aucun de ses points au cône élémentaire (^^o).
Dans ces conditions, le système (35. i ) est équivalent au système des équations

(35.4j ^=^UiUj,

(35.5) . q{==^u^u1,

( 35.6 ) ^ Uy. U^ =Z l ; ?* > 0.

Les quantités Q); ne contenant aucune dérivée oblique des champs, les données
de Cauchy déterminent les valeurs sur S de ces quantités. On tire ainsi des
équations (35.5)

/ / / " J^1^
et en reportant dans (35.6)

(XP^T=^QaQp.

Nous supposons que la quantité ^^QaQâ ^st sur S essentiellement positive.
Il vient dans ces conditions en posant

^Q,Q.p=PV

o4 o44 p2
(3^-7) ^=-p^; ^=-p-; XP^Q^

Ann. Éc. Norm^ (3), LX. — FASC, 4. 35
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p étant positif, nous sommes amenés à supposer Q44 positif'. Les valeurs de o* et
des u\ étant connues, les équations (35.4) nous fournissent alors les valeurs
sur S des dérivés à^g,,.

Passons maintenant aux équations de Maxwell (35.2) . Elles peuvent se
mettre sous la forme

(35.8) ^à^^^u,-'^

(35.9) ~ ̂ ô^^i-^. ̂ .^ -- t,,

où ^ désigne un vecteur dont les composantes ont sur S des valeurs connues.
De (35.9) on déduit que l'on connait la valeur sur S de la quantité

soit
il __ ̂u^ ~ ( ) 4 ' - <

Connaissant y^ les équations (35.8) fournissent les valeurs sur S des à^ ç/.
Quant aux équations (35.3) elles se trouvent satisfaites d'elles-mêmes grâce à
l 'emploi du potentiel-vecteur.

Observons, d'autre part, que nos inconnues doivent satisfaire aux conditions
de conservations (32. i)et (32.4) que nous écrirons ici sous la forme

( 35. ï o ) u^ Ô, U^ ==. M ̂  ̂ ap< ̂ a^ Fa{3, ^a, ̂  U^, ̂  ̂

( 3 5 . 1 1 ) /^.p^-hp^^^B^a^ ^y^a.8, ^a, àiU^, p\ ^p*).

(35.12) u^à^-^ ̂ ()^^=C(^, à^g-^, u^-, àiif^, ^, ^•^-).

Les seconds membres prennent sur S des valeurs connues ; u^ étant différent de
zéro (puisque Q44 est différent de zéro les équations (35. lo), (35. n), (35.12)
fournissent les valeurs des dérivées à;, u\ ^p\ ^4^.

Cela étant posé, il apparaît immédiatement que des dérivations successives par
rapport à la variable x'\ effectuées soit sur le système (35.4), (35.8) et l'équa-
tion supplémentaire (15.3), soit sur le système (35.10), (35.11), (35.12),
permettent d^obtenir les valeurs de toutes les dérivées cherchées. Dans cette
recherche n ' intervient aucune dérivation portant sur les équations (35.5),
(35.6),(35.9).

Au point de vue de l'existence et de l'unicité de. la solution, les considé-
rations précédentes nous permettent d'affirmer du moins dans le cas analytique
que, moyennant les hypothèses énoncées, les données de Cauchy sur S déter-
minent une solution et une seule du système (35.4), (35.8) et (35.10),
(35.n), (35.i2) qui satisfasse sur S aux équations (35.5), (35.6), (35.9).
Il résulte de la théorie des systèmes en involution que ces dernières équations
sont alors vérifiées partout. Par suite, dans les hypothèses énoncées, le
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problème de Cauchy relatif au système (35. i), (35.2), (35.3) admet une
solution unique.

Nous énoncerons :

THÉORÈME. — Si les données de Cauchy sur S sont telles que g " " soit digèrent de
zéro et que ^Q^Qçt et Q 1 4 soient positifs, le système des équations d'Einstein
et de Maxwell-Lorentz (35. i), (35.2), (35.3) admet une solution unique se
réduisant sur S à ces données.

Le cas où Q44 est nul correspond au cas singulier où u" est nul , c'est-à-dire
au cas où S est tangente à une ligne de courant ou engendrée par des lignes de
courant.

Dans le cas du schéma fluide parfait-champ électromagnétique, le problème
de Cauchy conduit à des conclusions analogues; il apparaît une nouvelle classe
de variétés exceptionnelles constituée par les fronts d'onde de l'hydrodyna-
mique.

36. Les singularités du champ électromagnétique. — A l'intérieur d'un tube
d'univers S, considérons une distribution mixte, matérielle et électromagné-
tique satisfaisant à Inéquation de transfert de Lorentz et proposons-nous tout
d^abord d'étudier les champs gravifique et électromagnétique engendrés à
l'extérieur de S par cette distribution. Par extension des conditions classiques
de Schwarzschild, nous sommes conduits à leur imposer les conditions
suivantes : il existe un système de coordonnées tel que les potentiels g^ et <pa
ainsi que leurs dérivées premières soient continus à la traversée de la variété S (r).

Nous sommes ainsi amenés à rechercher s'il existe des champs gravifique et
électromagnétique satisfaisant aux équations du schéma champ électromagné-
tique pur et se raccordant le long de S, au sens précédent, avec les champs
intérieurs à S associés à la distribution. Nous dirons que nous traitons le
problème électromagnétique du prolongement de l'intérieur vers l'extérieur.

THÉORÈME. — Pour que le problème électromagnétique du prolongement de
rintérieur vers V extérieur admette une solution unique^ il faut et il suffit :

i° que la variété S wit engendrée par des lignes de courant du champ intérieur:
2° que dans le cas du schéma fluide parfait-champ électromagnétique^ la

pression p* s^ annule le long de S.

La condition est nécessaire. — Supposons qu'il existe des champs gravifïque
et électromagnétique correspondant au schéma électromagnétique pur, exté-

(1) 11 en résulte comme dans le cas purement gravitationnel, qu'il y a nécessairement continuité
des potentiels et de leurs dérivées premières dans le système de coordonnées de Gauss relatif à S
(Cf. LICHNEROWICZ, Problèmes globaux en Mécanique relativiste, p. 3a-33).
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rieurs à S et se raccordant le long de S (défini par x"=o) avec les champs
intérieurs. Les premiers membres des équations du système (G) étant continus
à la traversée de S, les quantités Q)\ D 1 , E' relatives aux champs intérieurs
s 'annulent nécessairement sur S. Pour qu'il en soit ainsi, i l faut et il suffit que
u ' et jo*, dans le schéma fluide parfait-champ électromagnétique, prennent
partout sur S la valeur zéro.

La condition est suffisante. — L'hypersurface S étant supposée engendrée par
des lignes de courant est partout orientée dans le temps. Par suite si nous
raisonnons dans le système de coordonnées de Gauss attaché à S, nous nous
trouvons ramenés à la résolution du problème de Cauchy relatif au schéma
champ électromagnétique pur, les données de Cauchy étant portées par une
variété non tangente au cône élémentaire et vérifiant sur S les équations du
système (C) . Nous avons vu qu'ui^ tel problème admet, au moins dans le cas
analytique, une solution unique, l'existence de cette solution n'étant d'ailleurs
assurée que dans un certain voisinage de S.

37. Inversement donnons-nous, dans un espace-temps rapporté à un système
de coordonnées (^a), des champs gravifique et électromagnétique satisfaisant
aux équations du schéma champ électromagnétique pur, le champ gravifique
étant supposé partout régulier dans l'espace. Étant donné un tube d'univers
limité à une hypersurface S^^o), supposons que l'on puisse meubler ce
tube d'univers par une distribution matérielle et électromagnétique, dont la
densité de charge est de signe constant et qui produit à l ' intérieur de S des
champs compatibles avec les champs extérieurs à S. Nous nous proposons de
montrer que? dans ces conditions, le champ électromagnétique extérieur ne peut
être supposé régulier à l'intérieur de S.

A cet effet nous commencerons par observer que Fon peut mettre les équa-
tions de Maxwell-Lorentz (14. ï ) sous la forme

VaF^8^^,

où l'indice ? du premier membre est un indice mort. c'est-à-dire n'est pas
soumis à l'opérateur de dérivation covariante. Pour ^ = 4? il vient

^^^=:^u\

où li^ désigne le vecteur d'espace

/c^F^ ^=0.

Par suite si H désigne une hypersurface fermée l imi tant un hypervolume V
dans lequel les champs considérés sont réguliers

( 37. i ) (luxH h-==i ^ f f f p. u ' ' \/— ^ d.T^ dx^ dx^ dx ' 1 .
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Soit alors S ( . r*=o) une hypersurface orientée dans l'espacent telle que
dans le domaine de ï intérieur à S la densité de charge u. ait un signe constant.
On peuttoujours trouver une section d'espace 2 \ x ' ' =. A) telle que, dans l'hyper-
volume V limité par S, "L et S7, le scalaire [j. garde un signe constant. D'ailleurs,
d'après les résultats du paragraphe 32, ;JL admet un signe constant le long de
toute ligne de courant. Les sections d'espace, correspondant aux valeurs de x '
de l'intervalle (o, A) étant orientées dans l'espace, ne peuvent être tangentes a
une ligne de courant. Par suite dans l'hypervolume V, u' conserve aussi un
signe déterminé. Désignons par D le domaine à trois dimensions déterminé
sur S par S et 2V et appl iquons à l 'hypervolume V l'équation (37. i). Le flux

de k à travers E et 2' étant nul, il vient

(37.2) flux^k==if j j j ^+ \1— gdx^ dx2 dx6 dx\

Ce flux a par suite un signe bien déterminé et ne peut se réduire à zéro. Or,
^

le long de S les vecteurs k associés aux champs électromagnétiques extérieur
et intérieur à S coïncident. Si le champ électromagnétique extérieur étai t
régulier dans V, le raisonnement précédent, appliqué aux champs extérieurs,
conduirait à la relation

>
fluX])Â' == 0^

résultat en contradiction avec (37 .2) . Nous énoncerons :

THÉORÈME. — Etant donnés des champs gravifique et électromagnétique satis-
faisant aux équations du schéma champ électromagnétique pur^ tout tube
d'univers^ dans lequel la métrique est régulière et qui peut être meublé par une
distribution matérielle et électromagnétique de signe constant produisant des
champs intérieurs compatibles avec les champs extérieurs donnés^ contient néces-
sairement des singularités du champ électromagnétique extérieur.

VI. — Sur l'invariant intégral de l'Électromagnétisme.

38. Variation de ^intégrale <t>.— Nous raisonnerons tout d'abord dans le cas
du schéma matière-champ électromagnétique; nous verrons ultérieurement
comment les résultats obtenus s'étendent au cas du schéma fluide parfait-
champ électromagnétique à pression constante.

Plaçons-nous donc dans un domaine dans lequel se trouve défini un schéma
matière-champ électromagnétique homogène et supposons tracée^ dans ce
domaine, une courbe C le long de laquelle les x^ sont des fonctions d'un certain
paramètre u dont nous désignerons par x^ les dérivées. A la courbe C nous
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ferons correspondre l'intégrale calculée le long de C

0
î

=^ W(^^)</^
*- "„

OÙ

w = ̂  ~ ̂ ^ == (^ ̂ a^)T- ̂ Pa^

est une fonction homogène et du premier degré des ̂ a.
Si l'on varie la courbe C, extrémités comprises, la variation correspondante

de l'intégrale $ est donnée par la formule ( ' )

<38.,, 3«=l«W|,-l«W,-^[^^_^ji,.,,,

où (0(0) se réduit, par suite de l'homogénéité de W, à la forme linéaire

.(0)^^.

Explicitons la formule (38. i) pour la fonction W donnée. Jl vient
àW_ ^^

— ^'Pa.àx^- {g^x^y
àW _ î ô^^^œ^
àx^ — 1 ———^——I ~ kô^'lxh•

(g^x^x^Y

En reportant ces expressions dans (38. î ) et en prenant pour paramètre u
l'abscisse curviligne s de la courbe C, on peut mettre o^ sous la forme

r*si î /
(38.2) ^=|^(ô')|t-[co(Ô)]o-y ^(Va-^Cpaï-^a^^^+^^apA^ \§^ds,

OÙ

(38.3). ^ (ô^^^Va-^^a)^^

et où Va désigne le vecteur unitaire de la courbe (C).

39. Le principe d'extremum. — Appliquons la formule (38.2) au cas où la
courbe C est variée à extrémités fixes. Dans ces conditions, la variation de
l'intégrale <P se réduit à

/^ ̂ i r~ î

^==- / ^(^a-^a)- ^a^A^^+A-^^ \§^c/S
^MO t- " J

/r» MI
— — \ [ ̂  Vp ̂  — ̂  F^a J ̂ ds,

^M,

(1) Cf. par exemple LICHNEROWICZ, Sur l'invariant intégral de l'hynro dynamique relativité
î Ann. Ecole Normale^ fasc. IV, 1941).
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et les courbes qui réalisent Pextremum de $ sont les solutions des équations
différentielles

(39.i) ^Va^p^^Fap^

qui coïncident avec les équations différentielles (32.4) aux lignes de courant.
Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant :

THÉORÈME. — Pour tout schéma matière-champ électromagnétique homogène^
les lignes de couinant sont les extrémales de V intégrale

^ t l { i
(|) — / ( _^ x^ w )'- - k cp. x^r " ' 1 i— f ( ̂  ̂  x^- œ^ )'" — k cp y, xa | du.

t///,,

40. L'invariant intégral relatif. — Soit

// /'a
OO.iL, ——--"9"-as

(^0.1.}/, // a Va ^ .'-l :::== ^ ̂ ap // a

le système différentiel aux lignes de courant du schéma envisagé. Considérons
une suite continue à un paramètre Œ de telles lignes de courant et limitons
chaque ligne de courant à un arc MoM, variable avec a. En vertu de la formule
(32.2), la variation de l'intégrale <t>, quand on passe de la ligne (d) à la ligne
( CT + Sa), est égale à

Ô^=[CO(Ô)]M,-[.^(Ô)]M,.

Par conséquent, si notre suite forme un tube de lignes de courant sur lequel le
point Mo décrit une courbe fermée Fo et le point M, une courbe fermée 1^, la
variation totale de l'intégrale <&, lorsqu'on revient à la ligne de courant initiale,
est nulle et Pon a

f | < x ) ( o ) |,i,== f | "CO(Ô)J^.< x ) ( o ) |^== / f^ (^)K

^ Jr,J\\ Jr.

Nous pouvons donc énoncer :

THÉORÈME. — Le système différentiel aux lignes de courant (4() . i ) admet
l'invariant intégral relatif :

(40.2) ^(0):= ^ (^a—^a)^.

L'invariant intégral (40.2) fait intervenir le vecteur

iy^^ Lly.-- ^9a-

Nous donnerons à ce vecteur i^ le nom de vecteur-impulsion généralisé du
schéma homogène considéré. Les lignes tangentes en chaque point au vecteur-
impulsion sont appelées lignes d'impulsion.
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41. L'invariant intégral absolu à deux dimensions. — De la forme différen-
tielle linéaire

^(Ô^O/a-Â'^)^-,

on déduit par différentiation extérieure, la forme quadratique extérieure
De») == i2a3 | o-^ O.T^ ]

avec

(^1.1) il^ == ^a ̂  — ^3 <a ̂  ^a «8 — ̂  ̂ a — ^ FO^ -

Si A désigne un domaine à deux dimensions limité à un contour fermé F, on a

( ^ == ^ Dw ;
Jr •^

on en déduit immédiatement le théorème.

THÉORÈME. — Le système différentiel aux lignes de courant (4o-i) admet
^invariant intégral absolu.

j î Dc.j== t] ^o^^\
JJ\ J)\.^A ^A

Au tenseur antisymétrique ûa[^ nous donnons le nom de tenseur de tourbillon
généralisé du schéma considéré.

iï. Schémas à mouvement rotationnel et à mouvement irrotationnel. —
Le système différentiel aux lignes de courant

(^2.i) dx^ dx^ dx^ dx'
11^ u2 w ?//

où u^ satisfait aux équations (40-i)^, admet les invariants f oj et ^ D O J .
Inversement cherchons à former tous les systèmes différentiels de la forme
(4'2.i) admettant ces invariants intégraux. De la considération du système
caractéristique de la forme, on déduit que, pour que le système différentiel

dx^ dx"- dx" dx^
(•' (7^ (':'' ('/1

laisse invariantes les formes oj et Dco, il faut et il suffît que le vecteur V^
satisfasse au système linéaire

(^2.2) î  ^J---<>•

Diaprés un théorème classique sur la classe d^une forme quadratique extérieure,
le système (42.2) est nécessairement de rang pair, et ce rang est inférieur à 4,
puisqu'il existe un système différentiel laissant invariantes les formes co et Dco.
Le système (42.2) est donc de rang i ou o.
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a. Si le système (42.2) est de rang 2, le schéma est dit à mouvement
rotationnel. La forme Dco admet des variétés caractéristiques à deux dimen-
sions, que l'on peut engendrer par des lignes de courant.

b. Si le système (42.2) est de rang o, le schéma est dit à mouvement
irrotationnel. Dans ce cas, le tenseur LS^ est identiquement nul et les lignes
d ) impulsion forment une congruence de normales.

43. Étude des schémas à mouvement rotationnel. Lignes de tourbillon. —
Plaçons-nous dans le cas d'un schéma à mouvement rotationnel et étudions les
variétés caractéristiques à deux dimensions correspondantes. L'élément plan
tangent à ces variétés sera complètement défini si nous connaissons, outre la
direction u^, une seconde direction de cet élément-plan, direction que nous
choisirons orthogonale à la première. Nous sommes a ins i amenés à chercher un
vecteur 6'3 satisfaisant aux équat ions

^?=0, i^W=o.

Un calcul facile fournit pour ces équations la solution

(^3.i) O^s^ï^—^)"^^.

Le vecteur 9°' ainsi défini est le vecteur-tourbillon du schéma envisagé. Les
lignes trajectoires du champ de vecteurs sont les lignes de tourbillon. Étant
orthogonales aux lignes de courant, elles sont partout orientées dans l'espace.
Le système différentiel

dx^ _ dx"- _ dx-^ __ dx^
"o" ~~ ~o~ ~ ~W~ ~ 1"

laissant invariantes les formes co et Dco, on en déduit immédiatement une théorie
complète des tourbillons, analogue à celle de l 'hydrodynamique classique ou
relativiste ( ') . En particulier la circulation du vecteur-impulsion est la même
le long de tout circuit fermé tracé sur un tube de tourbillon et en faisant une
fois le tour. Les variétés caractéristiques considérées admettent une double
génération par les lignes de courant et par les l ignes de tourb i l lon .

44. Étude des schémas à mouvement irrotationnel. — La propriété essentielle
des mouvements i rrotat ionnels est leur permanence, qui est fondée sur le
théorème suivant :

THÉORÈME. — Si le tenseur de tourbillon s'1 annule sur une hypersur face ̂ partout
orientée dans l'espace^ il s ) annule identiquement et le mouvement est irrotationnel:

( ' ) Cf. LICHNEROWICZ, Sur V invariant intégral de l'h^drollynarnique relativiste (Ann. École
Normale Supérieure, 1 9 4 1 , .^8, Fascicule 4).

Ami. Éc. Aorm., (3), LX. — FASC. 4. 36
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D'après les considérations du paragraphe 4'2. le vecteur u^ satisfait au
système l inéaire
(U.i) ^^=0.

Rapportons alors le schéma considéré à un système de référence tel que les
lignes de temps coïncident avec les l ignes de courant du schéma. Pour un tel
système de référence

~u^ == u2 === ?/3 ==: o,

et il résulte du système (44. i)

( U.2 ) ^ Î2,, = ̂ , = ̂ ,, == o.

L'hypersurface S étant orientée dans l'espace, nous pouvons l'adopter désormais
pour variété ri^^o. Comme le tenseur t2^ ^t 1e r o t a t i onne l d 'un champ de
vecteurs, il satisfait au système

^^^PY^O; '2 r l

pour X -== i, ce système fourni l , compte tenu de (44.2), les équations

(U.3) ^,^==^^1=^^-2=0.

Les composantes il^, Û 3 i , 0,2 s 'annulant sur S, il résulte des équations (44-3)
que ces composantes sont identiquement nulles, ce qui démontre le théorème.

Ce théorème const i tue l ' ex tens ion à notre théorie du théorème de Lagrange
de l 'hydrodynamique classique.

45. Mouvements permanents. — Supposons l'espace-temps rapporté à un
système de coordonnées quelconque (^a) dans lequel la variable x " présente le
caractère temporel. Nous dirons qu'un schéma matière pure-champ électro-
magnétique définit un mouvement permanent si les potentiels de gravitation et
électromagnétiques g^ et ya sont indépendants 'de la variable temporelle x\

II résulte de l'étude antérieurement faite du problème de Cauchy que le
vecteur u^ est indépendant de la variable x" et que, par suite, le système
différentiel aux l ignes de courant (42. i) admet la transformation infinitésimale

àf=à^f.

De l'existence de la forme quadratique invar iante

ÛûJ== [Ô/a, ^a],

on déduit alors celle d'une forme linéaire invariante D(o(X, o), i l vient

à(Dw)
•^^^j^^-^-
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Par suite la quanti té /\ est intégrale première du système (4'2-i) et, nous
pouvons énoncer :

THÉORÈME. — Dans tout mouvement permanente la composante ?\ ==;/,.—/'y,,
conserve une valeur constante le long de chaque ligne de courant.

Plus généralement , ,̂ demeure constant sur toute variété caractér is t ique de
la forme et en par t icul ier demeure constant le long de chaque l i gne de
tourbi l lon. Ces différents résultats cons t i tuent la t ransposi t ion du théorème
classique de Bernouill i .

46. Cas du schéma fluide parfait-champ électromagnétique. — Les résultats
précédents s'étendent sans difficultés aux hypothèses du paragraphe 33,
c'est-à-dire au cas d'un schéma fluide parfait-champ électromagnétique dont la
pression p^ est supposée "constante le long de toute la ligne de courant. Si p'* et
p* sont liés par une équation d'état, on peut établir les propositions suivantes :

Les lignes de courant sont les extrémales de l ' intégrale

^ = = f [F^^^)7-/.?^]^
•^/o

où F. désigne l'indicé du fluide
- r^ dp-F = exp. I -———.•

^0 P-^

Le système différentiel correspondant des lignes de courant admet l ' invariant
intégral relatif défini par la forme linéaire

^^(F^-^a)^.

La théorie des tourbil lons, ainsi que celle des mouvements permanents s'en
déduisent aisément.

VII. — Équations du mouvement d'un électron
dans un champ électromagnétique.

47. Le problème de raccordement. — A l ' in tér ieur d 'un tube d'univers S
considérons une distribution correspondant au schéma fluide parfait-champ
électromagnétique, qui produit à l ' intérieur de S un champ électromagnétique,
F^. A l'extérieur de S régnent des champs gravifiques et électromagnétiques,
correspondant au schéma champ électromagnétique. Nous désignerons par F^g
ce dernier champ électromagnétique. L'hypersurface S qui limite la distribution
donnée doit nécessairement être engendrée par des lignes de courant de cette
distribution.
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Supposons d'abord comme au paragraphe 36, que les potentiels et champs
gravifiques et électromagnétiques soient continus à la traversée de S. On en
déduit, comme dans le cas du simple schéma fluide parfai t , que la pression p^
doit s 'annuler le long de S. Considérons en part icul ier le tube d'univers décrit
par une très petite masse matérielle électrisée; p" s'annulant sur S, il résul te
des considérations du paragraphe 11 que le tenseur électromagnétique T^g est
très petit à l 'intérieur de S et tend identiquement vers zéro, quand on réduit le
tube d'univers à une ligne d'univers. Ainsi dans ces hypothèses on n 'obt ient
pas le modèle d'une très petite particule électrisée.

Nous sommes ainsi amenés à supposer que, à la traversée de S, le champ de
gravitation reste cont inu , mais que le champ électromagnétique subit une
discontinuité correspondant à la pression p^ non nulle sur S. La théorie
correspondante de l 'électron que nous allons maintenant esquisser sera dite
théorie de l'électron avec tensions mécaniques.

48. Une évaluation de la discontinuité du champ électromagnétique. — Soit
/(^', x2, x\ xft)=o l 'équation de S dans un système de coordonnées
arbitraire. Nous rapporterons les deux champs considérés au système de
coordonnées de Gauss relatif à S. La surface S est alors représentée-par
l 'équation xh= o, et l 'on a

^•==0, ^44=1.

Les quanti tés S{ ne dépendant pas des dérivées obliques des données de
Cauchy sur S, ces grandeurs ont, sur S, mêmes valeurs pour le champ intérieur
et pour le champ extérieur. On en déduit Pégalité des composantes "T; et T^4

des tenseurs d'énergie de ces deux champs et par suite les équations

Â = / ; (p^+p^^-F^/^-F^F^

A =4 ; • (P*+^)^,^-^-+-IF^F^-^F;/F^=: -LF^-IF^.
^ 2 4 ' 2

Or le tube S étant engendré par des lignes de courant, u" est nul et il vient

(^8.1) F^/=F,;F^

(^8.2) iF^7- IF:^•=^+ '-F^-- ^F/,F-<
4 2 H- '2 '

Pour évaluer la discontinuité de champ électromagnétique, nous poserons

(4-8.3) F^^F^d-a^,

où a est scalaire de l'ordre de p^ et où ç^8 est le tenseur antisymétrique défini
en coordonnées arbitraires par l'équation

(^8 .4) ^=^ïoF^^^,
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avec
(^8.5) ^T8--=£^TS[D(F^)p,

D(F)^) désignant le déterminant des composantes F-̂  du champ électro-
magnétique. En coordonnées de Gauss, la formule (48.4) fournit les
composantes

o^y^-F^; 9^=0.

On en déduit aisément
^ii^'f'liik'^1'1", îpu-^o,

avec
^ô=£a^ô[D(F^)]~2.

En reportant l'expression (48.3) du champ électromagnétique F*01!3 dans les
premiers membres des équations (48. i), il vient

et comme
F^=(F^+a^)F^

^.F^^-^.F^F^^o,

les équations (48. i) sont identiquement vérifiées.
En procédant de même au premier membre de (48-2), il vient

ÏF^.F^--^F:,F*4/•=-F,yF^7- ^ F^F-^4- ^a (F,^') + a2 9,79^

or
^F^9^=i^7^F,yF^==i.
2 2

Par suite, pour a =p\ l'équation (48.2) est vérifiée à des termes en (p*)2 près.
Il en résulte que nous adopterons, pour évaluer la discontinuité, la formule

(4.8.6) F^P^F^+pY.8.

49. Équations de Maxwell vérifiées sur S. — Nous supposerons dans la suite
que p* est une constante absolue, caractérisant l'électron considéré. Dans cette
hypothèse, nous allons établir que les équations de Maxwell qui doivent être
vérifiées sur S
(^9.i) D4^ V,F^(4) ==0,

(^9.2) E4^ ^^V.F^o

le sont etiectivernent pour le champ électromagnétique défini par la for-
mule (48.6).

Tout d'abord pour (49. î) il vient

D4 = V), F*'̂  = ̂  V-^4),
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et les composantes de ç'4 étant nul les ,

V/.F^'-^o.

Passons à l 'équation (4<>.2) . Nous pouvons toujours supposer que le système
de coordonnées sur S a été choisi de façon que sur S

D(Fa!: i)=l.

Dans ce système de coordonnées, l'on a

El = -, ̂ V. F;, = ̂ /c'/<-../.,/, V,F/^

soit
E^^^v.F^o.

Ainsi l'équation (49.2), elle aussi, se trouve vérifiée sur S. Dans l'hypothèse
faite, le champ électromagnétique (48.6) est donc bien compatible'avec les
équations de Maxwell.

50. Les équations du mouvement de l'électron (avec tension). — Plaçons-nous
de nouveau en coordonnées quelconques. En vertu des équations (33.2) et de
l'hypothèse de la constance dejo*, les lignes de courant du champ intérieur à S
satisfont au système différentiel.

(^VaMP^À-F*^8^.

A la frontière le champ électromagnétique intérieur est donné par la for-.
mule (48.6), et les lignes de courant qui engendrent S satisfont aux équations

U- Va ̂  = k \ F^ + ̂ a^S 1,^ S^à^f^f 1
L "' A,/ J a-

Par passage à la limite on obtient les équations du mouvement d'un électron
dans un champ électromagnétique donné

(30.i) ^ ^VaMP^F^+^h-SF^VPVg]^,

où Y]^° est donné par la formule (48.5) et où ̂  désigne le vecteur unitaire de
la normale principale à la ligne d'univers considérée.

VIII. — Les équations macroscopiques de l'Électromagnétisme.

al. Les valeurs moyennes des grandeurs électromagnétiques. — Dans les
domaines d'espace temps considérés, les potentiels et champs de gravitation
ainsi que leurs dérivées premières varient relativement peu. Au contraire
comme nous l'avons déjà remarqué, les grandeurs microscopiques d'origine
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électromagnétique qui in terviennent dans les équations rigoureuses de la
partie II subissent de grandes variations au sein des particules élémentaires ou
dans leur voisinage. Pour caractériser macroscopiquement l'état électro-
dynamique de la matière, nous partirons comme dans la théorie classique des
grandeurs microscopiques, et nous prendrons leur moyenne dans un domaine
fini d'espace temps, par exemple dans la pseudo-sphère définie par

•'i.
^(^-^^a2,
a=i -

de centre le point de coordonnées (^a).
Pour obtenir de cette manière les grandeurs dites rnaxwelliennes, il nous

faut supposer ( ^ ) que le pseudo-rayon a été choisi de façon que les moyennes
obtenues aient des valeurs indépendantes de a. Par suite on doit pouvoir traiter
un nombre a tel que, d 'une part, la pseudo-sphère de rayon a contienne un grand
nombre de particules élémentaires et que, d'autre part, les grandeurs maxwel-
liennes varient infiniment peu à l'intérieur de cette sphère.

Dans cette hypothèse nous allons essayer de former les moyennes des
différents membres des équations microscopiques (13.i) (14. i) (14.2).
^opération de dérivation, ordinaire ou covariante, par rapport aux variables^
et celle de multiplication par le tenseur fondamental sont toutes deux
échangeables avec l'opération de formation de la moyenne conformément à des
notations classiques, nous désignerons par y la valeur moyenne de la fonction/.

52. Le tenseur (F énergie et les équations ^Einstein. — Dans la théorie
macroscopique, intervient d'une mamère essentielle le^tenseur antisymétrique
obtenu en prenant la valeur moyenne du champ électromagnétique

' ( 5 2 . 1 ) . H^=:F^.

D'après la propriété de commutativité des opérations de multiplication par le
tenseur fondamental et de formation de la moyenne, on a aussi

(52.2) H^=¥^.

On donne au tenseur H°^ le nom de tenseur champ électrique-induction
magnétique (en abrégé tenseur c. e. i. m).

Essayons de former les équations provenant des équations d'Einstein (13. i)
en nous plaçant par exemple dans l'hypothèse d'un schéma matière-champ
électromagnétique. Le tenseur d'énergie ïo^ étant quadratique par rapport au
champ F, sa valeur moyenne ne peut s'exprimer seulement à l'aide du tenseur

( ' ) BECKER, Théorie des électrons, Paris, 19385 p. i2'k
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maxwellien Ha3. Il est possible de montrer que l'on peut mettre le tenseur Ta,3
sous la forme

• (52 .3) Ta3=p"UaUp4-^^G,^I^-^(G,aH^4-G^H,^

où Ua est un vecteur unitaire et Ga[-s un tenseur ant isymétr ique. A ce tenseur on
donne le nom de tenseur induction électrique-champ magnétique (en abrégé
tenseur i. e. c. m). Dans un grand nombre d'interprétations physiques
s'introduit le tenseur

(52.4) . Map==I- Ia^-Ga^

qui sera dit le tenseur d'aimantation-polarisation du milieu considéré.
Dans ces conditions les équations d^Einsteih macroscopiques prendront la forme

(52.5) Saf^/Ja^

où T'ay est défini par l 'équation (52.3).

53. Les équations de Maxwell. — Les équations (14.i) et (14.2) étant
linéaires par rapport aux composantes F^ du champ électromagnétique, la
formation des équations macroscopiques correspondantes ne présente aucune
difficulté. Des équations (14. i), complétées par Fhypothèse de transfert de
Lorentz

VaF^^,

on déduit immédiatement
VaH^^r^.

En exprimant le tenseur H^ en fonction du tenseur i. e. c. m. G^ et du tenseur
d'aimantation-polarisation à l'aide de la formule (52.4)? on obtient

V^G^^^+V^M^.
Nous poserons

(53.i) S^'iT^+VaM^.

11 vient ainsi le premier groupe des équations de Maxwell macroscopiques
(53.2) V^G^rrrS^

où le vecteur S^ est dit vecteur-courant macroscopique.
Des équations (14.2), on déduit le second groupe d'équations de Maxwell

macroscopiques

(53.3) ^^'VaH^^o.
2

54. Le vecteur Gourant macroscopique. — Le vecteur courant macroscopique,
défini par l'équation (53. i), provient du courant électronique [MU^ et du courant
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d'aimantation-polarisation V^M^. Ce vecteur S^ peut être décomposé d ' une
manière et d^une seule en une somme de deux vecteurs, dont l'un est colinéaire
au vecteur vitesse macroscopique U^ et l'autre lu i est orthogonal. Nous
poserons donc
(5^.i) Sf-^CP+L^ • .

avec

(54-.2) CP=^lA L^Up^o.

Le vecteur C^ est appelé courant de convection et le vecteur L^ courant de
conduction. Au scalaire
5^.3) ^=SPL^

nous donnerons le nom de densité maxwellienne de charge.

55. Les équations de liaison.— Aux équations d'Einstein et de Maxwell, il
nous faut adjoindre les équations de liaison permettant d'évaluer le tenseur
c. e. i. m. H0'13 et le tenseur i. e. c. m. G^, l 'un à partir de l'autre et permettant
de calculer le vecteur-courant macroscopique. A partir de la théorie
classique ( ' ) , on obtient tout d'abord entre H°^ et G^ les équations de liaison

(55.1) G^U^m^Up,
(55.2) c^Hap.L^^ws^GapUp

où le scalaire / désigne le pouvoir diélectrique et le scalaire m est la perméabilité
magnétique du milieu considéré.

Pour évaluer le vecteur S^ il nous suffit, compte tenu de (54. i) et (54.2),
d'évaluer le courant de conduction IA Nous poserons

(55.3) L^crH^Up,

où a désigne la conductibili té électrique du milieu.
Les scalaires /, m, a étant donnés dans le domaine d'espace-temps considéré,

on peut faire pour les équations (52. i), (52.2), (53.3), complétées par (54. i),
(54.2), (55. i), (55.2), (55.3), une étude du problème de Cauchy en tout point
analogue à celle du paragraphe 35.

Quant aux lignes de courant macroscopiques, trajectoires des vecteurs Uy., on
peut montrer qu'elles sont géodésiques d'un espace de Finsler généralisé, tel
que ceux que j'ai étudiés dans deux Notes récentes (2) . Je me propose de
revenir sur cette question dans un travail ultérieur.

( ' ) Cf. BECKER, Théorie des électrons, Paris; 1938, p. 364. '
(•2) Cf. LICHNEROWICZ, Comptes rendus^ 214, 1942, p. 699; 216, i943, p. 20.

Ann. Éc. Norm., (3), LX. — FASC. 4. • ^
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