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SUR

CERTAI1NS PROBLÊMES 1NON LINÉAIRES DE NEUMANN
ET SUR

CERTAINS PROBLÈMES NON LINÉAIRES MIXTES
( suite )

PAR M. GEORGES G-IHAUD

•CHAPITRE X.
PROBLÈME LINÉAIRE DE DÏRÏCHLET.

1. Énoncé du problème.—Considérons l'opération du type elliptique
1 - ^ . ^ ^ 1 ! - ! à'^ u 1 1 1 -,, , ou , ^

, ^,,^^^,^^^ (^,>0),

et un domaine borné ouvert dont la frontière S* remplit les conditions
(II, 1) et en outre celle que les dérivées des coordonnées de ses points
sont iïpschitziennes d'exposant À<;I . On suppose que c est continu
dans dO-hS), et que les b^ sont lipschitziens d'exposant À dans le
même domaine; dans û) +2> encore/ les dérivées des •a^ sont sup-
posées existantes et lipschitziennes d'exposant h.

Nous pouvons^ de différentes manières prolonger hors de (J3 les
coefficients de ^ et choisir dans tout l'espace une fonction %, nulle
hors d'un certain domaine borné, de façon que, dans tout l'espace,
les b^ c<—^ et les dérivées des a^ soient tipschi tziens d'exposant h
et que, hors d'un certain domaine borné, .ropération11 ^•—'^^'.se^,, 1 1 ' ' ' \ i i > 1 1 1 1 1 1 ! 1 ' 1 - ! 1 ! • • ! . • ! 1 . , ', ' . • • - ! " ! ' ! 1 . , 1 1 - 1 1 . • . ! 1 : ! ! . i ^ , ! 1 1 1 !

réduise à Y ^—^^(^>o);de^p^^^ doit être négatif ou nul
,\ , Ari,(%<7^a,1 , ,, ^ , , ; • ! ! , ; ! ^ ^ . • ' , - , ^ ^ . ; 1 ! .^ ^ ! : 1 . : : , 1 1 ^ , ^ • 1 1 ^ ^ : 1 ,

partout; c doit avoir une limite continue quand X vient sur S par
points extérieurs à Û3 -h S>, mais il peut y avoir un saut brusque au
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passage de eS (le plus simple est de prendre c = — g'2 hors de (Q + S,
avec c—y;==—^ 3 dans tout l'espace). Soit G-(X, S) la solution élé-
mentaire principale de l'équation

^ u — y il == o.

Donnons-nous une fonction continue /i(X) d 'un point de^-l-S
et une fonction cont inue y, i(X) d'un point de S. Soitd'autre part 2^
une multiplicité intérieure à d3, inf iniment voisines de S, et formant
la frontière d'un domaine ouvert CQ\ intérieur à û3. Nous nous propo-
sons de trouver une fonction u^ continue dans 63 4- S, à dérivées conti-
nues en tout point de û3, telle quCy sur S, u, == (p,, et que^ d'autre part.,
quand TL appartient à (3)'^

(i) fwfG(X,A)[J,(A,)~^(A.)^(A,)]^V,
'•/^'

== f [G(X, A ) © ^ (A) - ̂ | (A) ZGfX', A)]^SA— ^(X).
*-^

C'est ce qui sera nommé le problème (généralisé) de Dirichlet^ nom
qui sera aussi appliqué au problème adjoint énoncé plus loin.

Les dérivées secondes de l'intégrale d'ordre m—i sont continues
en tout point de û^. Les dérivées du premier membre sont lipschit"
ziennes d'exposant quelconque inférieur à i (I, 1). Donc les dérivées
de u\ doivent être lipschitziennes d'exposant quelconque inférieur
à i dans tout ensemble fermé intérieur à cî).

Si, outre les hypothèses faites, f\ et 7^ ou c sont lipschitziens d'ex-
posant A, les dérivées secondes de ^ doivent être lipschitziennes
d'exposant h dans tout ensemble fermé intérieur à (©y et FOU aura
.', 11::. ;: • '1 , ,1 1 ' 11, l l i l i , • ^u,^j\. '1:' , , 1 1 ,1; . ./ 1 1 1 , 1 1 1 , ^

Si, /i et j étant supposés seulement continuSy cette équation a une
solution a, prenant les valeurs données sur S, et dont les dérivées
secondes soient bornées dans tout ensemble fermé inférieur à ÛS^u^
est solution de notre problème (VI, 1). Le nom de problème (géné-
ralisé) ^DwcAfe^ convient

On a vu aussi (VI, 10) que, malgré l'apparence, les conditions im-
posées a u^ ne dépendent pas du choix du prolongement de S dans
toutrespace,niduA^
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2. Problème adjoint. —Nous donnons le nom de problème adjoint
au précédent, au problème suivant : étant données une fonction f^(X) y
continue dans d3 + S et une/onction continue ^(X) d^un point de "Sy
trouver une /onction ̂ (X), à dérivées continues en tout point de d3, telle
que^ sur S, u^ === <pa, ̂  fô//<? ça^ d'autre part^ quand X appartient à d?^

^(///)
(2) / G(A, X) [%(A.)^(A) -/,(A):|^VA,

t/^'
/-.(m—n

=: ^ [/./.,(A)eG(A, X ) — G(A, X)Z^/,(A)]^S.v+ z/.,(X).
J^,

Mettons G(A, •X) sous la forme déjà vue (V, 18)
G(A,X)=<X)N(A,X),

et soit ^.,(X) == (u(X)^(X); alors
^{lll) r- /• f A Vî

/ ^(A.)N(A,X)h;(A.)^(A)-^^ ^V^ , , ,,
^p' l- '* • ' J

, = f '; ^(AÎ^IXA) N.(A, X)] - co(A) ,N(A, X)Z^(A) }dS^+ ̂ .(X),
J^ 1 , , , ' ! , ! ^ 1 1 1 ; : . ! 1 ^ ! ! . 1 , 1 1 1

avec ' . ! • 1 1 ! ! , ^ , ! - ! • ! 1 1 ! ! , . ! 1 1 1

. ' Z7^2^aa,^a^ -^47. • . ^ ' / ', , ;

»'f-^^ ̂ '^ ̂ h- ̂ V}1^
où ̂  est une fonction arbitraire. On voit que ce problème est de même
nature que le précédent : il suffit de se reporter à l'équation dont
co(A)N(A, X) est la solution élémentaire principale, relativement
à X. Les deux problèmes peuvent être dits adjoints l'un à l'autre.

3. Prolongement des coefficients.—La solution de ces problèmes
comporte d'abord l'opération consistant à prolonger les coefficients
de ^ dans tout l'espace et à choisir % de façon à remplir certaines
conditions. Deux méthodes seront indiquées pour cela; la première
seule est applicable quand on ne fait que les hypothèses énoncées au
début (§1). !- / ! 1 ! :. 11:-1•,\"1,1:;1:1•'-1 1 1 1 / : 1 1 1 • 1 , . 1 1 ':111:'11 , 1 / l : l : l l , l : l l l l l l , • l : l l ' ^ ' ' l l ï l : l ^ ,

Les deux méthodes ont en commun la façon de prolonger les a^.
Nous choisissons d'abord un paramètre ̂  (III, 4) pour servir à repé--
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rer les .points .voisins de S1; on su.ppo.se ^/ ,^>o hors de d3. Dans la
région o <^<4/.? ou .̂  est constant et .assez petit, les a^^ seront
choisis pourvus de dérivées lipschitziennes d'exposant h et de .façon à.
respecter la continuité de ces fonctions et de leurs dérivées au pas-
sage de S; sur ̂  == .̂ , les a^ a devront être égaux à un, les autres Oa,y
à zéro, et les dérivées de ces fonctions devront être toutes nulles. On
emploiera !a méthode indiquée (JX, 2) mais en la complétant : aux
valeurs fournies par -la méthode pour les âa,a? nous ajoutons
^^n^'m—.y/nW/i'étant une constante indépendante de a^ et telle que
l'équation soit du type elliptique dans notre région; par exemple A'
s'obtiendra en ajoutant ï à la borne inférieure des valeurs pour les-
quelles cela a lieu. Hors de à) -h "S et de cette région, on prend

^ ; ^a^r, , ^.p==o (p^a).

Dans la première méthode, on prolonge les by, dans la région
o<^^m<^^'m de façon qu'ils soient lipschitziens d'exposant À, nuls
sur .?/,,= .y^, et cont inus au passage de S\ Ensuite on choisit arbitrai-
rement sur 5> les valeurs de certaines fonctions 6, , 63, . . ., 9^, pourvu
que les dérivées de ces valeurs soient lipschitziennes d'exposant h
(par exemple 61 =• Os ==== . . . =-= 6^ = o). Si l'on astreint.6.,, Ôa , . , . 7 O/,/,
à avoir toutes leurs dérivées continues hors de û?, la valeur sur cS de
f^\ r f V àQv'\ „ . // V ^a,v ./, \ // "̂  àa^ Y ' ^ \
(^n^-Zl '̂  ^.^pAa.?^^-^ -.—-~•2ôa)(^-^ ,^-2^

\^ ^BnriY u j ( , - ^ j \_ -—BBy (/J/Y / \ ^•B»BBY ïAZ-Y /

se réduit à une fonction connue (en supposant toutefois c continu au
passade de.S) augmentée de —4SYT"1 T"^?* on p rendra , sur ?>,

. . ., 1 1 1 , 1 . 1 , , ; , . ; . . . . 1 . . ! ! . , ' OSjn u,Ï'^ , : . 1 1 A'; 1 1 ,, . / 1 ' / / ' . ! 1 . ,

1 1 1 , ' ; . 1 1 1 , ' ,''.. ; 1 . 1 . 1 1 i . 1 ^ / : 1 1 1 1 1 1 1 ; . , 1 '1 '1• I^T I '_1 , ,1^1 1 . 1 1 1 1 . . 1 . ; 1 / . 1 1 1 / 1 1 1 • 1 : : 1 1 1 1 ; 1 1 , , : • y1' " . : ; 1 1 ; 1 1 ; 1 1 . 1 1
, , - . ^ . , . - ,., , . , —. : . . . ~_——• ,—— f ——— y , ! . . , . , . ; - . . . .

. 1 . : , ' 1 , . . 1 . . , . ! ! 1 : ' , 1 , ' . 1 • 1 . 1 / 1 : 1 1 1 : , ' 1 1 , : 1 àSm . . , /^Y:1 1 . ,1 ' 1 . 1 ' 1 1 , . . 1 1 1 1 , . 1 '.-• 1 , . 1 : 1 1 1 • ./ 1 1 1 , 1 1 1 1 1 1:1- 1 1 1 . -

^ étant indépendant de X et de Y et assez grand pour que l'expression
ci-dessus soit négative (par exemple, on ajoute i a la borne inférieure

.des 'valeurs .po:ur.'l'esq-uelles-::'cela ^m= ^^ ;..les 6. et1'toutes
leurs /4.érivées,.,,deyront;<etre,^^ permet'de
définir les ô^ complètemeriL Au delà de ^ =^, tous les 6^ doivent
être nuls. Enfin, si ron veut respecter la continuité de c au passage
:,de,S, 'on'fixesa^ ==:^1 de. façon que. la-méthode
indiquée (ÏX, 1, qui est applicable même si c est seiilementco^m^
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dans 65 -h S) rende (3) négatif dans tout o < s,n < 4, ; toutefois c n'est
lipschitzien que s'il prend sur S des valeurs lipschitziennes; au delà
de .?/,,•-== s\^ c == — .g^. Si l'on ne désire pas que c soit continu, on peut
prendre tous les 6^ identiquement nuls et prendre pour c, hors de <:0,
la valeur cons t an t e—g 2 telle que (3) soit partout négatif. La forme

. quadratique P (II, 3) est alors définie positive hors de d) (II,, 8).
La seconde méthode ne s'applique que si les dérivées des

h -y àa^, ^ , " a ^p àx^

existent et sont lipschitziennes (d'exposant À). On prolonge alors ces
fonctions de façon (IX, "2) que leurs dérivées res tent ,cont inues au,
passage de 2? et soient Hpschitziennes d'exposant h dans o<^.^<^^;
sur s,n, === ̂ , ces fonctions et leurs dérivées doivent s^annuler et être
encore nulles au, delà de ^,n === s,,,. Le prolongement des a^p étant déjà
trouvé, celui des &a en résulte. Quand à c, on le prend négatif ou nul
partout hors de d3, au prix même d'une discontinuité au passage deSî;
le p lus simple est de le prendre égal a — ^partout horsde c0(^> o),

Si l'on veut, dans cette seconde méthode, respecter la continuité
de c sur 3>, il faut ramener d'abord à y être négatif ou nul, ce à quoi
l'on parvient facilement en posante == w et en choisissant (pde façon
que, dans une région contenant 2>, on ait w> o, ^^<^ o (6, V,
3e application, p. 223)., ; 1 ^ .

Dans les deux méthodes/ ' / . doitêtre nul au delà de ,̂, = s^y et tel
que y — c soit positif ou nul partout et lipschitzien d'exposanth dans
tout l'espace. Par exemple ^ — e sera partout égal à g2.

Dans la première méthode, pour déterminer®^, on prend/sur S*,
^ == Sa^a^a» l68 ^a étant les^ cosinus directeurs de la normale exté-
rieure. Dans la seconde méthode, on prend ^négatif continu quel-
conque, 'par1 exemple ^ = — r- 1 1 1 1///-1 :\1 . 1 • . 1 1 1 : 1 1 . 1 ; 1 1 1 1 ' 1 : , 1 ' 1 1 ' 1 1 : 1 1 1 . ' 1 ' 1 1 ' : 1 1 ' , ' v l l l : l / ^ - 1 1 : : .

4. Mue en équaMonsde Fred^^^ —Nous prenons pour G lasoîu-
tion élémentaire principale de •^u == ^u. Nous prenons aribitrairement
f\ et /a hors de â5, pourvu qu'ils soient continus en tout point n'appar-
tenant pas à d3 -+" S et nuls hors d'un domaine borné ; leplus simple est
de les prendre nuls hors de (Q (la continuité au passage de S? n'est pas
nécessaire; il suffit que les fonctions soient bornées),

^/2.4'c.^ftr^.,(3),XLÏX. -AOUT 1933. 32
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Nous fixons un entier p au moins égal à 2 et nous posons, pour le
problème donné,

(4) ^(X)=r-f G(X,A)p,(A)^V.,-.2 f" \G^(X\A)^(A)^SY
" ^s?

(/^^

p i et a, étant de nouvelles inconnues; l'intégrale d'ordre m est étendue
à tout l'espace. Les conditions du problème se traduisent (VI, 11, 16)
par le système d'équations de Fredholm

^rn)
(5) P i (X) -%(X)J G ( X , A ) P , ( A ) ^ V A

• 1 -2z(X) ( { m l)ZG•/-(X,A)o•,.(AWS.v=/,(X.),
J^ ^ 1 1

( 6 ) c r , (X ) - f G(X,A)P,(A)^VA~^ f 'ZG^X.A^A^SA^^X);'
J J^

on vérifie facilement que la dernière équation peut se remplacer par
F (/"•) /» \ni. — i )

(6te) a-,(X.)- G^ (X ,A )p , (A )^VA.—2 |' ZG^,(X,A)ai(A)^SA
'7 ^

1 ^ ==9i(X)+y G^^^A^/^A)^^ ' ,

De même, le problème adjoint conduit aux équations

(7) ^(X)=- ( 'G(A,X)p,(K)dV^2 C'11 \G,(.^X)^(A)dS^
1 , 1 ' J , . . , : \ ! . J^, • . •• ; . 1 1 ';

(8) P.(x)-x(X)J l G(A,X)P, (A)^VA- ' 1 1 . 1 1 . 1 1 1 , :11 • 1 , ; , 1

:/ , ' ' , . „ : -^(X)C @G^{A/X)^(A)^SA^9.,(^ :
- ! i l l i . . . ' ; 1 1 / 11;- : 1 1 v ' ^ ' . ' 1 1 1 1 1 . . 1 1 ' 1 - 1 1 1 ' ' \ 1 ^ 1 1 1 , : ! ^ '.^ ! • 1 1 : 1 ' , 1 1 ' - 1 1

1 1 - 1 1 1 , . 1 . ' ^(w1) 1 1 1 1 1 . 1 1 ^ 1.,1 ' 1 1 : . ' 1 1 : ; 1 1 1 ' 1 ' 1 . ^(w-ir11 1 ' 1 - 1 1 . 1 : ! ! 1 1 1 1 1 - ' 1 ! ! '
(9) cr,(X) - ^ , G(A, X)P,(A)^VA- 2 ̂ ' . . 0G^(A, X)(7.(A)^SA==<p.(X),

^ l i ^ .IJ ' ' •1- : . ^ , ; ! ! • , ^ .,1L/3? 1 1 ' 1 1 : 1 1 1 .1 1 ^ ! ! . ! "

dont la seconde peut être remplacée par
I 1 ; 1 1 ^ ^ - '•, ^ ( w ) 1 / ; 1 . ":1, 1 - ' 1 - 1 1 \ : 1 : : 1 1 , ' 1 1 • ', ^(m.-x) 1 1 1 1 1 1 , , ! ^ ,

^bis) a,(X)-T .:,G(/ /)(A,X)p,(A,)JV^-2 F • ©G^,,(A,'X) a.(A) ^SA
, - . • 1 1 : 1 1 1 ' , , 1 1 ^ 1 1 / .- 1 . 1 , . , 1 1 1 . - : 1 • 1 , 1 ! , J^ , ! ! l i l - , , , ! , "• , 1 1 1 .II : \ 1 - 1 . ! , \ ! ' ! 1 1 ^1} ., , /, , , , 1 ! , 1 1 1 ! 1 1 1 • -, „ : 1 '; 1 ,
1 / ^ 1 : 1 ' 1 : ' ^ :ll:=9â(:X.)^^ '.^^(^^^(A)^^^. 1 1 1 ' 1 1 1 ^ : 1 1 ' ,1 , : ;,:.1 ' 1 : 1 1 1 / 1 ' 1 1 : 1 1 1 1 , 1 '
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5. Problèmes associés. — Nous considérons encore les deux pro-
blèmes suivants : Trouver des fonctions Uy,, p3, 03 telles que

^(m)

(10 ) , ^ (X )==~2 l G(X,A)x(A)p, (A)^V.v

^(m-\)

-2 | G^(X,A)<T,(A)^S.v,
^^

^(jn) ^(/"-1)

(n) p;;(X)- j G (X ,A ) ^ (A )P : , (A ) ^VA-J G^(X,A)O-,(A)^SA==O,

(19.) 1 ^ (X) - î i f ©G(X,A)%(A)p , (A)^V.v

-2 f' 'ÔG^(X,A)^(A)^SA^O. :
^3?

La dernière équation peut se remplacer par
^(w)

( i 2 b i s ) o - , (X ) -^ l êG-^(X,A)%(A)p,(A)^VA . ;
(///-i)

-2 | 1 ©G,^(X,A)<7,(A)^==o. ^
, ^ ^ J^ , , 1 , 1 . . : ^ , .

Ces équations entraînent que, hors de (0y ,̂3 == o, et que, si X vient
sur S par points n'appartenant pas à û3 "h ^©^3= o.

Trouver des fonctions u,^ç^ attelles que

(i3) , ! ^(X)=-2r 'G(A,X)^(A)p,(A)^V^ : , , , ,
1 , . ! ! ! 1 1 1 : ! ^ 1 ! ^ ^ • (w- l ) - , • 1 1 1 1 1 . : 1 . '1 ^ • 1 1 1 1 . 1 : 1 1 • 1 ' 1 1 , 1 1 • • 1 1 1 ,111 1. . .

! ! 1 1 ; 1 . , \ 1 , 1 : 1 1 , ^ ^ ^ .. ' 'G^A^Xîo-^A1)^^;1:-1 1 1 / 1 : ' 1 ' 1 1 , 1 1 1 . 1

1 1 1 1 1 - 1 1 1 . , : '1 J-s 1 - 1 1 / 1 1 , 1 / 1 1 1 1 1 : - 1 1 , 1 1 1 / - , ; ; : •,, ^ ; 1 1 - :,, ' 1 1 ' 1 ,

( r4) 1 1 1 - P4(X) - f^GîA^XyzCA^CA)^^ , ^ . 1 ' : . • . . . ;,
^{fn-\} 1 / , . : 1 : 1 . 1 : 1 1 1 ; 1 , , , ! ', 1 ' 1 , 1 , 1 1 1 lii ^

,, " ;. ^ , G^<A,X)^(A I) lâ?SA==Oî• ; 1 . 1 1 / , „
1 1 1 1 ' 1 , ^ 1 ; 1 1 1 1 1 1 /-^'i.' ^ , 1 ' 1 1 1 1 . 1 . 1 1 : 1' 1 / ^ 1 1 1 - 1 1 1 : 1 1 1 : 1 1 , . 1 1 ' 1 1 - ' / ,

('i5)\ , ^ ^(X)-^^^^^^ , • ; : . . : / - / , :
. 1 1 1 1 l l i 1 . . ^ ! 1 1 1 ^(m—\) / 1 , ' ' ! . 1 1 ^ . . 1 1 ! . : , 1 1 ^ ; ! ! 1 . 1 1 :'

: 1 1 . , - . 1 , , 1 1 , —'2 l/ l/ZG^(A,X)<7,(A:).rfSA= :o. [ , \, , ! 1 1 /
• - - ' . . 1 1 1 1 • - : 1 1 • 1 1 - ! ! ' 1 1 ^ , 1 1 : : : : 1 , 1 ' \ 1 1 : : 1 1 1 1 ' 1 1 1 • . - 1 1 : ^ : 1 ' 1 - 1 1 1 1 1 . ,,:\ ' 1 1 1 1 • ' 1 ; \1
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La dernière équation se transforme comme ci-dessus. Si X vient sur S
par points extérieurs à d3, on a Z^==o. D'autre part, l'équation
adjointe existe et a ses coefficients lipschitziens dans tout ensemble
fermé extérieur à iD -{- S; donc, hors de 03 -+- 'S y ^u,, == o.

Nous nommons ces problèmes les associés des précédents, parce
que le système de' Fredholm [(11)9 (i2&^)J est l'associé du système
[(8), (96^)]; de même pour les deux autres systèmes-

6. LEMME. — Si pi et o-i satisfont au système [(5), (6) | homogène
Ce'est-à-dire avec les données f^ = o, ç», == o)^ et si u^ est identiquement
nul dans <10, pi est identiquement nul dans tout l'espace et o", identique-
ment nul sur tout'S.

En effet, p , étant continu^ l'intégrale d^ordre m qui figure dans (6)
a ses dérivées lipschitziennes ( ï y 1). Donc les dérivées de o^ existent
et sont lipschitziennes'(VIII, 6). Donc (¥111,9) ©^ existe et a la
même valeur des deux côtés de la double couche; cette valeur est
zéro d'après l'hypothèse. D'après une formule de Green (II, 3), appli-
quée à la région extérieure à (D et intérieure à une hypersphère inf i -
n iment grande de centre fixe, u^ est identiquement nu l hors de (-0, car
la forme quadratique P est définie; si Ton a pris la seconde méthode
de prolongement, cette raison est à remplacer par celle que u^ est nul
à l'infini et qu'il ne peut avoir de maximum positif ni hors de d? -+- ?>
à cause de la condition c <^ o, ni sur 3> à cause de la condition ^ <^o
qui empêcherait ©^ de pouvoir s^nnuler ( 1 ) ^ de même il n'y a pas
de minimum négatif; donc 1/1 == o hors de a?.Donc u\ est continu au

'passage de cS-et par. suite ŒÎ == o (VIII,/ 2, 10). Alors les équations (4)
et (5) donnent p^ == —yu^ ^^o^et'ielemme est démontré./1 1

7. THÉORÈME.—Si le problème homogène correspondant au problème
donne {c'est-à-dire le problème où f\ =0, api ===0) n^a que la solution

! ' zérûy le problème donné et son adjoint ont chacun une solution et une seule.

Il est évident que le problème donné n^â pas plus d'une solution ; il

(^Raisonnement de M. GEYREY {Journal de mathémathiques, t, 9, X93o,
p-'i à'So^.'spécïâleïïienip'..^)1*11:' 1 1 1 1 • 1 1 1 ' , 1 1 1 1 : 1'1 ' • ! •• ' '11,1 ' 1 1 ^ 1 1 " 1 1 : 1 1 1 1 ' 1 ' 1 1 . 1 1 1 -
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en aune , car, d'après le lemme, le système deFredholm [(5), (6)]
est soluble.

Pour le problème adjoint, on remarque d'abord qu^i l a au moins
une solution; il suffît pour cela de montrer que le problème associé,
ou le système [(i i), là)]? n'a que la solution zéro. Or, d'après le rai-
sonnement d^il y a un instant, u^ est identiquement nul hors de <P;
donc, dans <:'©, u^ est une solution du problème homogène correspon-
dant au problème donné; donc u^ = o dans û3. Donc @u^ a la même
valeur des deux côtés de S, et par suite 03 == o (VII, 3, 6); alors
203 == —U^ =0.

Pour achever la démonstration en montrant que la solution du pro-
blème adjoint est unique, on forme une fonction de Green, mais nous
pouvons pour cela renvoyer à, un Mémoire précédent (h, V, th. 3,
p. 2ï8 à 22.9.) (11).

8. Application. — En particulier, le théorème s'applique au cas où
c<o dans (S, le problème homogène n'ayant alors que la sollition
zéro. En effet on a (VI, 1), enétendant l'intégrale à tout l'espace,

, 1 f IG(•X,A.)[<<(A.)-%(A.): |^V^=-r. l l l ^ , , 1 1 1 1 , ; 1 \

Or, pour écrire la condition (i), nous pouvons prolonger êF hors
de (Q de façon que c soit négatif partout; soit, par exemple/c^—/»:<<>,
k étant une constante; '̂  n'est alors assujetti qu'à être nul hors d'un
certain domaine borné et a rendre c — ^ partout lipschitzien et positif;
y | peutdonc être partout aussi petit qu'on veut; comme d'autre part

G^est positif ou nul partout, on a, d'après le théorème de la moyenne,
s i | x ! < ^ : l l l : : ; ; l : l ; : l ' / : l l ' l l l l ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^
' , \1 1 ' ^ ' l; l-;,• l'^; l%(IX)J>''tG<XI,A)^^ 1 1 , 1 1 1 • 1 1 1 : ; 1 ; 1 . : 1 ^ ^

si £ < 1. c'est inférieur à ̂  et par suite l'équation de Fredholm en y. (X)
1 1 1 1 1 1 : 1 1 / ' 1 1 ! / • » ( / » ) . ! \1 ! , ! ! ! ! ! ; ! ; ! - 1 1 1 1 1 ''. ' : 1 1 1

y-m-xw CX(X,A)^(A)^VA=I

(1) Rapprocher ces raisonnements de ceuxdeM.JosEF PIXUEU, Ueber lineare
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est soluble et sa solution est positive (ce dernier point se voit sur le
développement en série). Si l'on fait, dans notre problème, le chan-
gement d'inconnue

a,(X)=^(X)f G(X,A)pL(À)^V^

un raisonnement déjà vu (V, 18) montre qu'on a pour v une question
de même nature que pour /./,,, mais ^ est remplacé par une autre opé-
ration, ou ïes coefficients des dérivées secondes n'ont pas changé et
où les autres coefficients sont lipschitziens, celui de c, égal au quo-

; (m]

tient de — i par G(Xy A)[^A)d\\, étant en outre négatif. Donc?
s^il s'agit du problème homogène, on peut employer l'équation aux
dérivées partielles relative à ^ ; par suite il n^y a pour P, et pour u^y
que la solution zéro, ce qu'il fallait démontrer.

Le cas où l'on a, dans û?, c ' ^ o , et celui où la mesure de <lP est assez
petite, se ramènent au précédent (6, V, p. 2^3 à 2:25).

9. LEMME. — Les problèmes homogènes correspondant au problème
donné et au problème adjoint ont le même nombre de solutions linéaire-
ment indépendantes; chacune de ces solutions est donnée par une solution
et une seule du système correspondant d'équations de Fredholm.

Soient q le nombre des solutions linéairement indépendantes du
problème homogène correspondant au problème donné, etr ie nombre
analogue pour le problème homogène adjoint,

On va d'abord prouver que, si u^ et u^ sont des solutions de ces
deux problèmes, les dérivées de ̂ , et de u^ sont continues dans <33"+-2>.
Il suffira de développer la démonstration pour u^ et il n'y a de dif-
ficulté que pour les points de 3?. Reprenons le paramètre Srn, nul sur S\
négatif dans â3(IIl, 4)? et soient a et b deux nombres tels qu'on ait
o^^ <^ é. Si a et b sont assez petits, le problème homogène où (Q est
remplacé par la rég ion—<2> '?m> —6, n'a que la solut ionzéro; on
peut donc construire une fonction de Green F^(X, H), satisfaisant à

Randwertaufgaben der Potentialtheorie (I. Teiï, Mona,tshefte fur Mathematik
und Physik, Bd 15, 1904, S. 337-411 ; II. Teiï, id., Bd 18, 1907, S. 180-210).
On trouvera dans la suite dWtre s raisonnements découlant de ceux de M. Plemelj.
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la condition (i) homogène relativement à X, à la condition (2) homo-
gène relativement à S, nulle si pour un despoints(^-ha)(5"//,+é)=o;
cette fonction est telle que la différence

«(X,S)==F^(X,S)-G,(X,a)

soit partout continue, ainsi que celles de ses dérivées (de tout ordre)
dont Inexistence est démontrée, pourvu que k soit assez grand. La
fonction i/(X, S) est donnée par

/ (wi ^{rn•—•1)

u ( X, £)==-- •G-( X, A) p(A, S) ^YA - 2 / ZG,( X, A) a(A, S) ^Sy ;
J^-^/,

S,,, et ,̂ sont les mult ipl ici tés s,n = — a et .̂ , == — &, et p et a sont la
solutioêi unique du système de Fredholm

p (X ,S ) -%(X) r G(X,A)p(A,a)^VA

-'^(X) f ZG^X^A) <r(A,a)^S^=:-%(X)G f^X•,S),
•^-t-^ 1 ^ ; ^ \ ' , \ , , ^ ^ . ! ^

a (X ,£ )~ f 'G (X ,A . )p (A ,£ ) ^VA ' ; . ^ ', 1 , .

- ^ f ZG,(X,A)or(A,S)rfSA=-G/;.(X,a); , '
A/^•+•^/, , ' !

on constate sur ces équations que les dérivées de o-, relatives à X,
existent et sont lipschitziennes, pourvu que S ne soit pas sur 2^ ni
sur S// (VIII, 6); il en est de même (VIII, 7) pour les dérivées de F^,,/,
relatives à X,quand X estsur 'Sa. ou surjet que S est à l'intérieur
du domaine. Les rôles des variables peuvent en outre, dans ce raison-
nement, être intervertis. On a donc (VI, •8)5 si1 X'est dans là-région
—a^>s,n^>—b et si a ̂ > o, . , , . , ! . : ^ : :

, ! ' ! ! ! ! ! 1 ! ! ! - ^(M-t) 1 ' 1 1 , ! ' 1 1 ! ! ! ' 1 , , 1 ' ! 1 1 ' ' , . ;

u\(K)=-l' u,(A)VFaA'^A.)^S^ . ,., ,, ,' ' /•
1 1 1 ;1, . • ^.t-^ 1 . , , , , ! ,^ ; , • ^ ' : 1 ' . , ^ •

Laissons fixes b et le point X, et faisons tendre a vers zéro; on remar-
quera que F^(X, A) et ses dérivées dépendent alors continûment
de A et de a, et Fon en déduit que

^(X)=--r : ^.(A^ZFp.^X^A)^, , , ; • ' :— :
! ^^, ' , ! 1 1 ^ ! - ! ' ! • ! 1 ' , , • ! ! ! !
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car iiç est nul sur '§0 : on voit bien sur cette équation que les dérivées
de ii] sont continues (et mêmes lipschitziennes) mêmes sur S. 11 en
est de même de celles de u^.

Nous avons alors (VI, 8)

(i6) ^ : ~ f' 'G^(X,A')^(A:)u,(A:)d\\
*-'(?

• , , =:r" ' G ^ ( X , A ) © a , ( A ) J S A . - ^ ( X ) ^ ( X ) ,
1 1 ,^•s ! ! ! !

9 étant égal à ï si X. est dans (Qy à o 'si X est hors de û3 -+- 5?. Si donc
•on p o s e 1 , 1 ' ! ' ! . ! ^ ! ,

/-.(/»> ' , . ^ ' , :

P::'(X)=r- / G^^X^A.^ÎAÎ^^A,)^1^1 , ^(X)=.~ '^(A),
1 ^ . ! \ 1 "/^ 1 ^ ' !, ^ ' 1 1 ^ ! ^ ! '•'

la fonct ion u'^ donnée par (10), est égale à ^ i dans cQy à zéro
hors de Û5+S, et l'on vérifie que les équations (n) et (i21) sont
satisfaites [on trouve (11) en récrivant (16) après remplacement dej)
par 2.p — i, puis en. retranchant membre à membre]; p g et 03 ne sont
d'ailleurs pas à la fois identiquement nuls, puisque u^ ne l'est pas.
Le nombre des solutions linéairement indépendantes du système [(8),
(g)] homogène, est donc au moins égal a y; mais (§6) il est au
plus égal à r [le raisonnement du paragraphe 6 s'applique au pro-
blème adjoint parce que, hors de <®+2?, l'équation adjointe existe,
ce qui permet encore, moyennant un facile passage à la l imite, d'em-
ployer la formule de Green (II, 6)]; donc r^y. Mais on voit de même
que q^r; donc q;=== r et l'on voit en outre que y est aussi le nombre
des solutions indépendantes des systèmes homogènes de Fredholm.
Tout est donc démontré.

10. THÉOBÈME-— Soient u1^ uf\ . .., u^ les solutions linéairement
indépendantesduproblème'homogène correspondant au problème donné y
et ̂ 'y ̂  . . ., (^) celles du problème homogène ad/oint. Les conditions
nécessaires et suffisantes de possibilité du problème donné sont

! 1 . ' 1 1 ; 1 . 1 , ^{m} ' / , , 1 . 1 ! ! ! " ^(/n—i) 1 • 1 1 • ; ' ! , 1 1 / 11 1 1 , l l i l 1 . , - . . . ,
l vWj;dV-{- yiZc'"'rfS==o (n=i, a, . ,.,r/);

J a> 1 1 1 ^•s ' 1 1 1 . ' : !
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si ces conditions' sont remplies^ toutes les solutions sont données par le
système adéquations |(4) ^C^)]- •^e mêmey les conditions nécessaires et
suffisantes de possibilité du problème adjoint sont

^{rn} /,(w-~l5

j u^f^dV-^f Q^uW dS=o,
Jco v/^

et si elles sont remplies y toutes les solutions sont données par les équations
(7)0(9).

On peut ajouter que deux solutions ( p i , G-,) différentes conduisent
à deux fonctions ^i différentes (§9); de même pour U a - La démons-
tration résulte facilement de la théorie de l'équation de Fredholm, en
utilisant ce qui précède; on la trouvera dans un Mémoire antérieure,
V, th. 4, p. 229 et 23o). :

CHAPITRE XI. . • , ^ , / , !

PROBLÊME LINÉAIRE DE NEUMANN. 1

1. Énoncé d\un premier problème. — Faisons sur €'0 et sur S* les
mêmes hypothèses que précédemment (X, 1), mais sur l'opération du
type elliptique

! _, ! ! ô'^u, 1 1 1 ^ ' -, au.
• . ^ . ^a^^a^^^^^^ .

(a, j3=l5 ^, . .., W; ^a,a>û)7 : ' :

nous supposons seulement que tous les coefficients a^, b^ c sont
lipschitziens d'exposant h (À< i, comme précédemment).

On donne une fonction /, lipschitzienne d'exposant h dans <î). Sur
S, on donne deux fonctions continues 6 et îi ; ^ ^st ^ fonction qui
intervient dans la définition de ©^ (II, 1).

Le problème est de trouçer une fonction u,^ dont les dérivées secondes
noient continues en tout point de <P et qui satisfasse dans 03 à Inéquation

, (ï) 1 1 : / 1 1 1 1 ^ • 1 1 ; 1 1 ; : 1 1 1 1 1 ^ 1 , 1 1 1 / ^..^^^i^/n1 , 1 1 : 1 1 1 ; 1 1 1 ' 1 - ' 1 1 1 1 - ' 1 1 ' ; 1 . 1 ; 1 1 • ; 1 1 1 / 1 1 ' . 1 1 . ' 1 1

et sur•'S àla condition
(.a)1 ' 1 : 1 ' . , . ' 1 1 1 1 l l i l 1 1 1 ;'1'1. 1^1•,^^,==1^,:^ : 1 , , 1 ^ : 1 : ; 1 •. ,.•; • 1 1 1 1 : , ;,/. ,' •1'1'

Ann. Éc. Norrn., (3), XLÏX. — SKPTEMBRE 1932. 33
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2. Prolongement des coefficients. — Nous, prolongeons hors de fO
les coefficients de û3-h3î à peu près comme dans la seconde méthode
donnée précédemment (X, 3); toutefois, pour lesa^, et les b^ i l n'y a
à respecter que les conditions de'Lipschitz;, ce qui est une simplifica-
t ion; c peut être discontinu an passage de S* et doit être négatif hors
de cO+cS;^ doit être tel que c — y ^ soit partout négatif ou nul et
lipschitzierl d'exposant À. Les valeurs de toutes ces fonctions, hoî's
d^un certain domaine borné, doivent être les constantes déjà ind i -
quées (^ ) .

3. Mise en équations de Frediiolm. —Posons

( 3 ) . ^(X)=:--2 f ,G(X,A.)p,(A,)^VA.4- 2 f 'G^fX. , \ ) ^ (A , ) ^S<
J ^'s

' , ! , ! 1 ! - 1 1 1 , 1 1 ! (/^•0.

et supposons que p-i soit lipseliiteien \ on devra avoir
/.,(//».)

(4) p , (X) -^ (X) / G ( X , A ) p i ( A ) c / \ ,
*-'

-.- •/., ( X") f" G'/" ( \, A ) a, ( A ) ,/SA == ^./, ( :\ ),

/•»(W) ^

s-, (X ) - a ( ® G ( X, A. ) p i ( A ) c/V.v
/ » ( / / /—I ) ! ! ! !

-+- ->. j , © G^ ( X:. A, ) cr,, (A. ) JS^ = o,, ( X ).
«A.v

:/4:. LEMME.,—^^^ ^ôluîion du système [(4)? (5)] homogène (ça a où
^^ -=== o', . © 4 == ô) îwdu^ ïdentù/uérnent nul dam 03, o,, ^ o'.i .sotit. idenu-
queîrienî-Mtls. 1 1 : 1 '• 1 1 1 ^ . 1 ', 1 ! ! 1 1 , : , ^ ! .1 , . ;

En effet ̂  est nul à l ' infîni et sur S/donc iden t iquement ,nu l hors

( ' ) Dans cl, IV, p. 24,7, on s'était rapproché 'de la première méthode de pro-
longement indiquée ici; mais des erreurs, avaient empêché de voir la restriction

h > -? qui. aurait dû être faite; de ^lus ûi aurait .du être supposé Upschiizien,

Ces/restrictions sont complètement/levées ici* 1 ' , 1 , . 1 1 / 1 1 ' 1 1 1 1 1 , .
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de cO+S^ puisque c est alors négatif; donc Qu\ a la même valeur des
deux côtés de cS, ce qui entraîne la nullité de a, (VII, 3,6). On a alors,
d'après (3) et (4)? 2 p , = — /^, == o.

5. THÉORÈME. — AÏ le problème lumiogène correspondant au problème
donné n^a que la solution o, le problème donné a une solution et une
seule ^ et cette solution est donnée par les équations (3 ) à (5)*

En effet, d'après le lemme, le système [(4)» (5)1 a une solution et
une seule, et d'autre part, il est évident que le problème n'a pas plus
d'une solution [on voit, comme au passage (III^ 6), que p,i est lips-
chitzien |. .

Avec les hypothèses actuelles-sur les coefficients, nous ne poussons
pas plus loin l'étude du problème énoncé au paragraphe L

6. Énoncé d'un autre problème.. — Faisons maintenant surles coef-
ficients de 57 les mêmes hypothèses qu'au Chapitre précédent (X, i).
Supposons en outre que j\ soit continu dans a)+-2^ et ^ et 0,1 conti-
nus sur 2>; i' est toujours la fonction qui intervient dans la définition
de ©. Nous nous proposons de trouver une fonction u^ dont les dérivées
soient continues en tout point de CD et qui satisfasse sur "S à la condition
( 2 ) ; de plus y en nommant G(X, A) la solution élémentaire principale
d'une équation ëFu = •/ Uy on astreint iii, dans à), à la condition

(6) ! ^ j / l 'G(X,A.)|:/,(AJ~^(A.)7/,(A.):|r/V..v ,
! ! ty^ 1 : ' : ! ! ! ! 1 / : ^ 1 . ^ . ! ! , . ! ^ ! ^ .

^ = F" ' [G ( X, A) C u, (A) - / / , (À)ZG( X, ̂ ^dS^-^çX')', . . / , ,
\ 1&/:^ ! , , ' ! ! : \ ' ! 1 1 1 1 ! 1 1 1 , 1 , . ' ' ! ! ! 1 1 : 1 ' 1 1 1 , ! -

qui remplacel'équation (i). / - 1 . 1 1 1 1 1 1 1 1 : 1 1 1 1 1 1 /'1-.11 ; 1 1 1 . • 1 , 1 1 1 1 , 1 ; : 1 1 : 1 / 1 1 , \
Ge problème, et celui du paragraphe 1, ainsi..,que;le prohième adjoint/

dont il va être question, sont compris sous le nom de problème (gêné-.
ralisé) deNeumann. 1 , ^ . . ! ! ! ! . . . : 1 -, \' ^1 1 , . 1 . . ,',

7. Problème adjoint.—^onnon^nous tnâintenant deux autres fonc-
t ions/a et ça continues, la première dans <®+ S, la seconde sur S.
Le problème 'adjoint au problème donné est de trmver une fonction a ̂
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dont les dérivées soient continues en tout point de Û), et qui satisfasse
sur'§ à la condition

• (7 ) • ' Z^==9,,

et dans CQ à la condition

(8) f /" 'G(A,X)[^(A.)^(Â)~-^(A):|^V^
*'w

== r '[^(A)©G-(A,X)-G(A.,X)Z^(A.)]+^(X.).
l/^

On voit comme plus haut (X/2) que ce problème est de même nature
que le précédent. Les deux problèmes seront dits adjoints l'un à
Vautre.

8. Prolongement des coefficients. — On choisit, sur S*, des fonctions
&a Hpschitziennes d^exposant h et qui soient telles que ({)

^;A^a<^

( ' ) Ce choix des Ôa» qui obligera à introduire une nouvelle fonction G, est
amené par rhypothèse de la continuité à laquelle, sans plus, est astreint ^.
Dans cl, ÏV, 6, p. 252, on aurait dû supposer que ^ est lipschitzien.

On peut aussi, sans introduire la nouvelle fonction auxiliaire G, embrasser le
cas où ̂  est seulement supposé continu ; pour cela on prend la fonction ç> telle
que, pouro-<5w-<Â'^,onait

1 1 - 1 1 1 , 1 1 1 •\ : ! ^ . . 1 1 . î à^v 1 1 ! ! - , ! . ! 1 ^ ! 1 , , ! -1 1 1

; ^ 1 1 1 1 1 1 1 . 1 1 1 , 1 ^ • 1 ' 1 1 1 ' 1 1 ; . : ;,.: lll,,,i,l%|~^o'll ,; 1 : ; 1 , , 1 1 1 . , •' 1

1 ! , telle, d^autrepârt'que Ï^y. -r—^^sw ^ et que ^a^a.T—^o sw Sm.=s^')
\ '' • 1 1 ' 1 1 . 1 1 1 , , - 1 . 1 , ^'f^ff^ ! ! ! ! 1 1 1 — ^«'̂ 0!, 1 1 ! ! , - ! ! !

cette fonction P existe (§5) diaprés l^identité

f^ à^' \ ^ d / àv\ TV Y ^ \2 ,1
^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^

qui prouve que p est nul si ^==0; on pose, pour o^^TO^^,

1 1 - 1 1 1 : ' 1 1 1 : . : ^ 1 1 1 ̂ ^^ "-h^^l(^—^l)ll , (o^^^i),1, ,,.1,11.111, ^ 1 1 ,:

/ les-^a ayant, la signification déjà indiquée (iïl, 4-); sur11^,^.11—-^.^est1 alors infïni
, ' 1 . 1 ' 1 , 1 1 1 - ! , ; : • . , / ! . 1 1 ! , , ' / . , ' ,-AB»^ (T^o;, 1 1 , 1 , / ! ! . , / !
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par exemple, si [j. esfc une constante inférieure au minimum de d^, on
prend Q^=^ns^; pour1 définir les 6,^ hors de[cîî+S\ on choisit un
nombre positif k inférieur à h et l'on forme les fonctions g- a •^c'^s1^ les
c^ étant des polynômes en œ^ x^ . . . ^ x^ tels que S^c^y. soit positif
sur eS (b, III, p. i65 et 166), ce qui entraîne

Ia ̂  'aï" > ° pour ° < sm < sm

si ̂  est assez petit et si la direction (c^, c^, . . . , c^) est partout assez
voisine de la direction de la normale; les conditions imposées sur S et
sur .^===,y^ fixent sur ces multiplicités les valeurs des 6a—^a ^ on
définit alors ces fonctions pour o<^Sm<^s^ par la méthode (IX, 1).
Alors V '—y pour ^ infimmentpet i t , est (VIII, 5) infiniment grand

équivalent à /^7'S,A^^> donc positif; ainsi l'expression (3)(X, 3)
est négative pour s/n assez petit et l'on pourra prolonger c de façon
qu'elle soitpartout négative. Si ̂  était lipschitzien, on pourrait prendre
(sur S?) 9a==CTy;^. A part cette façon de former les 9a> 011 définit hors
de CO+S les fonctions a^y b^ c, et dans tout l'espace la fonction y^
exactement comme dans la première méthode donnée plus haut(X, 3).

Si les &a— S ~T^ ont des dérivées lipschitziennes, on peut aussi
employer la seconde méthode, qui dispense d'introduire les fonctions Qa
et la fonction auxiliaire dont on va parler.

9. Nouvelle fonction auxiliaireQ. — Nous posons, sur 2>y pour une
'fonction.^rbi traire ^,,.\ ; 1 1 1 1 - 1 1 , , , 1 1 1 , 1 1 1 •.,11 . • 1 1 1 1 : . • . 1 1 1 '',,'':1 '^ ^ '1 /

^a , ^ Y /^ aui ̂  + 4;«, <M. = ̂ ,^^pa^,p ̂( 9) . ^u = ̂ ^a^ ——— + ̂  ̂ ,; ' ©e?.^ =2a^ar2p«a,?^—— -+- 0a ̂  y

^(^+^-2^^)^r, v : ^V^a P"/ , / r v y \
.Z, U = ^gt^^a1—. : -+- (é-— ̂ a^a^a) ̂ r

^(3 : ,\ , , • • . \

(^0 [s/-^-^- '.)"].r/1 V V ^(^P-/ ,;Z.^==2a%ra > , ——3———~{-i

positif et rend l'expression (3) (X, 3) infinie négative car le produit de Sa par
n^rnporte quelle puissance positive de Sm tend vers zéro avec Sm. En donnant
aux (9a la valeur zéro au delà de ^===^, on a, des deux côtés de ,Çw ==^,

Sy^8a=o.^ ce qm suffit, ^ 1 ' 1 . 1 . ,-;. , / ; . \ / . 1 1 , 1 1 1 , ^ 1 ,;,'11,;, - . ; 1 , ' 1 , ^ , : , , , / : 1 , , , , :
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quand X viendra sur 2Î par points de (©, on emploiera ©, et Z,; quand
X viendra sur S par points n'appartenant pas à cO+^y on emploiera
©,/etZ^ Au point de vue de la convention (II, 7), ©/• et ©,, sont traités
comme ©, et Z/ et Z,, comme Z. :1

Désignons maintenant par F(X, 3) la solution, élémentaire princi-
pale de ë?^=7?/. La fonction G(X, S) qu'il s'agit d'introduire, sera

/ , / / / / — i )
(, ̂  G(X, 3) =^ F(X, E) - ^ F(X, À) / / ( A , S} ^SA,

•^y?

z^ étant choisi de faço'n que, aux points X de S', ©/:&= ©..G-, (^uel que
soit Sdifférentde X, Cela équivaut, X étant sur 2>, à l'équation

(i^ ^(x^î- i -r^tXî-Sa^cx^^x)] r F(x,A;)^(A,a)^j^
=[^(X)-^^(X,)^(:X:.)]F(X,S);

c'est une équation de Fredholm, puisque S est borné et que

. r(X.,^.)=0[ï^M(X,K)].

Pour montrer qu'elle a une solution et une seule, considérons
l'équation homogène . , .

o-(X)+[d;( IX)-2^^(X)^(:X.)] F" F(X,A.)(7(A)</SA=o. , ,
J's

La fonct ion
fz(X)=f F(X,A,)^(A.)^SA.

^;.s'

satisfait, partout ailleurs que sur S>\ à l'équation êPu^^u; elle est
continue aupassage de ' § ; s u r cS , , ona©/ :^====©e^ ; enfin elle est: nulle
à. l ' infini. Il en résulte que u est/identiquement nul^comme n'ayant
nulle part de maximum positif ni de,minimum négatif; î/iriapossibilité
'd'un maximum, positif,, par exemple, résulte1 de l'inégalité c—/<Co
aux points autres que ceux. de ' § ; en cas de maximum, positif en. :nn
point de Sy on aurait, du: côté.intérieur, ! . : . ' . / .

!. . 1 : 1 1 . 1 1 1 1 . ! 1 1 ' . ' 1 1 1 1 ' .. 1 1 . , ^ 1 ! ! ! . 1 au . " 1 1 . , ! ! ! ! , ;' ! , . 1 ! l l i i

' Y : 1 " 1 ; l;•^/'•,:lllll:;•,l.;..'•.:ll^•Plaa•8^^ ' 1 . : ; , : : : . . . : 1 1 1 1 , 1 . , 1 1 • 1 1 1 ' 1 - / -
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et puisque

/V 6?// \ /V ^// \ / t ^ r ^
S^a.S^^y .^a ,pT—j == ( -a.8 ̂ 7a ̂ 7..^ T— -h (^ — ̂ A^a ) «?
\ ^-^"p / f \ '"A1^ / /'

on aurait aussi
f^^a^^^>o,

ce qui contredit Inexistence du maximum. Donc ^ est identiquement
nul, ce qui entraîne

a=(S.^O^^—^)u=o,

Par conséquent la fonction u ( ' K , S), assujettie à l'équation (12), existe
et est unique-

Posons F1'1'1 =: F et

î:w ( X, S) = F ' F(X, A)[:Ma(A) ̂ (A) ~ ̂ (A)]V^ÇA., S) ^SA;
^^

il est clair que si .
, ! ! ! ! ! ! ! // ! ! ! • ' , 1 1 :

^(X,2)^[^(X)-2^,(X.)^(X)]^F^(X,Sy4-^

le dernier terme est continu pourj^m, car l'équation (i^), après
p — î itérations, entraîne

/,<m.-l)

u.,[ X, 3) -^ r 6 ( X ) - ̂ aQa(X) ̂ (X)] / F^<X, A) ^(A, S)'̂1 1 1 t//^ 1 , . , , , 1
! , ! 27^ 1 ! , ! ! ^ 1 1 , ,

=[Z^(X)^(X)^(X)] ^' F^(,X,S), ;1 ' . ' , , 1 : ,'.1 : :
1 1 , . . , ; „ 'nyzp^î. / • , , ! , ' 1 1 ! . ., 1 : 1 ', , ,

•où tout est continu (î). Ainsi ^(X, S) est continii entout point X de®,
sauf si S est sur S\ cas où u 'n'est continu qu'aux autres points- de 3L
Au reste, que 2 soit ou non sur S, , •

,^<x,a)=:0[L2-"m(x,a), G(x,a)=F(x/a)+o[L:î^<x,a)]:'(^
ceB limitations sont à modifier comme d^habitude si ms= aou 3. Les

(1) II suffit, pour le voir, d'imiter là démonstration dé &, ÏÏ, th. 1, p. ï47; ^û
msoïwement1 analogue e-st développé '•iei'uïî p'eu pMg lol•n:(§1110)l.,;^l . 1 1. 1 1 ^
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^(m-.-li

nouveaux potentiels de simple couche | G(X, A.)a(A')dS^ sont
^yS*

donc continus même au passage de 2>.

/ » ( 7 » — 1 )

10. Discontinuitéde f 0G(X, A)a(A) dS^ — Nous pouvonst /^
désigner par © G la valeur commune de ©,: G et de ©^ G quand X est sur S ;
il est à remarquer que les dérivées de G par rapport à X n'existent
alors peut-être pas toutes. Nous allons montrer que le résultat anté-
rieur (VII, 3) s'applique aux opérations ©/; et ©^ portant sur les nou-
veaux potentiels de simple couche, c'est-à-dire que, si X est sur 2>,

/»(m--l) . - . \ ^ (m—l)
• : .0, r G(X,A)(7(A).^S.v=: ~1±2+/ ©G-(X,A)cr(A)r fS.v,

^^ 1 1 ' 1 • , 1 • . ! ' ! ^ <)" \ , t7^ - . ' ' ! .
/ . (W4-1) r - f 'V^ ^ (w~i )

^ ^ G(X, A Î^A) ^SA==—--^2 + ^ ©G(X, A) o-(A) ^SA.
v^ l l i 1 1 1 1 . , 2 J^ ^ . ! - :

II suffira d^établir la première de ces relations.
On peut étendre la signification de l'opération ©/: aux points de rt),

par leprocédé (III, 4).Je dis que, alors,
(i3) ' ^[G(X^)^P(X,Z)]=(^^^^^^^ ( / n > ^ ) . .

En effet le premier membre, quand X n'est pas sur %\ est

^ , ' , , • ^ - f '©/F(X,A.)^(A,S)^S.v.
. , • 1 1 •1 ^ : ^ -1,. ^^ , ^ : - . ! . • '1 y1 , ^ !

. • Si 2î':ouS n^est pas dans la région û'^>.y^.^> —a, où^ est un nombre
positif fixe, l'intégrale ci-dessus est bornée ; il en est évidemment de
même si L(Xy S) est'supérieur1 à un nombre positif fixe. Il reste à
considérer le cas où L(X,S) peut tendre vers zéro, ainsi que s^ on
ne restreint paâ la généralité en admettant alors que X. et S sont tous
deux dans la région où l'on peut adopter un certain système de
variables s^ ^, .. -5 ^n ; on peut même s'arranger pour que les dis-
tances de X et de S à la frontière de cette région restent supérieures à
un minimum positif fîxe.Soît ^ la partie de S comprise dans cette
région ; on pent supprimer l'intégrale étendue à lapârtie restante de ̂ ,
car elle est évidemment bornée- Soit ^ la partie de '§\ telle que
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2 L ( S , A ) < L ( X , S); dans S^©,F(X,A)=0[L i-w(X.. ,•E)], et
comme ^(A, S)=== 0[ L^-^CA, Ë)], l'intégrale correspondante est
OIT^^X, S)] (voir 6, p. i38, note). Soit maintenant ̂  la partie1 de
S, définie par 2L(S, .A) >L(X, S), L(X, A)<2L(X, S); dans S7,
^CA, B)=== OI'L^^X,, S)]; d'autre part, nous savons que

/ . (7 / / -1 )

^ |Ô,F(X,A.)^S.Y
^y

est borné quand X varie; donc la partie de l 'intégrale considérée qui
est étendue à ï>' estOf'L^^X, S)], d'après le théorème de la moyenne.
Enfin, dans la région de c^ telle que L(X, A) > 2L(X, S), la fonction
intégrée est OfL^^X., A)], et par suite un raisonnement connu
(voir b, I, th. 1, p. iSg) donne O^L^ÇK, A)] comme intégrale cor-
respondante. On a donc bien l'inégalité (i3).

Cette inégalité 'entraîne que, même si X est sur eS\

O/: r" [ G ( X , A ) " F ( X , A ) ] O - ( A ) ^ Y . ,. ,, '
w^ 1 1 1 - ' • ; . , - ! ' '! ! !

= f / " ' 0 / [ G ( X , A ) • - ~ F ( X , A ) ] , o - ( A ) ^ S A ; , ' ,
• ! ! ^2? • , ! ^ . ! , / , ! ! . 1 1 ! . - ^ , ! , , - , , . -

d'autre part, si X est sur SV ' .

: ^ ^(m '"F(X,A)a(A)^S^=^K)-+- ( ' " l Y W{X,K)\T{K)d^^
J^ 1 1 . . 2 1 1 1 I I J^1 / 1 1 1 ' - ! ! ! ! !

en ajoutant membre à membre, on a bien le résultat annoncé.

H. Fonction G* ; sonidentité a ^ c G . — E n posant

' ^ 1 ' G*(X,a)^F(X I ,£)- f'"/ P(X,A.)F(A,3)^^^^^ . ' '1 •:1
• 1 1 ,1 . , ! ^ ' ! ^ 1 , 1 ^ , ! , </^ ^ . '• , • ! , • ^ ! . , ' ! ^ ! , ! „ '! 1 1 1 . ! :

on construit de même une fonction auxiliaire telle que, quand X vient

lsur e 1 9 1/1', 1 1 1 1 1 1 1 ' 1 ; 1 1 , 1 1 1 '^Z.G^X.Ë^^Z.G^X1^);;1..1;'1,^^

pestdonné par une équation de Fredholm qui se ramène à une équa-
tion associée à réquation (12), par suite ^ existe et est unique.
^ ! . ^ . ^7^.1•l^^rWI.,'(3),IXLIX. — SEPTEMBRE::I932..':. :,, 1,,,, ^ 1 , 1 ' 1,,1'1 . 1 1 : , 1 ; 1 1 - 111;34: : , 1 1 1 1 1 ^ /1 1
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Je dis que G*=G. En effet (VI, 1, 8, i l ) si l'on pose 0(X)= i
danse? == o, hors de <-D-)-2î, on a

f '[G^X^.)0iG(^S.)-G(\,S')7.iV(X.\)']^
J;SÎ

-=9(X)G(X,S:)—^(.2. )G*(X,S),

C [G*(X,A.)®,G(A,.=l)-G(A,S)Z,G*(X,A.)1rfS.v
•-'là'

„ ^ = | : r-9(^):[(y(X,S)-[i-9(X): |G(X,a),

d'où, puisque les premiers membres sont les mêmes, G= G*.

" 13. COKOLLAÏRE. — Quand X, vient sur S', on a ( i l)
. - ^ ^(m-i) rrfV\ Y»IW-I)

Z/. 1 , G(A,X)^(A)^S,.== ^—L.4,J •ZG(A. ,X)<7(A.)^S,v,
^ u ^

/.(w.-D , r('\'"^ z.'^-1)
Z. ^ G ( ,,\, X. ) a- ( A. ) </SA = - Ïl—1 + ^ ZG ( A., X ) o" ( A. ) ^S.v.

»/' .̂s' ,.. . '••' ^i"^'

13. ^f^ <?7i équation de Fredholm. — Pour mettre en équations de
Frediiolm le problème donné, il suffit de reproduire les équations (3)
à (5), en attribuant à G la nouvelle signification. L'équation (5) peut
être remplacée par

f(m-} •
^fris) , , o . , ( X ) — ^ , @ G ^ ( X , A } P , ( A . . ) ^ V A

/.(m— 1 5

, ' , ,~- 2 ©G^..,(X,A)O-,,(A,)^SA, , ,
, ! ' . ! ! ! - w ^ » 1 ! • 1 ! ! !

•^^m^f. ^G^,(X,A)^(A.)^VA,. ; 1 ^
Pour le problème adjointe on a des équations analogues, obtenues en

échangeant les rôles des variables et en remplaçant 0 parZ; on rem-
place aussi u.^ p^ o'.i pari^'p^ :a^.. • ; , \ , : ^ ,

14. Problèmes associés. — Nous considérons aussi deux problèmes
associésaux précédents. L'un est de trouver des fonctions u^ ç^ 0-4

• ( i) Les'résultaU (VIÏI , .^ ,^) s'étenidenit aussi, aux nouvelles foïlctioïïs G, ainsi.
qu'à d'autres plus ^éwràïe^ ( i Comptes rendi^y 1,91, i93o,:p. 478 àY|.8o:). • ' ,
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telles que

(i/i) : « , , (X )= - lG (A ,X . ) ^ (A - )p , (A ) ^V .v . , ,

-1--Ï r ©G^(A,X)^,(A)rf f i , ,
^^

( 15, ) p» ( X ) - F Cl ( A, X ) % ( A ) p., ( A. ) rf\\
f / ^ _ ] )

-{- a ^ © G^ ( A, :X ) a, ( A ) 6/S.v = o,
'•A.S-

/»(//;)
(i6) ^ ( X ) — G(A ,X ) ; / (A )P , (A ) ^VA .

.»rm--i)
- 4 - - ^ ^ QG//(A., X)o-,(A.)^S^==o, •

^ y

la dernière équation pouvant aussi se remplacer par

(i:G/^) ç-,(X)-r I G- ( / / • (A ,X)%(A. )p , (A)^VA , :,

. , • -r^ f " QG^^A.X:)^^^)^^^':); •
^•î> , , , ! ! , ^ !

en prenant comme inconnue — ̂  au lieu de ^, on voit que le système
[(i5), (ï66u')] d'équations de Fredholm est associé au système [(^4),
(5to)]. On a,"hors de d5+SV g.u,=o/et zz,, tend vers zéro si X
vient sur S par points extérieurs. , , ', , ^ ,

L'autre problème associé, dont les inconnues seront nommées 7/3,
p;^ cr;^ se déduit du précédent en échangeant les rôles des deux points
et en remplaçant 0 par,Z. , ' ' • . ; , , , .. . . : 1 1 . ' '

15. LEMME.—: Si pi et a ç sont solutionsdu ̂ syHème[(^),^Y[ko^o-\
•gène {avec îe^nowelles hypothèses)^ et si u^est identiquement nul dans cff,
pi et a•„, sont identiquement nuls.11 , ^! 1 ^ 1 1 ; 1 1 1 , ; 1 1 1 . \ 1 1 1 : 1 1 1 .

Démonstration pareille à celle du paragraphe 4y sauf que la nullité
^ de ^ihors de d3+S résulte delà fo . : -

On peut échanger les rôles des deux poin t^? c'est-à-dire démontrer
le théorème semblable relatif à u^.ps^o'a, /parce que ^ existe et a ses
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coefficients lipseliitziens dans tout ensemble fermé sans point commun
avec d? + 'S ; on emploie la formule (II, 6), moyennant un passage a là
limite.

16. THÉORÈME. — Si le problème homogène correspondant au pro-
blème donné n^ a que la solution zéro^ le problème donné et le problème
cidjoint ont chacun une solution et une seule.

• Démonstration identique à celle du paragraphe 5 pour le problème
donné, et analogue à celle du paragraphe 7 du Chapitre X. pour le
problème adjoint, avec la simplification qu'on est certain à l'avance
de la continuité de u^ sur 19 (voir d, IV, 9, p. 256).

17. Application. — Ici et dans le cas du paragraphe 5, sic est négatif
dans û3 et ^ positif sur S\ le problème homogène correspondant au
problème donné n'a que la solution zéro. Car si c est lipschitzien, on
voit comme plus haut (X, 6) que u ne peut atteindre de maximum
positif ni de m i n i m u m négatif, ni dans cO ni sur S. Si c n'est pas lip-
sclutzien mais seulement continu, on emploie le même détour que pour
•le problème de Dirichlet (X, <S); toutefois l'équation en ;j-(X) est à
remplacer par

F(X)-x(X)^ / / / 'G• (^A. )^ (A. )^V^-<•(X)+

de façon que, moyennant la condition que |/J soit assez petit,

: :1 ' ; '111 , , /1 ; :; -, 1,: :. ;.';:J^' G<X,A)pCA,)^V-A-^ 1 ' - 1 1 1 ', ' V 1 1 1 1 , ; 1 1 -

et ses dérivées soient, en valeur absoliie, moindres qu'un nombre
positif arbitrairement donné ; cette modification est destinée à ïie pas

'altérer la condition ^/> o; (x est encore, positif si ̂ y [ est partout assez.,
petit (voir aussi: ̂ IV, 5,' p. ̂ 5 x1).1 ' -1 1 ,1-1 '1 1 1 ; 1 ' 1 . 1 1 1 1 1 ! " 1 . , ! 1 ' . 1 , . ; , 1 . ! ! ! 1 1 , , , -

18. LEMME. —Les problèmes homogènes correspondant au problème
donné et au problème adjoint de solutions linéaire-
ment indépendantes; chacune de ces solutions est donnée par une solution
etune'seule'dusystème'correspondant d'équations de Fredholm.
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Démonstration analogue à celle qui concerne le problème de Diri-
chlet (Xy 9), avec une simplification déjà signalée (§ 16; voir encore^
IV, 9, p. ^56).

19. THÉOTRÈME. . — Soient u^ u^y . . ., n^ les solutions linéairement
indépendantes du problème homogène corrrespondcmt au problême donnée
et v\ ^y . . ., ^r/} celles du problème homogène adjoint. Les conditions
nécessaires et suffisantes de solubilité du problème donné sont

/•»(//;) / , (w—J)

^ p /̂.i ^V — f P^ cp^ dS = o,
^£Q ^•S

et celles du problème adjoint sont
/•*(/".) „ ( / / / .—i;
\ u ^ j \ c ! ^ — j ^cp,^S=o;
J^ J^

st ces conditions sont remplies^ les systèmes de Fredholm correspondants
donnent toutes les solutions.

La démonstration est facile en utilisant ce qui précède (voir d, IV,
1 1 , p.257.).^ 1 ' ^ ^ ^ , / ^ • , : , ;; ! • ' .

. , .. , CHAPrffîE'XIÏ. , ; ' •
PROBLÈME LINÉAIRE. MIXTE.

1. Énoncé du problème.—Dans ce Chapitre, ranalogie avec les pré-
cédents permettra de se borner à d e rapides indications, qu'il sera
d'ailleurs possible de compléter en se reportant à un Mémoire anté-

;rieur (Y, V, p.-MSàaôS).1 ' , \ ' - 1 ,\ ,1 \ ' 1 . 1 : 1 - 1 1 ' 1 1 1 , ' , / , 1 ' 1 1 1 \ 1 , : , 1 - , 1 1

Ici^ le domaine û5 et sa frontière sont soumis aux mêmes hypothèses
que pour le problème de Diriclilet (X, 1 ); en outre on suppose expres-
sément que la frontière n'est pas d'un seul tenant; la réunion d'un
certain nombre de parties d^un seul tenant sera nommée 2^ et le reste
delà frontière sera %. • 1 , - 1 ^ 1 1 !/. 1 1 ^ / , 1 ' 1 . 1 1 . 1 : 1 ' 1 : 1 i : • l l l l ; l l 1 1 1 ' 1 1 1 1 : . 1 • 1 , , 1 .

On se donne iine fônctioa /i continue dans cff.-J^'§•+SS, une^ fbnc-^
tion Ci continue d'un point de 2î, et deux fonctions 4 ^t co^ continues
d'un point de %; la fonction 4 est celle qui devra intervenir, sur®,
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dans les définitions de © et de Z. Désignons encore par S7 une multi-
plicité inf iniment voisine de S, mais située dans cO, et par CD' la partie
de cD qui a pour frontière 2>' et %.

Le problème est de trouver une fonction u^ continue dans
a5+25+%,à dérivées continues entôutpoint de o>, satisfaisant sur Ï>
à la condition

, ^ ^ ^ //(=:Ç,,

sur % à la condition
e^ ,=r , ) , ,

et dans cV à la condition

Y* ^(X.An^CA.)--. %(A) .^ , (A . ) ] . /V ,
'̂ ((̂

. /il///,-"l)

' = , |: G- (X, ,V ) 0 ̂ ,i ( A ) ' ~ //, ( A. ) Uj ( .X, A.) J </SA ~" //,, ( X ).
^^-i-^ , ,

2. Problème adjoint, — Pour le problème adjoint, on se donne
les fonctions y^? °2? ^ définies et continues respectivemeni dans
cO+cS+%, sur S et ^su r %, et il s'agit de trouver une fonction ^,
continue dans (Q-+- 'S •4- %, à dérivées continues 'en tout point de <i\
satisfaisant sur S à la condi t ion

sur % à la condition
'Lu:^— o^,

et dans cV à la condition

! F ^^^^^^[^(A^^^Aj-./^A^j^V.v
^(S)'

f i/^--i) ,
=== , ; ^ [ ?/, ( A ) © G ( A,, X..) — G ( .A., X ) Z //, ( ,A, )•] <-/S.v -4- u, ( X ). • ,

, ' 1 1 ! 1 1 • : ./•-h1^ 1 - , ' ! 1 ! / " 1 1 ' 1 , 1

., 3. Mue en équations de Fredholm. — On commence par1 prolonger
les coefficients et déterminer les fonctions Ooi ^t y au-delà de; 'S par la
méthode: du. Chapitre X, au delà^de fê par la méthode du Chapitre XI.
On introduit la fonction G (X, S) et l'on pose

/' . , , ! ! - {fil} , ; . ! ! j^[m --• 1) '
• . / / , (X}=- : G.fX.A.^FJA)^^—'^! ÏG(X,A)y,(A,)dS^ ,

' 1 1 , . 1 : 1 1 1 ' ^ '1 1 1 : , , 1 1 - . 1 1 1 / 1 1 ; 1 ^ ' '--r^ ( ' 1 1 .GîX^AA't^A)^,,, , '
- 1 ' ' - ;. ! . 1 ^ ! - , / • , ! , , ! ! ! ! . J^ ' . 1 1 , • 1 • ' ' , ; . , .
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ce qui conduit à un système d'équations de Fredholm contenant les
inconnues p i , a^ T , . On procède d'une façon analogue pour le pro-
blème adjoint.

Des raisonnements, semblables à ceux des Chapitres précédents
montrent encore que ces systèmes de Fredholm donnent toutes les
solutions des problèmes posés, et chacune une seule fois. Le problème
homogène correspondant au problème donné, et celui qui correspond
au problème^adjoint., ont le même nombre de solutions l inéairement
indépendantes. Ce nombre est zéro en particulier si c<^ o dans d) et
^>o sur *S. Si (./, ̂  . . . . c^' sont les solutions linéairement indé-
pendantes du problème adjoint homogène, les conditions nécessaires
et suffisantes de solubilité du problème donné sont

y» [ l l l \ /-.. ' / i l —- 1 i ^ l / / / —• .1 )

J ^f, dV 4- | o, Z (lw dS — j G,),, t.^1 //S == o,
^(D «•A.S- J^

et l*on a aussi le résultat analogue pour le problème adjoint .

CnAP.I:TAE,XIIl. ,' • . , , •
LES î)Éa.IVÉES SKCÔNDESûU POTENTIEL DE SIMPLE COUCHE.

1. LEMM'E .— Soit G(X, 3) la solution élémentaire principale de
Inéquation

^ ^ à^ u ^ , àfi. .
'IY^lall^/a^^^ . . ̂ >(i^ - 1

où les by^ c et les dérivées des ^^^^sont'Iipschitziens.d'exposan.tA^i.
Faisons un changementde variable, valables dans un domaine ouvert <-P,
tel que les dérivées secondes des nouvelles variables s^ .^y. .., .s^,par
rapport aux anciennes x ^ x ^ , . .^x^, soient lipschitziennes .d'expo",
sant h et que le dé terminant fonctionnel c——!.• "1';-A^/ ,soit partout

x „ , ! , (f-{^^ - - . 5 ^w) 1 ,1 1 11 , ..

•positif. Soit ! ! ! " 1 . ! ! ! ! , , - 1 1 . , 1 ! ! 1 ' 1

^, y / àïïl V / ' ûiï ' ! 1 ' 1 ' 1 1 • 1 1 1 l l i 1 1 1 1 1

^ . , ^ ,./,^^^^^.4.^^^.+^/. ^

'à\W 1 1 : , l i . ; , ! , 1 1 1 ^ , ^ ! ^ ! ; ! ! 1 1 - - 1 . , ' ^
i ^ v 1 1 - ^y 1^ 1 / / ' 1 - ! ! ^ ! ! / 1 ' ^ '«a,3=^,S^,S^^, /.,==y,S-,-^, c==^
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ce que devient S^u dans ce domaine; prolongeons les coefficients de ^îr

dans tout l'espace (^, . .., ^,), de manière à avoir une solution élé-
mentaire principale G^S, T), S correspondant aX et Ta S. J<? dis quon
peut écrire dans (33

G(x,3)^^^'<•? .^jG /(S/^)=À(a)p(x,a),1 \ a(ct, . . .5^».)

où À est une fonction positive dont les dérivées sont lipschitziennes d9 ex-
posant hy et où v peut être dérivé jusqu'à quatre fois y dont deux fois au
plus par rapport aux coordonnées de chaque point, les résultats de ces
dérivations étant lipschitsiens d^ exposant h par rapport à V ensemble des
deux points dans tout ensemble fermé intérieur à (D.

Soit 2Î une multiplicité à m— i dimensions de l'espace {x^ x.^ ...,
x^), et soient ^a l^s cosinus directeurs d'une direction choisie de la
normale a ' S ; soit S^ la transformée de '§ dans Pespace s^ s ^ y . . /, s^ et
soient ©a l^8 cosinus directeurs de la normale à S^ dirigée du côté
correspondant au côté choisi .sur S; soient encore dS et d^ les éléments
de S et de 3î\ On vérifie sans peine que, pour une fonction f arbi-
traire,
/ \ Y 7 / ^ 1 7C» / d(S^ . . . , . < ? / / / ) ^ ( ) f ,,.,(.0 ^^^^^=^^^

Prenons pour 2? la frontière d'une partie bornée de û) et soient X
et S deux points de cette partie bornée, dont les transformés sont S
etT; soient encore A un point de 2^ et U son transformé. En prenant
nulle la fonction ^ qui intervient dans la définition de @u, et en regar-
dant G^(S,T) comme fonction implicite de X et de 3, nous avonsy
d'après ce qui précède et d'après un théorème antérieur (VI, 1),

dit 1 1 1 ! / '} y»(/«-:i) , 1 1 1 1 1 1 1 , ! . / ^ ! - ^ ^ 1 1 1 . ! ' : ! . ' ! ' ^ ^ , 1 1 ! , ,
-i-——^ / ": [G(X,A)êG / l(U,T).-G• /(•U, lï)ZG(X,A.)^^,
«',^17 • 1 * •i Cm) ^^ ^ , 1 ! ! . • . 1 ! , , 1 1 . • •1 , ! 1 1 ; - - 1 , - " " ,^w-î • • * i -w / ^^

.^(^r^^^m)
1 ^(Slî • - - î^)

G/^Ty-Gtx^a),^;111;1 '1. 1 1 ' 1 1 : 1 . 1 ^ ; 1 1 1 1 1 1 1 ^ 1 1 ' 1 1 1 .

car le déterminantfonctionnel est positif.
Mais les coefficients de ^satisfont îmx mêmes hypothèses que

ceux de ^s ce qui (V, 18)permet d'écrire
1 . : . : ? . • , , • / . • ; ' ; 1 : ^ : ; 1 : : 1 1 - 1 \ ; ' , - I ^ G • / ( S , ^ ,.1/;1',1.' . \ • ; , , 1 1 1 ' 1 ; 1 1 1 1 , 1 : 1 1 1 -
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où N7 peut être dérivé trois foiSy dont deux 'fois par rapport aux coor-
données de n'importe lequel des deux points, et où les dérivées de co'
sont lipschitziennes d'exposant h. La fonction

1 / S' \ , - . 1 / 'T \ v ^1 ' • • • i ^ ̂  )À ( A ) = = G J ( i ) , ^——————F-j
"(C), . . . , C;//;;

a donc ses dérivées lipschitziennes d'exposant h. D'autre part, la
fonction

(. '(X, S)== f [iV(U, T)ZG(X, A ) - G ( X , A . ) © N / ( l J , T ) ] ^ S A
^ -s

est telle que les -r-—r—^?—^r-existent; de pliiSy si l'on applique le
t/OC'y^ (}<JC\^ ^c'Y ^•Ô

le théorème (IV, 1) d'une part aux —-— considérés comme fonctions

de X, d'autre part aux ———' considérés comme fonctions de S, on
voit que les dérivées quatrièmes en question sont lipschitziennes
d^exposant h par rapport à Fensemble des deux points.

2. Conditions de Lipschitz pour les dérivées de la densité, —Sup-
posons que Ici, frontière 2? du domaine borné owert 03 satisfasse aux
hypothèses (II, i)et en outre à celle que les dérivées secondes des coor-
données des points de "S existent et sont lipschitziennes d'exposant h <^ i.
Supposons en outre que les coefficients by, et c et les dérivées des coeffi-
cients ûa,y soient lipschitziens d'exposant h; on suppose enfin que les
dérivées ^de la fonction ^ qui intervient dans la définition de ^opéra-
tion Qy existent et sont lipschitsiennes d''exposanth. Soit G(X, S) la
solution élémentaire principale de S^u == o et considérons encore le poten-
tiel de simple couche

^ ( w — l )
u= ^ ; ;0(X, A)a-(^)dS^ : : : ' . ,, ,;'

' 1 1 1 1 ! , 1 ' v ' ^ 1 1 1 • 1 , 1 - 1 .' 1 : 1 ! ^ ! 1 1 : • ! ; 1 .

Si les dérivées relatives à s^ . . . » s^i de rime des valeurs limites
prises par @u sur "§ existent et sont lipschitziennes d''exposant hy les dén-
vées de a existent et sont lipschitziennes d'exposant h,

II suffit de démontrer que, X étant sur ̂ , les dérivées de
, ! ' / ,(w—J) -1 , , ! , ! ! 1 1 1 ! ! ! ; , 1 1 1 '

1 ^ ©G(X, A)O-(A)^SA • ^ • 1 1

1 ! 1 , ! ! ^. : ^ . ' • 1 : ! 1 1 . 1 1 1 1 1 1 1 1 1 • 1 ! ! ; 1 1 1 1 1 1

Ann. Éc. 2Vorw./(3), XLÏX* — SEPTEMBRE 1932. 35
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existent et sont lipstchitziennes d^exposant À. Mais (Vil, 4)cr est lip-
scliitzien d'exposant A; donc (VII, 5) le terme

/» { / / / ,—1) .
, 6(X) < G(X, A)o-(A)^

^^

a ses dérivées lipschitziennes d'exposant À.Nous pouvons donc le
supprimer, c'est-à-dire admettre que © correspond à ̂ = o.

Introduisons le paramètre ,îm par le procédé ordinaire (III, 4). Les
dérivées secondes de a?i, OD^ . . ., x^ par rapport à ,? i , s ^ y . . . y ^//^ sont
lipschitziennes d'exposant h. D'autre part siy comme d'habitude,
s^ s^ . . . , ̂ -i .correspondent aa côté extérieur de ' § ( a , I, 4, p. 9) et
si .̂  est positif hors de cî), on a

d(f!^ ^i, ^, - - , ̂ -i) . „
' y ^ ^ — — — — — — " • — — — — — — — ~ — — « -̂'ï'>' • I ' "

ft \ .2-'.], ^y^, • • • •i ^ n i }

Par conséquent, diaprés le lemme, si Fon forme une solution élémen-
taire principale G^SyT) de l'équation transformée, prolongée conve-
nablement dans tout l'espace (^r,^ .. .^w)y et si S?, est la portion
de S>' qui est donnée par cette représentation paramétrique, les
dérivées secondes de

/.(W-l)

. • / • ( :x(X,A.)o-(A)rfS.v , .
1 1 1 ' " y î '

: • / ^ p ^ / Ç T ^ "L^Z^.Llll--!'"^ ^^—i ) „/ q\ / / / . / \— ! .^(^ ,U—77?——?——————p——-^(A)^^/ . , , . . . , / , ,^ i ) ,
1 1 1 . . , , ! !, J^ ! ; ! ! ! ' ^'^lî ^•2ï •* • 5 ^J ! 1 ' ; - , , " ! 1 ! 1 - ! , ; !

existent et sont lipschitziennes d'exposantÂ. Diaprés•la relation :(ï),
en posant

', 1 : .^(S)==f G /(S,T)(r /(T)rf(^, . . . , /^) , . •
1 ; 1 , 1 : 1 1 1 1 .., • • i^,.. ̂ .' . • 1 ^ . .̂  ^ 1 1 1 ' 1 ,, 1 1 , ^ ^ • 1 1 1 ' , ! ! ! , -

^ 1 . 1 1 , 1 1 , - , 1 ' 1 / , . 1 , ; 1 ^ -^T)^^^ -•-^a(a), : : 1 : 1 . , : • • '
: 1 . , ! ^ . ! ' ! ! . ^ 1 , 1 1 1 1 ^l^'i1? ^%? • • • î 1 1 ^ / , . ! 1 1

ïious sommes ramenés à démontrer -queles dérivées de ' a 7 existent et
sont lipschitziennes d'exposant hy sachant qu'il en est ainsi pour les
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dérivées de
^ , au/
^'"'^•Js^/

En chang'eantia notation^ nous sommes donc ramenés au cas où A -= o
et où /-»(/»— i )

u(X)=: G(X, A.)(7(A)^SA,
^yS'

2> étant une parlie de la multiplicité x^== o; soit C la frontière de S
( i l est clair en effet qu'on peut supprimer toute partie de la mulipl i -
cité donnée dont X ne devient pas i n f i n i m e n t voisin ) ; la distance de X
à ' e reste, par hypothèse, supérieure à un m i n i m u m positif.

On va voir que les dérivées de

f " ' ^a^(X)^(X,A)a(A)dS^=@u^^
J^ <^a 1 , . ! ,, . ! .

par rapport à ,r,, .r^, . . . y ^«-i, pour .^==0, existent et sont lip-
schitziennes d'exposant A; la proposition énoncée en résultera.

Tout d'abord (même si m == 2)

' . 2^.,a(X)^(X,A)==0[L^(X,A)];

d'autre part, en mettant à part, dans G(X,A), la partie ,H(X,A;o)
(V, 4), on voit que

^^^,(X)^(X,A)=0[L<-/»(X,A)1,

(À^À)^^^^^1^-01^^^^

{voir aussi/ pour ce deroier point, &, IIy théorème 6, p. i56). Donc,
puisque crest lipschitzien d'exposant A, on voit (I, 4, 6) que

' ! ! ! /) ^im.-ï) . 1 1 ^ ^ ^Q' , ^ : , : ! ' ! : ' • ! 1 1 , ; . 1 1 :

^ 2^.p(X)^(X,A).(A)^

existe et est continu.
Nous voyons déjà ainsi que les dérivées de a existent et sont
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continues» Ce point acquis permet d'écrire
- ( /^_i) p
^ I^(X)^(X,AMA)rfS.

= r'""^^ + À)^"-^^^' A)(/SA

/-""""^(A)., f)G
"U -^a^^^

/»(W-—:i) ^p

- / a(A.)^a,/,p(X,)^(X, A)^a(A) 6/S^

rfS^ étant l'élément de (3, et m'a étant l'un des cosinus directeurs de la
normale à e située dans a^=o. Il s'agit maintenant de prouver que
le second membre est lipschitzien d'exposant h. Cela est évident pour
le dernier terme, qui a même des dérivées continues. (Y est immédiat
aussi pour le terme précédent (I, 1). Il reste donc seulement à étudier
le premier terme.

Soity avec la signification adoptée depuis le Chapitre Y pour
H(X.S;p),

^ G(x,a)==H(x,a;p)+^(x,E);
d'après ce que nous avons vu (V, 17)y si p > w, la fonction

^'""^^^(^.^À)^^^^
est lipschitzien ne d'exposant h. Il est donc permis de remplacer

'G(XyS) par H(X,S;p) ^dans l'intégrale à étudier. Or, puisqu'on est
sur S,
' ^a^l(X>^(X,A,;o). :, /, , ,, '

<, „ /-v^ / A vi A 8 v ( A ) (.V-v— Ct-v) •^ = S^[a^ ( X ) -a^ ( A )J -————±^^—1——^1————
V2-ô,£A8,e(A)(^—as)(^s—ar j 1 -

x177[v /2BJA8,£(A.)(^8—as)(^£-~a5")]; , , ,

à la suite de l'opération -,—-4- -»—' on a le terme ir •: , . àxy, àaa , ! : ! , ! , ! - ' !

f^^fAïlr [àam^^ : -^m^(A)1 1__^A1(^L^'!T)__^
^ ^ ; X ài^i • ^aa JV2ô,£Ao,e(A)(^^a8>^—

1 xF /[\/,I5,eA8.Ê(A);(A t8—a^)(^e—^£)lrfSA.,./. ' , , 1 : • •
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plus d'antres qu i sont évidemment lipschitziens d'exposant A; pour
être certain que celui qu'on vient d'écrire test aussi, il suffit (1,8)
de s'assurer que Fintégrale

y.(^--i) ^ ^

j cr ( A ) J^R F ̂ //;SS;E AoiÊ ( A ) ( xt "~ aô ) ( ̂  ~~ a£ -) ] 6fôA-

étendue à la partie de S'telle que L(X, A) > p > o, est bornée quand
p varie; or cela se voit aisément en remplaçant d'abord a(A) par a(X),
puis j-^ par j^ (opérations qui retranchent des intégrales bornées),
puis en appliquant la remarque (1,9) si p^w; si p=m, l'identité

^ ̂ ,p ( A ) ̂  F [\/25,s As .e ( A)" (^"^^.I)^^—^) ] == o

permet d'arriver au même résultat.
Il reste à considérer1 ce qui vient des. autres termes de ,H(X,Ë ; p),

Considérons
^(w-1) / ^ ^ \ ^ (^ ) ^i;r

X '^^^^^r^^ ^(X,A;o)K(A,a)^^ .

Nous pouvons isoler l'expression
^(w—i) / Y , v /»(/^.) /n.i

^ C^(£)(À;+^)/ ^-^(^^<x-^o'
x :Sy,s [ ay.5 ( A ) - «Y,S (S )] à' li^^ 0 ) dV^dSs,

où l'on peut écrire Çb, II, th. 6, p. iSy) le coefficient de a(S')dSs sous
la forme
yi <^»8(X) f"'^ ^H ,.„ . ,„ .- ,., ^.- .ûl^HCA.aso), . ,
Ip-^——J ^(X. A; Q)^L«,.S(A) -^(^)J ^^ ^V.

^-y"^ a,»,p(X) ^ ( ̂  + ̂ -J ̂  (X, A; o)2y,6[^,s(A) -^.8(2)]

^I-J^A, S; o) ^H . . ./ <? ^ \
x—%73os—^rf^ ' '"•'A^^^^

^^^(A)-^^]^^0)!^;
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or/les intégrales de la première somme valent OÏL'-^X.S)] et leurs
•dérivées relatives à X existent et valent 0[I./-/"(X, S)j (è, II, th. 5,
p. 153); il en es tde même de la dernière intégrale (id., ibid., et
remarque, p. i56); en multipliant par a(S)dS^ et intégrant, on voit
bien que le-résultat est lipschitzien d'exposant h. Viennent ensuite
les termes

/.(m-l) / ) i \ / - * ( ^1 /) j lX ^(s-^)/ ^.^w^'0'
' , „ 6?H.(A, £; o) ^ ^
x ^y /^Y ( A ) ———.-——— a VA aos -,

on effectue le coefficient de a(a')rfSs en faisant sortir du signe J
^g ^^(X)^ ^ p^^ voit ainsi que le résultat est encore lipschitzien

ÔXy,

d^exposant A. Même procédé pour

^? m" l^£)(——4-^)2pa^(X)
J^ K^^a '7^/

J* ( w ) )ir
x ^ (X ,A . ;O) [^ (A)^^ ]H(A. ,S ;O)^V^S£ .

Si maintenant n^> i,
/,(m-3) / ) ) \ / •*(^) /)îl

j[ (^(a>(À,+x)2pffl""p(x)/ ^(^-^^^(A'2)^^

s'écrit en faisant sous le signe f m l'opération j^~ + ̂  et en taisant

sortir les G^rd^ on voit encore que ces termes sont lipschitziens
, 1 1 • 1 • ! u^^ 1 1 ! , 1 , ' ! , , ! ^ 1 , ! ! , , ' : : ^' ! ! ! ! ' 1

d^exposantA.
La proposition est donc démontrée.
Regardons S comme fixe, ainsi que l^exposant lipschitzien A<< i

des 6%, de c, de 4' et des dérivées des aa,p.De,plus, on suppose fixes
une limite inférieure positive du déterminant des a^ et des limites
supérieures des valeurs absolues des a^, des b^ de c, de ^1, des

dérivées des a^g, et des limites supérieures des coefficients lips-
chit^iens de toutes ces fonctions pour l'exposant A; le nombre ̂  et le
domaine borné hor& duquel les coefficients de ̂  sont constants, sont
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aussi.supposés fixes. Enfin soit M une l imi te supérieure des valeurs
absolues de @u et de ses dérivées, et du coefficient lipschitzien de
celles-ci pour l'exposant À. Enfin nous supposons que la résolvante
de Inéquat ion de Fredholm qui donne cr, admet une limitation fixe
OI'L^X, A)J. Il est clair alors ( t ) que les dérivées de o sont 0(M)
et que leur coefficient lipschitxien pour l'exposant h est aussi 0(M).

3. Conditions de Lipschùz pour les dérivées secondes du potentiel. —
Si les b^, c et les dérivées des a^ sont lipschitziens d'exposant 'h < i, et
si les dérivées secondes des coordonnées des points de Ï> et les dérivées de
la densité a sont lipscfutziennes d'exposant hy les dérivées secondes du
potentiel

• u= f . G (X ,A )o - (A )^S ,
J^ . 1 1

sont lipschitziennes d^ exposant h dans CD; elles sont aussi lipschitziennes
d'} exposant h hors de (D -4- 2Î.

D'après le lemme (§1), il suffît d'établir le théorème dans le cas
particulier où une partie de ^ coïncide avec^/=o, (Q étant situé
dans la région ^,^>ô; si (5 est la frontière de cette partie de S\ on
peut en outre supposer que X reste à une distance de (3 supérieure à
un m i n i m u m positif fixe; cette dernière hypothèse permet de ne con-
server que la partie de S située sur ̂ =o. , :

Changeant un peu la notation, nous nommerons S cette partie con-
servée de la multiplicité d'intégration, dont la frontière est (3. Soit

^ ., . ,., 1 1 1 1 F(X)==^f'•\G(IXI,IAMA.)I^SAII; l• 1 , 1 1 1 , • 1 1 1 1 \ '1, '1 1
1 - - - : 1 - 1 . . 1 1 1 1 1 , lfc/^ 1 ' , 1 1 ! /' ; \ ' 1 1 1 1 ! - • . 1 1 1 1 / : . 1 ; '

on autant que X n'est pas surâ\:et si 07^/7?, 1 1 . , : ' 1 ' 1 • :

^= ^ ' " " ' ^ ( ^ ^ ^ ^ ( X ^ ^ ^ A ) ^ . -:àx^ J^ \,àx^ ' / àa^ J /J / x ^, ^ . 1., . , , 1 1 1 1 1 1 1 1 ;
/» (w—l) 1 ^ • ^(m—ar , . : , , 1 • , ; , , , , • , :,

+ l G(X, A) —^Sv - / G( X, A.,<7(A)^(A,)^S1, . ' : ' ,
! : 1 J^ . . , 1 ! ! : aay' 1 '^ Je 1 . 1 1 1 1 • - 1 1 1 1 / , - 1 . , 1 1 1 1 1 1 . 1 - 1 1 ' 1 1 1 : . 1 1 - 1 1

( î ) On omet ici des considérations de continuité semblahîes à celles qui sont
indiquées ailleurs (VIIÎ, 7 elXIV1,/^,, 5). 1 „ 1'., . ' 1 ^ 1 1 1 ^ 1 1 1 1 , 1 1 1 1 / ; 1 1 ., :,'-' i i l 1 1 . 1 ; 1 1 1 1 1 1 1 ' : 1 1 ' 1
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dS^ étant l'élément de C-y et ^a étant l'un des cosinus directeurs de la
normale à (3 située dans a,^ = o.

Dans cette expression, puisque L ( X , A ) ^ > o > o quand A varie
sur e, les dérivées secondes de l'intégrale d'ordre m— 2 existent et
sont continues.

L'intégrale précédant celle-ci est un potentiel de simple couche
dont la densité est lipschitzienne d'exposant h; donc (VII, 5) les
dérivées de cette intégrale existent dans (Q et hors de d3 -h- '§ et elles
sont lipschitziennes d'exposant À dans chacun de'ces domaines.

Il reste à étudier les dérivées de
/,(//(—l) f .\r^ tpi 1

^ [^^^^^Y^^
et à prouver qu'elles sont lipschitziennes d'exposant A. Pour cela nous
remarquons, comme dans la proposition précédente, qu'il suffit 4^
faire la démonstration pour les dérivées de

•(^T"^-'"^]^^
Prenons d'abord la dérivée relative à «rp, pour p^m, de la fonction

r""-" [àlï(X, A; o) , ^H(X,A;o)-1 .i ———.———— .4- ——————— cr ( A ) db \ ;
J^ L ^a , ^a J v

sous le signe d'intégration, on a une somme de termes tels que

\ ' ' : i • . , /(X,A)Â(A.)^ , , , ', ! , .
où w-'w^-
fonction lipscliitzienne d'exposant h; d'autre part

^=0[L-(X,A)], ^+^=:O^-CX.A)L

^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ é^k + ̂ )==o^t-"i(x'A)t
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par suite (I, 4, 6)

à r""-",,/..- ^ /^ .c r"-" ^ / v^'"~ WA)/.(A)^=^ ~ ^(X,A)[)..(A)-).(X)]^

/-(///.--' i / /}f .)f\ ^{m-î}

"-^X (4 + ̂ r^-'-^X /(x' 'v)ros(AK/SA

[pour définir A(X) hors de â\ il suffit de prendre a(X) indépendant
de Xm]; cette expression est lipschitzienne d'exposant h (I, il).

Prenons maintenant la dérivée relative à x^, pour p 7^ m, de la
fonction

/,(m~D / ) ) < / . ( / / / »

/ ! a(E)(—— + — ) f H(X, À; o)K^(^ 2)^V^Ss.
J'^' \^^ff. 0^] J

Si d'abord n=ï, nous isolons du coefficient de cr(S)rfSE, après
dérivation sous le signe J , les termes

f_L. „ ̂ ) r'Ax, A; o)^[^(A)-^(E)]^^|'^^,
V '̂a ^a/J J^ I L . aa^aa^

qui s'écrivent (é, II, th. 6, p. i&7)

f" r^H(X_^ ^H(X^A; o)-i ̂  ^) _^(^
^ [ ^"y^Td 6/Oa^ | t •

^'^^^^^'•'(À^i)
^[^(A)-.,,^)]'̂ 1^ '̂!^.

or ceci est OI'L'^'^'CX^S)] et ses dérivées relatives à 'X existent,et
sont OrL^^X/S)^^, II, th. 5/p. i53, et remarque, p: i56); donc
en multipliant par a(B)<tôs et intégrant,lerésultat estlipschitzien
d'exposant À. Les autres termes relatifs à 72. >i^ s'étudient de même :
ils sont tous lipschitziens d'exposant h.

Il reste a étudier la dérivée par rapport à ̂  de I(X). Il revient au
, même d'étudier S^,,,p(X)^; on voit toujours de la mêmefaçon que

Ann. Éc. Norm., (3), XLIX. - SEPTEMBRE 1932. 36
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cette expression est lipschitzienne d'exposant h (voir le paragraphe
précédent) ; il en est donc de même de -j—-

Nous avons ainsi démontré que les dérivées secondes autres que -̂77-6W///
sont lipscliitzîennes d'exposant h dans chacun des domaines indiqués ;

! . . ^Fd'après l'équation aux dérivées partielles^ il en est de même de T—^-
Regardons S et h comme fixes ( À < i ) ; regardons encore comme

fixes une limite inférieure positive du déterminant des a^^ et des
limites supérieures des valeurs absolues des a^^ des b^ de c, des
dérivées'des a^ et du coefficient lipschitzien de toutes ces fonct ions
pour l'exposant h; g- et le -domaine borné hors duquel les coefficients
de êF sont constants, sont aussi supposés fixes. Soit M une limite
supérieure des valeurs absolues de a et ses dérivées, et du coefficient
lipschitzien de celles-ci pour l'exposant À. Alors il est évident que les
dérivées secondes de u et leurs coefficients lipschitziens pour l'expo-
sant À sont 0(M) (1)-

^.Généralisation.—Si maintenant

^ ( X ) = f . ''G^A.MA.)^ (^>0, .1 , , ! , t/^ ^ • ! 1 • ! !

la différence

;; .,' . . 2J t i") IG•(X,A)x(A)^' / / / l iG^'(A,S)o•(a)^SE^V, l ,
, 1 . n—î ! - ! , , ! v' ' , ! ! ! ! ' , . !

-entre cette fonction et1 celle qui ' est relative ap = î, peut être consi-
dérée comme un potentiel de domaine avec la densité

1 1 ; ! ! : ! 1 ! l i l ! : ! ! ^0 r^^ ^ 1 ' 1 1 ^ • 1 1 1 1 1 ' 1 . 1 1 . 1 ! • ^ 1 -1 1 ^^Sr 1 G^(^ l)(Â,a)^(a)^Ss 1 \ • , ' . .
1 ; 1 , ,1 ' 1 1 ' 1 ^ . • 1 1 1 - 1 1 1 n^^ ; \ ^ , ^ ! ! , 1 ' 1 1 ^ 1 1 1 ', ;: 1; 1 -. 1 1

qui,! est évidemment lipschitzienne d'exposâîTit h s'il en est ainsi
pour y ; les dérivées secondes de cette différence sont donc lip-
schitziennes d^expôsant À, làfrontière ^intervenant pas ici (IVy .1).

.,.:1(11) Même: observation11 qu'>au paragraphe^.11 1 , / ' 1 '1 ' ' l l i i : 1 1 . 1 . ' ! 1 1 1 , 1 ^ : 1 1 . , ; , / 1 , 1 1 ' . 1 / 1 . 1 1 1
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Les propositions des paragraphes '2 et 3 s'appliquent donc à cette
nouvelle fonction u.

CHAPITRE XIV.
PROBLÈME NOiN LINÉAIRE DE NETOANN. • • "

1. Énoncé du problème. — Dans l'espace (.r,, x^ . . . , ^,), consi-
dérons un domaine d3 borné et ouvert. On suppose que les coordonnées
des points de la frontière 2> de cO s'expriment comme il a été dit (II, 1)
et que les dérivées secondes de ces coordonnées par rapport aux para-
mètres existent et sont lipschitziennes déposant h < i.

D'autre part, on considère une équation aux dérivées partielles

o.) ^^(^X^)^-<Ê5';X;Q 'a->o)l

dépendant d'un paramètre t; a^^Çu ; X; t) est mis pour
a^^(u; x^ A\j, . . . , A " / / A ; £)

ei^( ^, u ^ X ; t} est mis pour ! ' , . -
\UXy, /

- , <|)( ^5 ...., -—-; a- ^ 1 , . . ., ̂ /,,;n; ,
\^i ^m /

on a, comme d'habitude, â^=a^. On suppose que cette équation
est satisfaite dans le domaine (Q et pour la valeur t, du paramètre
quand ^ est remplacé par une fonction connue u^ dont les dérivées
secondes sont lipschitziennes d'exposant A. On suppose encore que,
si X appartient à d3+• ̂  et si • : ; . : ^ 1 ; • • - , , :: 1 ^ ' , '

^ u - u, \, ' , < ^-i1^ ; 1 . ' ̂  = ^ ̂ . • -. 1^^1)1 ' . ' 1 : 1 : 1 1 : 1 / 1 . 1 1 . - 1 , 1 1 ' • , ' :

et \t—to sont assez petits/l'équation est du type elliptique et les

^a,(3(^ X^y (^^=^1,^ l. l:. l.,117n):,;^ l l .- 1 1 , 1 1 , , . / 1 . 1 , .
fonctions

et / 1 , 1 1 , ' , 1 1 ^(p^ ^ x ;^ )^ / 1 , 1 1 1 ^ . 1 ; ,^ , , , : 1 ^ . ^ 1 ^ , , , 1

ont, par rapport aux variables autres que t, des dérivées secondes
qui' sont fonctions Upschitziennes d'exposant i de ces variables, avec
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un coefficient indépendant de î, et fonctions cont inues de l 'ensemble
de ces variables et de £.

Sur S, on se donne la condition

(°-) ' ! Za.pWaa^-j-^ ^-d^"; X ; ^)=o,

ou les îHa sont les cosinus directeurs de la normale dirigée vers l'exté-
rieur de d3. On suppose que cette condition est satisfaite pour t= ï^
u == iio. On suppose que les dérivées troisièmes de ^(^ ;X; t ) , relati-
vement aux variables autres que t, existent et sont fonctions lies"
chitziennes d'exposant i de ces variables, avec un coefficient
indépendant de ty et fonctions continues de l'ensemble de ces
variables et de t, pourvu que X appartienne à ï> et que u — u^\ et
\î—^o J soient assez petits.

Enfin on suppose que le problème de trouver une fonction 9 telle
que, dans (P,
/ o \ v / y . •. ^^ ^ ^ 1 an,, ,, (){?( 3 ) ^.p a^( u, ; X ; / j -——— — y —— —— ; a, ; X. ; /, ) ——ô^^àx^ À^^àp^\àa^ (n 7 0 / à x y .

[ V ^ •^ .X . / ^ ( ) î ( l ( } à^(àu,, \1
4- [2^ -àu:"^ lx- ̂ àa^ ^ Ju\^ t^ x; ^}J p=o-

et que,sur â\
î( 4 ) .̂, P <^a ̂ a,p ( i^ ; X ; /„ ) ——

Arp

'^^^'oî lxnî 'o/% :p ̂ ^[X1 ^a S / x - s à U^ CAL' "1^^-^-^ X; ̂  +^(//.,; X; ^,)J.--=o,

n'admet que la solution zéro.
On donne à t une valeur autre que ^ et l'on propose àe trouver une

fonction u remplissant dam (J3 la condition (i) etmr'S la condition^).
Il sera démontré dans la suite de ce chapitre que, si t — ^ [estasse/.

peti t , ce problème à une solution. Si en outre on exige que les valeurs
absolues de U—UQ et de ses dérivées jusqu'au second ordre, ainsi que
leurs coefficients lipschitziens pour l'exposant h, n'excèdent pas un
maximum assez petit, cette solution est un ique (1).

(1) La même conclusion subsiste dans des .hypothèses plus larges, mais alors
les .exposants, lipschitziens introduits -par les approximations successives
décroissent en progression géométrique; cela 'nécessite ,des raisonnements sup-
plémentaires qui pourront être exposés dans une autre occasion,
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'•ï. Formation des approximations successives. — En désignant par t
la valeur donnée du paramètre et par «o, i^, . . . , u.^ .. . , les approxi-
mations successives dont nous allons expliquer la formation, nous
posons

/ v .\ i (^ (au,, _ . \^.p.»=^(^ X; t.), &,.„=- ̂  ̂ ; „„; X-, t ) ;

,. _ v „ àa^ ,,. . y. ̂  ^"" ^ /^<« . , . v. A.
"— ̂ '? "^T ( "" ' ' ) ôx^ ~ Ju \à^ ' "" ' -v ' l ) '

l -c ^a S , „ .•,^!•ln ^ , ^- ,4'«=^.p^-^ ("„.; x; ,)^ + ̂ (^; x; o;

- 'c ^2U ^ • ^ 'C ^^ i^^"^^di^^ -^ ©^=Sa.?^^^+^
Nous connaissons déjà /^o . Si nous connaissons 11^9 nous chercherons

une fonction h,, telle que dans (D
v à'1 h,, . ^///,
^•^-^-.î^^^^^-^^ , ,

et que, sur S\
^ àh^ , ., ^

. 2-y..^^ïTaay.J^„,J^4-^///^/.:=——0^ . !

et nous poserons
u,n^ =u,, -I- h,, (n==o, ;ï, a, ...',:.oo ).

-Si ^—^o et ses dérivées premières et secondes ont, dans â5'+S\
des valeurs absolues assez petites, si le coefficient lipschitxien de'ces
dérivées secondes, pour l'exposant A, est inférieur à un nombre fixe,
et si j t—ÎQ [ est assez petit, je dis que1 ha existe» ce qui entraîne que
u^ •existe. En effet .la1 valeur absolue de a^n— a^^Çuo; X; ^o) est
aussi petite qu'on veut; on voit de même que ses dérivées premières
et secondes sont aussi voisines de zéro qu'on veut. De même

à^ fâun Y / \, ^ ]-•4-"^^ ;?/o;x; /(>) , •• „ , ., , ;

et ses dérivées sont aussi voisins de zéro qu^on veut.Si nous prenons

, ^ àc^^ \ y à^u, .^^/^o.., .y. / V ' ;

, <--^^- (^MX;^

cette fonction, elle aussi, est aussi voisine de zéro qu^on veut, et Pon
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constate en outre que son'coefficient lipschitzien pour l'exposant h est
inférieur à un nombre fixe, ce qui entraîne que le coefficient relatif à
l'exposant ^ est aussi petit qu'on veut (voir d, III, 1, p. 218). Enfin

, -, àcty, s . .,,. , àu^ à^ . „, , ,
^ - ̂ ^ ̂ T( ̂ : x ; /0 ) J^ - ̂ ( ̂ ; x ; /0 )

et ses dérivées par rapport aux paramètres .des points de S sont aussi
voisins de zéro qu'on veut. Pour en déduire l'existence de À// , il suffit
de prouver que le déterminant de Fredholm du système d'équations
intégrales, itéré un nombre assez grand de fois, auquel se ramène la
recherche de A/,, diffère aussi peu qu 'on veut du déterminant corres-
pondant du système auquel se ramène la recherche de la fonct ion 9
satisfaisant aux conditions (3) et (4); pour un certain nombre d'ité-
rations, ce déterminant n'est pas nul, d'après l'hypothèse.

Pour prouver ce dernier point, BOUS adoptons une méthode fixe
pour prolonger hors de €Q les coefficients de l'équation en /^ à savoir
la deuxième méthode indiquée au Chapitre X, paragraphe 3 (zwr
aussi XI, <S); en effet ici les <p/, sont lipschiiziens (ils ont même des
dérivées continues), et les

, ^ rÀ2y.,p,/,
^a,//. — / . —)———, ! ! -À-fp àûs^

ont des dérivées lipschitziennes d'exposant h et de coefficient borné.
Le nombre s^ qui intervient dans la méthode de prolongement, sera
choisi indépendant de n; le nombre appelé h dans la méthode peut
être ici pris quelconque inférieur a i , par exemple égal au nombre h
actuel. La méthode indiquée permet alors de ne plus rien laisser
d'indéterminé. Les prolongements des différences

• 1 1 1 ^ ,1 1 , ' 1 1 1 1 1 1 , . 1 1 ' ^%,p,/î—^a.p(^o5 ^V/o) ., , 1 1 1 1 l l i ,.11' 1 1 1 1 1 1 / , 1 1 1

et leurs dérivées, ainsi que le coefficient lipschitxien de celles-ci pour
l'exposant hy sontaussi petits qu'on veut; de même lès prolonge-
ments des ! : : 1 : • • ' , - • .
''! 1 1 • 1 ; - 1 ' 1 ' 1 1 1 1 ' 1 , 1 1 . 1 ' ô^ fâuo lll..yll'l \ 1 1 '. ' 1 1 • 1 . 1 . 1 1 . 1 • 1 1 1 1 1

, ' \ . • : , : , ..1 ' .:1,,::1 ' ;;11:111^^ : 1 , 1 1 . : 1 1 ' , 1,1 ';.1

et leurs coefficients pour l'exposant h sont aussi petits qu'on veut.
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Quant au coefficient de h,, dans l 'équation, il devra être dans tout
Fespace lipschitzien d'exposant À et en outre négatif hors de cV : on Y
parviendra en .transformant, d'abord l'éciiiation (i) de façon que le
coefficient de ^ dans (3) devienne négatif sur S; il suffît pour cela
d'y remplacer ,^ par iw\ en choisissant w convenablement, car on
constate que c'est le même calcul que pour une équation linéaire
(6, V, 3e application, p. 2a3); la fonction '/^ sera, dans tout l'espace,
égale à ce coefficient augmenté de la constante^-2 (y est alors nul hors
d 'un certain domaine borné). . •

Pour former la fonction G(X, S), on peut alors utiliser l 'équation
intégrale (V, 4), g étant supposé assez grand. On en conclura sans
peine (a, II, 24, p. 83 à 86), que si G se rapporte ainsi à la détermi-
nation de hn et (Y à celle de ^ on a '

\G(X,^)-G!(X,E)\<rïî^f'\X^

Y] étant aussi petit qu'on veut; la différence du premier membre peut
être dérivée jusque trois fois, dont deux par rapport aux coordonnées
de X et une par rapport à celles de S, et toutes ces dérivées d'ordres
divers remplissent des conditions semblables, l'exposant de L au
second membre d iminuant de i à chaque dérivation. Des raisonne-
ments tout pareils Ça, 11,245 p. 83 à 86) amènent enfin à la.conclusion
que les déterminants de Fredholm relatifs à <5 d'une part, à /^d'autre
part, pour un même nombre d'itérations, sont aussi voisins qu'on veut
l'un de l 'autre; si la différence est assez petite, la valeur absolue de
Fun des déterminants relatifs à hn a une borne inférieure positive, ce
qu'il fallait démontrer. ' : ! ' ' . ^ ! : •

3. Convergence des approximationssuccessives. — Soit M/, une limite
supérieure des valeurs absolues de /^ et de ses dérivées premières, et
secondes, et du coefficient lipschitzien de ces dernières pour l'expo-
sant h. Alors S^u^ Qu,, et les dérivées de @u^ sontO(M,2_,J et leurs
coefficients lipschiUiens pour rexposant h sont 0(M.^)(^oir b^ VI, X
p. 238. à 240). ̂  ! . 1 , ! , ! , ' , ! 1 1 . 1 1 \ , , . ;1:1 1 ' ' 1 , 1 , , . , 1 , , \

Considérons alors notre système d'équationsde Fredholm [voir XI,
3y équations (4) ôt(5)]. Les deux inconnues p i e t<Ji sont évidemment
O(M^j). L'équation qui traduit la condition dans (éprouve que p , est
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lipschitzien d'exposant h et de coefficient 0(M2^,). Si maintenant
nous prenons l'équation qui traduit la condi t ion sur S, les dérivées de
Fintégrale d'ordre m existent et sont lipschitziennes d^exposant h et
de coefficient 0(M^,,) (IV, 1). Par conséquent (XIÏ1, 2 et 4), les
dérivées de a., existent et sont C^M;^), et leurs coefficients lipschit-
ziens pour l'exposant h existent et sont 0(M;^,). Par conséquent

, encore (IV, 1 ; XIli, 3 et 4), les dérivées secondes de A/, existent et
sont lipschitziennes d'exposant h; en outre h^ et ses dérivées pre-
mières et secondes, et le coefficient lipschitzien de ces dernières pour
l'exposant À, existent et sont 0(M^,).

Il résulte de là qu^on peut prendre
M^ÂM^,

k étant indépendant de n, pourvu que ^//-i — UQ et ses dérivées pre-
mières et secondes soient assez voisins de zéro, le coefficient lipschitzien
des dérivées secondes pour Fexposant h étant borné. Qr^ toutes ces
conditions sont remplies à. la fois et il y a convergence, en vertu de la
relation précédente, pourvu .seulement que Mo soit assez petit, ce qui
a lieu si [ t— t^ est assez petit comme on le vérifie facilement.

Donc Un tend vers une limite ^, et ses dérivées premières et
secondes'tendent vers les dérivées premières et secondes correspon-
dantes de u,^ qui sont, de plus, lipschitziennes d'exposant h. Si Fon
fait tendre nvers l'infini dans les conditions relatives à h^ on trouve

^^==0, ©^rrzo; , , ,

le problème posé a donc une solution si ( t — t^ \ est assez petit.

4. Unicité de la solution, — Soit u une solution quelconque relative
a une valeur de t assez voisine de ^o- 1 Soit M la borne supérieure des
fonctions

î̂ifirL Î ^ pi Wu-i^)1 , 1 ' 1 \u—u^\, 'i————^ 1 et. ' - ' > , ""
' \ . : à se y, àx^àx^

et des coefficients lipschitziens minima (1) de ces dernières pour

(1) On peut nommer ainsi, pour la fonction cp(X)quelconque, la borne supé-
'TÎeurôdô^^X^-y^Y^^L-^X^Y)^ ' : ' ' ' 1 : . 1 1 1 . ! ; ; 1 : - 1 1 : : : . 1 ' . 1 1 : 1 . 1 1 1 1 1 .
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l 'exposant h (a, p = i, ,2, . . ., w). On a évidemment

v . à^ ( u — // y } y y r} (' u — a /) , , .., ,..„,,
^,P »a.a^ ——,———.——- -+- ̂ a... ———5———— -1- ̂  ( U — H^ ) == 0 ( M2 ,

" • t f)Xy, àsc<^ - <Âx^ ' • •

V ^ ̂  -̂ —— tf - r ) , / . /•. - -i .î , •
^a.^^a.^ ———.,^ -r- 6^, ( ̂  — ̂  ) == 0(M.-) ;

les dérivées du dernier second membre et leur coefficient lipschitzien
pour l'exposant //, et le coefficient lipschitxien du second membre de
la première équation pour l'exposant h sont 0(M2). De là résulte
immédiatement (VII, 4, 5; XIII, 2, 3) l'inégalité

M'^0(M: 2 ) ; .

donc, si M est assez pet i t , M, est rigoureusement nul et u == u^.

5. CîaK où t r i e s l pas arbitrcdrement voisin de t^. —Si l'on sail seu-
lement limiter u et w dérivées premières^ indépendamment de /, cette
limitation éumt telle1 que. le déterminant de^i a^^ait une limite inférieure
positive,et si l'on est sûr que l'hypothèse relative à ( 3 ) et à. (4) est vérifiée
pour toute valeur de t (dans un intervalle comprenant t^), on est aûr de
pouvoir, par la répétition du procédé précédent y atteindre n'importe quelle
valeur de £ (dans cet intervalle).

Montrons d'abord qu'on sait, dans cette 'hypothèse, limiter les
dérivées secondes de u et leur coefticient lipschitzien relatif a l'expo-
sant A. Nous écrivons pour cela les équations (i) et (2) sous la forme

1 1 (.,! ^ ! ! ^w( u ; x ; ̂ y^^ - ̂ -^(â^11 ̂  •lx:;•'^)ll-^'', ^ ' 1 1 ^ : 1 1 : ' 1 ; 1 : 1 • 1 •
( 6 ) 1 1 ,' . ^a^^^a.p(^1; ^-; ̂ J^ ^^'^^—^(^/'X^^),.;11 ' ' '^ 1^,'1;';11,:

et nous considérons comme connus les seconds membres et les
a^ ^ ( u y X, /). La fonction // est alors la solution d'un problème linéaire
de Neumann ayant une solution et une seule (XI, 17). En nommant/Y
e t ® , les seconds membres des équations (5) et (6), les inconnues p ,
et o^ du système de Fredholm auquel on est conduit, sont donnéespar

Awt. Èc. Norm., (3) , XLIX. — OCTOBRE KjSa. 37
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des formules telles que

p , ( X ) = / , ( X ) + f \î,^A.)f,(A)d\"^ Ç 1 M.,(X.^)^,{A)dS^

^ ( X ) = o , ( X ) 4 - ^ ^(X^A^A^V^+f' M, (X,A)9 , (A)^
fc/ J^

Mi, Ma, M a , M r , étant donnés par la théorie de Fredholm; on vérifie
facilement que

|M,(X, A)-G(X, A^^L^X, A.) ( m > 3 )

(si w=3, on met un exposant compris entre o et — i , limites
exclues; si m=2, le second membre est à remplacer par /r). Je dis
que si l'on prend pour la constante ^"la borne inférieure des valeurs
possibles et si les coefficients de (5) et (6) varient sans cesser de
remplir nos hypothèses, k reste borné. Il suffît pour cela de faire voir
que (siw>3)Lm- î(X,A)[Ml(X,A)- G(X,A)] varie continûment
quand X, A et les coefficients varient continûment (ces coefficients
appartenant à un champ de fonctions également continues) (1); or si,
pourunnombredé te rminé d^térations et pour certains coefficients
particuliers, la fonction déterminante de Fredholm n'est pas nulle, il
est évident qu'une variation intiniment petite des coefficients, de X et
de A fait varier infiniment peu l'expression précédente ; si la fonction
déterminante est nulle, mettons un coefficient X variable devant toutes
les intégrales de notre système d'équations de Fredholm et traçons
dans le plan de la variable complexe ^ un cercle y de centre i n'ayant
à son intérieur pas d'autre racine de cette fonction déterminante
que X = = = = = i ; M( dépendant maintenant de X, de A et de X, nous le
nommonsMi(X,A;A) ; le point X == i n'est pas un pôle (pourX^ A),
de sorte que
• ' : ! ' : : ' L ^ ( X , A ) { M , ( X , A ; I ) ~ G ( X ^ ' , '

! ' , • _L^(X,Â). r M , f X , A ; . X ) - X G ( X , A ) . \ ,, — -————:—— i ——————~———————— (f f^
, 2^ J^ , î. — l

la continuité est visible sur cette nouvelle formule. L'existence d'une

( 1 ) Pour X==A, il n'y a pas continuité, mais indétermination dans un inter-
valle borné.
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borne supérieure pour k en résulte. Si le nombre^ qui intervient dans
le système de Fredholm (XI, 3,13) est assez grand, on vérifie de
même que M.j et Ms sont bornés, ainsi que

L^(X, A.) [M,(X, A) - © G ( X , A)].

Donc les valeurs absolues de p,i et de a, ont des limites supérieures
connues; la seconde équation (passage cité) donne alors une limite
supérieure du coefficient lipschitxicn de a-i(VII, 4); on a donc (VIIy 5)
une limite supérieure du coefficient lipschitzien des dérivées de u
pour l 'exposant h. Par suite les coefficients lipschiteiens du second
membre de (5), des dérivées du second membre de (6) et des dérivées
des a^^Çu, X, t) pour l'exposant À ont des limites supérieures connues;
on en dédui t une limite supérieure du coefficient lipschitzien des
dérivées de

f O G ( X , A ) P , ( A ) ^ V A

pour l'exposant h (1,1:1,13). Par suite (XIII/2/4) on a une limite
supérieure du coefficient lipschitzien des dérivées de a^ pourl'expo-
sant h. Donc enfin (XIII, 3, 4) o n ' a une limite -supérieure des
dérivées secondes de u et de leur coefficient lipschitzien pour l'expo-
sant h,

L'hypothèse sur les équations (3) et (4) entraîne alors pour les
noyaux résolvants des systèmes correspondants de Fredholm. des limi-
'fations semblables à celles qui ont été établies il y a un instant à
propos des équations (5) et (6). En effet toute suite infinie de
fonct ions //, relatives à des valeurs de t tendant vers une limite t\ a au
moins une fonction limite pourvue de dérivées secondes lipschit-
ziennes d'exposant h et satisfaisant au problème relatif à 1='^ ( f ) . On
en conclut aisément que 't .peut atteindre n' importe quelle valeur de
l'intervalle, car si, pour chaque valeur de t, on prend le nombre mini-
mum d'itérations tel que la fonction déterminante ne soit pas nulle^ce
nombre minimum est supérieurement semi-continu; si donc il existait
une valeur tf de t vers laquel le on puisse tendre sans pouvoir ratteindre,

( ' ) Voir PAUL MONTEL, Sur les'suites in.finies de fonctions. Thèse, Paris, 1907,
p. ai (celte thèse a aussi paru dans \^ À n fioles de F Eco le Normale, t. 24-, 1907).
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ce nombre minimum d'itérations serait borné supérieurement, et l'on
pourrait ne raisonner que sur les fonctions déterminantes, en nombre
fini, correspondant à un nombre d'itérations inférieur à cette borne
supérieure; la plus grande des valeurs absolues de ces fonctions
déterminantes n'est pas nulle, et comme elle varie continûment, elle a
un minimum positif; ceci contredit évidemment Thypothèse qu'on ne
peut atteindre la valeur t ' ' ; donc celte hypothèse est fausse et le
résultat annoncé en résulte (1).

' . ; CHAPITRE XV.

AUTRE PROBLÈME NON LÏNÉA.ÏRE W NEUMANN-

1. Énoncé du problème. — Soit CQ un domaine borné et ouvert; en
plus des conditions (II, 1), nous supposons que les dérivées secondes
des coordonnées des points de sa frontière S sont lipschitziennes
d'exposant h<^ i. Soient a^{X; ̂ )(a, p = = i , 2, . . ., m; ciy,^ == ap,a.)
des fonctions dont les dérivées existent et sont lipschitziennes d'expo-
sant A relativement à X (avec un coefficient indépendant de ^), ces
fonctions étant continuespar rapport à l 'ensemble deXetde ^quandX
est dans û) 4-^ et ^ dans un certain intervalle (^, ^) î on suppose
que si | ^ — ^ j est assez petit, le coefficient lipschitzien des

„ ^ ^ , • ' „ ^a,p(X; ^)-aa.p(X; l " } , - , ', ! ^

pour l'exposant A est aussi petit qu'on veut. Soit encore €>(^a; u\ X.; t)
une fonction continue quand X est dans û"?+ e5 et Tdans (^, t^) et
que les différences

/ x 7 . ! àu^' , • ., ., - ,̂  it —«o(X).et. py.—j^" ' 1 (a^r,1^ . . . , .m) 1 ^ . 1 .

(1) Les mêmes considérations peuvent être employées pour justifier ce qui a
été dit à propos du problème non linéaire de Dirichlet(è5VÏ,p< 24^î d^ IÏI,

^l^p.^S).11'.1: . ; 1 1 , , , 1 :,':1:^1 -, 1'1',/ :/";:.:/. •;,,, 1;11;,';,.1:,,'1.1,1',:,11, ; ; 1 1 - , 1 1 ; ' 1 . , 1 ; ; ; . . 1
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sont assez voisines de zéro, u^ étant une certaine fonction dont les
dérivées secondes existent en ' t ou t point de CD et dont les dérivées
premières sont lipscliitziennes d'exposant h dans <33; on suppose, en
outre, que, pour ces systèmes de valeurs des variables, les dérivées,
de <& par rapport aux variables autres que t existent et sont continues
par rapport à l'ensemble de ces variables et de t. Enfin soient o(.r)
et ^Ç&.) deux fonctions définies quand X appartient à "S et dont les
dérivées existent et sont lipscliitziennes d'exposant A.

On considère les deux équations

/ \ Y- ^ A - \ ^2^ y / ^U - x - \( ï ) . -,^(x, ̂ ^^ ̂ (^ ̂  ̂  ̂

(2) 2a,p^a^a,p^ -t-^ (X) = 9 ( X),

qui doivent être satisfaites, la première dans CQ, la seconde sur 35 et
qui par hypothèse sont satisfaites pour

t=t^(t^to^t^) et u^u^CX.).

On suppose que les deux équations en c

(3) . ^ ^^p(X;,^^^1 ; 1 1 . 1 , . 1 , 1 •: , ^ • 1 1 ; 1 ^ •

Y ^ /^^o v \ ^p à^ fôu^ y \ _•^^^^v^:5 ̂ / 'o;x;/v l^^^^^
.(4) ' , , ^.P^a,?(:X;/o)^a^+^4/(x)=û^ . . , •

où X. varie dans û? pour la première, sur Sîpour la seconde, ne sont
satisfaites simultanément que p o u r p = = o .

t ayant une valeur quelconque dans ( f i?^) , le problème est de
trouver une fonction u remplissant les conditions (i) et (à). Ce pro-
blème a des cas part.iculiers communs avec celui du Chapitre pré-
cédent, mais si Ton compare les hypothèses de régufarilé, on verra
que ce n^en est pas un simple cas particulier.

Nous allons démontrer que si t est assez voisin de t^ ce problème a
une solution. Si l'on exige en oiitre que u—u^ et ses dérivées soient
assez voisins de zéro,la solution est unique.
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2. formation des approximations successives. — Posons

_ d<D /au, àii^ ^ \
Oy——— ——— -———— 1 -.————? • • • > -,—————y { { ^ , A, , / ) ,

^aV^'i ^•m /

fM> fÔU^ AT,, ^ \c-==.-——-[^—,...,,—;//,,., ; X ; ^ ,
^;/ V^'i </A-,/; /

y (j^ ; H ; X ; t) == O (^a ; ̂  X ; ^) + 2a ̂ a,pa -1- ^^.

Si î — f o , n — « o ? et les pa——^1 sont assez voisins de zéro, les
UJC^

dérivées de W par rapport aux variables u et p^ sont aussi voisines
qu'on veut de zéro.

En prenant pour t là valeur donnée (assez voisine de t^), .nous
prenons comme approximations successives les fonctions u,, définies
de proche en proche par la condition dans CQ

x- ^//-M , ^ / àUn+, ^(àUn \^a^^^^ + 1^ ̂ ^ ^ c^,n - ̂  ̂ 5 ̂ ; X ; ̂  ,

et par la condi t ion sur S

^a.p^y.pWa-^;1 4- //.,H...i ̂  (X) == © ( X).

Il faut d^abord montrer que, si £ — ^ est assez voisin de zéro, tous
les u,, existent. Or, dans ce cas, les

les

et enfin

<^a.p(X; Q—aa,p (X ; ^.,),

, <M> /6?an ... \
^+^(^5 'o;x ;^^

^^f^;^;X;^ :

/̂. \^a 7

sont aussi voisins de zéro qu^on veut; conxme/d'autre part^ tous ce-s
coefficients sont lipschitziens d'exposant hy il en résulte que la fonc-
tion déterminante de Fredholm^ pour n^importe quel système itéré
d'équations de Fredholm correspondant à notre problème, varie aussi
peu qu'on veut si t varie assez peu ; or, pour l' == t^y certaines de ces
fonctions déterminantes ne sont pas nulles (XI, 5); une de celles-ci



SUR CERTAINS PROBLÈMES NON LINÉAIRES DE NEUMANN. 2Q5

n'est donc pas non plus nulle pour t assez voisin de ̂ . Donc tous les u,,
existent (' l).

A vrai dire, ce raisonnement est incomplet parce qu'il ne prouve
pas que les fonctions ?.//, successives, données par des équations inté-
grales telles que les équations (3) à (5) du Chapitre XI (§ 3) ont des
dérivées secondes. Mais ce point peut s'établir ainsi qu'il suit. Tout
d'abord les dérivées de Uo sont lipschitziennes d'exposant A; donc le
second membre de l'équation à laquelle Ui satisfait dans d) est
lipschitzien d'exposant A; donc les dérivées secondes de u^ existent
en tout point de û3; mais de plus, ®(X) étant lipschitzien d'exposant/?,
ainsi que 4'(X), la fonction o'i [XI, 3, équations (4)^(^)1 es^ lipschit-
zienne d'exposant h (VII, 4); par suite (VU, 5) les dérivées de «i _
sont lipschitziennes d'exposant h dans (Q -4- S. On prouve de même
que si les dérivées de u^sont lipchitziennes d'exposant h dans <33+3^
il en est de même de celles de u,^y et les dérivées secondes de u^-i
existent en tout point de 03. Ces deux faits ont donc lieu pour tous
les u,,.

3. Convergence des approximations successives. — Soit

^//-+-i— ^fi ~ \ i i - i t . f , , •
alors, , ' ^

<5) .^a^^ • •
^(àtin . . Y - A ^(ôu^^ . x . A

= "(-^-î ^^X^J~w l - -^^^^- l»A Î^^\0^y, / \ ^•^a /

(6) •' 2a,P^a,P^a^'4-^(X)^==0. ; , , \ ,:

Soit M/, une limite supérieure des valeurs absolues de hn et de ses
dérivées. Alors le second membre de (5) a une valeur absolue
moindre que /^iM/^o k, étant aussi petit qu'on veut pourvu que les
valeurs absolues de t—t^ des Uq—UyÇq=î,2^ . . . , /x) et de leurs
dérivées restent assez petites. Si k est un nombre donné, o< k <ï,

(1) Pour les éqaationsdont l^nconnue est un nombre, l'analogue de Ïa méthode
du Chapitre précédent est la méthode de Newton, et Panâlogue de la présente
méthode est la méthode de fausse position.
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on aura, dès que A*i sera assez petit,
( 7 ) ' M,/<Â-M/,-,.

Cette dernière inégalité est valable pourvu que
M(» -i- M,, 4- . .. -h M'/,-, < a,

a pouvant se calculer en fonction de k; or M() est aussi petit qu'on
veut si t est assez voisin de ï^ [pour n == o, le second membre de (5)
est à remplacer par

^Cë:."..^')-*^"".^'.)
.1 ; / ' .-^,p[^(X,/.0-a^(X;

et celai de (6) par
^.pr^a.p(^; ^o) —^a,p(X; ^l^a———;»/<./, p

or, il résulte facilement du Chapitre XIII que les dérivées secondes
de //o sont bornées dans CQ]. Si t est assez voisin de ^ pour que
Mo<^(i —A') , rinégalilé (7) a donc lieu quel que soit n, et par
suite, les fonctions u,, tendent vers une fonction u^ dont les dérivées
existent et sont continues dans (D -4" S. ;Si l'on calcule h,,par des
équations du type des équations (3) à (5) du Chapitre XI, on constate
que ta fonction cri correspondante est lipschiizienne d'exposant li. avec
un coefficient 0(M^,) (VII, 4), et par suite que les dérivées de h,, sont
lipschitziennes d'exposant / / a v e c un coefficient 0(M/^i). Mais alors
le second membre de (5) est lipschitzien d'exposant ^ avec un coefiï-
cient 0^\/Ma~-'î)(d, III, 4, p. 222); on en conclut que p i est lipschit--
xien d'exposant-^ et de coefficient 0(\/JM/^-a) et que par suite, dans
tout ensemble fermé intérieur à â3, les dérivées secondes de ////
valent OÇVM;^) et sont lipschitziennes d'exposant ^ et de coeffi-
cient 0(\/M,/_2). Donc les dérivées de u^ sont lipschitziennes d'expo-
sant Àdans û) 4- 2?, et les dérivées secondes existent dans tout ensemble
fermé intérieur à à?. On conclut enfin du Chapitre XII I que ces
dérivées secondes sont lipschitxiennesd'exposant /rdâns tO-

La fonction ^ répond donc à la question*
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4. Unicité de la solution. — Soit n une solution quelconque de la
question. Je' dis que, si u—u^ et ses dérivées sont, ainsi que t — £ ^ y
suffisamment voisins de zéro, u == u^. En effet, en conservant la même
signification pour les 6^ et pour c,

„ ûsî•(u—•u^) à(u.—u^) ,
^a^ à^à^ ^^ ^ + c(u - ̂

. ̂ f àiz \ fài/.^\ «,- \
^A^5 ̂  ̂ ^ " " ^ [ ' à ^ r 1 if^x^)^\(JJ^ ^ \ OJCy_ j

^%.P^a.?^"%——'11 ... "H -r- 6(X')(^. -" ?^)==o,(/.z'p

si M^ est une limite supérieure des valeurs absolues de u—u,^ et de
ses dérivées, et si k est un nombre donné (o <^ k <^ i), on en conclut,
sous les hypothèses faites, • ' '

M,<Â-M^,,
d'où . ! ' . , ^ ! , /

d.^: !îm u^~=. iiy. : 1 , , ! , , ' , ! , !

Û. CÛÀ' où t nest pas arbitrairement voisin de ^». — Si l^on saity pour
toute solution correspondant à une valeur de t comprise entre ^ et ^y
limiter indépendamment de t la fonction u et ses dérivées., on est cer-
tain de pouvoir, de proche en proche, résoudre le problème pour une
valeur quelconque de t dans cet intervalle. En effet les calculs précé-
dents conduisent à des fonctions dont les dérivées sontlipschitziennes
d^exposant A; alors, en considérant comme connu le second membre
de (i), on peut, à raide des équations (3) à (5) du Chapitre XI, trouver
une limite supérieure du coefficient lipschitaien des dérivées de u
pour l'exposant / / . L e raisonnement s'achève alors comme au
Chapitre XIV. 1 1 1 1 1 1 1 '1 ^ 1 , , 1 : \:1\11•11;, ,1 ̂  i. .'.11111.:1 ., - ' 1: '-,,11:11•, 11,11 ;1,11,1.

, CHAPITRE 'XVI. : , 1 ' ^ - : ,
LES DÉRIVÉES SECONDES DU POTENTIEL DE DOMAINE.

{. THÉOKÈME- —Si l'opération •^usaïi&'fait'auxhypothèses ÇV y il) et
si en outre la/onction c, les dérivées des b^ et les dérivées secondes des

Ann. Èc.^orm., (3), XLÏX.— OCTOBRE 193^. 38
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a^ ^<97iî Upschitziennes d'exposant h<^î ; ̂  o^n? Z '̂ hypothèses (II, 1),
&.$• dérivées des coordonnées des points de S ^OTI^ Upschitziennes d'expo-
sant h; si enfin p est lipschitzien d'exposant h dans le domaine a) de
frontière S, les dérivées secondes de

<X)=^ l / / IG(X,A)p(A)^ ,
^a>

où G est la solution élémentaire principale de S^G == Qy existent et sont
Upschitziennes d^ exposant h dans <0 + 2>.

Si l'on considérait un ensemble fermé intérieur à cP, les dérivées
secondes de u y seraient lipschitziennes d^exposant /// même si les a^y
6a? c étaient seulement lipschitziens d^exposant h.

Dans les hypothèses énoncées, on peut écrire
G(X,A.)=:^(X)N(X,À)6)(A.), ,

où N peut être dérivé jusqu'à cinq fois, dont trois fois par rapport à'
Fun quelconque des deux points, et où coi et co sont des fonctions
positives dont les dérivées secondes existent'et sont lipschitziennes
d'exposant h (V, 20).

Calculons une dérivée seconde, en supposant que X est dans (J) :

à^u r^ • ^G , /,, ,v'-i n-
1 , J^=ï, .^^^^"-p^l^^ .

/VN r^ ( à à\ ÔG / V ^ 7V+P(X)X : te^^)^^^^^^
r^'^ ÔQ •, • 1,. ^p(X)^ ,—(X,A)^a(A)^. .-

L^intégrale d'ordre m— i est une dérivée d^un potentiel de simple
couche dont la densité ^a(A-) est lipschitzienne d'exposant À; elle est
donc (VII, 5) lipschitzienne d'exposant h.

La seconde intégrale d'ordre m porte sur

^^t •!VT/V A\ /\ ^ '̂l ^6) • IVT/-^ A •. ^-l / . • / (^ CW\1 -,—— ,N(X,A)û3<A)+ —— -.—N(X,A) 4" •-—&.) (A ) ( ^— 4" ——Jàxy.àw^ ' î ' v ' ôx^ àoy, v ) ' àx^ ' ' \^a àayj
àw, . . M ' -„,. ôw â^ 1 — / • v ^ 1 1 / A \ / ^ • ^ \ ^N .+-7—cô(A)-r—4-,cûi(X.)—" -,—+Gj,i(XWA) ( ",—.-h-—}--î—;^oc '^p ' ' àaç âa^ ' / ' '\àx^ ôay ) àx^
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l'intégrale correspondant à chacun des termes est lipschitzienne
'd'exposant h (I, 1).

2. Caractères lipschitziens d^une intégrale. — II reste donc à examiner
seulement la première intégrale qui figure dans notre expression de
la dérivée seconde, et à-prouver qu'elle estlipschitzienne d'exposant A.

Pour cela (I, 8,10), il suffit de prouver que, si 3 est positif et si l'on
considère l'intégrale

/»! ' / / /1 /)•> P

< °^^^p^d\\
J <ÀAa ÔW ' ,

étendue aux points de CD tels que L(X, A)^>3, cette intégrale est
bornée quand o varie.

Or l'intégrale
r^-^^A.)^,

J \ÔXy, ÔCiyj ÔX^

étendue à la même région, est bornée comm<5 portant surOIL'-^X^A)].
Il reste donc à considérer

^ [ H L — 1 ) -\r^

f ^(^A)^(A.)^

étendue aux points de L(X, A) ===5 situés dans û) et aux points de S
tels que L(X, A)> 3. Or l'intégrale étendue à n'importe quelle partie
de L(X, A) == o est bornée comme portant sur O(o^), pendant que la
mesure du domaine d'intégration est O^"1 ).

D'autre part l'intégrale étendue à S entier est bornée comme déri-
vée d'un potentiel de simple couche à densité lipschitzienne (VII, 5).
Il suffit donc d'établir que l'intégrale étendue à la partie de S telle
que L(X, A) <^0y, est bornée. , ^ ; ' , , , ; , :/. , ,1, ' ,' , :

On peut supposer 3 assez petit pour que toute cette région de 2? ait
une même représentation paramétrique. Introduisons les paramètres
j,^2, ..., ^n de X(^= o sur S). On a sous le signe d'intégration une.")/^t 1 , . ! . 1; • ! ! ! ! ! 1 !

combinaison linéaire des ̂  {k = T , ^ .. ., m), les coefficients étant
lipschitxiens. En retranchant l'intégrale étendue à la même région

; : 1 1 ' 1 1 ' 1 , 1 • • i i i , ; , , l l l; l\;:f7' l\,y©G• l(X,A:)^(IÀ) lâfSIA.II : . ' 1 1 \ , ; 1 1 1 / ' , 1 : 1 ; ^ 1 1 : 1
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intégrale qui est-bornée, le terme en — disparaît si ^(A) est une
0 A OS m

fonction lipschitzienne convenablement choisie. En remplaçant, dans
ce qui reste, le coefficient ;J^-(A) de -j-d(t.^ ..., tn,-^ (t\, • • • » îm-\ étant
les paramètres de A) par [[J^(A)— [^(X)] + ;^(X), on est ramené à
prouver que

f ^(^.<.,^..,) (7^m)

est borné, ou encore qu'il en est ainsi de
r^11^ àQ

J àïk61^" ••• î^)-

Or cettedermère intégrale est

f'' "G(X,AM,(T)rfST,

étendue à la frontière de notre région de S; dS^ est l'élément de
l'image de cette frontière dans l'espace (î^ . . .y ^m-i) ^t l^s CT^(T) sont,
dans cet espâcey les cosinus directeurs de la normale extérieure à cette
image de frontière. Or, sur cette frontière,

G(X,A,)^(T)=0(ô2—).

Il nous suffît donc de prouver que l'image de cette frontière a une
mesure O^1'"2).

Or soit ^=.^4- pVa (a = = 1 , 2 , . . . , m— i), avec So^^i? p ^>°-
Pour chaque système de valeurs des Va? P ^st donné par une équation
^ ^ ^ 2a.gÀa,p,C^~^)<^—^)+;0[L2^^^^^^^ (^=0), ^ , .

dont le premier membre représente L^X, ̂ A ) ; les X^p sont des fonc-
tions de S, et ces fonctions sont lipschitziennes d'exposant h; la forme
quadratique qui a les Xa,p pour coefficients, est définie et positive,
Dès que p est assez petit, la dérivée du premier membre par rapport à
p est comprise entrô ap et bpy a et b étant positifs et fixes; donc, dès
que S est assez petit, nôtre équation en p a une racine positive et une
seule inférieure à une certaine limite; cette racine est comprise entre
- et j- - D'autre part si p.,, (x^ ... / y^^ sont des paramètres a l'aide
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desquels on exprime les Vy. de façon que S^v; == i, on a

àt^ ___ (>}y 00

^-"-^.^^

mais de l'équation qui donne p, on déduit

Y / ' •> da-f f v / -, ^T ^7 ,
1-Y.aM^T--" ̂ ) -^ dp -r- ply,^(^r~ ̂ y) ^r- ^ ̂ = 0,

d'où évidemment
-^=0(0),
^ ' - '
-^=0(0),
^ ' - '

^^0(0).
à^k

et par suite

ïl en résulte bien que la mesure de notre image de frontière est O^^2)
et le théorème énoncé est complètement démontré.

CHAPITRE XVIÏ. • ; 1 • ' .

LES DÉRIVÉES SECONDES DU POTENTIEL DE DOUBLE COUCHE.

1 . Condition de Lipschùz poiir les dérivées secondes de la densité. —
Si, outre les hypothèses (II, 1), la frontière 3> du domaine borné owert €0
est telle que les dérivées secondes des coordonnées de ses points existent et
sont lipschitziennes d^exposûnt h <^ r ; si les dérivées de la fonction ̂
(^intervenant dans la définition des opérations @ et ï) existent et sont
lipschitziennes d'exposant A ; siy outre les hypothèses (V, 11), la fonction c
et les dérivées premières des hg^ et secondes des a^ existent et sont lipscMt-
siennes d ̂ exposant h; si enfin les dérivées secondes de la fonction u d'un
point de'§ définie par

,(W-,!)

"7/^

,^(X)===o•(X) :±:;2^:. ' ZG(X,A)G^<A) IJSA
' • : 1 , 1 1 ! 1- 1 1 1 , ^ J\s ^ ^ ' , 1 1 - 1 - , ' 1 ^ • 1 1 1 1 '1 ^ , !

existent et sont lipschitziennes d1'exposanth, les dérivées secondes de a
existent et sont lipschitziennes'd'exposant h.
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Cela revient à prouver que les dérivées secondes de
/,(/«.—• i )

j , ZG(X,A.)CT(A.)^SA
^s

existent et sont lipschitziennes d'exposant À. Nous savons d'ailleurs
déjà (VIII, 6) que les dérivées de a existent et sont Lipschitxiennes
d'exposant h; cela permet de supprimer de ZG- le terme en G, c'est-
à-dire de prendre ^==2^60;^ (XIII, 3).

Or (V\ 20) on peut écrire

G(X, A.)^: w,(X:)'N(X, A ) M ( A ) ;

les fonctions co et coi sont positives et leurs dérivées secondes existent
et sont lipscliitziennes d'exposant À; N peut être dérivé jusqu'à cinq
fois, dont trois fois par rapport à l 'un quelconque des deux points.
Par suite

ZG(X, A) =G.),, (X)[N(X, A)Z(,)(A.) + G)(A.)ZN(X, A)].

Mais les dérivées de Zco(A) exi.stentetsontlipschitziennesd'exposantA;
en •considérant <.o..i(X)co(X)N(X, A.) comm,e la solution élémentaire
principale d^une certaine équation du type elliptique, on en conclut
(XIII, 5) que les dérivées secondes de

^(m~})

o^(X.) , N(X, Â,,)O-(A)Z&>(A,)^SA
' •y^ : 1 , ! ! " , ! ' • : 1

existent et sont lipschitziennes d'exposant h. Il reste donc à étudier
les dérivées secondes de

• . , , . , /»(w-.i)
• ' , • , ^ / : ZN(X,A)6)<A)(7(AJ^SA, ' . ,

^ , ! !, . , 1 ' 1 ' 1 . ! ! -, ' : J^ : ' ! 1 , 1 1 ' ! ! - , • ' ! ^ ^ ! ^ : ! ! ! :
ou d e 1 1 . ! . ,.1 ! / ^ ! 1 - ! 1 : , 1 . 1 1 ! ^ ! ^ / ! ! . ! ! . : . 1 !

, i' ' f' '^[^(X^A^^A^^A)]^^
J\s , :,' ' , . ^-IÂ,^) ,

car cette intégrale ne diffère de la précédente que par une fonction dont
les dérivées secondes sont lipschitziennes d'exposant h. Or la fonction
entre crochets est la solution élémentaire principale d 'une équation
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qui satisfait aux mêmes hypothèses que l'équation donnée et où de
plus le coefficient correspondant à c a ses dérivées Hpschitziennes
d'exposant h : nous ferons donc cette nouvelle hypothèse et nous
appellerons G cette fonction entre crochets, et nous poserons c == [.xcoi ;
nous sommes ainsi ramenés à étudier les dérivées secondes de

F 'ZG(X,A.)^A)dS^
J'^

où [J. a ses dérivées -lipschitziennes d^exposant h et où G est dérivable
cinq fois, dont trois fois par rapport à X et deux fois par rapport à A.

Or (VIII, 6) / :

^ r 'zG(x,A.)^(A)ds^r ' ^ZG(X,AJ[P.(A.)^(X) ]^SA
^a J^ J-^ us^

j ..(///-1)
•+^(X)^/ ZG(X,A)^.

^a,4'

Mais il résulte des calculs déjà faits.(VHI, 6; twr aussi XIII, 3) que
, /» ( / / / — n •

les dérivées secondes de | ZG(X,A)rfS^ existent et sont lipschit-c/^' 1 1 ' ^ ^
ziennes d'exposant h; il suffit donc d^étudier les dérivées de

f ( / ' l ^ZG-(X,A. ) [^ (A) -^ (X) ]^SA, -
-/^ UAa

Nous savons d'ailleursy toujours par les calculs du passage cité, qu'ici

,; ' , 1 I I I I. I^ZG(X, I IA)=0{D^( IX,A. I)3.:^ 1 1 ; 1 :

'Eu appliquant, à l'expression alors trouvée du premier membre, de
nouvellesdérivationsy on trouve que

(^-^À^^'^-0^-"^'^^

cela suffît (1/4, 6) pour que, en nommant SYla partie de ^ repérable



•IQ/. GEORGES (ïIBAUD.

à l'aide de s,, s,, ..., s,n-,, et en nommant e la frontière de cS,,

^x,"""1^"0^'"^^^""^1^
^^'të-^)^^'^1-^"'--^^-1^

. ' <-1^ZG^-A)(^^)-A . •
4. f " " ~ " à ZG ( X, A ) | ̂  ( A ) - ,y- ( X )] -^ r/ ( /,,..., <,«-i)

/ (J S "f t'*^cî, ./.

„ ^ ( 1"1 ' "2 1 1^ZG(X/A,) [^(A.) . -^
. • J ^ ul<s^

relation où X est supposé défini par dS^^{ï)d{t^ . . ̂  ^-i)- ^ln"
tégrale d'ordre m — s a ses dérivées bornées (si X reste à une dis-
tance de e dont la borne inférieure est posit ive, et nous savons que
cette hypothèse est légitime), ravant-dernière intégrale estl ipschit"
xienne d'exposant quelconque infér ieur à i (L 1). La précédente est
lipschitzienne d'exposant h (I, 7, 8). Reste la première intégrale où
l'on constate aisément qu'en dehors de: ' v ! vY rA2'^ ^ „ AaY ^1 . , .{'n-t) , ,________________., ^^V(A} lrÀÏT% ' à^à^ 1

. j^ .^[^.^(^^-^(^-^J^^^

''^^:BiAl^^ . 1 , . , •
\/D(A.)

tout le reste est lipschitxien d'exposant h (I. l ) ; l e terme même qui
' v i e n t d'être écrit est également lipschitxien d'exposant A comme on
le voit.en reproduisant les caîculsdéjà faits (VIII, 6). Le théorème est

'donc démontré. ! ! . 1 1 1 1 1 . : 1 ' ^ , ' . ! , / . ! . , . . 1 1 1 1 ; , : : , ! 1 . !

Si l'on a une borne inférieure positive pour le déterminant des a^
et si les ̂ .p, 'les b^ c et celles de leurs dérivées d'ordres divers qui
figurent dans les hypothèses, ainsi que leurs coefficients lipschitziens
pour l'exposant A < i sont bornés (g étant fixe ainsi que le domaine
borné hors duquel ces coefficients sont constants), et si M est une
borne supérieure de u, de sesdérivées premières et secondes, etdu
coefficient lipschiteien de ces dernières pour l'exposant A, si enfinle



SUR CEBTATNS PTîOBL^MES NON LINÉAIRES DE NE'DMANN. '1 . ,-)0;)

noyau résolvant, de l\ 'u(uation de Fredholm en ^ admet une limitation
f ixe (^L2""'"^ X, A)| , il est év iden t que les dérivées secondes clé cr et,
l eur coeff icient lipschil.z'ien pour l'exposant h sont OCM").

La i-nème propriété a lieu si l'on remplace G par G/, dans l'expression
de //, et cela même si y éprouve un "saut brusque au passage de S1;
y é tant l i p s c h i i z i e n dans d?-et l ipsch i îz ien hors de cO-t-ï^ avec l'expo-
sant //.

2. Condition de Lipscidtz pour les (tentées secondes du potentiel. —
Si^ avec les mêmes hypothèses que précédemment (^ I) pour cS et ^ et pour
les ciy, y, ^a? c? on ^nppos^ ^UG les dérivées secondes de a sont iipschtt^iennes
d'' exposant h, les dérivées secondes de

1 ! / • . ( / / / - 1 !

f/(\ ) = — '>. ^ ^ ZG ( \, A. ) cr ( A ) ^SA
J'^ , ^ . ! ! . . , ! ' 1 1 ;

sont lipschùziennes d'exposant h dans iO ; elles sont aussi hpscintziennes
d^exposant h hors de tD 4- 'S. ^ 1 1 1 , , . , ! ! ! ! , , ! • ! ! 1 1 1 ! \ ! ^ , •

11 suffit de faire la démonstration pour cO. Onpeut définir une fonc-
t ion c; dans (0-+-S\ de façon qu'elle coïncide sur 2> avec la densité
donnée et que ses dérivées secondes existent et soient lipscintziennes
d'exposant //; en effet, dans une part ie de lO où notre paramètre s,n
existe, on peut définir cr comme indépendant de s,nquand on l'exprime
a l'aide des .îa; dans le reste de d), on peut prolonger cette fonction
par un procédé connu (<-/, I, 10, p. 206, 207). Cela permet d'écrire,
quand X est dans cP:, 1 ^ , . ' : , ; 1 . ! ^ ^ 1 ! , .! ! , . , ! ! , , . 1 1 ' 1 , ; . 1/'

': . 1 , { ! m nllZG(X,A.)ll^{.A.)I^SA;l==-f\ l\'l<:.(IX,IA:)letf(Â/)^l:,'ll:,:l\.;':•^l,
' 1 1 1 , 1 1 :^- 1 , , ' / 1 1 . - ' ! ; , 1 J^ 1 1 : . 1 1 1 1 ' . ' : 1 ' , . ! ! 1,1 • , ! , 1 :1 . 1 - • 1 , , ,

' 11, , . . : lf•.-:f-G I(X,A)^<7ÏA)^A^-a lCX:^ ; : 1 1 1 : 1 ^ 1 , : 1 . ' : 1 ' ; 1 1 1 1 : • 1 : 1 1 : 1 1 1 , : : 1 • ' 1 ; , . 1 1 : 1 : 1 : . :

' 1 1 1 1 1 1 ^D 1 : . ' !. ' , ! ' ! • , • ! . , 1 1 -' . ; ' : : 1 \

or les dérivées secondes de tous les termes du second membre sont
lipschitziennes'd'exposant h (XIII, 3; XVI, 1). , . : . . ^ ,

Avec les mêmes hypothèses que ci-dessus pour les a^, 6a, c, si
M désigne une limite supérieure des valeurs absolues de cr, de ses
dérivées premières et secondes/et du coefficient lipschitxien de celles-

' 1 1 . ! 1 , Ann. Éc. A^/w., ( 3 ) , XLIX. — OCTOBBE'^S1"».; 11 ;1 ^ 1 / , 1 1 , 1 ' : , : ^ , 1 , : ' 1 1 ' ^ O 1 1 1 1 1 1 ; , , 1 : 1 / 1 , 1 1 1 - 1
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ci pour F exposant h, il est évident que les dérivées secondes de u et
leur coefficient lipscliitzien pour Pexposant h sont 0(M).

La même propriété a lieu si l'on remplace G par Gp dans l'expression
de u, et cela même si '̂  éprouve un saut brusque au passage de â\
dans les mêmes conditions.que plus haut.

3. Remarque. — Moyennant les mêmes hypothèses^pour 2> et ^ ^t
pour les a^/j, b^ c (et peut-être moyennant des hypothèses plus
larges, mais nous n'en aurons pas besoin), on démontre que :

i° Si a est lipschitzien d'exposant À, les dérivées secondes de s^u
sont lipschitziennes d'exposant h dans CD;

2° Si les dérivées de a sont lipschitziennes d'exposant À, les déri-
vées secondes de s^u sont lipschitziennes d'exposant //. dans 05.

Cela permet de construire dans cO une fonction v c{uand on donne
sur "S les valeurs de ^, -.—? -nr? pourvu que les valeurs données de -pr»

OS,n ^S^ USJ'}/

les dérivées de celles de -»— et les dérivées secondes de celles de c
âSm.

soient lipschitziennes (voirie Chapitre IX et dy II, 5, 6, p. 214 à 2î6).

; ! ! : CHAPITRE XVIII.
1 ' PKOBLÈME NON UNÉÂIBE MIXTE.

1. Énoncé du problème. — Nous considérons un domaine horné et
ouvert 03 dont la frontière satisfait aux hypothèses du Chapitre XIV (§ 1)
et en outre à celle de se composer d'au moins deux parties sans points
Communs deux à deux; l'ensemble de quelques-unes de ces parties
sera nommé '§ et l'ensemble des autres sera nommé %, D'autre part,
nous reprenons l'équation

^ • ^^^^^^^^^^(È'"^'^
qui remplit les mêmes conditions qu^au Chapitre XIV* Sur 2>, on
s'impose là condition

- Ç a ) ; 1 " 1 1 . • • / , : 1 1 • 1 , 1 - 1 . 1 ^y 1 ',,/:';ll.l^=91(x;ll/;,,;l : ; , 1 , ; 1 , 1 1 1 1 ' 1 ^ 1 : 1 : : 1 , 1 1 1 , .. , , 1 1 1 : 1 1 1 ' ,
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où les dérivées secondes, par rapport aux paramètres des points X
de S? de la fonction ç, existent et sont lipschitziennes d'exposant h
.par rapport à ces paramètres et continues par rapport à l'ensemble de
ces paramètres et de £; de plus le coefficient lipschitzien des dérivées
secondes de ç(X; î)— cp(X; ^) ^st supposé infiniment petit a v e c f — t ^ »
Sur %, on s'impose la condition

v, au , . ,.-
( ̂  ) ^a.^a ̂  j-^ 4" '11 {U ; X ; f ) = 0,

îivec les mêmes hypothèses qu'au Chapitre XIV. On suppose que ces
conditions (î), (2), (3) sont satisfaites pour Î=ÎQ par la fonction u^
dont les dérivées secondes sont lipschitziennes d'exposant A. Enfin on
suppose que le problème de trouver une fonction c, nulle sur cS\ et
satisfaisant dans CQ et sur % aux conditions (3) et (4) du Chapitre XIV^
n/adnaet que la solution zéro. ! , ^ •

La question est de trouver une fonction u satisfaisant aux condi-
tions (î), (2) et (3). On va voir que si t est assez voisin de t^ cette
fonction u existe. . ; • •

2. Formation des approximations successives. — Les approximations
successives sont formées par le même procédé qu'au Chapitre XIV (§î),
à ceci près que, sur S, la condition à la frontière est ici

! • A,==o (X; Q— î p C X ; /„), ^ hn= o(n>o).

L'existence des h^ tant que u,,—u^y ses dérivées et le coefficient
lipschitzien de celles-ci pour un exposant donné, sont assez voisins
de zéro, se démontre comme dans le passage cité. Toutefois, en vue
de ce qui va suivre, le prolongement des ^a,^,,.hors de à? se fera de
façon que les dérivées secondes de ces fonctions soient lipschitziennes
d'exposant À dans tout l'espace (XVII, :3). , 1 • 1 1 , ' ^ '11 , ;1 ' , :1 1 . : :

3. Cowerg'e.nce des approximations successives. — Soit M^ une limite
supérieure des valeurs absolues de À/ ,e t de ses dérivées premières et
secondes et du coefficient lipschitzien de ces dernières pour l'expo'
sant À. Nous nommons p , , ̂ ^^^ les inconnuesdu système d'équations
deFredho lmqu i se r t à t rouve rA/ , (XI I ,3 ) .

Nous rai son non s corn m e au Chapi tre XIV (§ 3 ). Ici encore S^ u^ © z//,,
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les dérivées de ©//,, et les coefficients l ipschitziens de ces fonctions
.pour l 'exposant// , sont OÇM^^.Par suite, p , i , o-, etT.i sont 0(M;^,,).
L'équation qui traduit la condition dans éprouve que p i est lipschit-
ziend'exposant h avec le coefficient 0(M^.,,,). L'équation qui traduit la
condi t ion surS prouve ensuite que ies dérivées secondes de cr, existent
et sont lipschitziennes d'exposant h (XVII, l) : ce coefficient et les
valeurs des dérivées premières et secondes sont 0(M^,,). L'équation
qui traduit la condit ion sur © prouve enfin que les dérivées de T,
existent et sont lipschitziennes d'exposant h (XIII, 2 et 4) : ces dérivées
et ce coefficient lipschitzien sont O(M^,().

Par suite (XIII, 3 et 4; XVII, 2) . '
/ . - , , ! , / : ! ,&L=:/'M^n

tant que^—ï/o et ses dérivées restent assez voisins de zéro ( f ê t an t
assez voisin de to). La convergence en résulte si. t est assez voisin de t^.
La limite u^ de u^ répond à la question.

4. Unicité de la solution. — On prouve comme au Chapitre XIV (§ 4)
que si t—t^ u—u^, ses dérivées premières et secondes et le coeffi-
cient lipschitzien de celles-ci pour l 'exposant /// sont s imultanément
assez voisins de zéro, on a u = u^. •

5. Cas où t 7i1est pas arbitrairement voisin de t^. — Si Von sait
borner u, ses dérivées premières et secondes et le coefficient lipschit-
zien de celles-ci pourTexposant À, indépendamment de ty et si l'on est
sûr que l'hypothèse sur le problème relatif à P est satisfaite pour toute
valeur de t d'un intervalle comprenant 4, on est sûr que le problème
est possible pour toute valeur de rdans cet Ïnfcervâlle.

C'est à cause de 2îqu'on suppose ici connus une l imitat ion et un
coefficient lipschitzien des dérivées secondes de 'u, dont on n'avait pas
besoin plus haut (XIV, 5); ces quantités n'ont besoin d'être connues
qu'aux points de cassez voisins de ^. Pour les détails de la démons-
tration, il suffît de renvoyer au passage cité (X^^

1 1 . , ^^y-T^aatres, ^coiisidératmns-1 pourront 1 permettre d^améliorer i i w- résultat
{Comptes rendus^ t. 190, 1930, p < 6 i 3 ) .
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