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LE
OU PARATACTIQUES DANS L'ESPACE.

PYRAMIDE INSCRITE ET CIRCONSCRITE A UNE QUADRIQUE
DE L'ESPACE A QUATRE DIMENSIONS

PAR M. GAMRIER

1. Introduction, — Dans un Mémoire imprimé" au Bulletin des
Sciences mathématique}! (2e sérient. LV, mars 193 ï) j'ai fa i t -connaî t re
en France des propriétés curieuses obtenues par MM. T/itzéica et
Barbil ian en Roumanie {Bulletin de Mathématique et de Physique de
l'Ecole polytechnique de Bucarest, i1116 année, 1929, p. 1-17 et 17-2 ï).
Je résume le résultat:

Sur une variété quadratique à n dimensions V^y non singulière,
plongée dans un espace linéaire L/,..,.., à n -+- ï dimensions, on prend le
point a et l'on mène Fespace ' l inéaire à n dimensions A, tangent en. a
à V^ Soient ^o, u^ . . . , a^ des points l inéairement indépendants, pris
sur des génératrices'rectilignes de V^ passant en .a .(génératrices visi-
blement contenuesdans A). On considère les points de V^, distincts
de a, conjugués aux points a^ pris n à n : soient &o, b^, . . . , b^ ces
nouveaux points; il se produit deux cas et deux seulement {du moim'
pour n^É 4) : • ',' , 1 1 1 1 1 1 1 ; 1 ! : 1 1 .'.•1 1 1 1 , ' , ' 1 1 , 1 ' ' 1 , 1 : 1 1 1 1 1 1 , 1 1 1 ^ . 1 1 : ' • 1 1 1 ! i l ; ' 1 1.. ' 1 1

1° Cas normal.—L'espace linéaire à n dïmensioas déterminé par
les points bi ne touche pas V^; dans ce cas, chaque groupement de n
points b^ admet un seul point Cj conjugué des points de ce groupement,
distinct du point aj correspondant, et âpparfceiiant à Y2,. Les points Co,
c,, . .., Cn ainsi obtenus déterminent un espace linéaire G qui touche
l a l ' v a r i é t é l V ^ e n u l n p o i n t Y . I I . . I . - l l l ; l l : l ' l .'111'1 i l i ' 1 1 1 - 1 1 1 1-1^ : ;; .̂  .', 1 , 1

2° Cas exceptionnel. — L^espace linéaire déterminé par les bi
touche V/2 en un point (3. - ,1 ' / : : ! ^ ; ;' . : ;•
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M» Barbilian a donné les conditions nécessaires et suffisantes pour
la réalisation du cas exceptionnel, pour n entier positif quelconque^
différent de 4y Pour n = 4? Aï. Barbilian obtient ce résultat inattendu
quil ny a qu^un cas possible^ à savoir celui qui est déclaré exceptionnel
pour les autres valeurs de n,

En général, les conditions du cas exceptionnel entraînent que la
configuration soit imaginaire : ainsi pour n == 3, on a une quadrique V!^
plongée dans l'espace à 4 dimensions; la condition de réalisation du
cas exceptionnel est que les génératrices a(^oy a^ a^y a. 3.) aient sur le
cône des tangentes en a à V^ un rapport équianharmonique. Mais en
réunissant une configuration imaginaire à la configuration imaginaire
conjuguée, on réalise un ensemble représentatif d'une configuration
réelle convenablement choisie. Ainsi pour7 î==3 , les points deVj peu-
vent servir de représentation chacun a un cycle du plan euclidien et
ton obtient une configuration imaginaire de 10 cycles dont chacun
est tangent à 4 autres; sur chaque cycle, on trouve donc 4 points de
contact de birapport équianharmonique. Or un cycle réel C de l'espace
euclidien à 3 dimensions peut être représenté par deux cycles imagi-
naires c ' y c" du plan.: on prend en effet les deux foyers P, F^de G; la
projection de G à partir .de P sur un plan P est un cycle cf du plan P
ayant pour unique foyer F7 ; de même la projection de G à par t i r de V"
sur P est un cycle c1' ayant pour unique'foyer F 1 ' ' ; les deux cycles c ' et c"
sont imaginaires conjugués. De la sorte si Von adjoint à la configuration
de M. Barbilian la configuration conjuguée, on obtient dans l'espace
— et non plus dans le pian — une configurationréelle de dix cycles
dont chacun est paratacîique à quatre autres de la configuration.

Mon mémoire n'avait d'autre but que de résumer les résultats de
MM. Barbilian-Tziîzéica; pour n= 3y j'ai donné une démonstration
géométrique directe distincte de là méthode analytique des géomètres
roumains et enfin j'y ai ajouté l'interprétation par cycles paratactiques.
En piêrne temps je répondais implicitement à certaines critiques :
quelques auteurs auraient pu reprocher a la théoTie de n'avoir d'inter--
prétation qu'en éléments imaginaires ; d'autres pourraient reprocher
à ce genre de questions de n'être qu'une branche de la géométrie pro-
jective et par suite d'avoir moins d'intérêt que telle autre branche des
mathématiques. Or Poincaréprésentela recherche scientifique comme
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plus intéressante par le développement de l'esprit que par les appli-
cations pratiques (qui viennent d'ailleurs par surcroît et souvent
d'une façon inattendue).

Depuis l'impression de mon mémoire, j'ai été mis au courant d'une
circonstance que ni MM. Barbilian etTzitzéica, ni moi ne connaissions :•
M. Beniamino Segre avait déjà résolu la question — du moins pour
n == 3, variété V^ plongée dans un espace linéaire L^ — en 19^7, dans
un mémoire de titre :

Lepiramidi inscritte e circoscritte allé quadriche di 84 et una notevole
confegurazione di rette dello spazio ordinario imprimé dans le recueil
italien : Memorie délia R. Accademia nazionale dei Lincei, Classe di
scienze fisiche^ mcithemaîiche et naturaliy série sesta volume II , .19^7?
p. 204-229.

M. B, Segre n'a pas abordé l'étude de n quelconque; mais, pour la
valeur précise n = 3, il donne des résultats qui dépassent de beaucoup
en précision ceux de MM. Barbilian-Tzitzéica. Il s'agit moins ici d 'une
question, au fond accessoire^ de priorité, que de propager des résultats
intéressants. (Test ce que je vais faire, en résumant rapidement le
Mémoire de M. B. Sçgre.

Cette rencontre de géomètres sur un même sujet suffirait, elle aussi,
à prouver l'intérêt de la question; en dehors de la partie commune
aux deuxfcravaux, chaque auteur a eu un mérite qui lui est propre :

M* B. Segre, de montrer qu'en réalité on trouve une configuration de
trente cycles du plein (^paratactiques de l^ espace avec l'extension réelle que
f ai signalée) tels que chaque cycle soit tangent {paratactique} à 8\ autres
et que les cycles puissent être répartis en (^configurations de 10 cycles
comme nous V'avonsvu y chaque cycle appartenant à deux configurations.

M. Barbilian, de donner le résultat pour n quelconque et surtout
d'avoir mis en évidence la valeurremarquable\etexceptionnelle n = 4-

2. Pyramide inscrite et circonscrite à une quadrique V^ de l'espace S^
— 11 s'agit de trouver une pyramide A.AAA^A, telle que chaque
sommet A/ soit sur une quadrique V^ donnée, pendant que la face
opposée a, (espace à 3 dimensionsdéterminé par A^A^A^) est tan-
gente à V^ au point B,. Il résulte immédiatement de là que les deux pyra-

; mides.AïA^A.A, et B,BAB,B, sont polaires réciproques vis-à-vis.
Ann. Éc, Norm,, (3) , XL ÎX .—ÀouTigSa. ^9
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de V; : l'espace linéaire ^ tangent en A/- à Y1; contient ByB/,B^ tandis
que l'espace a, tangent à V^ en B, contient A/, A/,, A.i, A/,,. Chaque droite
A^B/,(y^^) est sur la quadrique Vj ; les 5 droites A,B, forment une
configuration remarquable à laquelle on doit associer la configuration
des 5 plans (variété linéaire à deux dimensions) p,, p/ élant l 'inter-
section des deux espaces a/, P/.

Si l'on prend .la pyramide (A/) comme pyramide fondamentale de
coordonnées dans 84, l'équation de Vj devient

(i) S^^^0 [P«==o, p^=r=p^/^^],
. 1 1 : 1 , 1 1 1 i',À-=l ' ' 11 - , ! ! .

et M. B. Segre prouve que les 10 [3^ vérifient le système nécessaire et
suffisant

/P^^n+PuP^^P^^.^O,

^4Pi.+ •• Pl^:^--AA^0.

PuPl:,+p«.^+ P,2P4.=0,

^^i.+pi.P.n+Pi.P.. ==û,

( 3 ) ' ' • pi^:,4+Pi:<Pu+(3up^=û. ^

Les quatre équations (2) contiennent (3^, ^;,, {it,, ^,5 .sous forme
l inéaire et homogène, de sorte que les six p//.. ne contenant pas l'in-
dice 5 sont assujettis s implement à vérifier l'équation (3) et l^qua-
lion suivante
W . , pa.Pî..+p2^ir4-p2,pj,-•--^p,,,^p^^^^^ . . ,
! ; \ . , ,; .;' - , ^-2p,,p,,,p^P^-2i3^p,,P^p^=0,:

obtenue en annu lan t le déterminant des équations linéaires (2) par
rapport aux inconnues P,5. Si Pon pose
' : : : . : ' ' ̂ ,==(3 ;̂̂  J=Pi:iPu. ,.s=p,,p^, , ;: , 1

les équations (3) s'écrivent
! , ;1 ,: 1 : . ! , \ . ' , : : 1 ' 1 - 1 \ 1 ' ^ 1~•^J 14-^ 1=0 1 / , : ; 1 ! ! ! . ! ' 1 1 1 ^ ' , -

• , - ' ̂ ^.^.a^,^,2—^y^—a^x?1—^^y.^r/o,1 : .

et entraînent aussitôt .ys':-^ zx + xy ==== o ; de la sorte il est nécessaire
et suffisant que x, y y s soieat racines d 'une équation X^ — A^ = o. où
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A est une indéterminée; autrement di t
(5) , ^, y , z : : A . , A,/,.

227

où / est l'une des racines cubiques imaginaires de l 'unité : Pinter"
prétation géométrique clé (5) est évidente : sur le cène quadrique ordi-
naire de sommet By formé par les génératrices de Y1^ issues de By, le
rapport anharmoniq lie B^A, A^A^A,.) des génératrices de V^ esîéquian-
harmonique^ égal à —j^. On forme donc le tableau

A,
A.a
A,
A,
A,

IL IL B, B,
B, B, B, B,
B; Ba B, B,
B, B^ B, ! B.,
BI B^ B:, B,

—./
-./'
—./
—./"
--./

B,
B,
B,
B,
B,

A,
A.i
A,i

^ Ai

A,

A,
A^
As

A,
A:

A:
A,

A, A, A,
A:;. A, A,

A^ A,
A,

A,

— j -

—J
—J2

—./
—/'

indiquant, dans la coofiguration des 10 points, les 4 points contigus à
chacun et le rapport anharmonique que font les génératrices corres-
pondantes sur, le cône section de V; par l'espace tangent en ce point.

Sur une quadr ique V^ donnée, les confîguralions de cette espèce
dépendent de 10 paramètres; sur une même V^ ou sur deux qua-
driqnes V;, ("V;)', deux configurations de cette espèce s'échângentpar
homographie ou dualité.

Il est précisément intéressant de se borner a une même qua-
drique Vi;' de S/, et à un même couple de deux pyramides associées

A, Aa A.:.. A,, A..;, .
1 1 , B, ̂  'B, ' B,' B,.; 1 1 1 : : . 1 ' ' 1 , ' . '^ -11 ^

Deux tels couples j)rà' ^/i^'fe^r ^^.^m^^( ce qui revient à étu
configuration des 10 points et des loe&paces tangents) sont échangés
en eux-mêmes Ç dans le u r ensemble) par un groupe de 240 proj ectivités
comprenant 120 homographies et 120 réciprocités dualistiques; ces
240 projectivités changent "V^ en elte-même. Ce'groupe G^^ contient
comme sous-groupe invariant d'indice 2 le ^groupe G^o des î^o..Iwno-,
graphies; les autres transformations projectives de Giuo; s'obtiennent
en mul t ip l ian t les 120 homographies par la polarité relative à Vj- Le
groupe G! au contient à 'son tour comme sous" groupe invariant d^ indice 2

.le groupe G^o ̂  homographies de G, ao qui changent la pyramide (A/)
en elle-même^ et la pyramide (B/) enelle-même.cecisuffît pourpoumir
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affirmer que ce groupe Geo est hoioédriquement isomorphe au groupe
. alterné de ^lettres. Les homographies du groupe Goo produisent sur les
sommets A,A^A/,A^A/n de l 'une des deux pyramides toutes les substi-
tutions possibles de classe paire. Les 60 homographies de G-^o? non

comprises dans Geo, échangent la pyramide (A,) en la pyramide (By);
. ru-né déciles fait correspondre à

les sommets
Af AA- A/ A/n A»

B^ B/,' B/' B,^ B,^.

Finalement, si nous considérons les 120 substitutions possibles
/T ^ r m/ /i^
\ / k l m n ) ?

on voit que si T est de classe paire elle échange
Af A/, A/ A.w A.n en A^ A/.' A/' A.,,// A»,'

(en même temps que les sommets B respectivement opposés au som-
met A de même indice) et si elle est de classe impaire^ elle échange

A, ,A./.- Ai. ^n ^ en B, B/, B/'B,/, B,^.

Si l'on appelle ri le rayon rectiligne A/'B/y on voit que le groupe G i ^ o
échange les droites r, entre elles.

Il est important pour la suite d 'étudier en détail le groupe Gi^ 1e

groupe Geo comprend :
L'identité^
i5 homographies in.volu.llves [^][^]y

GGO 20 homographies cycliques cr ordre 3 f iki\^
2;4homographies cycliques d''ordre ^[iklmn^.

Le reste des homographies, que nous pouvons appeler G^o -"- Geo?
comprend :

10 homographiesinvolutipes" [z'A'],
G^2o~Gûo3o7îomo^ra^/uW^j6'/^^^<;ro [f/c/m],

ao/Àomo^rapÀî'^cyû^çz^^^^^

Si nous considérons les trois homographies involutives [^]( /m],
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[i7][m/c], [?wj[/tf| réunies à l'identité., elles forment un groupe trirec-
tangle; elles changent V^ en elle-même; dans chacune les points An
ou B/,, les espaces a,i on ^,^ la droite 7',;, le plan p/, (intersection des
espaces a/, et (3,,) sont des éléments invariants. -Sur le plan p^les homo-
graphies subordonnées sont trois homologies involutivesy dont les
centres et les axes sont les trois couples d'éléments opposés d'un
triangle ̂  autopolaire relativement à la section de V^ par p/,. Les trois
homographies de S,, sont les homographies biaxiales harmoniques, dont
les axes sont les côtés du triangle ̂ n, et dont les plans sont ceux qui
joignent les sommets opposés de y,i à la droite r,,. On en conclut qu en
projetant les points A/:A/,A/A,/,, et B/-B/,B/B,/,, respectivement de B/i et A/i
sur le plan ?„,, on obtient deux quadruples équianharmoniq nés de points
dhzne même conique et que les deux quadrangles plans complets ainsi
obtenus ont le triangle y,, comme triangle diagonal commun. Les deux
tétraèdres A,AA.A^A^, et B/"B/,B^B^ coupent le plan p/,, d'intersection de
leurs espaces suivant deux quadrilatères plans complets qui ont encore
pour triangle diagonal commun le triangle Y/r

En étudiant de même les homographies subordonnées dans p/; aux
précédentes;» on voit que dans un couple de pyramides associées de la
quadrique V^ , deux sommets opposés A ̂  S,, ont un même plan polaire Çn
relativement aux tétraèdres des quatre sommets qui sont dans les espaces ?„,
a,, respectivement tangents à V2^ en An et B/,, et ce plan pn n'est autre que
l'intersection de a/, et ̂  (An et p/, sont respectivement polaires relati-
vement au tétraèdre B^B/,B/B,,,,). ^ . , , - ,

V hom,o graphie iwolutive [ik] est une homographie harmonique
biaxiale qui change Ti en elle-même; nousappel lerons ^7, SES/'/,,
et p,A ===?/,, la droite et le plan axes de cette homographie; ils sont
polaires réciproques par rapport à Y^ Nous indiquons, en outre,
par ^, l'espace qui cont ient simultanément r,, ^ et par P^ le point
(pôle de Tt/,/)commun aux/plans p^ p/c. Les droites1;^, ^,7^, A,BA-,
A/, B/: qui joignent chacune un couple de deux points correspondants
de cette homographie [ i k ] sont donc sécantes à Faxe r^; l'espace Tîa,
qui contient les droites AA, A/,B, doit contenir la droite r^; les
5 droites r i d e S, sont donc telles que la droite qui s'appuie^ sur trois
d'entre elles est contenue dans l'espace qui contient les deux autres : ce
sont donc S droites associées de cet espace. Les 5 plans p, sont polaires
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des droites 77 par rapport à V^ ,et sont donc •3 plans associés de cet
espace. ! :

C'està partir de ce moment que M. Beniamino Segre va util iser des •
résultats impor tan tsdus à son illustre parent, feu Corrado-Segrc, qui
a étudié en détail ces associations de plans ou de droites dans l'espace
à 4 dimensions ( ^ ) et à M. G. Casteinuovo,

On remarque, par exemple, que les plans p/, p^, p/, sont invariants
dans l'homographie biaxale harmonique [^"]y donc coupent l'axe /•//,,
.qui est la droite s'appuyant sur/1/, r^ /•/,; de même, le plan p/-/^ trans-
formé parpolarité de la droite r^, coupe suivant une droite chacun des
plans p/, p^, p/f Par suite, F un quelconque ?„ des ,5 plans associée enjeu
coupe suivant une droite chacun des 6 plans p,-/^ coupe en un point cha-
cune des droites r//,., où les indices i, fc sont différents de n- : les 6 droites
d'intersection sont, dans le plan p,,, les côtés d'un quadrangle plan
complet de sommets P^, P/./,, P//,, P,^, et les 6 points de rencontre cités
plus haut sont les sommets d/un quadrilatère plan complet (polaire du
précédent quadruple dans F homographie subordonnée à [ik\ dans p/,); ce
quadrilatère et ce quadrangle ont le triangle ^n pour triangle diagonal
commun.

Les 6 plans qui coupent ç,i chacun suivant une droite peuvent être
associés en trois couples :

(PI^ P/m), (P^PW/O, (pm, ^d)

de plans situés, pour chaque couple, dans un même espace avec p/,..
Considérons alors dans 84 l'homographie cyclique [ Hm]; elle admet Çn.
comme plan invariant, et, dans le faisceau d'espaces admettant ce
plan p/, pour axe, opère une projectivité cyclique d^ordre 3 ayant a,/
et B/, comme éléments invariants, tandis que les 3 espaces considérés

( 1 ) G. SEGRE, Alcune considerazioni elementari suir incidenza di rette e
piani nello spazio a 4 dimensioni {Kendico'nti di Cire. Mat. di Palermo^ t. IÏ,
1888, n" 4); Sulle varieta cubichê délia spasio a cjuattro dimensioni {Mem.
•jR. Ace. délie Se. di:Tormo,'^ sérier t. XXXIX,''n0 25). — G, GASTJELWOVO,
Sulle congruenze del 3° ordine délia spazio a 4 dimensioni (Atti. jR. /st.
Ven^ :6C ^éri^/t.^VI.-.i^SS^n^ie1^ 71e.l;série,ll.lt.lllïI,ll,II89ïlll, 'p.1 88x'et suiv.). —.
C. SEGÏUS, Sulla varieta cubica con 10 punti doppi dello Sjpazio a quattro

,lrf//ne/^on^lll'(Aa^.;7?.l^ di Torino, t. XXlî^ 1887,:. n01-^),1 „ ' 1 1 - 1 1 1 1
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à l ' instant forment un cycle; il en résulte que l'espace y.,, forme avec
ces 3 espaces un quadruple équianharmonique ; ce quadruple est projec-
tivement échangeable, avec ceux qui. s 'obtiennent par substitution
paire sur les indices ildmn. Tout cela prouve que deux quintuples
différents de plans associés d 'un S^ sont projectifs entre eux. En
définitive :

Cinq plans ?„, associés d'un espace S^ déterminent îo autres plana p//,^
dont chacun coupe suivant une droite les 3 plans p«, d'indice n différent
de iy k. Chaque plan p/,, donne ̂  plans p//. correspondants^ et ces derniers
peuvent être distribués en 3 couples de plans situés avec p/, dans un même
espace; ces 3 espaces déterminent dans leur faisceau 2 espaces a/, et ^n
constituant chacun avec eux un quadruple équianharmonique. Les
îo espaces a/, et [3,, ainsi obtenus forment le biquintuple d'espaces de S/.,
tangents à une même V^ et fournissent les deux pyramides associées que
nous avons étudiées.

3. Rappel de résultats concernant la géométrie des cycles d'un plan. —
Si l'on in t rodu i t dans le plan la notion de coordonnées tétracy'cliques,
nous savons que chaque cercle du plan peut être représenté par une
droite issue de l'origine dans un espace à-4 dimensions S,,, de sorte
que l'angle de deux cercles soit égal à celui1 des droites images. On
fixe alors un sens sur le cercle en coupant la droite image par la
sphère x1 -+-y2 + j2 +^ == i e t , choisissant l 'un des deux points
d'intersection p lu tô t que l'autre. Cela fait, rien n'empêche de faire
une transformation homographique sur l'espace 84; on a, pour repré-
:senter les cycles du plan une quadrique V^ à laquelle on a adjoint un
point co et F espace polaire û coiTespondant (transformés de l'origine
primitive et de l'espace polaire) de façon à pouvoir déftnir l'angle de
deux cycles par un rapport anhârnîonique. Si les questions d'angles
n'entrent pas en jeu, si l'on se contente d'étudier comme ici des cycles
tangents (ayant pour image sur V^ deux points situés sur une même
génératrice), on peut négliger la position précise de c^ d'une part,
puis ( quan d co es t fixé ) le glissem en t sur lui-m èffîê de l'espace û : on
trouve ainsi les îo paramètres qui entrent en jeu dans la transfor-
mation la plus générale qui change deux cycles tangents du plan en
deux cycles tangents. Fixer ̂  et faire glisser 0 sur lui-même revient à
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ne faire usage que des 6 paramètres relatifs au groupe formé par les
symétries planes^ les homothéties^ les déplacements et les inversions; on
sait que ce groupe, combiné avec les dilatations, fournit le groupe à
10 paramètres en jeu.

Cela posé, un point de V^ représente un cycle; à une droite r de
l'espace 84 correspondent deux points de VJp donc deux cycles du
plan; le plan p (polaire de r) coupe Vj suivant une conique dont les
points ont pour image les cycles tangents au couple de cycles
d'image r.

Si Von prend un point A de S/,, ou son espace polaire a, nous défi-
nissons ce2 cycles qui coupent sous un angle constant un même cercle F;
le cercle T s3 obtient en joignant a à M; la droite aco perce V^ en deux
points', images de deux cycles ayant même support; la variation du point a
sur une droite donnée^ issue de co, correspond à la variation de rangle.

Nous pouvons donc reprendre les raisonnements qui précèdent en
opérant directement sur des cycles d'un même plan au lieu de faire de
la géométrie^ dans l'espace 84 où baigne Vj; mais il est clair que
l'espace 84 prolonge en quelque sorteVjy et par suite, permet d'opérer
plus rapidement que la seule V^

Pour donner un exemple précis, reprenons l'homographie invo-
lutive [^][7m]; les cycles A,.et B/, sont inchangés (les points de
chaque cycle étant soumis à une certaine involution sur le cycle); sur
le cycleA/,, le point de contact (A^B/) est remplacé par le point de
contact (A,,, B^), et de même le point (A.,,, B/) par (A,/,, B^) et récipro-
quement; donc, Vimointion produite sur A,, est déterminée par deux
couples; les deux droites joignant les points homologues d'un même
couple se coupent en un point d'où l'on mène les deux tangentes à A,,,
et l'on a ainsi les deux points invariants sur A,,; on opère de même
sur B/^et l'on constate qu'il existe un cycle C^ tangent à A,, et à B,, en
deux convenablement choisis de points invariants trouvés sur A/, et B^,
et de même un cycle Ça tangent à A,, et B^ aux deux autres points;
V homographie iwolutiw [ik}[lm} respecte ces deux cycles C^ .C^ point
pourpoint; tous les cycles tangents à G, 'et €3 sont donc chacun trans-
formés en soi-même et sur chaque cycle il y a une involution dont on
connaît les pointsdoubles^ points de contact avec G, et Ça; soit main-
tenant un cycle quelconque D ; on mène les deux cycles E, F tangents
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à D, G , , €3; E, F se transforment en eux-mêmes, mais leurs points de
contact avec D se transforment en deux points faciles à marquer en
tenant compte de l'involution tracée sur E d'une part, F de l 'autre; le
transformé de D est donc le cycle tangent à E, F aux points obtenus
ainsi. Cet exemple suffit à prouver combien les raisonnements géomé-
triques directs, sans être impossibles, sont pénibles; nous ne conti-
nuerons donc pas.

Ces considérations ne sont pas inutiles, car elles vont nous per-
mettre de découvrir là-raison profonde qui devait conduire M. B. Segre
à uti l iser les résultats de feu Corrado Segre en adoptant la méthode
qui consiste à écrire l'équation de Sj sous la forme

X^ -+- .̂ 'J •4- X^ -h X^ -+- XÎ -+• X^ ==r 0,

les variables surabondantes x^ étant liées par la relation

La notion de cycles paratactiques dans l'espace, au l ieu de cycles
simplement tangents dans un même plan, nous montre que la trans-
formation la plus générale de l'espace qui transforme des cycles en.
cycles et conserve la parataxie s'obtient en combinant une transfor-
mation conforme (ponctuelle) sur l'espace complexe à 3 dimensions
complexes qui contient les foyers primes de ces cycles de l'espace, et
ensuite la transformation conforme conjuguée sur l'espace qui con-
t ient les foyers secondes. Chaque foyer pouvant d'ailleurs être rem-
placé par un cycle du plan, nous retombons sur la transformation de
contactai non plas ponctuelle) qui transformedans un plan des cycles
tangents en cycles tangents. Mais alors la transformation conforme de
l'espace oblige implicitement à considérer, dans l'espace Sa à 5 dimen-
siens, la représentation clés sphères de l'espace ordinaire : nous
retrouvons une quadrique V^ avec un point co et l'espace linéaire
(à 4 dimensions) û polaire déco relativement àV;1 : les transforma-
tions conformes sont donc représentées par les transformations hoîïio-
graphiques de S^ qui laissent invariants û), V,3 et û; l'espace û subit
un glissement sur lui-même, ce qui introduit bien les 10 paramètres.

Ceci explique pourquoi Corrado Segre a introduit pour repré-
Ànn. Éc. Norm., ( 3 ) , X U X . . — AOUT 1932. 3o "
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senter V; dans l'espace 84 non pas .5 coordonnées homogènes stricte-
ment, mais 6 x^ . . ., .z-g liées par la relation

" G -

S'^^05

tandis que V^ est représentée par l 'équation
Ci

^.r?=:o.

En réalité, la figure est contenue dans l'espace à 6 dimensions, avec
une quadrique V^,

7 a^ ==: o
Ma '•

et l'on considère les transformations homographiques qui laissent
invariantes V^ et l'espace Û,

• • ^l^^0' . ' .
! . i

Ayant ainsi apporté ma modeste contribution à cette é tude , je vais
maintenant présenter rapidement les derniers résultats dédui ts par
M. B. Segre des résultats dus à Fétude queCorrado Segre a faite de
lavariété cubique V:{ définie par les deux équations
, , , - ! 1 ! ! . c> . ! . a ! . !

'! ! 1 1 ! ! ! 1 1 1 ' - 1 1 ^ 1 1 ^ .{ ' , ! ^;' ̂  , ^ . ! ! , ! ' ! ! ,
1 1 1 1 1 -, 1 — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — : 1 - , ' • ^ , , Z^^^^'1 - Ad^^0* 1 1 1 ^ 1 1 • 1 1 1 1 ! ' 1 ! • . 1 1

' . 1 , , , : . ' • ̂  - ' \ .. '. \ ' ! . 1 , 1 •

4. Variété cubique à 10 points doubles de ^espace à ^dimensions.
Systèmes de 3o cercles^ — La variété cubique

^^=.0, • ̂  .̂ ==: o, ' > .r/== o.

de Corrâdo Segre admet 10 points doubles dont je dresse le tableau en
les appelant F,y Fa, . .,, F < o ; ^n face de chaque point F, j'écris ses
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coordonnées homogènes :

F,
F,

•P. |
F.
F,
F,
r 7

F,,
F»
l7!»

,r.i

î

.ï

ï

î

i

l

î

î

ï

î

.Z'5

î

î

î

ï. »

— î

— ï

— i

— l

— 1

— 1

^i

ï

—— ï

—— I

—— 1

1

I

1

—— 1

—— I

—— ï

^•4

—— î

t

—— j

— — I

Ï

^ î. ^

— î

—— l

1

1

•r;;
— t

— Ï

ï

— î

— Ï

, :i

—— î.

1 ^
— ï

1

Xs-,

—,1

l

— ï

1

— 1

— î.

1

Ï

î,

— r

Elle contient ï5 plans que j'appellerai û)/(^'= î , .. . , i5):
o)i... . . . . ,
!.fh. .......

&).,. . . . . . . .
r^,.... ...

'C»)... .......

M,.,........
r.)7.. ......
0),,.. . . . . . .

(»);,.. ......
MIO... . . ..
M î , ) . . . . . . .

Go,ia.... . .,...
0),,...,...
0),4.. . ;...

Mj;.. ......

............. 1 .Z'i

.. . 1 . .......... ^i

.......;,.,.. '̂i

. . ............ ^)

............. ^,

,...........*. ^1

. . . . . . . . . . . . . . A'i

. ............. *Z*).............. 1 .̂ 1............. A'i........... ..'.^1
... . . . . . . . . 1 » 1 ^ . 1 , 1 1 1 x\

. 1 . 1 1 . 1 / 1 . 1 . . 1 1 . 1 . . 1 . 1 . . 1 : . 1 1 ^l
.. . 1 . . .1 .1 . . * ..'.• sc\. . . . . . . . . . 1 1 . 1 . . 1 -^r

-(- .r̂ ==:
-4-^==:
-4- ^3 ==
-4- ̂ .̂ =
4- .y ;;,==•
4- «z';i=
-4- ;̂/,, ==
4-.-y;,==
-4- ,z^==:

•4-<z';,==
-4- ̂ ==
4-^==
4- ,̂5 ==:1

^••^(î^
4-1^:=;

< >
0

< >
0

0

0

0

0

0

0

0

0

01

0

0'- ,

A';;

^
^̂

 4- ̂ 4:::::::

a?â

'̂a
^2

^s
^a

.Ï'â

a!^
x^

' 1 1 «^3
;,:11 ̂

1 1 ;' ^3-

4-1^4:::::

4- ̂  =:
4- A?,̂ ==

4-^,=
4-^,==
-4- .x':; ==
4- 00^ =
4-, .-rç ==
4~ ^•;{ ==
4-^==
4- (̂i ==
,4-^;î.==
4- ̂ ==
1.4-..̂ :ill===l:

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0 .!

0, • 1 ' 1

0

;̂;
^
X,,

x^
x,^

^"4

X,

.z1;;

.z-;,,

•^^

"̂;i

^
^

; ;^

; ^î

4- ,rfi ==
4- ^o ==
4-^==
4-^r,==
4- ̂ r, ==
4-^,=
4- ^c, ==:
4-, ̂ r, ==
4- x, ==
4- .r&==
4-1^,,==1

4- x,, -==.
4-;^==
,4-<r5==.
+^==

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

On a ï5 homographies biaxiales harmoniques changeant Y;; en elle-
même, ainsi que la quadriqueV \ 1 ; - . , ; : ; : : . . \ ,:-1::^, • .J i i ' i i i i • i i i :\

' ^ , 1 1 1 '' . •''^'2^=110^ . ' 'S^^0^/ ' '11 /1 '11 '1 ' '^^1 1 . - 1 1 , • 1 1 1 1 ' 1 1 1 1 1 ; ; , 1 - 1 ; 1 1 ' ' 1 1 ! ' 1 1 1 1 ! : - ! 1 ! 1 , , 1 : ! ! 1 ! 1 1 1 ' ' ' 1 1 1 1 1 ' 1 1 1 1 ' : . ! \
en considérant successivement chaque plan û),; ainsi l'homographie
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d'axes , 1 . .
o.^ . . . . . . . .a?i 4- .2"^==: o, A';,; --1- ,:z''/,, === o, , .27;,, 4-- .z'c, ==o ( plan ),
^j ....... ^=:j;".^, , <r;;==:̂ , ^==:,r^ (droite),

a pour équations
Xi_-==:^, X.^^ X;i=^,, X^==j^ X..,^=.ï^ X ,.,==.y i.

Nous allons maintenant considérer 3o espaces que j'appellerai 1^
la, lli. Ils, .. . ,XV,, XVa, tangents à V^ avec les coordonnées de leur
point de contact correspondant

I, . . . . . . . . . . . . . . . . . X^ -{- ̂  ==./ (.2?;( + ^"4 )

'4 . . . . . . . . . . . . . . . . . ^i -h .^^^(^ "{- ̂ ,)
14. . . . . . . . . . . . . . . . Xy •+- ^2===./ ( ̂ ;s 4-- ;̂, )
TL . . . . . . . . . . . . . . . . ' ^i 4- ̂ ^^/^(^j 4~ A*;; )
iïÏi................. ^i 4- x^^j ( '̂;i 4- '̂r,)
nia................ î 4- ̂ r^y^^;; 4- ̂ i, )
IV, . . . . . . . . . . . . . . . . ^•i 4- ̂ ==./ (^ + ̂ 4 )
IV, ................ X, 4- ̂ ^./^^ 4- ̂ . )
V,................... ,%'i 4- ̂ :! =•=./" (^^ 4- .z';; )
Va . . . . . . . . . . . ' . . . , . . .y( 4- ̂ :j ~=.j^{x^ 4- .̂ r; )
VIi ................ A'i 4- <a?;î ==,/ (^ 4- '̂c, )
Via ................ ,̂1 4- .̂ i ==./2 ( .%"a 4-1 .Z'r, )
Vî ï i . . . . . . . . . . .. . . .. X^ 4- X,,-=^j ( ̂  4" :̂t )
VII^................ ^i 4- ^/, ==./'2 ( ̂ 3 4- :̂, )
VÏII.i.............. X^ 4- ^/\ ==./ ( ̂ a 4- ,̂-, )
Viïlâ.... ......... ., x^x^j^^x^ x,')
IX^.................. ^1 -h- ̂ ==y (^ 4- .'̂ "c, )
IX.2.. . . ..... ....... ,̂ 4- x^j^Çx.^ .ZT,)

, X,^.11. ............... ^i 4- •̂(, ==,/ (^ 4- ;̂î )
Xa........... .'. . ... ,̂, 4- x, ̂ y2 ( ̂  4- x,, )
XIî. . . ............ . x^ 4-^;,==./ (^-^^4)
XIa.... . . . . . . . . . . . . . .r^ 4- <z";, ̂ ^/^ ̂ 3 4- ̂  )
XÏI.î. . 1 . . . . .......... x^ 4- ^>.-, ==./ ( ̂ a-4- ^R )
XÏÏa. . . . . . . . . . . . . . . ^4- ̂ ^^./^t^^-" ^'r.),
XIIIi. . . . . . . . . . . . . . a?,) 4-^B ===:./ (^a4-^) ,
XIÏÏâ . ...../. .... ... ^4-^==./2(^+'r;;)
XÏV^ ............ .. À'i 4- ^G ==/ (^ 4- ^4 )

'.XIVg . . . . .,.. .... .... .^i4~ x^~=^j^{x^ -h- ̂ ) .
•XVi.. ............. .̂ i 4-^0 ==7 {X^ÛG^
. . XV....... .. ..., ..... ^,4-^===./2(^+^,):1

l ï ./a ./2 ./ ./
' l ,/ ./ ./2 ./'
l I ./2 ./' ./2 ,/
i l ./" y2 ,/ /2
ï l ./a ./' J ./a

i i ./ y2 ./2 ./i ./2 ï y2 ./ /
^ ./ ^ ,/ ./' ./'
1 y'2 ' ,/" y2 y
^ y' » y'2 y y2

i y2 ^ y y y2

i y i y2' y' y
^ y2 y' i y y
' y y ^ y2 y2

i y' y l y2 yI y y3 I ./ y2

^ /2 y t ./ y2

i y ./' I: y2 y
i ./' y2 y l y
^ y y y2 ^ J\
i y2 y y' r y
l y </' y x y2

ï y2 y y ^ y2

i y y3 y2 ï y
^ y2 y2 y y I
'i y .y ./' y 2 . 1

^ y2 y y2 y r

. l l l ' l y • l . y2 ' y: ' . y 2 1 , ^1

^ y2 y 1 ' 1 / ' y 2 ' 1 . 1

i 1 1 1 . / : , / 2 1 . / 2 ^ , ̂
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On voit que chaque espace correspond, dans ce tableau, au plan co
de même numéro. J'appelle les points de contact correspondants i^
l a , . . ., i5,,, i5a. Je donne maintenant en regard de chaque point les
8 points qui sont avec lui sur une même génératrice de V ^ ; on remar-
quera d'ailleurs que de chaque point partent simplement 4 généra-
trices de V^. Pour simplifier, je ne fais le tableau que pour les points
d'indice inférieur égal à i dans la première colonne : pour les autres,
il suffit de changer tous les indices inférieurs i en 2 et inverse-
ment.

On obtient ainsi : -

ï:,,
'.il

3,

4,
5,

6.,

7i

8r

9i
lui

IF.)

1 2 ^

l3,,

^

i5i

5y

4,

4,

2a

.1: y

111 s

2,

11 2

J,^

II

ï l

2 g

I,

;1'^.

^i

6,

6,

Sa

3,

3.
2'2

3,

2,

3,

3,

'2.)

3,

2,

3g

3^

83

7i

7i

8,

7.

7i

5i

4,

4,

4,

5,

4,

4,
5a
4,

9s
8,

9i

9i

9s

83

6,

6,

5,

6,

6,

\5 i

5,

6,

6,

lOj,

ii2

10.,

.10.1

'1 .1:1

10,

,rii

I0i

10^

8,

' 7.i.
1 ̂

„ ^Sg

7i

73

iii

12^;

10 .1

ï2 a

1 3 ,

' 1 , 1 2

1-22

ï,.2i.

"1 •

93

9i
8,

9i

8,

9i

i3,

i3,

i4.,
i3,

i3,

i4,

r4,

i3.,

i3i

i^ï

i3,

131

1 I 2

ïOa

• ÏO. j . '1

ï4i
i5i

i5,

i5,

i4..

A 5,

ï5,

i4.,

i5.i

i:5.i

i5,

i4i.
,12^

/I1^:1

-ï:Il'

L'inspection du tableau prouve que la génératrice i , 0 2 porte i4i
encore car les lignes T ^ et Sa ont en commun i4r

Nous avons maintenant 6 biquintuples de points : pour simplifier
je ne vais, dans la colonne de gauche, que donner les points sommets
d^une même pyramide: on compléterait en changeant ensuite tous les
indices inférieurs.
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1.
1̂
 tO.^

(

»:

1,. .
î ï 4 <

9i

1 3,

4 a

ï 0 [

i5s 3,
: 1 î la ' a,

. 2-2

6.,

i5.

1 1

5,

9«
lia

.3^

1 1

6i

8,

ï-4ti 6:i

• 5, ' 3^

3,

7-2

7i

5 a

I 2

5a

5 a

5.̂

6a

1 3

63

6^

5.^

3^

3^

3 a

3,

9a

3,

3*

• ï.r^ .

.. a, " • '

. • • ^,..

• ' . ̂ i 1 :

9-2

9^

-t-2

9îi

9-2

8^

8.̂

la

8,,

8^

7i

7i
5^

7i

7i
4i
3.^

• 9^ " '

• :4.,
4,
S, . •

6,

ï Xi

.6, ..

•G, • '

I î .̂

.Ï X ^

. 1 ï: 1

î.^

1 1 ,

1 <:̂  1

ÏO,

Ï O t

x ^

10,

1. '':>. î '

1 ^ ,

1: (^ (

5^

î ^ ï .
Ï. 0*^

I. 0^

xo^

9^
ï. 0^

7^

.7^. '

.,••.7^
I X^'-

7^ . :

i3.

i3i

i3,

i3,

ï.;

ï4,
r.4i
i4,
ï4,

X

14^
14.2
i,̂
i4a
5.,

ï. 5,

i5,

i5,

ï. 5,

9s
x5a ;

i5.,. 1

ï5a

^.S,

X. 1 ï

; ï 3^ ,|

2,

1 '̂ 1 : '

8s

I:2i , j

: ' . •2^

' .xS' i : '

-2^ •

. . ; ̂  • •

• . ' • . ' . . . • ^û

4»
4^

i3,

4 a

4.,:

8i

8.

8,

x3,

8,

' •I ̂ ^

Ï ';> ̂

x a ^ .

• s ^s .

' • x 3 ^ ;
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Étudions maintenant la p}7!̂ !̂ ^ 1 et celle qui lui est associée :

Bi quintuple /.

A., ...................... i i j ^ y2 j j
B,. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . i; i j j j ^ /î

, A.2 ...................... i ./' i ./ j2 ./" .
{ > J Ï ) (B,...................... i ./ t ,/- ./ ./-

(9.)
A:, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . i y2 y i j /2
B,. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . i ./ f1 i j - 1 j

. ( A, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . i ./' /2 j î. /2
( i i . » ) •
' - ( B.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . « j' . / 1 f t 7 .
^ j A, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . î ./ ./ ./-,/- \

{ u [ B....................... . j- j- j j i

Les plans désignés plus haut par p i , ps , ç ^ y p,^ pa et les droites dési-
gnées par ri ^ rg» r^ sont : d'abord les/plans

(P. )
(P.)
(p.)

x\ -[- .x^^ (.), ' , x.^ + ̂ ••4== o, A^ 4- A'fi === o,
.z-'i -{- .z':; === o, ^"a "h- x;, == o, ,y^ -i- x^ ̂ = o,
^•1 "-}-• :.€,, = 0, , <2î^ -4- ^'G == 0, "̂:i -h '̂,, == 0,

.z*, -4- .2.';, :;--̂  o, .-ï/'a -i- .̂ ,,== o, ,ÏE";; 4- ^r, == 0,
A'i -j- A'c •'== <->, A"» --•t" ^" '==• <^ ^4 -4- "̂.•» == 0 :

(P4)

(^)

et puis les droites

(^)
1 ( ^ ) , 1 1 - 1 ,

 1 1 ;
 1 : ,

 ;

(^)1 , 1 1 - 1 1 1 1 / , - :(^y : 1 ; / : 1 1 , 1 1 1
(r,)

<'ZÎ ' j——-3C^^ , 1 tZÎ'y «—^ *'Z'*4,, . , '^'o——^"Gî

1 •l'x'l ::::::: ̂ îî 5 _ ' ^g '::::= i SD:, 5 : , "^4 =:::. '̂ 'li 7

^,r^:t^^. , SC^'^.X^y. . ^*^rr:\5C^,

;r,j :,= ^?;;5 <rz*y ̂ = A*^^ , .̂ rn: ̂ .,
».̂ ? » «̂ .̂  i.£'r» 1 tj/»> <——- <A •i , , . 1 , >3/ / .——• tA'̂ ',.

Nous allons vérifier ici que les 5 plans asssocEés du biquintupie i
ont, non pas simplement co' droites les rencontrant (ce qui est le cas
normal pour 5 plans quelconques) mais co2 droites et que ces droites
engendrent V^. Ici ces droites ont pour équations [p, CT paramètres
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variables]
^+^4-^-^p(^+^)=o,

.%-1 -{- ̂  -4- ? ( <^ + lr/,. ) ̂ 4,
x^ 4- ̂ 4- cr ( ̂  -4- ̂  ) == o

et ces équations entraînent
crp — i , \^i 4- ^2 + J——— ( ̂  + ^'4 ) = o,

crp

(l—p)f
.̂ i + •A1;) - (^-4- .ï,;)==o.

C7 —I .

Ces formes d'équations montrent bien que chaque droite rencontre les
plans p,.

Nous allons maintenant indiquer les 10 plans p,/, de la théorie géné-
rale, pour le biquintuple ï . Nous avons vu l'identification de p , , pa.
a^ p,, p;... On trouve aisément les coïncidences

p,
Cx)",

P/-

co.,
Pl<2 Pl:i Pi.,.

00.

pi. Pï4 P.:i P:t^.

<»), .;

de sorte que les plans p, et p,/c sont le total des i5 plans de ¥;;.
On constate aisément, toujours en étudiant le biquintuple i, que le

plan p i coupe bien chaque plan p^? p^y p a r , ? P;u? p3^ p / < s , su ivant une
droite. Les droites (p, , ç^), ( p i , p^), (p i . P.O ont .en commun le
point P 12 qui n'est autre que F ,o ; de même on trouve les points

' [(Pi.pïuh (PnP^ (p^P^.^l^Pi:^^,
1 1 ' [ ( p , , p 2 3 ) , ( P l î p â ^ 5 ( o n P 2 3 ) 3 = p ^ • = : : F y ^

.1 ^ [ (P l ,P2; i ) , ( p l , P 2 4 ) î (PlîP^)]^1 '!^^1^^ ;

^ ; ,[(p2,Pl4), (P^PliOî (Pa/P^îOJ^^^^) .

[ (P^Pl;0/(P37Pl^5 (P^P^Îl^^^^^î '

[(P^pn)- (pâîPl4),(p t^P:u)] :=p•25 :=Ft2>

- [(P3,Plâ), (P^ïpl^îCp^P^)]^^^^» 1 :

[(p^/p^Xtp^Pi^î^fp^paJ]^^^^
' : . ' . . , [ (P4,Pz2) , (p^Pi.), (P^Pa^l^^.^ï7.- ; ' , . ' / , :

On n'ôublierapas d'ailleurs que chaque point ainsi obtenu peut être
défini d'ilne seconde manière en échangeant les rôles de i eU. Ainsi
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on a aussi
F,o=Pp, ==[(?.,, p:;,/), (P^ p.;,), ( P ^ . p^)]-

Ceci suffit pour montrer que l'un quelconque des 6 biquintuples
associés suffît pour retrouver les 5 autres et que ce sont toujours les
ïo points doubles de V;^ et les ï5 plans de V? que l'on retrouve, avec
une interprétation différente.

On vérifiera aisément que l'homographie [sS] [ 4.51 est l 'homographie
involutive harmonique ayant pour axes :

la, droite : x^ = o, ^==-: o, x^ 4- A>:..== o, a';, -r x^~=. o,
le plan : • -•• i i i - ,2;^==*:r;;, .r;; ==r ,;r,,,

et a pour équations

Xir^^i, X^==,^, X^r^A"^ X,,,=:.:r:^ X^==^fi,, • X,;=:^'^.

D'autre part, en appelant i, 2, 3, 4? 5» 6 l^8 6 biquintuples de
points^ une pyramide du biquintuple i a ses sommets représentés par
( t / c ) , (^7), (im), (m), (îp) où k, l, w, ^, p sont avec z les 6 entiers de i
à 6 et la pyramide associée a ses sommets représentés par Çki^Çli)^
(yni\ (ni}, ( p 1 } ' Je forme alors le tableau qui indique les sommets des
6 biquintiiples . :

,(i^)=:i:,,, (i3)=rr 5,, (i4)== 91. (i5)==H,, (i6)=i3,,
^i)=i^ (3i.')~^.^ (/ i0==:9,,1 (5i)=r<^ ; (6i)==i;3,,

, , (33)==,£4i, , (a4)==ïo, , (25)=-,6^ 1 ;(Q6,)^-8,,
; . ^ \(32)=i4^ . (42)=io,, (52)=.6, , , , (6a)='8^. ,

1 1 1 : 1 1 \ 1 1 ^ ' , 1 1 . ^ ; . ; 1 1 1 ^ '1 :'(34)= ^ 1 1 ,(35)==/7,,111 •'.(âô)11^!^^;^1^,
11. ' 1 , 1 1 ^ 1 1 1 1 - 1 1 : 1 1 1 ; : 1 , ; 1 : . .^^''•(^S1)1^^',,.'^^^)^^ ^ '-(fâ)^.!^,11;^,

1 : 1 1 1 1 . / 1 1 ,',.;, 1 : 1 . 1 1 , ; . . \ , : 1 . : : • 1 ; 1 1 . 1 ; 1 . : 1 - • 1 1^ ' 1 : 1 •^ / • / : (45) : 1 ; :

, , 1 1 1 1 , ' 1 1 - • ^ -; ' 1 , ' 1 ; 1 . 1 1 1 , ' ' 1 1 ' 1 1 1 1 , / ' ^^^^'iS^/^^Cô^^-^^

, <'r 1 , 1 1 1 1 1 ^ 1 1 1 ' 1 1 : 1 - 1 1 - : 1 1 . 1 ' : 1 : ; , 1 1 ' ; ', 1 1 ^ .; 1 ; ; 1 1 ' \ - , ' / : 1 : '1 \ ; ;1 : •1 \J ,•1.111,,:11<56)^''^,1,^
, ; 1 - : 1 1 1 ' 1 . ' ' : : 1 1 1 1 1 1 1 ; ^ ; 1 ; 1 : 1 : ! 1 : 1 1 1 1 : 1 1 1 ' 1 1 ' 1 1 , ; : • 1 1 ^ , ^ 1 , ' ' ^ 1 1 1 1 1 ; 1 1 1 : 1 1 1 ; 1 1 1 . ! 1 ; 1 1, ^'••'^^W)^^^^^^^^^^^

On a ainsi 3o points deux à deux opposés; nous pouvons appeler
r/, la droite qui joint les sommets opposes (ts) et (^) et p^ le plan

1 1 ; 1 - . ' ̂ ^.^^.^orm^^Sy^XLIX.'-A^r^^ 1
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polaire de r^ par rapport à V^ ; t et .y prennent tontes les valeurs de i
à 6, avec t^-s. L'homographie harmonique biaxiale (Taxes r^. et p^,
échange le biquintuple s avec le biquintuple t et échange chacun des
autres avec lui-même. Les i5 plans p^,. sont les i5 plans de V;^.

Si l'on prend 3 nombres s^ îy u différents, les 3 points (st), (tu), (us)
sont sur une même-génératrice de V'^ que nous appellerons

( ,stu )===(///,?)== ust).

Les 3o points Çst) sont distribués sur 4o droites de V2 ; chacune de ces
droites contient 3 points et de chacun d'eux sont issues 4 droites formant
sur V^ un quadruple équianharmonique.

La figure formée parles 3o points (st) est changée en elle-même par
un groupe de 720 homographies^ hoioédriquement isomorphe au groupe
des substitutions sur les nombres i, 2,. . ., 6.

Dans un plan nous awns donc un premier biquintuple de cycles tels
que chacun soit tangent à L\ cycles contigus, les points de contact for-
mant sur lui un quadruple équianharmonique. Ce biquintuple détermine
5 biquintuples nouveaux : on a ainsi 3o cycles dont chacun touche
8 autres; les 3o cycles peuvent être répartis en 6 biquintuples, chaque
cycle appartenant à 2 biquintuples; trois par trois les cycles se touchent
en un même point; chaque cycle ne porte que 4 points de contacta et ces
points réunissont au nombre de 4o-

Dans l'espace on obtient 3o cycles réels dont chacun est paratactique à

8 autres il'angle de parataxie étant égal à ̂ t ; ces 3o cycles sont répartis
en 6 biquintuples y ....

J'ajoute à ces propriétés un dernier mot : de même que si nous
avons une quadrique VF plongeant dans l'espace euclidien ordi-
naire 83, nous pouvons par perspective stéréographique, réduire
Fétudede V; à celle d'un plan euclidien 83 ordinaire (les génératrices
de Vj étant remplacées par les droites issues dans 82 de l'un ou l'autre
de deux points fixes I, J), de même dans l'espace 84 où baigne la qua-
drique V;, nous pouvons efiectuer une perspective stéréographique
qui remplace V^ par un espace euclidien ordinaire 83, les génératrices
de V^ étant remplacées par des droites qui rencontrent toutes une
conique fixe. Cette propriété signalée par M. B, Segre est précisément
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celle qui remplace l'étude faite du point de vue de M. B. Segre par
l'élude que j'ai adoptée dans mon Mémoire cité plus haut du Mlëtin
des Sciences mathématictues. On a des droites rencontrant toutes une
même conique (le cercle de l'infini, mais par homographie le choix
de la conique est indifférent). Sur cette conique les !\Q droites trou-
vées plus haut forment, par leur trace, une configuration curieuse de
4,o points, chacun pouvant de 3 façons différentes être associé à
3 autres donnant avec lu i un quadruple équianharmonique. En rem-
plaçant les points par leur paramètre (complexe), et marquant dans
le plan complexe le point (réel) qui a pour affixe ce paramètre, on a
donc une configuration remarquable de/ jo points.

Rappelons encore qu'à chaque cycle d'un plan on peut faire corres-
pondre une droite d 'un complexe linéaire donné, deux cycles tangents
ayant pour éléments homologues deux droites aécantes.


