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SUR L'INTEGRATION

DES

FAISCEAUX DE TRANSFORMATIONS INFINITÉSIMALES
DANS LE CAS OU, LE D E G R É DU FAISCEAU ÉTANT n,

GEL UT DU FAISCEAU DÉRIVÉ EST n + i

PAH M. E. VESS10T

Introduction et résumé.

1. J'ai donné en 192/4 [Bulletin de la Soci(Ué mathém.atique clé France,
t. 52, p. 336-395) (r) une théorie générale nouvelle des problèmes
d'intégration, fondée sur la considération des faisceaux de transfor-
mations infinitésimales.

Un telfaùceau F est constitué par toutes les transformations
X "^. A) X^ + A^Xg —|-...-(- A^X/^ , ••

où les X/: sont des transformations données
///.

X,==:̂  ^k (.̂  ' • . . ; ^//O j^- ( r= i, a, ..., //. ),
/.•=:i.

et où les A/ sont des fonct ions arbi t raires des variables x^ .. . 5 .r//,.
Les X^ supposées divergentes (c'est-à-dire formes linéaires indépen-

\ »
dan tes relativement aux ' ) const i tuent u n e base du faisceau; leur

a^kj
nombre nÇn5m) ,est le degré du faisceau. Deux transformations du
faisceau, X/etY/, sont dites en im-olution si leur crochet de Jacobi

f 1 ) Dans les notes qui renver ron t a ce Mémoire, nous îc désignerons, pour abréger,
par la l e l t r e M.
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(X/5 Y/) fait partie du faisceau. Le faisceau est dit complet si toutes
ses t ransformations sont, deux à deux, en i n v o l u t i o n . En égalant à
zéro les transformations de base d'un faisceau complet, on obtient un
système complet(au sens de Clebsch); un système fondamental d'inté-
grales de ce système complet est alors un système fondamental d'invci--
riants du faisceau (c'est-à-dire de toutes les t ransformat ions du
faisceau).

Tout problème d' intégration équivaut à la recherche des sous-fais-
' ce aux complets d 'un certain faisceau F : en égalant à des constantes
arbitraires un système fondamental d ' invariants d'un tel sous-faisceau,
on obtient une intégrale complète du problème ( ' ) ; et on les obt ient
toutes ainsi, si l'on fait abstraction de celles qui auraient un caractère.
singulier .

Une transformation du faisceau F est dite distinguée, si elle est en
involulion avec toute transformation du faisceau. Les t ransformations
distinguées, quand i l y en a, forment un sous-faisceau complet , qui
sera dit distingué: ou encore caractéristique, parce que les multiplici tés
intégrales de ce sous-faisceau ( 2 ) (ayant le nombre m a x i m u m de
dimensions) sont les camciérùtiqnes de Cauchy du problème.

Si l'on se borne à chercher, sous le nom d' ' intégrales complètes, celles
qui ont le nombre maximum de d imens ions (ce qui est, en général, le
problême essentiel), on a ce théorèmefondamental que. toute intégrale
complète est une f ami l l e de mul t ip l ic i tés engendrées par des caracté-
ristiques de CauchyC); de sorte que le sous-faisceau complet qui
fournit une intégrale complète contient le sous-faisceau caractéris-
tique, et que ses invariants sont des invariants du sous-faisceau
distingué, ou, autrement dit, des fondions cciractéristiques.

2. Quand un faisceau F n'est pas complet, l 'ensemble des crochets
.(X/, Y/) de ses transformations prises deux à deux const i tue un

( 1 ) C'est-à-dire qu'elle est constituée par une famille de multiplicités inlégrcdes
(voir note suivante)/telle qu'il passe, par chaque point (>,, ..., " Xn,\ une multipli-
cité de la famille.

(2) Une multiplicité à/ 'dimensions est une multiplicité intégrale d'un faisceau
quand elle admet /• transformations (divergentes) de ce faisceau/

(3) Quand ces caractéristiques existent, sous-entendu,
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faisceau F^ qui cont ient F : c'est le dérivé de F._ Celui-ci a, de même,
u n dérivé, et ainsi de sui te . 'La suite des dérivée successifs de F se
termine par un. dernier dérivé, qui est complet, et dont l'intégration
fourn i l les invariants de F : ceux-ci n 'existent .^ bien entendu, que si
le degré du dernier dérivé est infér ieur au nombre m des variables.

La base du dérivé F" é tant prise sous la forme
Xi, Xa, .. ., X/,; Z,, Z,, .. ., Z^

on a, pour les crochets (X/, X/..), des t ransformat ions de base de F, des
identités-congruences, dites formules de structure^ de la forme

//
(X,, X^) =^ ^,/.-,/Z/ (inod. F) (/, À' = i, ^, . . . , n ).

/-:=i

Le si^ne de congruence (modF) i n d i q u e que la dif férence des deux
membres est une t ransformat ion de F. La na tu re du faisceau, au point

' de vue de son i n t é g r a t i o n , dépend e s sen t i e l l emen t de sa s t ruc ture ; et,
éven tue l lement , de celle de ses dérivés successifs; car .c 'est par des
comparaisons de s t ruc ture que l'on reconnaî t ra i t si, l'on peut passer
d'un faisceau à un autre par un changement de variables.

3. Le présent mémoire est consacré au cas le plus simple ( ' ) , ce lui
où le dérivé F est clé degré n 4--I, le degré de F étant //. Les formules
de structure ont alors la forme simple
( î ) ' (X,, X^^Z (modF) (/ , Â-=i , a, ..., /,), 1

Z étant une transformation quelconque du dérivé (qui ne fasse pas
partie de F),

Si le nombre des variables est m= n 4- i, Tmtégration du faisceau
équivaut a celle d 'une équation de Pfaïf, c'est-à-dire au problème de
ffflff: celui-ci cont ient , comme il est bien connu , le problème de
rintégration des équations ou systèmes d 'équations aux dérivées par"

( 1 ) Le cas qui correspond à celui-là, clans In théorie des systèmes de Pf'aH'; a été
étudié par M. Cartan (Bulletin de la Société mathématique clé France, t, ^9) 1 9 0 1 ,
p. 233); et, antérieure ineni, par M. E* von Weber (Munchener SiUungsbericîite,

• t. ̂ ^p, p. 4^}, - , . : , ^ . . ! : .
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tielles du premier ordre, à une fonction i nconnue . J'ai résumé, dans
une Note aux Comptes rendus de F Académie des Sciences ( ' ) , ma
méthode et mes résultats relatifs à ce cas. Ils sont compris dans ce qui
suit.

Soit, en générale rn == 7?, -^-p (p^i) le nombre des variables; et
posons n= 2.9+r, en désignant par 2.y le rang du déterminant symé-
trique gauche dont les -é léments sont les fonctions de structure c,^.. Le
sons-faisceau caractéristique G e'st de degré r, et les sous-faisceaux
complets de deg'ré maximum, fournissant les intégrales complètes,
sont de degré ^==.y +- /'. Au lieu de chercher ces sous-faisceaux com-
plets de degré g, il est préférable; dans le problème actuel, de cher-
cher d i rec tement les intégrales complètes, c'est-à-dire un système
d' invar iants fondamentaux de ces sous-faisceaux complets. Ces inva-
riants, ou éléments de l'intégrale complète, sont, pour chacune d'elles,
en nombre s-+-p : tous do iven t être; d'après le théorème fondamental
sur les caractéristiques de Cauchy, rappelé plus haut, des fonctions
caractéristiques.

De plus, dans chaque intégrale complète, on peut faire figurer un
système d ' invariants fondamentaux du faisceau donné F. Un résultat
essentiel est que, pour .y > i, ces invariants de F sont en nombre^— i,
ou, en d'autres termes, que le dérivé de F est complet. Si l'on intro-
duisait ces invariants comme variables nouvelles, on serait donc
ramené au cas m = = / i 4 - i , c'est-à-dire au cas du problème de PfafT.
Mais il est i nu t i l e de faire ce changement de variables/et, i l reste seu-
lement à trouver les s •+• i autres éléments de l 'intégrale complète
cherchée.

On peut prendre pour l 'un d'eux une fonction caractéristique quel-
conque, soit 9. Pour construire les autres, il suffit de remarquer que
ce sont des invariants de toute transformation dist inguée dusous-fais-
ceau de F (de degré maximum), ayant ç pour invariant; ces transfor-
mations distinguées, parmi lesquelles f igurent celles de F, forment un
faisceau de degré /•-+-1 : il suffi t donc d'en trouver une qui n'appar-
tienne pas au sous-faisceau caractéristique G de F. Pour avoir une
formule simple, on choisit, dans la base de F, des transformations

('•) Camp/es rendus clé l'Académie des Sciences, t. 18i, 17 janvier K)^, p. i4â.
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distinguées pour X^^X,^? . . . • X/, (v == 2,?); et la transformation
cherchée est, sous forme de déterminant bordé,

c^ . . . <-i . '—X iO

( 2 )
<"v,i . . . ^*v,v —X\C&

X,/ . . . X,/ o

, , avec Ô ==

Je représente cette expression par j ç, /^ et je" l'appelle le crochet des
deux fonctions © et/: c^est, en effet, une généralisation, du crochet de
Poisson [y, y'j. Avec cette notation, ia règle de const ruct ion d'une
intégrale complète s'énonce ainsi : On prend un invariant quelconque
u^ du faisceau complet caractéristique G; puis un invariant quelconque
u^ du faisceau (complet) somme de G et de [u^ f} : puis un invariant
quelconque u-^ du faisceau (complet) somme de G, de \u^f\ et de
•| ^2» /pe t ainsi de suite. Enfin un invariant quelconque ay du faisceau
(complet) somme de G, de j '^ i , / '} , . . ., [lis, f}. Ce dernier faisceau
est l 'un quelconque des sous-faisceaux complets de F de degré ( maxi-
m u m ) g'=.y -+- r; l 'intégrale complète correspondante a pour éléments
u^y u^ . . . . n^ et les invariants de F.

On reconnaît la marche des intégrations de la méthode de Clebsch,
pour le problème de PfafL

4. Si l'on introduit , comme variables nouvelles, les éléments u^y
u^ . . ., lis d 'une intégrale complète, la base du faisceau se ramène à
la forme canonique

(^ n f ^ ^. ^ v f- ()f àf àf
ôz,(6) UiJ-==^ -h (• ' /^—î V^/ ——- — — •l-' àVi àz,'J ^ J ~ au, " a u

( ;== i , a, . . . , i) .

Les variables ^i, . . ., .̂, qui s ' introduisent ainsi, seront dites les élé'
ments polaires^ associés à l'intégrale complète; elles sont définies par
l ' identité

(4 : ^f\-^^\u^f^o^ (modG).

L'intégrale complète, éléments polaires compris, est définie par les
Ânn. Éc. Norm., (3), XLV. — JUILLET 1928. ^
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relations de crochets suivantes, où p est un facteur indéterminé,
j [ UQ, iii i = o, | iii, i / k g == o, (.p/, ^/,) ==o, • ( ̂ -, p/,) = ô,
( j P/, ^ j==p, ip,,^;:=p^; (/, Â-=i, 3, ..., .y; / ^Â- ) .

Il est sons-entendu que les ^ et les <' sont, de plus, des fonctions carac-
téristiques.

La réduction du faisceau donné F à la forme canonique (3) ramène
l'intégration de F à celle du faisceau canonique U i y . . . » U,y, V i , . . .,
V,., aux 2.s 4- i variables ^o, ^ i , . . . , u^ v^ . . . , ,̂.. Ce problème équi-
vaut à la déterminalion de toutes les transformations de contact
de l'espace à s +-1 dimensions. Les résultats précédents fournissent,
d'une manière très simple, tous les principes fondamentaux de cette
théorie des transformations de contact.

5. Le cas.?= ï ne rentre.dans la théorie générale que si le dérivé
F7 de F est complet . Mais il est un autre cas où la s o l u t i o n générale du
problème de l ' intégration de F (^our . y== i ) est encore donnée par
des formules explicites. C'est celui où les degrés des dérivés successifs
croissent d 'une u n i t é quand on passe de chacun de ces dérivés au sui-
vant . Je ' re t rouve ainsi, avec des hypothèses un peu plus générales,
l'équivalent d 'un théorème de M. Cartan (1 ).

(5. Les résultats résumés ci-dessus (n0 4) en t ra înen t que le passage
d'une intégrale complète (éléments polaires compris) à une autre se
fait par une transformation de contact. La détermination générale des
intégrales complètes doit donc dépendre d 'un système différentiel auto-
morphe (2),correspondant au groupe général des transformations de
l'espace à s -4- r dimensions.

Les systèmes automorphes à considérer, ramenés à la forme cano-
nique qui met en évidence un système fondamental d'invariants diffé-
rentiels dugroupe, ont, eomme équat ions du premier ordre, les sui-
vantes :
(6) p[^, ^]^p=:9^(^o5^i, ..., .̂O (^ ^==o, I, a, ..., a^) ;

( 1 ) Bulletin de la Société mathématique de France, t. 42, ïqi4, p. i4"i5.
(2) Voir mon Mémoire des Acta mat hématie a, t. 28, 1904, p. 3n.
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et une équation complémentaire

( - ) o^-'1 ^>lz'^ x^ " ^ /g^. ̂ ±11__'_' • î ̂  ) — <h ( y r .2? \W / J / ) / / / / / f, < , ——TTT" — " ( l<- ̂  '"i7 ' • • ^ w^ -'*(7^/0, / / j , . . ., lf_^ ('^ . . ., { ^ . |

Dans ces équat ions , p est un facteur indéterminé à .éliminer; les
crochets de Poisson [^, ^//]^,, sont pris par rapport à / / < , , ^,1, . . ., Us;
v\1 • • - ? ^•? considérés comme variables indépendantes.

L'équation (7) esty du reste, une condition d'intégrabilité des équa-
tions (6), et l'on peut calculer <I\ sans intégration, quand on connaît
les y,^..

Inversement, un tel système correspond à un problème de Pfaff. Si
Fon introdui t le crochet généralisé

<8 ' ^i-ii^â»
Î^Q /r=-. 0

les équations (6) expriment, que le passage des x aux i i y <' ramène à
la forme canonique le faisceau F déf ini par les transformations \x;y f\»
Les conditions d ' intégrabil i té s 'obtiennent au moyen de l ' idenli té

(9 ) (iViJ^j)^I^W (rnodF),

où 0, ^ sont des fonc t ions arbitraires, et Ïf une transformation infini-
tésimale ( indéterminée) qui ne dépend pas du choix de ces fonctions.
Ces conditions étant remplies, la méthode d'intégration résumée au
n° 3 fournit les n, ^ en fonction des x : on y utilise le crochet (8);
mais on montre que celui-ci ne diffère pas, au fond, du crochet tel
qu'il a été défini au n° 3.

DIVISIONS DU M É M O i H E .

ï, — Recherche des intégrales complètes (p. 196).

1. Structure du faisceau. — ïi. Involuticms et intégrales complètes. — 3. Sous-
faisceau d'une fonction caractéristique. — 4. Méthode d^ntégration. — ?î. Le
crochet dé deux fonctions. — 6. Relations de crochets entre les éléments d'une
intégrale complète quelconque.

j j , — Passage d'une intégrale complète à une autre (p. 21 a).

7. Réduction du faisceau à une forme canonique.— 8. Fonctions polaires d'une inté-
grale complète. — 9. Intégration explicite du faisceau canonique.—10. Suite :
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Calcul des fonctions polaires. — il. Transformations de contact. — 12. Passage
d'une intégrale complète à une au t re .

IIÎ. — Étude du cas exceptionnel (p. •228).

13. Cas où le second dérivé est de degré n -+• i. — 14. Généralisation.— 15. Sur l'in-
tégration des faisceaux considérés.

IV. — Systèmes automorphes relatifs au groupe général
des transformations de contact (p. 237).

16. Equations de définition des transformations infinitésimales du groupe général des
transformations de contact. — 17. Equations de définition du groupe général des
transformations de contact (transformations finies). — i8. Equation complémen-
taire. — 19. Les systèmes automorphes. — 20. Cas du problème de PfafL —
21. Calcul de l'équation compîémern taire. — 22. Réciproque.

I. — Recherche des intégrales complètes.

'1. Structure élu faisceau. — Soient F le faisceau considéré, n son
degré, X,i, Xa, .. ., X^ une base de ce faisceau, x^ x^^ .. ., x^ les
variables; on posera m == n-^-p, et l'on aura j^i. Les formules de
structure seront de la forme
( i ) (X,, X^-sc^Z ( m o d F ) (ï, Â-= i, a, . . . , n),

les coefficients de structure étant liés par les relations
( t î ) <^Â-+ Ck,i^ 0 ( / , /C==Ï , 2, ...,/l).

Le crochet de deux transformations quelconques de F
n n

(3) ! : ; . ^S^ ^2^ 1

, 1 1 ! , ! 1 1 ! ! 1 1 • • 1 '^==•1. ' Z=:l • 1 1 1

sera ainsi

( 4 ) (U, V ) = ^ ( ^ | p ) Z (modF) ,

où <t> est la forme bilinéaire alternée

(5) ^^^^^^^ ^^Â^'PA-=2^A(.^•^---^^)'
i A- (;, /^

Dans les formules (i) et (4), Z est une transformation quelconque
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du faisceau dérivé F-' de F; si l'on change cette transformation, <& est
mult ipl iée par nu facteur.

Si l'on prend, pour F, une autre base
^

(6) ^^^^'^ ( À = I , 2, . . ., 7l),

les transformations (3) prennent la forme
n ri

(7 ) v^u"x'll- ^S '̂"'
Â=l A=l

les ^/ se déduisant des ^, et les ^ des <^ par la même transformation
linéaire, contragrédiente à (6),

n H

(8) ^,=:V (ï'//^a/,, ^•=:^w/,,/^ (/==r, 2, . . . ,n).
A = = l • ^.==1

La forme $ se trouve ainsi transformée, de manière que l'on ait

(9) 2 ̂  ̂ ^^'^^ ' ] L c f i k l ( ' l ^;

z A- i ^

et cette identité défini t les nouveaux coefficients de structure c .̂.
On peut disposer de la transformation (6), ou, ce qui revient au

même, de la transformation (8) de manière à réduire î> et, par consé-
quent , la structure de F, à un type canonique. Comme, d'après ce qu i
précède, <l> peut être mult ipl iée par un facteur arbitraire, c'est l 'équa-
tion <D(^, i1) == o qu ' i l s'agit, au fond, de réduire ^ une forme canonique.
Si l'on interprète X ^ , . , ., X,, comme des coordonnées, les détermi-
nants {u^i, — u^i) sont ̂  coordonnées de la droite in te r sec t ion des
plans U == o, Y == o e t€»(^, ç1) = o s'interprète comme l'équation d'un
complexe linéaire. La forme canonique est donc, ainsi qu'il est bien
connu,
( lO) $ == l(\ ^2 — u'^ y\ 4- u.^ ̂  •-" U^ ̂  -4"... 4"//2^i ̂ — ^a.î^s^-r ,

On peut l'obtenir comme il suit. Introduisons les dérivées
n ri n

(n) ^^^ct'kv^ ^^^ S^^^^""'^^^'
. / ! , ! ,, , k^\ ! • 1 k^\ 1 1 ;1 ! A^l, •• , , ^ /
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Le déterminant A des c/,/,, liessien de <I>, et déterminant des coefficients
de l'une et l'autre série de dérivées, est, d'après .(2), symétrique
gauche. Soit 2.y son rang q u i , comme l'on sait, est pair. Si ,s* est nul,
les c/,/,. sont tous nuls, ^ est ident iquement nulle, et le faisceau F est
complet. Ce cas sera écarté.

Les Cij, n 'é tant pas tous nuls, on peut supposer c, ̂  7^ o, et alors <I>^
et <I^ sont deux formes linéaires indépendantes. Posons

( 1 2 ) W=^~ -1- W^-^^.)-
'-••liS

Cette forme ^F est, d'après ( ï i) , bilinéaire et alternée; et ses dérivées
sont :
(i3) ^.^^—^(^^^-^i^J.

(-^,î

On en conclut que l-^, W^ sont ident iquement nulles, et que les V^,
pour i=3, 4 ? • . • ? ^î sont liés par autant^de relations indépendantes
que les <I>^ pour i = i, 2, 3, .. ., 7?. En ce qui concerne ce second
point, il est évident que toute relation entre les ^^^ donne une rela-
tion entre les <1\., avec les mêmes coefficients, pour ?'= 3, 4? . • ., n.
La réciproque est vraie aussi, car une relation

^«^^=0

Ï=:1

entraîne une relation

^^^+p,^+P.^=o;
' 1 - , , E = 3 1 ^ 1 1 1 1 1 1 , ^ . .

et les coefficients pi et pa sont nuls, car ce sont, au facteur ± c^a près,
les coefficients de ( ' i et de ('2 dans cette ident i té . De plus, s'il y a
plusieurs relations Sa/,,/- €^ == o, le tableau des coefficients a/,^, ...,
a/^ n^est pas nul, car i l n'y a pas de relation de ce type entre <I>,'/ et <1>^
seuls.

Ainsi W ne contient pas u^ u^, i ^ , ^ et le rang de son hessien est
inférieur de deux unités au rang du hessien de <1>. Ceci établi, faisons
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le changement de variables

(i 4) u — -=<ï>;,,, "2= -=-<i>;.,,, ^= -==^v ^,=—=<l>;,,,-
• V^,l V^,! " V'C-2,1 V - ^ l

pour remplacer « i , M.,, ( ' i , t ' a ; i l est bien cogrédient d'après (n). et il
donnera
(i5 ) <&==«', c'î — «a ̂ + 1ïf-

Si l'on opère sur des quant i tés réelles, on pourra supposer c^i > o,
quitte à échanger les rôles de 4>«, et d>;,; de sorte que la réduction
sera réelle.

On pourra main tenan t opérer sur ^f comme on l'a fait sur <1>, et
ainsi de suite, et si le rang du hessien A de $ est ïs, on obtiendra la
forme type (to) que nous avions annoncée. Remarquons qu'elle admet
un groupe linéaire homogène bien connu et peut, par conséquent,
s 'obtenir d'une in f in i t é de manières.

Il sera commode de changer de notations en écrivant A, , Aa, ...,^A,
pour X,, X;,, . . ., X'^, B , , avec B., . . ., B, pour X',, X;, .. ., X,,,
et G, , Cs, . .., C,. pour X^,, X,,,., .. ., X,,. On a ainsi la base cano-
nique
(16) A , , . . . , . A , ; B , , . . . , B , , , C , , . . . , C , («=^+r ) ;

et, en posant,
^(17 ) (j = y a, A, +^ /.,B,+2c^ v ̂ 'Sa'' ^-^Sblt ̂ ^CJ c/'

,"̂ 1 .=:. 7=< '=• l=l /=1

on aura maintenant
(18) (U, V ) = $ ( « | & ) . Z (modF) ,

avec

(19) (l»=^(^^.-&,«;).

Ceci équivaut à dire que les crochets des transformations de base (16)
sont tous congrus à zéro, sauf les crochets
(20) (A,,B,)=5Z (modF) (/== i , '>., . . . , ^).
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Pour que U soit une transformation distinguée, il faut et il suffit
que la forme (19) s'annule quels que soient les a' et les V, donc que U/•
se réduise à 'ycyC/, où les c/ sont arbitraires. Le sous-faisceau des

/=l
transformations .distinguées ('') de F est donc le faisceau G de base
Ci , . . ., C/., il est de degré r== n — 2.9, le rang du déterminant des C,,/,
étant supposé égal à 2.s'.

Ce dernier résultat s'obtiendrait immédiatement, sans utiliser la
forme canonique, en écrivant que la forme initiale <& [équation (5) ] est
nulle quels que soient les <\

2. Involuïtom et intégrales complètes. — Au moyen de la base cano-
nique ( i 6) il est facile de discuter ce que seront les involations géné-
rales, de degrés 2.5 3, .. ., du faisceau F. Soit un sous-faisceau quel-
conque Fa, de degré a, ayant pour base les transformations

• •f . •î ' r

,(ai) 1 v^-=^ ^,<A(+V 6^,B,+V c/,jC/ (Â-^ I ,^ , . , . ,a ) .

Les transformations U [équation (17) ) en involut ion avec-ce faisceau
sont définies, d'après (19), par les équations linéaires

^ 2 2 ^ \ (^•&A-,f---^^x-,0==o (k=i, 2, . . ,, a).
1 ' /' == i , 1 , - !

Ces équations sont indépendantes pourva qu'aucune combinaison
des V/; ne se réduise à une combinaison des C/, c'est-à-dire pourvu que
Fa ne contienne aucune transformation distinguée de F. Sous cette
condition, le faisceau 'ydes transformations U en question est de
degré n — a, et il contient évidemment lé faisceau G des tran sformations
distinguées.

Si l'on suppose, de plus, que Fy, est une involu tion, W contientFa, de
sorte que l'on a / i — a ^ a - h - r ; ce qui exige a^.y. Réciproquement,

( t) C'est ce que nous appellerons le soas'f/usceaa distingué ou le sous-faisceau
caractéristique de F.
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tant,que a <^ W contient un sous-faisceau, de degré n — 200 — r,qui
n'appartient ni à Fa, ni à G.

On conclut de là : i° que les involutions générales de degré a^.y né
contiennent aucune transformation dist inguée de F; 2° que lesmvolu-
tions générales de degré a>A ' se déduisent de l ' involution générale
de degré s par adjonct ion de a — s transformations distinguées arbi-
traires; 3° que rinvoluliou générale de degré maximum est de degré
s 4- r, c'est-à-dire que le genre de F est s •+• r.

Cette involu t ion générale de degré maximum g-==.ç-4-r peut se
mettre sous la forme résolue

s

(23) V,==A,4-^p,,A,B/o ( ^ = = 1 , 2 , . . , 5 ) , C/ (/==i, 2, ..., r);

et les conditions d ' involut ion se réduisent alors à
( -24 ) , 7^,<-== p / ^ i (., ! - , A- == i , , a, . . . , . < ? ) .

On sait, d'après la théorie générale (1), que les équations aux
dérivées partielles, relatives auxp^/,, qui expriment que ce faisceau (sS)
est complet, sont compatibles, et qu'elles fournissent tous les sous-
faisceaux complets généraux, de degré maximum, du faisceau F.

Les multiplicités intégrales générales d'un tel sous-faisceau complet
sont représentées par des équations de la forme
(25 ) ! <p/,(^,^, . . . , ^ m ) ==CA ( / l = : I , 2 , . . . , . y 4 - ^ ) .

Nous leur réserverons le nom ^intégrales complètes; nous dirons que
les fonctions Q/, en sont les éléments, et nous énoncerons: l'intégrale
complète ( < p , , <y^ . . ., y,^/). Nous bornerons le problème de l'inté-
gration du faisceau F à la recherche de ses intégrales complètes.

Il y a avantage, dans le cas actuel, à chercher les intégrales com-
plètes elles-mêmes, et non les sous-faisceaux complets dont elles sont
des invariants fondamentaux.

Voici, à cet égard, quelques remarques préliminaires :

i° Les éléments de toute intégrale complète sont des invariants du

(1) M,, n08 13-14, p. 36'2 et suiv.
Ann, Éc. Norm^ (3), XLV. —JUILLET 1928. -20
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sous-faisceau distingué G de F. Cela résulte de ce qui précède, et c'est
,un cas particulier du théorème général de la théorie des caractéris-
tiques de Cauchy (1). Nous dirons que de tels invariants sout des
fonctions caractéristiques (pour F) ;

2° Parmi les éléments de toute intégrale complète on peut faire
figurer les invariants du faisceau F, s'il en a. Ces invariants existent,
si le premier des dérivés successifs de F qui est identique au suivant
est de degré inférieur à m : il est alors complet (2), et ses invariants
sont ceux de F. Nous Saurons donc à chercher, pour chaque intégrale
complète, que ceux de ses éléments qui ne sont pas des invariants
de F;

3° On peut, d'après la remarque précédente, chercher d^abord les
invariants de F, par l'intégration d'un faisceau complet; en les prenant
comme variables nouvelles, on réduira l'entier p-= m—n doutant
d'unités qu'il y aura de tels invariants ( indépendants) .

Mais il sera préférable d'éviter ce changement de variables, en lais-
sant la recherche des autres éléments des intégrales complètes indé-
pendante de celle des invariants de F. C'est ce que nous ferons. Nous
désignerons par q le nombre des invariants indépendants de F. Il sera
maximum, si le dérivé Ff est complet; on a donc : q<^rn—n^ c'est-
à-dire q <^p'

3. Sous-faiscean d\me fonction caractéristique. — Notre méthode
sera fondée sur l'étude du sous-faisceau de F qui admet pour invariant
une fonction quelconque ç. D'après les remarques précédentes, nous
supposerons que y n'est pas un invariant de F, mais est une fonction
caractéristique, c'est-à-dire un invariant de G. Nous désignerons par Fç
son sous-faisceau, c'est-à-dire le faisceau des transformations de F
que ç admet. "

Prenons, comme base de/F, d'une part les transformations distin-
guées C i , . . . . C/, qui définissent G, d'autre part v = 2.? autres trans-
formations de F quelconques, soit X ^ , X^ . . . , X v . Ces dernières
pourront être considérées comme base d'un sous-faisceau H de F, et

( ' ) Ajf., n08 18-19, p. 374 et suiv.
(2 )M. , H0 ̂  p. 345.
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nous dirons que F est le résultant ( 1 ) de G et H. Alors F^ est lui-même
le résultant de G efc du sous-faisceau H^ de H .formé de toutes les trans-

v

formations de H que 9 admet : celles-ci sont de la formel ^X/, avec
i=î

la condition
v

(26) ^ f.f.i'Xi(û ==o •

Cette condi t ion n'est pas une identité, parce que y n'est pas invariant
de H, ne Fêlant pas de F. Donc Fç est de degré n—i. Cherchons le
degré de son sous-faisceau distingué.

Toutes les transformations C de G en font partie. Soit, en effet, U
une transformation quelconque de F^, la transformation (U, C)
admet ç, puisque U et C Fadmettent; or, elle appartient à F, puisque C
est distinguée dans F; donc elle appartient à F^ c. Q. F. D.

Il résulte de là que, si .v== i , Fç est complet, car il est de degré
^—i === r 4-ï, p u i s q u e / • = = = n—^.s 1 en général, et il contient au moins
r transformations distinguées, de sorte que, si on leur adjoint une
transformation quelconque du faisceau, tous les crochets des transfor-
mations de base ainsi choisies feront partie du faisceau.

Supposons donc s > i . Je dis que Fç ne peut pas avoir plus der -+- i
transformations distinguées, divergentes. Supposons, en effet, qu'il
en ait r-r-2. Nous pourrons supposer que ce sont C i , .. ., G,., Xi , Xa,
et que X:^ . . . , X^..i appart iennent à Fç,. Alors ^ i X i + ^ a X a sera
distinguée pour F, pourvu que l'on ail ( ^ i X i + ^aX^, X^)===o(modF),
c^est-à-dire Ci ^u^ -4-- c^^u^ == o ; de sorte que F aurait plus de r trans-
formations distinguées divergentes; d'où contradiction. Donc le
sous-faisceau distingué de F^ est au moins de degré r et au plus de
degré r -+- i ; nous a l lons voir qu'il est de degré r+ i.

Considérons, en effet, le dérivé Fy de Fç. Il est contenu dans le
dérivé P de F, et toutes ses transformations laissent ç> invariant ,

(1) D'une nianière générale, le résultant de deux faisceaux est formé de toutes les
eoinbînaisons linéaires et homogènes des t ransformat ions de run et l'autre faisceau.
On l 'obtient en jux taposan t les bases des deux faisceaux, si ceux-ci n^ont pas de sous-
faisceau commun.
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puisque ce sont des crochets de transformations qui admettent ç. Or
F" ne laisse pas <p invariant, sans quoi ç serait un invariant de F.
Donc Fç est de degré infér ieur au degré de F7, c'est-à-dire de degré au

.. p lus égal à (n+ i) -- i == n.
Ce degré est, du reste, au moins égal au degré n — i de Fç, et il

ne peut y avoir égalité puisque Fç, ayant au plus 7- — i transforma-
tions distinguées (nombre infér ieur à n — î ^ puisque r== n •— ï s
et que s > i), n^est pas complet. Donc le dérivé Fy de F^ est de degré n.

Ainsi Fç, de degré n— t , a un dérivé de degré n; il en résulte,
d'après le n° 4, que le degré de son sous-faisceau dist ingué est de
même parité que n — i , c'est-à-dire de même parité que r + i .
Gomme ce degré ne peut être, d'après ce qui précède, que r ou r 4- i,
nous concluons qu'il est r -}- i.

En résumé, Fç est de degré n — i, son dérivé est de degré n, et son
• sous-faisceau distingué est de degré r 4- î •

Je dis maintenant que les in^arirmts de Fç sont des fonctions de ceux
de F et de «p..

Je. le montrerai en prouvant que si Fç a exactement q invariants
indépendants, F en a q — î. Reprenons, à cet effet, les notations géné-
rales du n° l ; nous pourrons supposer que Fç est défini par X ^ , ...,X/^.i
et que x^ . . . , x^ sont des invariants de Fç., Alors, X,i , . . . . X^_i,
pris sous forme résolue, s^écriront

(27) ^GÊ-4- 2 ̂ 1- ( i = ï - ^ ••-^ I)<

àî__ yi àf_
àx^i^ _ Zd •>i-! ôx,'1^=à^^ 2. ̂ î (,.=i^,....^

j-=n^(f

Si nous suppasons que ^i == ç, le terme en —L ne pourra pas manquer
dans X«, qu^on pourra ramener à la forme

w ^^-i^i^
n^ï • /--=n+r/

Le dérivé Fç de Fy, qui est de degré n^ s'obtiendra en adjoignant
aux transformations (27) un de leurs crochets, qui sera de la forme

<") ^f=i'•&•
/'== n -h q
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Le dérivé F" de F, étant de degré n -+-1, s'obtiendra en leur adjoi-
gnant en plus X^.

Donc les crochets (X,, X/,), pour {i= i, 2, . . . , n — i), doivent être
des combinaisons des transformations (27), (28)", (29); comme -y"- n'y

l CJ2Cj

figure pas, ce sont des combinaisons de (27 ) et (29), c'est-à-dire que
• ^:-î " • - • ' — n'y doivent pas figurer non plus. Il en résulte que les ^

sont des invariants des X^y c^est-à-dire des fonctions de ^i , ^2, . . - y
x^ seuls.

Mais alors X,,, et par suite F, admet comme invariants les intégrales
de l'équation

(30) ^+^£^^0,
•à.X^ ^»à - à^h

ce qui donne bien q — i invariants indépendants.

.4. Méthode (F intégration. — II résulte de ce épi précède que Fç est
de la même nature que F, en ce sens que le degré de son dérivé est
supérieur d'une uni té à son propre degré. De plus, quand on passe de
F à Fç, le nombre q des invariants indépendants devient q - r i , le
degré n devient / i — ï , le degré r du sous-groupe distingué
devient r 4- i, le nombre s == —— devient s — i, le nombre p == rn — n
devient? 4- i ; donc le genre g'===s ~h r reste constant.

On voit ainsi que, quelle que soit la fonction 9, pourvu qu'elle soit
caractéristique ^ elle pourra être choisie comme élément d'intégrales
complètes de Fy et que les intégrales complètes correspondantes
seront toutes les intégrales complètes de Fç. Comme l'on peut, de
plus, diaprés ce qui précède, raisonner sur Fy comme sur F, on a là
le principe d'une méthode de construction des intégrales complètes
de F, qui est la suivante :

On détermine un invariant quelconque 9,1 du sous-faisceau distin-
gué G de F; puis un invariant quelconque 92 du sous-faisceau distin-
gué G, du faisceau F, formé de toutes les transformations de F qui
admettent © i ; puis un invariant quelconque 93 du sous-faisceau
distingué G^ du faisceau Fa formé de toutes les transformations de F<
qui admettent 9 2 ; ' e t ainsi de suite. Quand on aura ainsi choisi
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©,i , (Da» • • - ? 9^-15 o11 sera ramené au cas s == i ; de sorte que Fopération
suivante, adjonction de y,,, donnera un sous-faisceau complet F,.
de degré ^ '===.y+r, définissant l'intégrale complète cherchée. On
connaîtra les intégrales 9,, Ça, . . ., y,, et il restera à en calculer
p autres; on calculera à part les q invariants de F; et il restera à
trouver seulement q — p invariants nouveaux de F,..

Il est entendu que Ci ne devra pas être un invariant de F, que Ça ne
devra pas être une fonction de Ci et des invariants de F, que ^3 ne
devra pas être une fonction de c p i , y^ et des invariants de F, et ainsi
"de suite.

Pour appliquer la méthode, on aura seulement à déterminer les
sous-faisceaux distingués successifs G, G i , . . ., G,y, le dernier se con-
fond, du reste, avec F.y. Il résulte de ce que nous avons vu que chacun
contient le précédent, et est d^un degré supérieur d'une unité. Pour
passer de l'un de ces faisceaux au suivant, on aura donc à lui adjoindre
une transformation nouvelle, convenablement choisie.

Nous remarquerons, à cet effet, que G/, est le résultant des sons-
faisceaux distingués respectifs de F^, F^, . . ., Fçp que je vais désigner
par G^, Gç^ . .., G^.. Nous savons, en effet, que GA: contient G , , qui
n'est autre que Gç^; il contient, par suite, G^, . . . . G^,; car FA. est le
plus grand sous-faisceau commun à F^, F^, . . ., Fçp de sorte que les
fonctions ® i , opa, . . . , <p/, ont, par rapport à l u i , des rôles équivalents.
Donc G/,, contient G/^i et G^.; et comme son degré ne surpasse celui de
G/,-., que d'une unité, il est le résultant de G/,^| et dé Gyp à moins que
G^. soit contenu dans G/,-^i .

Pour voir que cette dernière circonstance est impossible, il suffit de
remarquer que si l'on compose F/,-1 et Fçp on reconstitue F; car F/,-,
est de degré n—k-+-1, Fy.. de degré n— i et leur plus grand sous-
faisceau commun, qui est F/,, est de degré n — k. Le résultant de F/,_|
et de F .̂ est donc de degré

(^~- Â--+- ï ) 4-(/z — l)-~ (n — A ' ) =://..

Comme il est contenu dans F, dont le degré est également n, il se
confond avec lui.

On voit, par là, que si G^ était contenu dans G/,^/, il laisserait inva-
riant chacun des faisceaux F^.etF/^,, et, par conséquent, leur résul-
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tant F. Or cela n'est pas, car il n'est pas contenu dans le sons-faisceau
distingué G de F.

Nous avons donc prouvé que G/, est le résultant de G/,_-i et de G^.;
on en conclut, par voie de récurrence, que, comme nous l'avions
annoncé d'abord, il est le résulîant de G^, G-^, . . ., G^.

La transformation nouvelle à adjoindre à G/,_.i pour obtenir G/,. sera
donc une transformation de G^; et tout revient à trouver, en général,
une transformation de Gç qui, n'appartienne pas à tous les autres sous-
faisceaux analogues G,\j. Comme, d'après ce qui précède, ceux-ci n'ont
en commun que G, que celui-ci est de degré r, et Gç de degré r-t" i ,
il suffî t , en dé f in i t i ve , de trouver une transformation de G^ qui ne
fasse pas partie de G. C'est ce que nous al lons faire dans le numéro
suivant; et notre conclusion est que si T^ est une telle transformation,
G/, sera le résultant de G et de T^, T^, . .., T^., c'est-à-dire que sa
base sera
( 3 i ) C,i, C^, . . . , ÇA-, Ty^ T^, . . . , T^..

En égalant à zéro les symboles de ces transformations (3i), on obtien-
dra donc le système complet dont 9/^,1 sera une intégrale (distincte
de y , , ©2, . . ., ç/, et des invariants de F).

5. Le crochet de deux fonctions. — Reprenons les notations du n° 1 ;
et supposons, comme au n° 3, que X i , .. ., Xy étant v == 2.? transfor-
mations quelconques de F, on choisisse, pour Xy+i , . . . . X/,, r==n—v
transformations distinguées. Alors toutes les fonctions c^- pour
lesquelles i et k dépassent v sont nulles; et le déterminant des c/^
-restantes (;, k === i , 2, . . ., v) est différent de zéro.

Le faisceau Fç est formé des transformations
n

u=^^,x, _ ! •

pour lesquelles on a U < p = = = ô , c'est-à-dire, puisque X^i , <p, .. ., X,,y
sont nuls par hypothèse, telles que l'on ait

v • .
(82) V <z/,X/,o)==o.
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v=2<.,x,

ne sera une transformation distinguée de Fç que si elle est en involu-
tion avec toutes les transformations U que l'on vient de définir. Ceci
donne la condition nécessaire que l'équation

•>/ v .

(33) ss^^'^^'^0
7c=l À-=l

soit une conséquence de (32); ou que l'on ait
\/

(34) S^'^^'^- ( A = = i , 2; . . . , T/),
Â-==l

p étant une inconnue auxiliaire.
Ceci détermine ^,, . .., ^, au facteur p près, et laisse ^-n, . . . , ^n

arbitraires. On obtient ainsi un faisceau ayant pour base, outre
X^,, . . . , Xn, la transformation qu'on déduit de (34) en supposant
(\^, ===o, . . ., ^/,== o. Celle-ci étant définie à un facteur près, on peut
prendre pour son expression le dé te rminan t bordé suivant, qui corres-
pond à p = i, et que nous appellerons le crochet { y , /[ :

-X,cp
<"i,i ... <"i,v

(35) | c p , / S = = ^
^'V,! . . . <"\i,V

X,/ ... X^
-X,

avec S :

C'est la transformation Ty cherchée. Car le faisceau que nous venons
d'obtenir est de degré 7-+i , comme le sous-faisceau Gç; et comme
d'après le raisonnement qui nous y a conduit il contient G^y il se confond
avec lui. La formule (35) rend, du reste, manifeste le fait que {^^f}
laisse ç invariant. Car •{ 9.1 y } est nul, comme déterminant symétrique
gauche de degré impair (v -h ï = 2^ + i).

Remarquons aussi la propriété de symétrie gauche du crochet

(36) ^ J I - H ^ T i ^ 0 -
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On l'établit en changeant, dans le déterminant de (35), les lignes en
colonnes; puis en remplaçant chaque c^/, par c/,.^, en même temps
qu'on change y en — o et f en — /'. Ces dernières opérations ayant
changé les signes de tous les éléments du déterminant, celui-ci a été
multiplié en définitive par (—- i)^1; c'est-à-dire par (— i), puisque
v == 2.9; comme.. le second membre de (35) est ainsi devenu \f, o !-, la
propriété est établie.

Le crochet i ç, /{• prend une forme très simple, si l'on part d'une
base canonique du faisceau. Soit (16) cette base, et reprenons le
calcul précédent, avec

U =^ ( ̂ A,+ ^B/) - et, V =^ (^A, + ̂ B,.

Les équations (34)? avec c = i, seront ainsi remplacées par l ' identité
en a^ . . ., a,, b^ . . ., b,,

^ {a^—biO!) =^ (^A,9 4- ^;B,o),

d'où l'on conclut a^= — B/^, //,== A/;o; et, par conséquent,

(37) î9 , / ;==^(À,9.B, /~B.9.A. / ) ; , "
/: — i

car on voit bien facilement que o est alors égal à i.
Sous cette forme simple, on vérifie sans peine, en tenant compte

des formules (20), que Fon a, pour le crochet de Jacobi de deux
transformations du type { ç, /}, •i 4^ ,/}? 1^ formule

(38) ( |œ, / ^ i ^ , / ^ ) = i y ^ j Z , (modF).

. Nous allons voir qu'elle s'étend, au cas général du crochet (35), en
vertu de la propriété d'invariance de ce crochet vis-à-vis des change-
ments de base du faisceau. Voici en quoi consiste cette invariance.

Reprenons les notations du début de ce paragraphe. Les équa-
tions (34)> avec p = = i , qui nous ont fourn i îy , /^ équivalent à la

Ànn. Éc. Norm.., (3), XLV. — JUILLET 1928. 27
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condition unique
(39) , , <l.5\ V ' ) ^ U 9 . Z , ( m o d F ) ;

cette congruencc devant avoir lieu, d^près notre calcul, pour toute
transformation U du faisceau X, , . . ., X,/ (ou faisceau H du n° 3).
Mais elle a lieu encore si l'on ajoute àU une transformation distinguée
quelconque C, pourvu qu^on impose à y, comme nous le faisons, la
condition d'être une fonction caractéristique; la condit ion

(U-+-G, V)EEE (IJ(ï?+Gcp).Z (modF)

se rédui t en effet à (SQ)/ à cause de (G, V) ==o et Cy.= o.
Donc la congruence (39) a lieu pour toute transformation U de F;

et d'après ce qu'on a vu, puisqu 'e l le équivaut aux équations de condi-
tion (34) (avec p = i), elle définit V entièrement, si. l'on, veut que V
fasse partie de H. Si 'Fon supprime cette restriction, il faut ajouter.
à V une transformation distinguée quelconque.

On voit donc que le crochet Ï 9 ? / { est a ins i dél îni par une propriété
indépendante du choix de la base; mais i l fau tentendre qu'on peut alors
l u i ajouter une transformation distinguée quelconque du faisceau F.
En d'autres termes, si l'on change la hase de F, on modifiera tout au
plus ; ç?/! par l 'addit ion d 'une transformation d i s t i nguée de F. Telle
est l ' invariance annoncée. Il est visible qu'elle entraîne la conserva-
tion de la formule (38), du moment qu'on suppose que y et ^ sont
des fonct ions caractéristiques.

L'identité de définition (3Q) montre encore que, si l'on change la
.transformation Z en une autre pZ 4- X. du faisceau dérivé F (X étant
une transfortoation quelconque de F), V.se trouve multipliée par p ; de
sotte que 1/identité (38) n'est pas modifiée. ,-

lînfîn, V est, ainsi que le montre la formule (35), covariante du
faisceau F, relativement à tout changement de variables*

6. Relations de crochets entre les éléments ^ d'une intégrale complète
quelconque. — La méthode donnée au n° 4, pour la formation d'une
intégrale complète quelconque, prend, en définitive, la forme précise
suivante : ! , , ^ ! - ! ! ! ' ! ! ! - ' - ' , - • ^ , /

. .Le 'nombre des variables étant m^n+p, (p^i), et le rang du
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dé te rminan t des c .̂ é tant 2.^ on a posé 7?== 2.v4-^'; et r est- le degré
du sous-faisceau, caractéristique G- de F. Les éléments o/- d'une inté-
grale complète sont au nombre de s 4~p. Parmi eux figurent les inva-
r ian ts éventuels de F; soit q leur nombre : il est inférieur à p . On
calcule à part ces invariants, en intégrant le dernier des dérivés
successifs de F : ce dernier dérivé est complet.

On détermine, d'autre part, une base C, , . . ., C/. du sous-faisceau
caractéristique G; et l'on forme l'expression du crochet j y , /';. Cela
fait, les opérations à effectuer sont les suivantes : On calcule un inva-
r i an t ç, du faisceau'complet G; puis un invar ian t ^ du faisceau com-
plet formé par .G-et ! ç,, / { ; puis un invariant çy du. faisceau complet
formé par G-, •} c p , , f\^ \ c p _ , , y [ ; et ainsi de suite. A chaque opération,
il est entendu que le nouvel élément o que l'on calcule ne doit pas
être une fonction des éléments déjà calculés. ••

Quand on arrive ainsi au faisceau complet formé par G, •; y , , / ; ,
S y^ /;, . . ., 9,y/p on en connaît , comme intégrales, les y invar iants
de F et les fonctions c p i , ç.j, . , . 3 9,.. On. en. calcule p — y invariants,
distincts de ceux-là; et l'on a ainsi tous les éléments de l 'intégrale
complète.

Remarquons que le principe de la méthode consiste? au fond, en ce
que la transformation j 9 , / j 'fait partie de tout sous-faisceau complet
fournissant une intégrale complète dont 9 fasse partie. Comme un tel
sous-faisceau complet est de degré .v4- r, il en résulte que, dès qu'on
a calculé c p i , îpa , . . ., y,, les opérations sont arrêtées, par le fait que
i ? . s - 4 - i ? ./'!•? -i ç.v..!-29 ./"i1? • - • • - 1̂  peuvent plus être que des combinaisons
de 1 o,, /i, . . . , ; 9,., f.\ et des transformations distinguées C; y . . . , G/..

Concluons enlu'4 d'après ce qui précède, qu/ine inîégrdie complète
est un ensemble de s 4- p fonctions cy//y/c/(?7^y/7'/7//^y ç^ indépendantes^
salis fciùant aux relaliom de crochets :
(4o) 1 i 9 ^ y / . | = = o (? , À'=:Ï , 2, . . . , s - } ~ p ) .

Je rappelle que, par fonction caractéristique, nous entendons un inva-
riant du sous-faisceau caractéristique G; et j 'ajoute que, d'après ce
qui précède, celles des relations (4o)» pour lesquelles i a les valeurs i,
2, . . . . ,y, et k toutes les valeurs indiquées, ent ra înent les autres
comme conséquences. \' . ' . „ ! '
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H. — Passage d'une intégrale complète à une autre.

7. Réduction du faisceau ù une forme canonique. — La connaissance
d 'une intégrale complète permet de réduire, par un changement de
variables, le faisceau donné F à une forme canonique; sur cette forme
canonique on cherchera ensu i te les autres intégrales complètes. Tel
est l 'objet du présent paragraphe.

Soient donc 9 , 5 92? • - • ? "f^p 1̂  é léments d'une intégrale complète
par t icul ière quelconque; prenons-les comme variables nouvelles, en
conservant d'autre part les variables .r,, .z*.j, . . ., .r,w» p^î" exemple,
cela fai t bien, en tout, 2,v -+- r -\-p = n ••+•]) = m variables.

Le sous-faisceau complet dont ç,, 93, . . . , y,.^ sont des invar iants
fondamentaux est a l o r s - ' 5 ̂ ^ • • • ? —J—; il cont ient les transforma-^.r, ôx^ àx.^r
f i o n s dist inguées, qui sont, par conséquent, de la forme

.?-+-/"
( 41 ) ^^S^'0'^; (^^t^ - " • ' ̂ ;

a=i

et l'on peut , les notations étant convenablement choisies, garder d'autre
part, pour servir de base au sous-faisceau en question, les transfor-
mations
w -^ -^ . - . , ^.àxy àx^ ôxs

Pour compléter la base de F, on pourra prendre des t ransformations
résolues par rapport à s des dérivées —'-9 soit

/;

(43) . ^ = ^ - 4 - y ^ p ^ - „ (/=i,.,...,.).
(}^; ÂaaÀ 'r </ŒI,y+p

,8=1

Pour'la transformation Z du faisceau dérivé, qui figurera dans les
formules de structure (n° 1 ), on pourra prendre une transformation
de la forme

, V 0 3 ^
—— ' ^•'+p

et la résoudre par rapport à l'une des dérivées qui y figurent.; donc
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•prendre, par exemple, la forme

(44) z ^ ^ ^ y . ^ ^
à(D,+^ ^»d l à(ff,^

Dans tout cela, on suppose que ç , , ^p,, . . ., 9,, o,,.., ne soient pas des
invariants de F, ce qui est loisible.

Cela posé, considérons, comme au n° 5,, le dé terminante des fonc-
tions de structure correspondant aux 2s t ransformations de base (4.2)
et (43)- On aura les relations ( ' )

(M'"')^ c.'-.'.. •.-.^
de sorte que le déterminant o se réduit au carré du déterminant fonc-
tionnel ^—l^-^^^ II en résulte que ce déterminant fonct ionnel

( / { ' y \ i «'X'>j;, • • • 5 <3?,s- )

n'est pas n u l , et qu'on peut prendre comme variables nouvelles, à la
place de ,r,, .z\>, . . . » .r,, les fonctions ^/== 0^, ( ? ^ = i , 2 , .. ., s). Les
transformations de base (4^) peuvent ainsi être remplacées par

(45) ^-=^ (/:=,,.<,...,,^

et les transformations (4.3) s'écrivent

(46) ^^+^+Rt ( '=^^...,^
où les R/ ne dépendent que des dérivées - " — , • . . , — /—.

A O'îp,,..-,....̂  O^s+p

Nous écrirons de même
(47) z ^ - ^ ^ R .

^?.s-M

Kemarquons, de plus, que l'on doit avoir les relations dés t ructure
(G/ , (])/:)E=O, qui entraînent Cy^:=":o. Donc, après l ' introduction des

( 1 ) Car le crochet de, deux transformations quelconques de F est une combinaison
des transformations de base de F et de la u'ansfomation Z; c'est ce qu^il faut avoir
présent à l'esprit dans tout ce numéro.
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6/, les dérivées ' ne figureront pas dans- les Cy; et l 'on pourra rem-
placer ceux-ci par les transformations

àf àf àf
(48) 7h~'' 7f^—' ' " 5 àF~''•UJL ^ 4, ] U >.< ,î-+-2 t7iX/ s .4-/'

qui seront ainsi les t ransformations distinguées servant de base au
sous-faisceau caractéristique G. On en conclut que les variables .î*,+i?
j^.j, . . . » x,.^ auront disparu des coefficients des transformations R / ;
car on devra avoir ( -—'-^ ̂  )= o. Ces variables d ispara î t ront de même

\ O^S-r-J /

de Z, puisqu'on a maintenant ( u , <I)^==Z. Ainsi, dès main tenant ,
les variables ^,.+1, . . ., ..r,.̂ /., di^araissent des calculs.

Considérons maintenant les relations de structure relatives aux
crochets (W,, <&/.); elles conduisent aux identi tés

àR, .,, âBi / • — / • /^-=H. ^=o (^Â-;/,^.,.,...,.).

Excluons jusquà nouvel ordre le cas ,y== i; nous conclurons que les
variables 'b ne figurent pas dans les coefficients de R, et que l 'on a

( .49) ,R/=R.^+S.,

les S/ ne dépendant plus que des variables y. On peut donc écrire

(5o) ^=^+^Z4-S, (/==i, ^ ...^}.

Ceci posé, passons aux crochets (<!>/•, <&/,); comme il n'y peut figurer,
d'après la forme des <!>/, que les dérivées —^y ...5 •—/^, ils sont iden-r ; • ' l • , à^,^ ào,.^
t iquement nuls. Or on a

^^^fê-5"^.-5')-^^-8"7-)-^+s-1)-'
et puisque d^ et ^y, ne figurent dans aucun coefficient de Z ni de S,/on
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en conclut, pour toutes les valeurs de i et ky

(^+S^+S^o, • f^^Z^o,
\chi " (h/, '\J \à^i /

II en résulte que le faisceau F est complet; c'est-à-dire que le nombre
des invariants indépendants de F, que nous avions désigné par g ^ est égal
à m — (n 4~ î) ==p — i.

Or, d'après les calculs indiqués au n° 6, nous pouvons supposer que
ces invariants se trouvent parmi les o; et, en d'autres termes, que
^•+-23 • • • ^ ?,y+/) ^nt tous des invariants de F et de F; en d'autres
termes,, R el les B/ sont iden t iquement nuls.

Donc les changements de variables que nous avons faits dans ce
numéro conduiront d'emblée à la forme canonique suivante :

i3" -i-. ̂ î^'v . c-^
(/-=!, 3, .,., Ï î / ^ t , •5, ..., /•),

et la t ransformation Z choisie se réduira à

^) ' ! Z-^;- / . (h^

nous venons seulement de désigner y,y,,i par ©o, pour simplif ier l'écri-
ture . ^ .

(S. Fonctions polaires d'une intégrale complète. — Si nous résumons
les résultats que nous venons d'obtenir, nous voyons d'abord que,
pour .y>i , tout se passe, au fond, comme si le nombre des variables
était v + i, le faisceau F étant de degré pair v == 2.y, et sans transfor-
mations distinguées; puisque nous n'avons plus affaire qu'aux variables
^ et f^. . . • ' '

De plus, les variables cp sont des éléments quelconques, en nombre
.y 4- ï , d'une intégrale complète quelconque^ sous la seule condition
qu'aucun d'eux ne soit un invariant de F, et qu'aucune fonction de ces
invariants ne soit un tel invariant/ ^ , , ,, , - • . ^ , . ' ^

Nous d i rons , que les fonctions ^, qui s'associent aux ç< dans l a 1 , , , ^1^
forme canonique (5i), sont les fonctions polaires des y / ; elles-sont / , j^

1 f 1 . 1 1 ' ! 1 1 1 ! ! •ii^."'i
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définies par l'analyse du numéro précédent, qui donne le moyen de
les calculer, connaissant les o/, dès qu'on a choisi celui des éléments
de Fintéqrale complète qu^on prend pour 90- Nous allons montrer
qu'elles satisfont d'autre part, à des relations de crochets qui les carac-
térisent.

La base ( 5 i ) du faisceau F est une base canonique ( n° 1), car on a
le-s identi tés
C-53) (̂ ;, <^)=Z ( i ^ i , 9., ..., ^),

les autres crochets des "î^, des <!>/; et des C/ étant nu l s ; on voit, de
plus, que les congruences du n° i sont ici des égalités.

En prenant cette base (5r) comme point de départ, le crochet géné-
ral { f\ ^ ' } devient le crochet de Poisson

(...) î/.ri=2(^-^"4
car les $/ peuvent être interprétés comme des dérivations totales par
rapport aux ®< ( ? ' = = = T , 2, .... .s'), les ^/: étant considérés comme les
dérivées partielles ^°- Quoi qu'il en soit de cette interprétation, on a,
avec la notation (54), les formules immédiates :

[(py, cp/]r=o, [9;, 9/,']==0, [4^, d^]^0,

( 55 ) < [ 9,, d^ ] •= o, [ œ^ ^i ] == — i, [ 9^, ^i ] =1 — ̂
„ (l\ ^=1, 2, . . . , .ç; ?^/ f) .

On peut écrire aussi, pour ?-'== i., 2, . . . , .s
À'

( 56 ) [ A,, /] == <Ï>,, [ y,, /] = - IF,, [?„,/]=- ̂  ̂  ̂ 'A. ;

'd'ou
' ^ 1 1 1

( 57) , [.,,/]^^[9,/:|.

Si nous revenons au crochet général \f, g\, construit avec une base
quelconque de F et une transformation quelconque Z du dérivé F,
nous avons, d'après la propriété d'invariance de ce crochet, établie au
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n0 5, l'identité
(58) ' l/^'i-pt/^'] (modG),

le facteur c étant défini par

(59) ' ZEEEO-^ fmodF').
Wo

Les formules (55), (56), (57") donnent donc les suivantes, puisque
les ^ et les ^ sont des invar iants du sous-faisceau caractéristique G,

{ | îpy, cp, ; =o, | 9 ^ 9 ^ |=o, . :4^4^ i==°^
( ̂ o ) / S îpo 4^- 1 = °5 ! ?" '̂ ! ̂  — pî S ?o î '̂ - ! == — p4 '̂

( (/, k -rr ï , ^, . . . , \î; l ̂  A-);

( 61 ) )U;/,/S - p<D,, ; cp,,/; EEE- p¥/, |9o,/j -- p^^-^ (modG);

( 03 ) ; OCM / } = ̂  4'^ ^^ / i t lnod G )•

/̂ '.y formules (60), jointes à l'hypothèse gué les o c^ /^ ^ soient des
im'arianU de G 5 caractérisent le système des o ^/ <:fey ^ comme constitué
parles éléments c p o » ? i î • • • ? ?.»• d^une intégrale complète et leurs/onc-
tions polaires d^ . . ., ^•; étant en tendu qu'il faudra adjoindre aux 9
des invariants indépendants (en nombre maximum) de F.

Si l'on prend, en effet, comme variables les 9, les ^, les invariants en
question / , , y-j , - . ., 7^1, et /• autres variables quelconques ^ i , ..., ^ / ,
les t ransformat ions de G, seront de la forme

r^Y..^p ^ V r 1 7^-z^^.
puisque les Go, les C^, et les G'^ sont nuls. D'autre part toute trans-
formation du type | g^ f\ a pour expression

^ , , àf .̂  . , , àf ^ , , àf
,;^/;=^l^^;^4-^i^^p|^^^^.^j^

a=-:o ' P=1 < 1 T-=i

car les { ^ , y/, ; sont nuls, du fait que \g,f\ est une transformation
Ànn. Éc, Norm,, (3), XLV. — JUILLET 1928. • ^ 28
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de F. On peut encore écrire ceci

(63) i^/J-Si^^i^+i;!^^!^ (modG,.
a=:o ' ,3=i '•"

Et l'on en conclut, sous le bénéfice des relations (60),

; '̂  / j = p<E,., } 9,, / j = - piy,, ( mod G ),
.<

t^.)
©y , / | =S ——— p^ ̂ '̂  ( mod G ) îO,,̂ / ', — — — — — — — — P ^ 4^^/C,

ces équations prouvent bien que les ^/ s'associent aux 9/ pour (lonner
au faisceau F sa forme canonique ( 5ï) . c. Q- v- D.

De ces équations (64 ) résulte, de plus, la formule ( 62 ), dont l'impor-
tance est également fondamentale, car ell'e suffit à définir les ,̂:. Cela
résulte de ce que le sous-faisceau complet, quia les 9, pour invariants,
a pour base (n° 6) les transformations S ç ^ / p i ç a ? / ! ? . • . ? i ? . v ? / l »
C i , C^, . . ., C,.; celles-ci sont donc divergentes, ce qui exclul la pos-
s ib i l i té de deux identités-congruences, distinctes, de la forme ( ,5(S) .

9. Intégration explicite du faisceau canonique. — II est clair que
l'intégration de F, dès que l'on en connaît une intégrale complète
particulière, est, par ce qui précède, ramenée à l'intégration du
faisceau canonique, constitué par les V/ et les <!>/. Avec un changement
de notation, ce sera le faisceau K qui a pour base(65' -^ ^i-"-^ '—,-,...,...

Ce faisceau K est dualistique {i ") de l'équation de Pfaff

.( 65 ) , (f/.z'o— p^ dx^ — pa dx^ — ... —• ps ̂ ',s'=:i o-

On pourrait donc utiliser ici des résultats bien connus. Mais il nous
paraît intéressant de tout déduire de nôtre théorie des faisceaux.

, ('•) M..n"-4, p.,346-347.1 ^ . • : , . , ! • " , , ' 1 1 . ! , , •
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On à d'abord une solution intui l ive en remarquant que le faisceau
(63) résulte-dû prolongement. ('' ') du faisceau

à!, ^L, ..., JV,
(),r^ (}j^ àx^

quand on considère .2-0 comme fonct ion de .ri, . . ., x,, et les p comme.
les dérivées partielles —>" Donc pour avoir une intégrale de (65), à
.y d imens ions , qu i dépende de .v+-i constantes arbitraires, i l suffira de
prolonger une mult ipl ic i té à .y d imensions de l'espace .Tu, x\, . . . , .r,.?
ce t t emul t ip l i c i fcedepend .an tde .y4- i constantes arbitraires ^,,5 ^ i , . . . , ^,.
l)\)ù la so lu t ion

JW
( 66 ) .r,,:=: \V (.r,, . . ., .̂ ,,; ^o, r /1 , . . ., <^.,), p/3-= -,—

(/=:!, ï->, . . ., S),

ou, W est -une fonct ion arbitraire de ses arguments.
Mais i l y a lieu de chercher s'il n'y a pas d'autre solution, et de

ra isonner directement sur le faisceau K, sans invoquer la not ion de
prolongement .

Imaginons donc un sous-faisceau complet K| de .K, de degré .v; i l
est déf in i par .y combina isons indépendantes des X/ et des P/.

i° Supposons d'abord qu'on puisse les résoudre par rapport auxX/,
de sorte que la base du sous-faisceau K, soit de la forme

!' ,s' , 1

( 6 7 ) '^^.S^71^ ( / ' = = i , ' a ^ . . ., ^) .
/-=! 1 . .

D'après les propr ié tés connues des systèmes complets, on pourra alors
résoudre l ' intégrale complète par rapport à .2^, ?,, . .. ,p,; et elle sera
de la forme '•

(68) .:^==W(.x1,, ..., .r,; a,, a^ ...,^) //y==©y(^i, ..., .r,; a^a^ ... ,a,}
1 1 {,/'=-: i , ^ . . ., ^}. ' 1 1 ; . 1 , 1 •; 1 ! ,

( i ) M.. n° 1?), p. 36;.
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Écrivons qu'elle admet les transformations (67); il v iendra
6?W , ^©/ . . .p^^ ^=^ (,/,/=i, .,...,.):

ce qui devra être conséquence des équa t ions (68 ). On t rouve donc,
comme condi t ion nécessaire et suff isante de poss ib i l i té , les fo rmules

„ àW . .
- Q^-^ ! './=i^ t-^

avec la condition que les équations (68) ainsi cons t ru i tes puissent se
résoudre par rapport aux constantes ^o, < i \ , . . ., ^.v C'est donc la solu-
tion (66 ), déjà i n t r o d u i t e .

2° Supposons, en second l ieu , que la base de K| puisse se résoudre
par rapport à a des X/, et pas davantage ( ' ) (o < cr << s ) ; et supposons,
pour simplifier les no ta t ions , que ce soit par rapport à X , , . . ., X<y. On
aura donc, dans K i , s~ a combinaisons, indépendantes , de P i , ..., P,.
Je dis qu'elles doivent être résolubles par rapport à P^-i? • • " ? P.v

Supposons, en effet, le contraire : il y aurai t dans K| au moins une
transformation de la forme [^iP,4- . . * 4- ^o-Po- Mais ceci est impos-
sible, caries crochets avec les t ransformat ions résolues en X , , . . . y X^
seraient a,Z, . . . , [J^Z, t ransformat ions qui ne sera ient pas toutes
iden t i quemen t nulles et qui ne sauraient appar teni r à K|.

La base de K, peut donc être prise, ici, sous la forme

(69)

,y — cr a"

X./,-h ̂  ?l/<•^x(7+a+^ ̂ PP (^ = ̂  t^ ' ' • » ^h\ ̂ "^^ ̂ ^"^^s ̂ '^p
1 a==i f-S=i

G

P(T-4-/-+-^ y/^Pp (^=1? 2) . . ., ^ — Œ ) .

G

,s=.i

On en conclut que l ' intégrale complète pourra se résoudre par
rapport à x ^ y x^^, . . ., x^ p ^ , . . . . p, : nous l'écrivons donc

(70); .ro=Wo, ^•Q.^./=W/, p/,=6/, ( /== i , a, . . ̂ s — a; A ==i , a, ..., o-),

i 1 ) L'hypothèse "s == o donne i'inté^rale conrpiète .ro == ^o, .ri == ûîi, . ..., .r.,.== Y/,..
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les seconds membres de ces équations étant fonctions de j ' i , . . ., <r^,
/ V ^ , , ' . . . , /), et des constantes arbitraires a^, a\, . . ., a,.

Exprimons ma in t enan t qu'elle admet les t ransformat ions (69) ; cela
donne les conditions

'^. ^W, , ()W/ âW^ <W"//
Ph-^ 7 , A^a/^o^ ———' ///,/=: ———, -——— r= 0, -,——— == 07 ^J ' / rÀrA <Ar/< ûpa^i àp^^i

a — i
( pour h —= i, ^, . . ., es" et / :=: ï , 9^ . . ., s -— o\);

et, en outre.,

^00 ^6 , . rU A S ^ — — ^ , ^.3=~)——- ( / / , p = r i , ^ , . ., 0-; ^=l, 9., .. ., <?~o-) .1 ' t Ar/, r àp^+i.

On c o n c l u t que l'on a la so lu t ion générale

w u ()w^ V ^wa
( 7 1 ) ^==\Vo, .2V,/:.r:\\/, />^-^-^y^,, ̂ - .

a •= ï
(A ==ï, •î, . . ., a-; /==i, -^ . . ., •<? —o-) ,

Wo et W^ étant des fonctions de .r,, . . ., .r^ </o, ^ , » . . . , ^v qui sont
arbitraires, sous la seule réserve que ces équations (71) soient
résolubles en </o, a\, . . . , a,.

3° Si l 'on pose, avec Sophus Lie,
,s-—cr

( 72 ) W -= Wo —^P<r-aWa,
a= ï

on peut remplacer les formules (71) par

_ , , ^ rJW ()W àW
(73) ^-W-^7^.<-^^^> ^^- ,̂ 7 , ^- ̂ î

a-=-i
• ( 74 ) ' "W :.-= fonction de /?ç-.,-], . . ., p,^ .^i, . . ., .^Q-, Oo, ^.i, . — •; ^.î,

avec toujours A== ï , 2, . . . , cr; ^= ï , 2, . . ., s - cr. Et l'on constate
que l'on a ainsi une intégrale complète, quel que soit le choix de W.
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Exprimons, en effet, que ce système admet la t ransformation

C ; 5 î . lJ=]S^X/4~^ ^p^

et nous t rouvons les condit ions

• r • V - '• V - ( âw ^ ôl w \^6) l71^ l7^^-!^- .-
/•=i 1 p=i \ • a:=i 1 1 /

^ ^ ^•2 '\.V

• • -2^--ï2^^^^^^^^ -

. ^ ' . ! ^. ^w ^ • ^\v .
( — ) /.^,./ •_= — ^ ÀQ -.—————_—— — ^ 1 ̂ ç,, -.—————.———— , ( / := I,, •2, .. . , .S-••--7),

• / / ' ' ^ ' dp^iàrf, ^< J r a ( ) p ^ i < ) p ^ y . .

^, ^w ^ ^w^} ^-, iÀp ̂ ^ ̂ i^- .9̂ .7̂  ( A = Ï 1 ^ • " • ? c r ) -
.8=1 a=i

Or l'équation (76) devient une i d e n t i t é quand on t i en t compte des
équat ions (77 ) et (78) et des équat ions (^S ). Il ne reste donc que les
équations (77)01(78 ) qui. laissent arbitraires A i . , . . . , Â^et ^4-15 • • • ? jAv
On a donc bien un sous-faisceau de degré s qu i laisse la m u l t i p l i -
cité ( 78 ) invariante.

10. Suite. Calcul des Jonctions polaires. — Nous avons donc dé f in i
l ' intégrale complète la plus générale au moyen des formules (75) ,
qifon peut considérer comme renfermant , pour o-= .y, les formules
normales (66). Ces équ'ations défînissent les fonctions <7o, ^ , 5 .. . 7 u,
des variables - x ^ y x\^ . . ., ̂ ; p i , ..., p^ il nous reste à chercher les
fonctions polaires 6 , , . . ., b, qui leur sont associées. Il n'y a, pour
cela, qu'à appliquer la règle donnée à la fin du n° 8; et, à cet effet,
nous-prendrons les crochets, avec/, des deux membres de l ' i d en t i l é

(79) .2-,,z='W(^, .. ., ,:y<; a^a^ ...,^,j,, 1 .

pour le cas normal ; et, pour le cas général, les crochets des deux
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m e mb re s de 1 ' i d e n t i t é
.< -~ T

( 80 ) ,z'o =: W ( .r,, . . ., j.^ ; p^, .... p, ; a^ r/i, . . ., r/.,) -+-^ /.^4-a-^-t-a-
a=i

qui est une conséquence immédiate des formules (•73'").
L'opération | o, / ' { é t a n t l inéaire et homogène par rapport aux déri-

vées de ç, on peut lui appliquer la rè^'Ie de dérivation des fonctions
composées. Remarquons que le crochet est ici le crochet de Poisson;
et que les formules ( 56 ) donnant , avec les notat ions présentes,

• ( 8 1 ) [ ̂  f ] == - I»/, [ ̂  f ] == X, [ .r,, / ] -- -- ̂  p, P,

Avec l 'identité (79^ nous obtenons donc

"̂  ,, ^ <)'W , ,. , -^ r/W, „ ,-21 1 1 li^^(-îi} -i-i ̂ L (lh •i i'
l=\ /==•! /==()

ce qui , en t enan t compte des formules (66), se rédui t à

^âW, ,,
( b 2 ) L-ôa'^^l^0'

/•=:o

Avec l ' ident i té (80), nous obtenons

^ -n ^àW, ,, , ^ âW ^ .V^r ri-l^-^-l^^^^S^^
/':=) //=:] 7=1 /=-:(.»

,-,•—.0' , ... ,s'—0" . . -,
1^-^a • T^"1 ^

~r- ^. PC 1-7. (-"' 1^-j-y. ) ~1~ ̂ , ^'rr-t-y. •^or-t-a '7

a ••== i a == î

efccelase"rédui tencôreà(82) , dès qu'on tient compte des formules (73).
Comme, d'autre part, d'après le résultat final du n0 <S, les b; sont

définis par l'identité
A' ! ! 1 1

(S3) [a,,/]=^6,l>,,,/'|.
, . 1 • , . / iss.t .

\\ suffit de la comparer à (82) pour conclure que les h, sont ici définis
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par le système des équations •

^, ^+^=0 (<=I , - i , . . . , * • ) ,
<"^ rfff, <^»

que l'on doit, bien entendu, associer avec celles qui définissent a
<;,, ..., a,, c'est-à-dire, suivant les cas, aux formules (66) ou (7^).

11 Tram-formations de contact. - Réunissons les formules obte-
nues En mettant r, à la place de a,, et q, à la place de b,, et changeant
o en s - cr, nous avons les deux systèmes : pour le cas normal,

l .ry^= W(d;i, . • • ; X,, ; J'y, J'n • • • ' J'.')'

(85) L-^ ^+^=0 (/= , , •> „ . . . , .< ) ,
(^"ffe ^•1 ^0

et, pour le cas le plus général,
<!

.V,-^ p^. == W (.1-^1, . . . , .PI ; /'n • • •, 1.^ ; ..'•»' ^'i • • • • ' . '̂-'̂

(8()) ( a=l àW à\V ^W rW _
, •r/•=-^' /^=^^' ^4•yi^o-

(/t==i, a, ..., cr; /==i, a. . . . , .s-- -cr ; /= i, a, ...,.<••).

l ' u n et l'autre de ces systèmes définissentune transformation dea?,,,
^, ..., ^,p,, ..., ^,enyo,y,. ...,y.,îi, ...» ̂  et il résulte de la
manière dont nous sommes arrivés au faisceau K que cette transtor-
mation changera le faisceau en •

^ Q^-, Y.=^+,.^ «-=1, . :>-, . . . , . ) ;
v "•••' ' v r /̂,: ^J i u} ^

c â r y o , y i , . - .,/.,est une intégrale complète, et q^ . . . » ^ en sont les
foncions polaires. En Vautres termes, les transformations en question
laissent le faisceau KL invar ian t .

Réciproquement , si une transformation de .2:0, ^ i ? • • * ? x^ . P i » • * ^ P A
en jo.y,. . . .,y.. î- • • - ̂  l^^se K invariant, c-est-à-dire permet
de mettre sa base sour la forme (87), il est visible que y,, ./„ . . •,y.
sont des invariants indépendants du sous-faisceau complet Qi , . . . , (!•;
de sorte que ce sont les éléments d'une intégrale complète; et la forme
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des Y/ indique que y , , . . ., g, sont les éléments polaires associés à
cette intégrale complète.

Nous avons donc obtenu la forme générale des transformations qui
laissent invariant le faisceau K, et, ce qui revient au même, Inéquation
de Pfaff dualistique

^••0 — ̂  p i dXi -= 0 ;
/ == l

c'est-à-dire des transformations de contactde l'espace «Ty, *z"i, . . . , ^.y"
D'après l'analyse du n° 9, la fonction W des formules (86) peut'etre

supposée linéaire en p,, . . ., p^ • / ^ : • : > ' '
cr f„ ^ 1 ' 1 1

(S6bis) W'^WO—^^WA, ^^^^^^ 1 1

/<==1 "^:::i•i:.^.. ..J-1^1-11'

de sorte que les formules (86) comportent cï-+i relations ponctuelles
(entre .ro, x,, . . ., x, et jo, y^ . . . , y,), à savoir

(86 ter) .x-o:="Wo, ^=:W^ (//. == i, 2, .. . , o"),

tandis que les formules (85) n'en comportent qu'une.
Tout ceci est, bien entendu, conforme à la théorie classique de

Sophus Lié; nous n'avons pas cependant trouvé dans son ouvrage les
formules (86).

De ce que nous avons trouvé au n° 8, sur les relations de crochet
qui caractérisent les intégrales complètes [équations (60)], on
conclut, d'autre part, immédiatement le théorème suivant, fonda-
mental dans la théorie des transformations de contact. Pour que les
équations

J/,==JA(^O; x\. • ' ^ ••^5 P^ • - • •)/^ ^^^(A^n • ••^; } ' i ^ •••^)
(À=:0, ï , », . . ., ^ ; ?=: ï , ^ . . .^)(88)

définissent une ^information de contacta il faut et il su fjlt que les
fonctions y/, et q, salis fassent aux relations de crochets

[ j - ^ y,] „= o, |j-o, r i ] ̂  o, [qi, q/;\= o, [ n, qk\ = o,

(89) < [^/^j^l^pî . [c/^ yo}^?^1

(/, /.•==:ï, 2, .. .^.S1 ; ?'^ À-) . -
^/î/i. ^c. ^<3rw., (3 ) , X.LV. — AOUT 1928. 29
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Il convient de rappeler que ces relations, où p ne doit pas être iden-
tiquement nul^ assurent Findépendance des fonctions y/, et q,. En
etïet, si l'on avait une relation identique

(9°) ^J'o? J'i' - • • ? J's î (./^ - • • ? ^) = °?

elle ne saurait contenir les ^-; car, résolue par rapport à y, 5 par
exemple, elle prendrait la forme

yi=G(jo5j'n " ^ }'^ (!^ ...^/.O,

et, en formant le crochet des deux nombres avec y,, on en conclu-
rait p=o. Donc la relation (90) ne saurait contenir y , , . . ...y,.; et
contiendrait y,, par exemple, puisqu'elle ne peut se réduire, à cause
de la dernière formule (89), à y^ === const. Or si nous supposions que
l'on eût

r ,==H(jo,y^ .. . ,J ' ,) , !

en formant le crochet des deux nombres avec y , , nous conclurions
r ôR 1r^-^J-0;

ce qui est impossible, car ce serait une relation contenant q^ ou bien
cela se réduirait à p == o.

En ce qui concerne le facteur o, il est, d'après (59), défini par la
condition
(91) ^--p^o (modK),

où la première dérivée correspond à Fensemble des variables indé-
pendantes xj,, P{, et la seconde à l'ensemble des variables nou-
velles j/,, q,.

On peut préciser davantage, en utilisant ridentité évidente

J^L-ÈL t^ -.,v,/. ̂ A . v y {)yi -4~v o àyi
àx, - ày, [ àx, 2^^'^) -^Z I - ̂  -^JL <v)ï ̂ ?

\ z=l / ^==1 f==:i

qui donne

(9^) p^^-Vy^..
^Jo ^ àxy
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Pour appliquer ceci aux transformations (85) et (86), il suffit de
différenlier, dans les deux cas, la première des formules par rapport
à œ^ ce qui donne

„ ̂ w àr, . ̂  àW ô j ' j
11 """ à}\, à^Q ~^~ 2»à àj'i à^Q5

d'où, en t e n a n t compte de la dernière des formules (85) et (86),

^ (TW /()y, v,.^nV
I" (h'o \ ^•o Mqi àx, J\ ! / - = i /

On a donc, simplement,

(o3) P^^yY
\à7J

Remarquons enfin que le théorème des fonct ions composées donne
les identités

. / -s' \ •'•' 's

x,=: ̂  i x/Jo-2 qi^iyk j 4-^ ̂ ^o^S ̂ ^'"^^
' 0 \ k~z\ / /:==! /•==!

( ,s- \ .s- ' , s -

p^ ̂  -̂'I; ̂ •^^•^ ) ̂ "S Y^p/y^2 ( ) k ' p ^ k •
0 ^ Â-=l / Â-=l . À - = = l

Or la t ransformation, pour être de contact, doit laisser le faisceau K
invariant, ce qui équivaut à dire que le terme en •y7- doit disparaître

"^0

clans ces formules. On ci donc les conditions
.*>' A'

(9^) ^'/Jo—^^^U^^0? piy^'^^kpty/-=o (^^ 2, ..•^^

ç/a", elles euissif caractérisent les transformations de contact.
On voi t , de plus, que la loi suivant laquelle la transformation de

contact échange les transformations du faisceau est donnée par les
formules suivantes^ où z ' = = i , 2 , . . . , ^ ,

A' ^ •

(95) X,==]^(Y,.XO^Q^X^,), P,=^\y,.P^+Q,.P^).
Â-==l, /c=l

12. Passage d^une intégrale complète à une autre. — On peut inter-
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prêter les résultats précédents, au point de vue de l ' intégration du
faisceau F, de la manière suivante.

Supposons d'abord le cas particulier /*=== o, p-= i ; et par consé-
quent, n=is. Alors, la connaissance d'une intégrale complète u^,
u^ . . . , ?/,, d'où l'on dédu i t les fondions polaires ^ , , . . ., ^,, ramène
F à la forme K ; il suffit pour cela de faire un changement de
variables en prenant les variables ii^, ii^ . . . , u,; ^ , , . . . , .̂ à la
place des 2,s-+ i variables initiales. Il reste alors à intégrer K; et une
intégrale complète quelconque est donnée, à partir de ?/o, ? / i , . . . ? ^s;
^ i , . . . . , ^,, par les formules d'une transformation de contact quelconque
de l'espace UQ, u\, . . . , //,s.

Par conséquent, si l 'on convient d 'étendre la s ign i f i ca t ion du moi
intégrale complète^ en y comprenant non seulement les é léments pro-
prement di ts de l'intégrale complète (tels que u^ u^ . . . , ?/,.), mais
aussi les éléments polaires associés (tels que ^ , , . . ., <\.), on pourra
dire que le passage d'une intégrale complète à ime autre se fait par une
ïransforniation. de contact.

D'après les appl icat ions du n° 8, ceci est encore vrai si r n'est pas
nul et si p est supérieur à i. Il faut seu lement entendre que la trans-
formation de contact en question pourra dépendre d'une manière
quelconque de s?—i invariants de F, qu i y interviendront comme
autant de paramètres-constants arbitraires. De plus, ces invariants
devront être adjoints aux éléments d'intégrale complète fournis par
la transformation de contact, de même qu'ils se trouvaient adjoints
aux éléments de l ' intégrale complète u ^ y u^ . . ., u^., supposée calculée
d^abord.

Le résultat est seulement en défaut, pour s === i, et p ^> i, lorsque F
a moins dep — i invariants distincts, c'est-à-dire lorsque son dérivé 1̂
n'est pas complet. Il nous reste donc à étudier ce cas, ce qui fera
l'objet du paragraphe suivant. Rappelons que lorsque s est supérieur
a i , ¥ ' est toujours complet ainsi que nous l'avons contaté au n° 7.

III. — Étude du cas exceptionnel.

13. Cas ou le second dériçé est de degré n + 2. — D'après l'analyse
du n0 7y nous n'avons obtenu, pour F, dans le cas ,y=== î , que la forme,
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que nous appellerons semi-canonique,

, ., .- àf àf ^ ^ àf ^ àf .(C)b) X^-.-^-^ X,=^ Z;=^ <;=i ,^ . . . , r ) .

Les Zy é tant les t ransformations distinguées, Y est de la forme

w '-i^'
a -: i

les Tja ne dépendant pas des ^-, mais pouvant dépendre de toutes les
autres variables, y compris les invariants éventuels de F, t\, ̂ , . .. 5 ^j.

Le degré de 'F est n== 2s -+- r~==- 2 -+-^ et le nombre total des.
variables est m == n 4- i -(- ^ 4- y, de sorte que / == ( p — i) — y. Le cas
où Z=== o (</ ==p — i) rentre, comme nous l'avons dit au n° i'ï, dans le

/cas général; car Y disparaît alors. Nous allons voir, que dans le
cas />o, on peut aussi avoir une forme canonique, sous certaines
hypothèses îeiatives aux dérivés successifs de F.

Le dérivé ¥ se déduit de (96) par l'adjonction de la transforma-
tion (X , , X), c'est-à-dire

j^ÈL^^L, f^l^y^^ '
J <J.:z;o ^z'i? \ (h1^ M à^i (tyy.w

Donc les transformations Z/ sont encore distinguées pour F7.
Pour passer au dérivé suivant F", il faut adjoindre (X, Z) et (X,, Z).

Donc F" est de degré n -h 2, ou n + 3. Nous allons examiner le cas où
il, est de degré n+ 2. •

Le dérivé F' a alors, comme F, pour dérivé un faisceau de degré
supérieur au sien d 'une unité. On peut donc appliquer les résultats de
notre 'étude. Posons n!==?^•+-ï, et soit r ' le degré du sous-faiâceau
caractéristique de F'. On a, d'après la remarque faite tout à
l'heure, ^r. Donc ri - r^n — r+ 2, c'est-à-dire n ' - r ' ^ ' ï . Or
„/»-. ^doi t être pair, et il n'est pas nul, puisque F7 n'est pas complet.
Donc n' — ^== 2; c'est-à-dire que la valeur de s est encore i pour F7.
De plus, ¥ ne peut avoir d'autres invariants que ^, .. ., tq^ de sorte
que la valeur de l, pour F, devient I1 = l - ï. En définitive, la forme
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• semi-canonique de F est

w^-',^, ̂ . %• •'. (/-,'-.••.,->,
avec

/~i

(100) ^S^-

p=l

La transformation <-^ est la nouvelle transformation distinguée de P
(autre que les Z/); donc les r^ ne dépendent ni des s? n i de z.

Ceci posé, considérons F comme un sous-faisceau de F'; il. sera
défini par les Z/, qu'il contient par hypothèse, et par deux autres
transformations de base, de la forme XX^/^X', + p . " . Ces deux
transformations sont indépendantes, relativement à X7 et X\.; ou bien
-— appartient à F.

Dans la première hypothèse, les deux transformations de base en
question pourront être prises sous la forme

Y / , ^ y/ ,.. àf
A. -4- A —— ? A , 4- AI •— *

ô-z ' ()z

Mais le crochet de deux telles transformations, contenant ' et non - 1 7
^.Z'(, ' ÔX'

ne peut appartenir à F'. L'hypothèse est donc à rejeter, puisque le
crochet de deux transformations quelconques de F doit appartenir à
son dérivé F^

Donc F contient -i? et sa base peut être prise sous la forme

.(ioï) ! X^X^ÇX,, ^, 7^ ..., Z,.

11 est, de plus, impossible que ^ soit indépendant de s; sans quoi ce
faisceau (loi) serait complet. Donc on peut prendre C pour nouvelle
variable à la place de ^; et, en changeant les notations, on arrive à la
forme semi-canonique, plus précise q u e (96),

<•^x^+<—^. .̂ •'. o-,,»,...,.),
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où Y ne fait intervenir que l — i variables ja? ^n ̂ len ̂  ^
l-i

,. ^ ôf ' •
(103) ^Z^^;'rJa^B

II résulte, de plus, de la 'manière dont nous venons d'arriver à ce
résultat, que les r^ ne dépendent ni des ^5 ni de ^2.

14. Généralisation. — Ce résultat jeut se généraliser de proche en
proche. Nous allons supposer que les degrés de F, F", . . . ̂ i / i } soient,
respectivement, 71 + î , n + 2. . . . , n + /., et nous allons montrer que,
dans ce cas/on peut prendre, comme forme semi-canonique de F,

^^^^.^+...+^^+Y;X ̂  ^ + se —— + '̂2 T- + . • . 4- 'rk—— 4- •^1 -T—— -t- ^^ -)—— -T~ . . . -T- •<7. -x
.̂r 1 ÔXQ - ̂ i ^Â:-!

^; Z, (y=x^,
^r^

/ -.,- /• -4- 1

àf

(io4)
^ X/. (y==i,a, ...,r)
).y/;

avec ;-/;-n
,- Y àf

(io5) ^=2^^^'

les Y-ia ne dépendant ni des zj, ni de a-a, a;..,, . . ., a"/;.
Ce théorème étant supposé vrai pour k = t, 2, . . ., A, il suffit de

prouver qu'il est vrai pour À - = = A + î . A cet effet, nous l 'appliquons
alors à F', qui sera donc, avec une transformation distinguée de plus

(so,4{),

^ .v ,̂,̂ ..,̂ ,̂ ,̂ ,̂ Z,,

avec ^_,.
• v-, ^ . àf

(•"7) '-JL7'^'
a = î.

Pour en déduire F, il suffît d'associer aux Zy deux transformations
de la forme , „ • , , .

^sh-^
et l'on verra, comme plus haut, qu'on en peut déduire une coœbi-
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l -f
naison qui ne cont ienne que ^- Ces deux transformations étant ainsi

X^ °L à!
Aj4 àzî

on conslatera, en raisonnant encore comme au n° 13, que ^ p e u t être
pris comme variable à la place de z ' , et il ne restera plus qu'à faire un
changement de notations pour obtenir le résultat annoncé.

La réciproque du théorème est vraie; car ¥ étant de la forme (io4),
on en déduit F7 en adjoignant le crochet (4~^ X ) , c^est-à-dire , 7 'v D V^/: / ^/-,
Oh a donc pour F la forme

àf , . àf àf àf ôf . àf ûf
^+<'•1.^4-<•"-!-tz/- l^^;+ïî ^^î ^? ̂  • " 9 7h:

Comme Y ne dépend pas de x,^ et de x/,y on passe de môme à F" par
l 'addition de •/ ; et ainsi de suite, jusqu'à F^-^ qui est

<->^^ €• x- -'^ •^ • • • • ^
Enfin F17'' se déduit de (108) par l'adjonction de àf + ( n '

CfûCQ (/OC' .^

Remarquons, d'autre part, que tous les dérivés successifs ont,
comme F, g invariants , et que, par suite, leur degré ne peut pas
dépasser la l imi te

m — q =r n -+- p — f/ == // 4- / --j- î

et doit l'atteindre. Si donc on arrive à À - = = Z + I , F^ étant de
degré /r+ k sera complet, et, du reste, d'après (ïo5), Y disparaîtra
de la formule (io4); et si l'on arrive à k = (^ F^ étant de degré n -+" k,
c'est-à-dire n-+-ly T^^ devra être de degré n-+-l-}-i, c'est-à-dire
n + k +1, et sera co mpiet.

Donc, ûîi bien la réduction peut se continuer jusqu à 7c====/+i===p — q
et donne la forme canonique

'-'̂ -.^-.^•-.-^ ̂  ̂  -. ̂
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ou bien la réduction s'arrête avant que Z* ait atteint la valeur l^ et Fon a
la forme semi-canonique (104)5 les variables y a étant aîi moins au
nombre clé deux.

Dans le premier cas, les degrés des dérivés successifs vont en
'croissant d'une u n i t é jusqu'au dernier F^"-"'11 ; dans le second cas, les
degrés des dérivés successifs vont en croissant d 'une un i t é jusqu'à F'7'11

compris (/• <^ l)y et F'7 '"11 est. de degré n 4- /"-4- 2, c'est-à-dire .que son
degré est supérieur de deux unités à celui de F'7".

Quant à la manière d'effectuer la réduct ion, on ramènera d'a'bord
p/.-i) ^ i^ fonne (108), ce qu i ' s e fa i t par l'intégration d'un système
complet (voir n° 7). On passe ensui te de F^1"'^ à F^"2^ et ainsi <te1'
suite, par la méthode exposée dans la démonstration du théorème
actuel (direct); ceci n'exige plus que des changements de variables
successifs, sans intégration nouvelle»

15. Sur f'inté^'raUon des faisceaux considérés. — En ce qui concerne
l ' intégration du faisceau F donné, e l l e est ramenée à celle des faisceaux
types de la forme (io4) ou. (109). Or ceux-ci se présentent comme
résul tant de prolongements successifs ( i ) , dans le premier cas, du
faisceau

, àf àf àf àf àf
11: o) .V -==. —- + TI , ——- -+-. . . 4- m —— 4- .z'i -f- 9 —— ;' ().T ày\ m'/i àx^ az',

et, dans le second cas, du faisceau

. , . àf àf
( 1 I 1 ) , ~à^ 7)x9

Dans les deux cas, le prolongement se fait en considérant XQ comme
une fonct ion de .2', d o n t les dérivées successives sont,z'i , .z's» * . . •

Dans le second cas [ forme (109)], on a donc immédia tement la
solution explicite, avec /+ 2 constantes arbitraires,

( • . ^^='W(.T-, a^ a^ .... ^/..MÎ, • •
(i^) 5 àW • ' ^•W . ^Wi y —^ — . y <»:==:—-——5 • • - 5 ;x.7..(.i=== --———•

[ ' ÔX 1 " ()^ , , , à.r/^

(i) M., n9 4?), p. 367.
Ànn, Éc. Norm^ (3), XLV. •— AOUT 1928. " 3o
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Il est sous-entendu que les invariants î^ . . . , îcp qui doivent être ,
égalés à des constantes, peuvent figurer dans W d 'une manière quel-
conque.

Indépendamment de la théorie du prolongement, on voit, du reste,
que les sous-faisceaux complets à considérer s'obtiennent en adjoi-
gnant aux-^ une transformation de la forme X + c o — — ? (coétant& àz.j ^a•l-+•ï
arbitraire); et que tout revient a trouver les invariants de celle-ci. Or
cela équivaut à intégrer le système

_ dx^ _ dx^ _ _ dxi _ _____d.ri^_____ '
(. JL — -^- -^ - — . . . — ^^ — ^ ̂  ^^ ;r,,. . ., a'/.^i ) ?

c^est-à-dire à intégrer une équation différentielle, arbitraire,
d^x, ( dx^ d^x^\
-dx^ == " ̂  ̂  Tfx' ' "? 7^)s

d'où les formules (112).
Dans le premier cas [forme (io4)j, on est conduit de même à inté-

grer un système de la forme (Jz •== l — k + i)

(,,^ dx-.dx^=——————d^——————=..^______^______
• ' ' ^i ^i(^'> -^Oî -^l; J'i? • • • ? }'h) 'f\h{^, •^0, ^J..)'D • ' ^ } ' / t )

_ dsc^ _ dy^ __ _dx ]^ _ ________dûCk______^^
~ ~c^.r.. ~* " . r / , "~~ œ(,2?, ;ro, .... ^/,, ;)',, . . ., )'/,)

où la fonction co est arbitraire.
Considérons d'abord le système partiel, qui en résulte,

("4) c^=rlt(f'^oî S57'5 • • • 5 < : ) / 7 / ) ( ^ = = 1 , ^ , ..., A) .

11 définit les j, comme des fonctionnelles de x et x^; et, par suite,
co comme une fonctionnelle de x et <z*o» de sorte qu'on a, pour XQ une
équation fonctionnelle

d^x, _ ~ r/ ^zo ^^o\1
„ . '^^^^lA^ lz lo1^ î '"' î '3^F/J> 1 , .

Si donc, laissant de côté la détermination de toutes les intégrales
complètes, on se propose seulement de chercher toutes leurs muiti"
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plicités intégrales à r-hj dimensions^ il sera loisible de se borner au
système (n4)? en y considérant ^o comme une fonction arbitraire
de .r.

Telle est, dans ce cas, la réduction d'intégration à laquelle on
arrive. Elle équivaut à considérer que l'on est ramené à intégrer le
faisceau (no), à / /+3 variables, dont le second dérivé est, par
hypothèse, de degré 5.

Revenons au cas de la forme canonique (109), en nous plaçant,
comme nous venons de le faire pour le cas général, au point de vue
des multiplicités intégrales à r+ i dimensions. Soient ^, E^, . . . . ^
Cm === n -4-p, n = r •+- 2, p == q + l+ î ) les variables initiales ; le
changement de variables qui a conduit à la forme canonique donne
l'expression de ces S/- en fonction de ,r, x^ x^ . . ., .z1^-, ; t^ . . ., ^;
^ i , . . . ; ;?/.; et la multiplicité générale cherchée s'obtient en rempla-
çant dans ces formules .z'-o par une fonction arbitraire de oc el ^,1,
x^, ...,;r^, par lesdérivées successives de cette fonction; enfin ^, ...,^
par des constantes arbitraires. Nous pouvons exprimer ce fait en
disant que le faisceau F a une intégrale générale explicite.

Réciproquement, tout faisceau qui a, au sens qui vient d'être expli-
qué, une intégrale générale explicite de la forme précédente a des dérivés
successifs de degrés n + î , n "4- 2, n + 3, . .., si lui-même est de degré n.

Soient, en effet, F ce faisceau, E i ^ £2, . . . , ^ les -variables qui y
figurent , et
(n5) ^==^(.^, .y^ .•y,, .....:z^; / , , . . . , ^ ; -Si, ,'. . , z,.) ( 7===i , 2, . . . , / ? / , )

les formules qui définissent l'intégrale générale quand on y fait
^=^(.r), , ^:=4/(.r), ..., ^,^=^^"(^),

' ; ( f.^=a^ .. ., f.,rf=a^

' ^ ( x ) étant une fonction arbitraire. Les fonctions ̂  sont des fonctions
indépendantes, relativement aux arguments qui y figurent; puisqu'il
ne peut exister aucune relation entre les ^- seuls.

Cela étant, si m=== Z+3-+-ç r+r, on peut considérer les équa-
tions (u5) comme définissant un changement de variables, qui fera
passer du faisceau F à un faisceau <I>, pour lequel les formules (î 16)
donneront la solution générale. Ce faisceau <& sera, d'après cela,
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dualistique du système de Pfaff
^•o — .r; r/.r •==. o, .̂y, — .,y^ r/.r ==: o, . . . , </<r/ — j-/^, </.y == o,

^//,== o, . . . , /7/^== o,

et ne sera autre que le faisceau (109). Donc F aura pour forme cano-
n ique (109), et possède, par conséquent, la propriété énoncée.

Examinons main tenan t le cas où /// est in fé r ieur au nombre des
arguments des fonctions ( ï i 5 ) . Nous leur ad jo indrons des formules
arbitraires, de la même forme,
( 1 : 1 7 ) Yî/==^/(.2\ .ro, .r,, ...,.r/+,; /,, . . . , /,/; ,c,, . . . , , 3 / . ) ( j ' - z = ï , ^...^),

de manière que m + ^ =/-(-• 3 4- q -}--r; et nous aurons a ins i , de
nouveau, un changement de variables. Si on l ' app l ique au faisceau
(ioy), dont l ' intégrale générale est (116), on obt iendra un faisceau U
dont les transformations de base seront de la forme

^l//^:^-!-^,

X/, é t an t une transformation du faisceau donné F, et^)/, ayant là forme
ij-

^^Zi ̂ /(^n . . . î^ ; Y î î , . . . , Y î a ) 4 ' - '
•^ " ' ()rï!

D'après le ra isonnement fait tout à l 'heure, ce faisceau U possédera
les propriétés de l'énoncé. Or on a

1J' ' . .(^ ^^(.f^, ^/-)+y .H^ / . i / a i ^ )^ - ,
•̂rf ( j -^ ,

y = l

car - l e s X ne dépendent pas des T,. On en conc lu t que la base du
dérivé IT de U sera formée, comme celle de U, de t ransformations du
type a;+^(, où X ne dépend pas des r^. Les formules de structure
de U étant de la forme

(Ol/,, ^l/.)==c/^-5 „ ( m o d ' U ) ,

avec V = 3: + ^), on aura donc pour Fies formules de structure

(^,^/.)==^^ (modF) . !

Ce raisonnement, où il n'est pas supposé que les transformations S:},
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soient nécessa i rement divergentes ; , su f f i t à prouver que le degré de
F7 est supérieur d'une un i t é , au plus, au. degré de F. Et comme on
peut ensuite raisonner sur F7 et U7 comme on Fa fait pour F et U,
la proposition énoncée se trouve entièrement établie ( ' ) .

IV. -— Systèmes automorphes relatifs au groupe général
•des transformations de contact.

16. Equations de définition des transformations infinitésimales du
groupe général des transforfnations de contact. — On a vu au n0 12
que, des que l'on prend comme inconnues, pour l 'intégra lion d'un
faisceau F de Pespèèe considérée dans ce mémoire, le système des
fonct ions u^ u^ . . . , u,; i ' , , . . .., ^,, const i tué par les éléments
variables des intégrales complètes, u^ u^ . . ., u, (les autres étant les
invariants de F), et par les fonctions polaires t 1 , , . . ., ^.respectivement
associées à / / i , . . . 5 u^ la solution la plus générale se déduit d'une
solut ion particulière quelconque, en y eiïectuant, sur les fonct ions //
et < ' ; la transformation de cont-act générale de l'espace iio, u^ . . ., 11,.

Ces 2.y+ i inconnues u et r se t rouvent donc, en fait, satisfaire à un
système automorphe (2), dont le groupe associé est le groupe général
des transformations de contact de l'espace à .?+1 dimensions.

11 sera intéressant de mettre ce fai t en évidence, en comparant la
forme canonique dont un tel système automorphe est susceptible avec
les équations obtenues précédemment pour la détermination de ces
fonct ions . Il est nécessaire pour cela de trouver d'abord la forme

(r) Je rappelle que le théorème, dans le cas où l'on ii^ntroduit pas les 'variables ?i, ...i
^/; ^ l î • • • i •^/•i a été donné (avec un énoncé différent, en tant qu'il fait intervenir un
système de FfatT) par M. Cartan {Bulletin de la Société mathématique de France,
t. .id, 1914 , p.. ï4- ï5) .

( 2 ) Voir mon mémoire des Acia mathematica, t. ^8, 1904, p. 3 il. Remarquons
que Poil pourrait rattacher la propriété en question au fait que le faisceau F admet
un groupe de transformations, isomorphe au groupe général des transformations, de
contact; mais nous laisserons ici ce point de vue de côté. Remarquons aussi que, pour
.<? = i, la propriété en question n'est exacte, sous la forme énoncée, que dans le cas où
le dérivé F' de F est complet. ( 'Vol/' la fin du n0 Î 2 et le paragraphe î ï ï du présent
niémoire.)
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canonique des équations de définition du groupe G. Bien qu'il s^agisse
des équations de définit ion des transformations f inies du groupe, il
sera bon d'examiner d'abord ce qui se passe par les équations de défi-
nition des transformations infinitésimales.

Je reprends donc le faisceau (65), à savoir :

(,,8) ,v ,̂ x^^^ (,=„,.-...,.„,

et je cherche les transformations in f in i t é s ima les qui le laissent inva-
riant . Soit

r, . v àf v . fif - àf(,̂  z^^^^-^c/^+Â^,

une tel le transformation. Les relations de crochets
(Z/, P/J) E= o, ! (Z/, X//) ̂  o (modl^ X,)

donnent immédiatement
d/. rû

( i20) . Q 4- -r- =- o, zn; — -,— = c» ( / ==: i, :2, . . ., s ) .
Opi CiJ'i

Ce sont les formules de Lie, bien connues : le coefficient de —àx^
dans Z/étant, d'autre part,

//;,
( 1 3 1 ) 'i^L~^^î.)•'u'

i = l.

Les inconnues sont : À, les E, et les t^>/; et les équat ions (120) sont
^s équations du premier ordre. On en dédui t , par difïerentiation,
s^is — i) équations nouvelles du premier ordre :

( ̂  (^ ̂  ^i ^h ^Ïi à^f, ,. -1 ^j^^^""05 , ^rTi^^ ^^p]=° (^^=^^—^-
• 1 ' d^ ^f—^. ( •—

dx,^ api àx^ '' ' 7 "̂  ' • * ? ' ^.

Le système (120), (122) se compose de s(^s+ i) équations du pre-
mier ordre. Nous allons vérifier qu^I est complètement mtégrable ( l) .

(1) Pour la méthode suivie, voir M. JANET; Journal de M-athématiques pures et
appliquées, 8e série, t. III, 1920, p. in .
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Je résous d'abord de la manière suivante :

( a ) ! ^ =-^ (r=:a, 3, . . ., s : /.<i),
àpk àp,
àïSi 6?À dit

^ 7sp=^--dS, (.'=^-..^

(//) ^——————^ (/=!,., ...,-.;/-^0,
• ' api,- dxi

(IvSi dvsi,- • ' . ., j , .»
(^ ^=^ , .= . ,o , . . . . . ; / .< . ) .

(..) ^=-.. (.=,,....„<).

<•//. , ,
(C') /7ï-=OT/l• (/••=!, 2. • - . , S ) .

(./.Z-/^

Pour les équat ions (é") et (c'), il faut entendre qu'elles sont consi-
i t àv5i , à'kdérées comme résolues par rapport aux j^ et ^j-"

On vérifie sans peine qu'on obtiendra dans les premiers membres,
par différentiations successives, toutes les dérivées de ces premiers
membres, et chacune une fois seulement, en différentiant de toutes
les manières (différentes) :

i° Les (a) par rapport à ^o, <r , , . . . , ^rn et aux?/ pour lesquels on
a T ^/'^t ou ^,/î

2° Les (6) par rapport à toutes les variables;
3° Les (&Q par rapport à x,, x,, . . ., x, et auxj^par lesquels on

a ï ^ j ^ k avec./7^= i;
4° Les (///) par rapport aux xj pour lesquels on a o^j^k ou i^j;
5° Les {c) par rapport à x^ x,, . . ., x, et auxpy pour lesquels on

a ïl/^î
6° Les (c7 ) par rapport aux .r/ pour lesquels on a o ̂ j S ̂ .

La forme donnée aux systèmes est donc complète, et il reste à
prouver que si l'on différentie une fois seulement, de toutes les
manières possibles, on ^obtiendra pas d'équations qui ne soient des
conséquences des équations (E) obtenues par les différentiations
ci-dessus précisées.
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La vérification est inut i le pour les équations (c) et (c') dont les con-
di t ions d' intégrabili té s'expriment par les équat ions ( b ) et (&' ) .

Pour les équations ( a ' ) y nous avons les équations (E)

(,/^ ^< / ou Â'< /^/)^àpk àp/ api àp;

et l'on a aussi en différent iant dans l'ordre inverse, sij =/= / i ,

' -̂ L,= !̂!_ r /<o .
^ P / ô p k àpiàpk

On a donc les deux formules si/<^Z'<^'; et en égalant, il vient

JL(^ „ ̂ ^o-àp\àp} àp],) — o î

ce qui est une équat ion (E), puisqu^on a /<^ vi* et À'<^ z.
La même vérif icat ion vaut pour les (// /), relativement aux difïeren-

tiat ions faites par rapport aux Xj.
Les (6) donnent, comme équations (E), d^abord

d àr^i d ai. d di, _ à (th d d'^
di^i^ api ' " dx^ ~à^^ d^k dxi àx^ dx], dx, dxk

ou
( l 2 3 )

d àr^t à^/, d di,,
d.rk ôpi ~ àxQ dxi dj'i,

On a, d 'autre part, si i ^ ' k <^ i,

à dr^i __ () djSk _ à^k d àrrîk
api dxk api dxi àxQ dx, ~àp',

OU

( 1 2 4 )
jJ_ d^5i _ à^k d d^.
api dx/^ àx^ dxi dxkî

car,/*: élant <<r*, on peut util isera) et appliquer lad i f ïe rent ia t ion —-
On voit que les expressions (-123) et (124) sont identiques.

Les (è) donnent encore, comme équations (E), pour/^ ^
1 1 1 1 1 ' ! ' ; ' ()ï^i — f)ïl ' 1 / à •d^ 1 1 ! ! 1 ^ 1 1 ! • : 1 1 1

^PI^P/ "~" ùx^ôp} àp, ̂ î
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donc
à^r^i _ àt/ d à^i

o dxi api
(125)

api àpj àx^ dxi api

On a, d'autre part, par les (è7)^
^"ïï7t _ à dij _ àij d ai/

àpf api api dx, 6 ,̂0 r/^ ^p,
(126)

L'identité des seconds membres de (i25) et (126) résulte de ,(^).
Les C^) donnent d'abord, comme équation (E),

d à-GSi d d^k d ^ik( 1 2 7 ) dxj àpk dx'j dxi dxi dx^

et l'on a^ d'autre part, par (//'), poui\/<^ (puisque i ^ - k ) ,
à d^i _ à d-îss, _ d àm/

àpk dx/ f)pk dj'i f/.z'/ ^p/,(128 )

Or il suffit de tenir compte de (/Y), si j -^ A-, pour constater l ' iden-
t i t é des seconds membres de (127) e t ( î 2 8 ) .

Dans le cas,/ = A-, le second membre de (128) se calcule au moyen
de (6), et devient , à cause de (c'),

d à\ d d^ _ àv5i d ci'u
dx, dscQ dxi dxk àx^ dxi àxk

Ceci est égal au second membre de (127) (puisque j== k), augmenté
de ̂ ; mais la même relation a lieu alors entre les premiers membres

OXi^
de (127) et (128). La vérification se fait donc encore.

Les (6') donnent ensuite, pour î ^ J ' ^ k ^ J ^ h les équations (E) :
à^j __ à dj^_ ___ d au, ^

v 29 / àpk àpj ~ ~ ~àp; 'dx'i '~~ dx, ô p j 3

et ils donnent, en outre,
^^-^-A^^-^-A-^.

' / à p j ô p k àpk dx, d x , à p k

L'identité des seconds membres de (129) et (i3o) résulte des équa-
tions (E) déduites de (a).

La vérification des conditions d'intégrabilité est ainsi terminée.
Ann. Éc. ^orm., (3), XLV. — AOUT 1928. 3î
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17. Equations de déjimtion du groupe générai des îrans /o/maêions
de contact (freins formations finies^. — Les transformations de contact.
( f in ies ) sont caractérisées par les relations de crochets (89') du n° 11.
Mais ces relations ne constitu-ent pas un système complè tement
intégrable.

En effet, si. elles constituaient, un système complètement intégrable,
on devrait, en exprimant que la transformation in f in i t é s ima le

7^^-^àf ^., ()./•
^^^Z-'^

/-=0

laisse le système (89) invariant (quand on l 'applique aux variables
indépendantes), trouver toutes les équations de définit ion du premier
ordre des transformations infinitésimales de contact.

Or, il n'en est rien. Pour le voir, il suffit de remarquer que ces
- équat ions ont été déduites de la propriété d'invariance du crochet

O32) ' [f^-].^p[f^-]y^ .

appl iquée aux fonctions particulières y, e t < y / ; e tque, réciproquement,
elles entraînent cette identité (iSa), en vertu de la formule qui donne
le crochet de deux fonctions /, g- de 2s+i variables quelconques
^o j, . .. ^2,,, à savoir

f î -m ' r /• r.i —V ^(.A ^') r i{ î t y 6 ) 1-.A ^ k//-~.7.i ..r:——\ L^a, ^^ ]..-,/,."•—' v\--y.-) -^p;
(a, P) 1

On en conclut que, au lieu d'exprimer l 'invariance par Z/ du /

système (89), il revient au même d'exprimer celle de l 'identité géné-
rale (i32). Ceci se fait en écrivant que

z([/^•k.)=Zp.[/^•],^

est conséquence de (i3'2), c'est-à-dire que l'on a

W Z([/^],,,)==^.[/^]^,

Nous poserons, pour abréger^
• (i35): ^ 1 1 Zp^^.p,
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et F i d e n t i l é ( ' ï34 ) deviendra

O36) ^([/^•".^)-^.L/^'J.^.

Pour Pexpliciter, il fa ut prolonger Zf\ en considérant/et y comme
des fonctions non transformées. On a, par conséquent.,

Y / / • r/ / V ^t 7 V ^1' î \:.= /. d r=-. /, ( T -—- c ( p j 4- 7 —— c/,r, \ 'J \ Â^ f)pi l ^ ().v/ ' ] '

pf^L} -_^V^ ̂ ^V^l ^/ r / / - , . , >
' \ ;̂̂  ) ~~ ^ api àp, ^ ùx; api, k ' ~ ' '; • • • ? " ; '

/=0

7 / <;/' ^ - ^ /̂ ^ro^ V ^/' ^/ /• /\o^iJ ^~~2^^ ^~2^^r; ̂  ' ( A : . - 0 , 1 , ^ . . . , . s - ) .c?/̂ : <)xi,
i-\ /=o

r^/ <?.z','̂

dSi, l 'on in t rodui t les dillerentiations totales —> et si l'on pose comme
C/J-/, i

au n0 16 f é q u . ( " i .2 i ' ) |

(137) ^^"^J.^^

on peut remplacer ces formules par les suivantes :

(i38) Z àf- ôf ômi df ()^ àf ( ^r (^} —._'V ^L 6W! —.V r.7- ^_-^f-rl- ? - . \
J V^/ —< ^/ '̂ ^^ ^ ̂ r/: ^^ '̂o V^P^ c/7 î

c3»' ^ê:

y .̂ ^/, ^ ̂ r/:
.-!• A'

^ 6(/ rfo< ^ ^/' <:Z -̂ àf ( d7.
Â^ ()pi dx/t ^ dxj dxh à^Q \dx/i
i --==1 ; = 1

•— Tïï/t

(,r^ 7 ( àj^ ==-V ^/ ^^-V-^l ^L^- ^/' à\
' l07 ' \ ^ ,̂J ^ ()pi àa'n ^ ̂ / ()^n àx^ ôyaapi ()XQ ^ dx-i àx/'—:î dxi ô.v^ ()XQ ôy^

L'identité ( ï36) s'écrit, d'autre part,

.y

'̂ c^
/t=l

T^ÉL EL
' àph dx-i,.

ZÉ^L ÉtL
^ àpk dx.î,

-+-
EL z^-
àph dxii

È^L / d^
àpk J (-^h ,

•\A.f. ê']^/'-
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Je l'applique d'abord en prenant pour/ et g tous les couples de
variables indépendantes; et je trouve successivement :

i° Avec xj, x,, (/, ^> o), les conditions •

-Éà_^i=o-
àpj àpk 5

2° Avecpy,?/,, les condi t ions

drsk dfi5j _
dxj d,Xk '

3° Avec x ^ p ) , (j > 0,7 7^ o,j^é /.), les condi t ions

â^k d^ _ ,
~»—— ~T" ""7—— — u ,àpj dx],

4° Avec x^ pj, les conditions

à^} ^ cK,/
àpj dxjàpj dxj ' l 5

5° Avec ^o, Xj, les conditions
^
^4-^c;

6° Avec x^pj (en tenant compte des résultats 3° et 4°), les con-
ditions

à\
^~^=:0.

On vérifie ensuite que ces conditions suffisent pour que la relation
générale (i4i) ait lieu.

Nous voyons donc qu'il manque, pour avoir toutes les équa-
tions (ï2o), (ï2i), la relation complémentaire

C.i.) ê^»-

18. Équation complémentaire. — On aurait pu remarquer, du
reste, que tandis que nous avions, pour les transformationsinfînitési-
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mâles de contact, ^(2^+1) équations de définition du premier ordre,
les relations de crochets (89) ne nous en donnaient pour les transfor-
mations finies (après él iminat ions de p), que ^ ' (2.9+1)—i.

Il y a donc une équation complémentaire à chercher. Elle va nous
être fournie par la considération du dé te rminan t fonctionnel

(i,^3) A:rr ̂ 0^^ • • ^J - ^ ̂  - ̂  J^).
à{^o, ̂ i, .. ., .r,, ̂ i, .. ., ̂ ,)

Soit, plus généralement,

/ / / \ r\ ^ ( . / o i . / i5 * • • î ,/2.<)
( l44) D::=: T7—————'————————•————————?

^(^•y, ̂ , . . ., ̂ ,,pi, .. .,pJ

/o?/o • • . , /2.yétantdesfonctionsnontrânsformées.Lesformules(ï38),
(iSg), (i4o) donnent

Z D ^ - D f - ^ + V ^ + V ^ V1 àxQ ^ dxi ^à api
\ / ~ i / = i /

car on peut remplacer la l igne générale de D par

^ ^ ... ^ ^â ... à^.
àx^ dx^ 5 dx^ api àp^

On a donc, si l'on tient compte seulement des relations (4°) du
numéro précédent,

ZD=-D(^-,^);
\UU.Q /

de sorte que la formule (142) équivaut à

ZD^^-hî^ .D.

Si l'on compare à la formule (i36), on en conclut

^•'+•>^T]

ce qui équivaut à l'invariance du quotient

(i4,5) D:([/^]>^

par toute transformation de contact.
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Si nous appliquons cec iaudéterminantA é t a l a transformatiûîî(88),
nous aurons A^== A, A^y = i ; et la relation (i32) nous donnera

0-16) A^p^'.

C'est l'équation complémentaire cherchée.

19. Les systèmes automorphes. — Les invariants fondamentaux à
considérer sont donc les rapports des crochets de Poisson formés
avec 2.y-t-i fonct ions , et le rapport du déterminant fonctionnel de ces
fonc t ions à la puissance (.y+i)""10 de l'un des crochets. Ceci donne
pour les systèmes aiitomorphes en question la forme suivante.

Je me borne, pour simplifier, au cas où il y a autant d-e fonctions
inconnues que de variables indépendantes {systèmes automorphes de
première espèce) ; je désigne les fonctions inconnues par^o, x,, . . . , .r^,,
et les variables indépendantes par ii^ u,, . . ., ?/„<-',,, . . . ̂ ,; le crochet
sera

àf àf àfs ..^.1*/,..„ ..,.̂ ,.. _^, ^, ^V_
/ , / x ( / . . ^ àvi àui lÔHQ( } 7 ) l^'^^'^Z ) i /^ ^ ( ^ L ^ à ^1 ^ àu^^àu

Le système automorphe décrira donc, or étant un facteur indéterminée

(I48) [^o ^k}u^-=V.^ik{^} (/, À:==0, I, 2, ..., ^.S'),

(^O) A^^^o, ^,1, . . ., ^,^)==rûr^ <p(^).

On a écrit, dans les seconds membres, la let tre ^ pour désigner
l'ensemble des variables x,, .y,, . . . , .y,,; et le premier membre de
049) désigne le dé terminant fonctionnel des fonctions entre paren-
thèses par rapport aux variables u^ u^ . . . ^ u,, ^, . , ., r,.

^ 20. Cas du problème de Pfaff. - Pour ramener à cette forme inva-
riante le système qui dé f in i t la réduction du faisceau donné F, dans
le cas 7 '==o, n=2s, p = ï , à la forme canonique (65), laquelle est,
avec les notations actuelles,

(,5.) V,/=^, U,/=^,^ (,=„„. .„.>,
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prenons d^abord ce système sous la forme (60)^ c'est-à-dire ici :

(i5i)
; ^, ti/, | •==- o, • \ c,, ^- ; == p, s ^-, ^ S ̂  9 ^ 1

\ ('« ^ |=0, ; l / s , U/, j ==0, 1 UQ, If-, \ -==. 0

( /', /• == 1 , 2, . . . , ,Ç ; /' 7±: À').

En raisonnant com-me nous l'avons fait au n0 17 pour l ' identité (iSa),
nous verrions que l'on exprinae par ces équations l ' invariance du
crochet général, établie au n° 8, ce qui donne ici, puisqu'il n'y a pas
de t ransformat ions d is t inguées dans F,
(^) î/^i=p[/^k-

Or, pour exprimer que cette ident i lé a l ieu, il suffit d'écrire qu 'e l le a
l ieu quand on remplace /et g ' par deux quelconques des variables j*o,
,ri, . . . , ^2,,. La formule (ï,33) s'applique, en effet, au crochet ;/, g ' \ ,
car elle résulte de la formule

. /" ,,i--.v » /• .... ) '̂l'f^ '-z^1^-27 '1^;'
/ /=o

conséquence elle-même du théorème des fonctions composées.
Si donc on pose |^/'*, équ. (35)],'

( ï 5 3 1 ) - | .r,, xi, \ == -^
^ [ ^'n,i • • • f'/l,îl — ^

Ci,/' • • • 'in,/: 0

^ PM-^'UÎ ^'i^ • • • " •z'/') = ̂ t^(^)

(avec //. == 2,v; ^ /' == o, 1,2, . . . , ///), on aura le système., . . . , «/y,

p[^ ;r/.] „: cp/^.(^) (/, k -~= o, i, • ;> , . . . , ^ .v) ,(i5,1)

qui est de la forme (i48)., avec p a " = = = i .
Les fonctions ç^/,, ainsi in t rodui tes , jou issent de propriétés que

nous allons ind iquer .
On a d'abord (p^.==— o/,^ (n 0 5).
D'autre part, les transformationâ

-2»',-t-'E( ^. /• ' „ i
( '^/î.,/ ) ———— •N

^ I ^'/ï,! • " • ^'ft^n — ^/<,t
Â-=û

X,/ ... X,,/ o
( / = = 0 , 1 , 2 , . . . , •«;

Qi.iwÏ1.
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sont des transformations du faisceau. Il y en a, parmi elles, n qui
so'ni divergentes. En effet dans le tableau des !;/,,<: il y a au moins un
déterminant de degré n qui n'est pas nul. Supposons, pour fixer les
idées, que ce soit celui qui correspond à i===i, 2, . . . , n : alors
les {x , , /{•, pour i == i, 2, . . . , TI, sont divergentes.

Supposons, pour le prouver, que le contraire ait l ieu, c'est-à-dire
qu'il y ait une identité

(i56)

et posons

( 1 3 7 )

^•{^'J'< y. f »
( ^5 J )

n

J^ ^^==^- (Â-=:I, 2, . .., n).

:0;

Les E/, ne seront pas tous nuls, et l ' identité (î56) s'écrira
^in

(i58)

XJ- . . ,

^ '/<//, ^-/it

X,/ o

Or le déterminant des c^/. n 'é tant pas nul , on pourra satisfaire aux
équations

n

^^,/P<+^=:Û (Â-=: ï , S, . . . , / l ) ;

et les p,- ne sont pas tous nuls; mais il suffit alors de mult ipl ier les
n premières colonnes de (i58) par p ^ , .. ., p,^ et d'ajouter à la dernière
pour ramener Inéquat ion (i58) à la forme

ri

^p/X./^rO,

identité qui est impossible. Il y aurait donc contradiction.
A i n s i les j ^/, /} définissent entièrement le faisceau donné F.
Observons encore la formule, qui résulte des équations (i55),

(^9) "f^ï'-'w^' i • / axa àwk
(•==0 /•=:()
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qu'on peut écrire aussi
^o <^Q
âXi à^/,
àj_ àf_
àxi àx^

03,/i=^ ?^(^)(160)

Je dis enfin que l'on a, Z/étant une transformation infinitésimale
convenablement choisie, .
( 1 6 1 ) ( i^/p i^JO-S^^i .ZJ (modF);

de-sorte que les o/j sont fonctions de structure pour le faisceau,
mis sous la forme (i55), en même temps que ces fonctions sont coeffi-
cients des transformations de base ( i 5 5 ) >

• Pour le voir, il suffi t de se reporter aux crochets de Poisson eux-
mêmes. On a, avec les notat ions (i5o), ^ ; ' '-:,.l^ï...%M^

f /) /y» f]''V''. • • „ - •\ • '' ' '' l'i"<̂ ' . •^Ï ••'•'% • ̂^-u,/•-l^y^:,:• y;; ••y[a'" f ^ ()<•'/, " cU(,k / . - ' - / • a-'- • f-

/ x r /' T T ./*\ _ .[•«. ' ' ' " • ' " ' ' ,(W,W)=^^
De là

„ n) =-y (^ ̂  _ ̂  ̂ TïT- (,^ciF),
/' ./ \>—Z^ \^,,, du,, àv/, ditk) au., - "

À- ̂ : I

(16.) ([^/.1J^./'])^2(^Sf
k •= 1

c'est-à-dire

>--'><^"

(i63)
<)./•

([^./'.L [ .^/D^t^^/] (̂^MO
(modF).

On en conclut, en tenant compte de (iSa),

(i64) ( S •^./' ! > i ̂ '/>./' i ) = P i •2?" •̂  î ̂ -î

c'est-à-dire la formule (161), avec [cf. n° 8, équ. (ÔQ)],

...ÊfZ/=F
OU a

21. 6'afc//Z </e l'équation complémentaire. — II reste à calculer
l'équation ('149). A cet effet, je considère d'abord le déterminant

(166)
^(J?l, . . . , Xni ; .'-Cm-t-i, • • • , •Xn)

<)(Ut, . . . , î(,n, ('i, . . • , C/ii)
A,,=

^ran. £c. JVorm., (3), XLV. — AOUT 1928. 32
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Ses lignes peuvent être remplacées par

dxk dx,, a s ' / , ôxi,
——-———— y . . . y ——.————— y —————— y , . . ^ ———————

a//, d(f,n (h^ (/Cm

ou par

_ à^/, ^ ^ • _ à^f, cLi^ ^ dxi, __
âï\! ' ' 6?p,,/ du^) î ^«^ , . — i , ^, . . . , // ;.

Si l'on mul t i p l i e les deux déterminants ainsi écrits, on obtient le
dé te rminant dont l 'é lément général est le crochet [.2^, x/,]. Ce déter-
minant symétrique gauche de degré pair n . === 2.v est donc le carré
de Ay. Mais on sait former l'expression de la. racine carrée d'un déter-
minan t symétrique gauche de degré pair n -== 28 en fonction de ses
.?( 2 A 1 — i ) éléments indépendants . On peut donc considérer comme
connue l'expression d e A ^ en fonction rat ionnel le entière et homogène
de degré ,y, des crochets [.z-/^ ^7,]. En tenant compte de l ' identi té 0 52),
on aura a insi
(•167) p^A,,=:G,,( i.:.^ . r y ! ) ,

le second membre étant la racine carrée du déterminant formé avec
les { x,, Xj }• == cp,j, pour i, j == i , 2 , . . ., n.

Le même résultat s'appliquera, mutatù mulandù, aux autres coeffi-
c ients A , , . . ., A,, du déterminant A, supposé développé sous la forme

/ ^0-> A A '̂U A ^" l̂ ^ f^î'/l( 168 A = A(, —— 4" A, —— 4-... 4- A/, —— -( î i t ^ «w,, àif^

Quant aux facteurs —•> on peut, dans A, les remplacer par dés
quant i tés de la forme

/// m
.̂r/. \\. dxi, ^ ()x/,, ̂ , ^ y^ — ̂  ^ ? _^— ( / • = : ( . - » , . . . , / / ) .

()ll^ Àuà dllf, ^ ' ( ) { ' / , 1 î ' /

// = 1 , // "::: t

On peut donc leur substituer les valeurs tirées de (ï63 ), ou de (164),
en choisissant pour toutes ces valeurs le même système de deux
entiers ?"» /'. Dans le premier membre de ('i64) figure alors le crochet
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des deux transformations infinitésimales connues

.̂̂ î -s. ^/^i'^-
a-=o a==o

On a ainsi
fi

(.69) p^^^^ (,,odF),
a=o

les ^a étant des fonctions connues des ç^y, et de leurs dérivées partielles
du premier ordre, et l'on a l 'expression cherchée

//
(ï7<>) p^A^^^.Aa^îp^),

a =-= o

qui se trouvera nécessairement indépendante clii choix particulier des
indices i, j\ fa i t au cours du calcul que nous venons d'indiquer. Cela
résulte de Fidenti té (161), établie ci-dessus.

On retrouve ainsi le caractère de l'équation (170) d'être le résultat
des conditions d'intégrabilité du système (i54).

22. Réciproque. — Donnons-nous, inversement, des équations du
type (i54); le déterminant des y/,/, (qui devra être, à cause des pre-
miers membres, symétrique gauche) ne devra pas, pour la même
raison, avoir tous ses mineurs de degré n nuls.

Ces équations équivaudront aux identités
n

( 1 7 1 ) Pt^^^^S9^''010^ ^^^ I ^ 9- • • - n)^
À- = 0

et / l 'on pourra désigner les seconds membres par la notation ^,/}-,
et considérer le faisceau F défini par n de ces transformations diver-
gentes entre elles.

En formant les crochets, membre a membre, pour tous les couples
de deux équat ions (171), on obt ient des cond i t ions d'intégrabilîté. Si
nous posons

<.7") î =ii'uw^,
<=±o /•=o 1 ' !
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les seconds membres s'écrivent, j .r/,/! ; et l 'on trouve, comme au n° :20,

( i73) P^^' ' 2 ' / } =0^ f^ 1-Wi ) ( r nodF) ,

pour tous les couples "ch'ndices ?', /. On a, du reste,

(174) ! ̂  -zt/ ! = y'/ (^ ./^ °^ ^ 2? • • - / / ) -
Les conditions d'intégrabilité en question s'écrivent donc

( 17 5 ) ( i ^o/U^/ . /S)^?/ /^ (modK),

en désignant par Z/une certaine t ransformation infini tésimale.
En introduisant deux fonctions arbitraires Q, ^ des variables .ro,

^• i , . . . . .2^, on peut les remplacer par la formule unique

( 176 ) ( !^ / i , i ' ^ / i ) - S ^ + i % / (modF).

En tenant compte des formules ainsi acquises, le calcul de l 'équa-
tion complémentaire se fera comme au n° 21 ; elle n'intervient pas, du
reste, dans l ' intégration, et garde le rôle, que nous lui avons déjà
reconnu, de condition d'intégrabilité des équations (171).

Reste à prouver que les conditions d^intégrabilité ( ï 7 5 ) sont suffi-
santes, et à indiquer comment se fera l ' intégration.

Je remarque, à cet effet, que la transformation inf ini tés imale { ç , / {
est en involution avec toutes les transformations du faisceau F qui
laissent la fonction ç» invariante. Car, d'après (176), le crochet
de { ® i , /} avec une transformation quelconque de F,

fi
(177) ^Ei^^'^f^

a-=: o

est congru (mod F) à
n

--^^S^a, ? ! %,A
a==0

de sorte qu ' i l est nul pour
n

^ ^y. i^a, <p S ==0,

a;=o

c^est-à-dire lorsque c? est un invariant de la transformation (177).
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Dès lors,, le crochet l ® , / t a , relativement au faisceau F, la même
signification que celui qui a été introduit au n° 5; et l'on peut
reprendre toute l'analyse du n° 6.

On pourra donc se donner u^ arbitrairement, prendre pour u^ une
intégrale de j u^ f\ =- o, pour ^ ^ne intégrale du système (complet)

.{ UQ, f\ =o, {u^ f\ =o, et ainsi de suite, prendre enfin pour u, une
intégrale du système (complet)

;^/;=o, ! / / , , /i==o, .... \u^f\=Q.

Quant au calcul des c/,, on obtient bien. facilement une méthode
calquée sur celle du n° 8, en remarquant que l'on a

,\'_ \ /• ) /•
^l^ î^ ̂ -St71 ̂  [uh f] ==" ̂ , (A =1 î '1 • • t ? s)'

/•=!

d'où l'identité

( 1 7 8 ) [^'/i^S'^^^^
/c=:l

Comme, d'autre part, les équations (171) équivalent à l'identité

(^Q) iyJS^pl'yJL .
on peut remplacer (178) par ,\'
(180) j^,/j.=^^|^/S,

/t=i

et c'est cette identité qui fournira les ('/, sans intégration nouvelle.


