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LE DE PLATEAU
PAR M. RENÉ GARNIER

INTRODUCTION.

Ce Mémoire a pour objet là résolution du problème de Plateau pour
les contours polygonaux, et, plus généralement, pour les contours
continus, pourvus d 'un nombre f ini de points anguleux et possédant
entre deux quelconques de leurs points (non séparés par un point
anguleux) u n e c o u i b u r e moyenne bornée. La méthode adoptée permet,
de plus, de traiter les problèmes analogues du type de Schwarz et du
type mixte. Avant d'en exposer les lignes générales, j 'en indiquerai
rapidement l 'origine.

1. Dans ses Leçons sur la Théorie générale des surfaces^ G. Darboux,
après avoir énoncé le problème de Plateau, s'exprime de la manière
suivante ( ' ) :

« L'Analyse n'a pu, jusqu'ici, imaginer aucune méthode générale
permettant de commencer l'étude de cette belle question. Toutefois,
dans le cas particulièrement intéressant où le contour est formé de
lignes droites et dans celui où quelques-unes des portions de ce con-
tour sont remplacées par des plans que la surface doit couper norma-
lement (3), les propositions que nous avons fait connaître relativement
aux diverses représentations conformes de la surface ont permis de

( 1 ) Tome J, 2e édition, Paris 1 9 1 4 , P- 490-
(î ) Nous désignerons cette seconde sorte de contour sous le nom de contour de

Schwars.
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préparer la solution du problème, et même de le résoudre d'une manière
complète pour certaines formes simples du contour. Les principaux
résultats acquis à la Science dans cet ordre de recherches sont dus à
"Riemann, à M. Weierstrass et à M. Schwarz. ^

Les travaux de Riemann et de Schwarz sont basés sur la représen-
tat ion conforme; ils résolvent certains cas particuliers avec une grande
élégance; quant à Weierstrass, il n'a publié de sa méthode qu^une
esquisse très courte ( ' ) ; nous en reprodui rons l'essentiel, car elle
constitue, en fait, l 'origine de ce Mémoire.

[^illustre géomètre représente la surface m i n i m a cherchée par des
équations de la forme

X. = ̂  Çi.{ G-2— H3) ̂ , Y = ̂  f ( G2 + il3} dx, Z == cK A /G.H daî,

où G(^) et H(.21) sont deux fonctions monogènes ana ly t iques qui
devront être choisies de manière que le segment de surface m i n i m a
cherché S et le contour aient pour images respectives le demi-plan
cîl(^) < o et l'axe réel. Weierstrass écarte d'ailleurs le cas d'un con-
tour continu, et il remarque que, dans le cas d'un contour polygonal/
G(.r) et H(^) satisfont a u n e équation différentielle l inéaire du second
ordre (E), à coefficients rationnels; puis il ajoute :

. « Die in dieser Differential-Gleichung vorkommenden Constanten,
sowie diejenigen, welciie durch die Intégration eingefùhrt werden,
hàngen ab von den Richtungen und den Làngen der einzeinen Strecken,
aas denen die Begreuzung besteht. Im AUgemeinen erfordert die
Best immung dieser Constanten die Lôsung transcendenter Glei-
chungen,... »

Ce programme de recherches, G. Darboux en a précisé le début (2),

(1) Monatsberichte der Konigî. Akad. der Wiss. zu Berlin, wdécembre i8()6,
p. 855; Werke^ t. 3, p. 219-2-20.

( 2 ) La première édition du Tome 1 de la Théorie des Surfaces date de 1887 ; or, de
son côté, Weierstrass s'était proposé de développer les idées contenues dans sa Note de
décembre-1866; ses résultats ont été, rédigés par Schwarz, d'après un manuscrit inédit
ne contenant que des formules; ils ont été publiés en 1903 seulement dans le Tome lit
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et, à la fin du beau Chapitre qu'il lui a consacrée ");, il a, insisté sur -la
na ture des difficultés à surmonter : les équations transcendantes
forment deux systèmes, celles du premier système exprimant que
Inéqua t ion (E) admet un groupe donné. On reconnaî t là le problème de
Ïïiemann et l'on prévoit l ' importance de ce problème pour la solution du
problème de Plateau. Or, récemment, j 'ai fai t connaître une méthode
nouvelle pour résoudre le problème deRiemann (2); c'est précisément
en étendant cette méthode que j 'ai pu résoudre aussi le second système
des équations transcendantes de Weierstrass.

Le problème de Plateau ainsi résolu pour les polygones (et, plus
généralement, pour les contours de Schwarz et les contours mixtes),
j'ai pu passer à la l imite et le résoudre pour les contours continus
énoncés au début ; à cet e f fe t , j'ai ut i l isé la méthode, toute différente
de la première, par laquelle M. Birkhoff résout de son côté le problème
de Biemann. D'ailleurs, la solution du problème de Plateau se t rouvant
définie par les formules de Weierstrass, son analyticité est établie par
le fait même.

Résumons maintenant la méthode générale et les résultats princi-
paux de ce Mémoire ( : t).

2. Les n08 6-9 rappellent les propriétés fondamentales de l'équa-

des Werke (p. 22I-238). D^utre part, on doit ajouter que dans un Chapitre complé-
mentaire (Théorie des Surfaces, t. I, ̂  édition, Livre Ifl, Chap. XÏV) , G. Darboux
a développé de brillantes applicalions de la méthode de Weierstrass.

( 1 ) Théorie des Surfaces, t. I, ̂  édition, Livre ÎH, Chap. XIIL
(2) Ân/t. Se. JEc. Norm. sitp.^ 3e série, t. 43, i9%6, p. 177-307. Désormais ce Mémoire

sera désigné par [R].
(3) Au sujet du problème de Plateau proprement dit, on doit signaler encore cTim-

portants résultats qui procèdent des travaux de M. Lebes^ue. Citons notaiïim'int les
recherches de M. S. Bernstein et un Mémoire tout récent de M. îiaar {Math. Ann ,
t. 97, ï9'À6, p. r24), où l'on trouvera un historique et une bibliographie des recherches
effectuées dans cette voie. M. ïïaar utilise les méthodes nouvelles du Calcul des
Variations et, notamment, les suites minimisantes de M. Hilbert. ïl résout ainsi le
problème de Plateau moyennant cette restriction : il doit exister un plan P tel que
tout plan variable coupant en trois points le contour donné fasse avec P. un angle de
tangente bornée supérieuretïieiit. Citons encore la méthode de M.Mûntx qui résout le
problème pour des contours diftérant infiniment peu d'un contour plan (Journ. fur /".
und an^ew. Math^ t, 139, 1 9 1 1 , p.- 5'2).
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tion (E) et en précisent la forme générale sous les hypothèses sui-
vantes : (E) ne possède aucun point effectivement singulier hors de
l'axe réel, ni aucun point irrégulier; les n -+- 3 sommets do contour
polygonal P/, sont à distance finie et la surface ne se recouvre en aucun
de ces points . Il est naturel d'adopter ces conventions dans une pre-
mière étude du problème de Plateau; mais la méthode s 'appliquerait
à des hypothèses plus générales. En particulier, il est facile de traiter
le cas des sommets inf iniment lo in ta ins ; nous indiquerons plus loin
l'intérêt de cette généralisation (n05 4 et 25).

Les hypothèses précédentes montrent que dans le problème de
Plateau et dans le problème de Schwarz proprement dit, l 'équation (E)
possède en dehors de ses singularités réelles < ? , , . . ., ^+3, images des
sommets du contour, 7 1 — 1 points apparemment singuliers au plus (');
(E) coïncide donc avec Inéquation (E/,) de notre Mémoire précédent ( R],
dans laquelle l 'un des points apparemment singuliers Xy se serait con-
fondu avec une singularité effective, soit^. Interprétons alors au point
de vue actuel les résultats de [R] : on sait que si le groupe de mono-
dromie(G) de (E) est donné/ les coefficients de (E) sont ra t ionnels
par rapport aux s / , et aux —, les ^/, consti tuant une intégrale bien
déterminée, d'un système différentiel (g\, G/,); actuellement^ fixer le
groupe ( G ) revient à écrire que les côtés de P^ ont des directions données (2 ).
Résoudre le problème de Plateau ̂ S-^pour P/, retient donc à déterminer les
t, (réels) et à choisir les intégrales G, H de (E) de manière que les côtés
de P,i aient des longueurs données. Mais la méthode par laquelle le pro-
blème de Riemann est résolu dans [R] repose précisément sur l'étude
des propriétés analytiques des intégrales zi,{t^ .. ., ^) de (^ G/,) : on
prévoit donc l 'importance de cette méthode pour la résolution des
équations aux longueurs des côtés, A/,A/^ de P,^. Ces équat ions
s'écrivent

^ij,+t
À/.A/^ =: [ [ G2^-) | -+-1 I-P^) | ] dx,

^/i.

(1 ) La limite est plus élevée pour le problème mixte où les données comprennent
des segments rectilignes que la surface doit contenir et des plans quelle doit couper
normalement.

(2) Pour abréger, ïiou5 énonçons les résultats dans le problème de Plateau,
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' avec G(.r) = ag(x\ H(.r) = bhÇx\ g et À étant deux intégrales cano-
niques pour le poin t t/,y de premiers coefficients égaux à i . Je cal-
cule b : a (n05 12) et je montre (n° 13 à 18) que b : a est une fonction
holomorphe d e ? i , . . ., ^ (supposés distincts), alors même qu^au point
envisagé on aurait ^/, == o ou ^/,==oo [valeurs s ingulières des coeffi-
cients du système (^'//, G,/)]. A cet ef fe t , j 'a i établi que les intégrales
de (^'/,, G,/) possèdent deux séries distinctes de pôles du premier ordre ;
ceux de la première série sont des points réguliers, et les autres des
pôles du second ordre des intégrales du système (A) de. M. Schlesinger,
associé à (^, G,, ). Or, à une équat ion (E) correspondent deux systèmes
linéaires canoniques (n° 13); la considérat ion de ces deux systèmes
f o u r n i t une transformation automorphe de ( A ) qui subst i tue à une
intégrale de (A) méromorphe en ( z , y . . ., ^) une autre intégrale holo"
rnorphe en ce po in t ( n° K)).

Le rapport b '. a é tant connu , on dédu i t des équa t ions aux longueurs
les combina i sons A/A/..i,,i : A,,,,n A,/,.^ == cy(y= 2 , . . . , /i);jointës à l'équa-
tion À y = = .̂ (ou ^ /,==== o), elles forment un système ( ô ) de n équations;
leur résolut ion détermine le segment de surface min i rna à une hoino-
thétie près, la surface étant complè tement précisée par la connaissance
de a, c'est-à-dire de F une que lconque des longueurs A/..A/;+i.

*
3. Pour résoudre les équations (<@), il est nécessaire d'étudier leurs

premiers membres lorsque plusieurs po in t s tj^ soit ^ ^.n, . . ., ï/^
t^^ (==o) ,deviennent très vois ins : nous dirons qu'alors i l y a un
pseudo-choc. Cette discussion fait l'objet de la deuxième Partie de ce Tra-
vail; elle cons t i t ue une généralisation (restreinte au d o m a i n e réel) des
2e, 3e, 4e Parties de notre Mémoire [ R j ; car notre étude antérieure
avait précisément pour objet l 'analyse d'un pseudo-choc binaire . Or,
pour é tud ie r le pseudo-choc de n + 2 — / points je substitue à (g,^ G,,,)
le système (A) de M. Schlesinger, et je fais dans ce système la trans^
formation t / , === <'/^(A = ̂  . . . . n-1- i); puis, supposant , par exemple,
les Vi, et les t / , constants (Z'== r , .. ., i— î y n~}- 2, n4- 3), j ' é tud ie le
nouveau système par la méthode que j'ai développée dans [R] pour
(ffnv G/0; d^ail leurs, ac tue l lement , on peut se boî'ner à l 'étude des
caractéristiques de deuxième espèce ; je les construis encore par •
approximations successives, la notat ion des matrices simplifiant

^fin. JEc. Norrn^ (3), XLV, — FÉVÏUIEK 1938, 8
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notablement les calculs (n° 19) et la démonstration de convergence
(n° 20)( ' ) . Pais, procédant par récurrence comme dans [B], je
montre qu'il n'existe pas dWtre représentation possible (au moins
dans le cas réel, qui est celui du problème de Plateau) que celle des
caractéristiques précédentes (n° 21) : dans le cas d'un pseudo-choc
entre t^ . . ., ^4-1 les intégrales de (A) sont représentables par des fonc-
tions holomorphes de f,^ t^ multipliées par ^(s == ±: i ou zéro, s expo-
sant positif < i).

Cela étant, il est possible d'étudier, dans le cas d'un pseudo-choc
multiple l'allure des coefficients de l'équation l inéaire attachée au
problème de Plateau (n° 22). Utilisant alors un théorème classique de
M. H.vonKoch,qui établi t la convergence uniforme des séries représen-
tant les intégrales de (E) dans une couronne située entre les ti, (voi-
sins) et les tu (restants), j'obtiens (n0^-^) le résultat essentiel que
voici (et qui exclut les pseudo-chocs) :

Lorsque ^,..., t^ ̂ i (== o) sont infiniment voisins^ il en est de même
des sommets A,, ..., A/,, A,^, du polygone P/,, et Von a

€„ EE= A/,A,W : A,/_K A,,.̂ = ̂ WMJ( ̂  ^-s^

f étant une fonction de t^ t^ holomorphe pour \ l, \ assez petite et M un
entier positif ou nul; on a d'ailleurs 71;,?== V, V désignant la détermi-
nation comprise entre o et TC de l'angle À,_7A",, A^ A,,.̂  des deux
côtés finis de P/, contigus aux côtés i n f i n i m e n t petits.

4. La troisième Partie est consacrée a la résolution proprement dite
du problème de Plateau et de ses généralisations. Attribuons aux
seconds membres c^ ..., c,^ de (ê) des valeurs fixes et donnons à c,,
une valeur inf in iment petite; j'ai montré dans [B] que pour ̂  — ^
infiniment petit les zj(J ^ n, n+ i) ont pour limites les intégrales
d'un système (^-i, &/,_,) : ce-système est précisément associé au poly-
gone P,^,, limite de P/, pour ̂  ==^. Dès lors, on connaît la nature
analytique des premiers membres des équations (ê) pour t^^—tn
inf iniment petit, etVon saura résoudre(^ pour-c,, infiniment petit si l'on

(1) Les résultats obtenus peuvent s'étendre aux systèmes de M. Schlesînger répon-
dant à un système linéaire d'ordre quelconque (>-i).
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sait résoudre (^/^i ) (n0 26); d'ailleurs la résolution du problème de
Plateau, pour le quadrilatère est une conséquence facile de [Rj, [n0 25 j.
En défini t ive, on voi t réapparaître la méthode de récurrence dont
M. Emile Picard a signalé l ' importance pour des problèmes ana-
logues (r).

Ce poin t acquis, tout reviendra à prolonger la solution précédente
quand on fera croître c/, de zéro à la valeur donnée, soit c^. Or, si l'on
prend, par exemple,

le point (^, , . ., tu} se déplacera quand c/, variera dans une « pyra-
mide » (1,1) d'un espace réel S,,. Appelons (1T) le domaine intér ieur
à (II) et tel que les \ti—tj\ y soient bornés intér ieurement;
dans (II7) les .^/, sont méromorphes, et par suite, d'après la première
Partie, les premiers /membres de (ê) y sont holomorphes. Grâce au
lemrne de Borel-Lebess'ue on peut donc établ i r (n°27), que le proton-
gement de notre solut ion ne possède aucune s ingular i té non algé-
brique, pourvu que (^, . . ., tn) reste dans (1T). A priori, l 'existence
possible d'an pseudo-choc cons t i tua i t la difficulté pr incipale du pro-
longement de la so lu t ion ; cette hypothèse ayant été exclue, le prolon-
gement ne saurait, se heurter qu'à des singularités algébriques.

Mais on doit exclure également cette .dernière éventual i té; et c'est
là encore un fait essent iel ; car si le dé terminant fonc t ionne l de (<â)
s 'annulait dans (II7), pour c,,=e', on ne serait pas assuré de la réalité
de t,, au delà dec' ; le prolongement de la solut ion deviendra i t donc
ince r t a in . Or, admet tons l'existence de la singularité d ' ; pour c ^ — c '
i n f in imen t petit (<<<:)), il existera deux surfaces min i rna i n f in imea t
voisines, passant par le polygone P//, correspondant à c/,; d'après la
condition de Jacob i-Schwarz, d'équation

( ( ( Ï -..(...- (/2 -4- i )2 ̂ 2 çy _^ g (^ ̂  0

devrait posséder sur la sphère une solution non ident iquement mille

( 1 ) Traité d'Analyse^, l. H, 3° édition, Paris K)'26, p. 556, 56i, 58o. Rappelons que
nous avons employé deux fois la méthode dans [R] (3e, 5e Panies), ainsi que dans îa
deuxième Parlie du Mémoire actuel,
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s'annulant sur la représentation sphérique de P^, ce qui est impos-
sible (n° 28).

Ainsi, dans la série des surfaces m i n i m a passant par P,^ Une peut y
avoir bifurcation qu'au départe pour un côté A/^A/^., in f in iment peti t ;
et ce fait arrivera quand le point A/ du n0 2 tendra vers t,, (ou ̂  infi-
n iment voisin de tn). On peut, d'ailleurs, relier deux surfaces min ima
appartenant à deux séries distinctes par une suite cont inue de défor-
mations où le polygone a perdu un sommet à distance finie pour en
acquérir un nouveau à l'infini (n° 25).

A la fin de la troisième Partie (n° 29), je forme les équations qui
remplacent (ê) pour la solution du problème de Schwarx ou du pro-
blème mixte.

5. La quatrième Partie a pour objet l 'extension des résultats précé-
dents aux contours continus (?; pour la brièveté de l'exposition je me
suis borné aux contours de Plateau; mais les résultais s 'adapteraient
aisément aux contours de Schwarz et aux contours mixtes.

La méthode repose essentiellement sur la comparaison des solu-
t ions des problèmes de Plateau c?,,, S/^, relatifs à deux polygones P,,,
P/^i, inscrits dans la courbe (?, P,^ admettant les n + 3 sommets
de P/, et, en outre, un sommet supplémentaire. Ce résultat obtenu, on
peut établir facilement (n°37) que les surfaces m i n i m a successives
passant par des polygones inscrits à C et dont le nombre des côtés est
indéf in iment doublé (par exemple) tendent uni formément , à l ' intérieur
de C, vers u n e surface limite.

Or, pour comparer les solutions des problèmes ®,,, ^,,, la méthode
de résolution du problème de Riemann (/R), qui a été ut i l i sée jusqu'ici ,
devient inappl icable; il faut adopter une méthode permettant l 'étude de
la continuité des solutions par rapport aux données. Mais, à ce point de
vue, i lya lieu de transformer l'énoncé du problème (lîl) de la maniè re
suivante (comme l'a fait R i emann lai-même pour le cas hypergéomé-
trique):

Trouver deux matrices de fonctions, (I>(^), W{x\ holomorphes,
la première à l'intérieur d'un contour continu (1) G reliant les t;, la

(1) Dans ie cas du problème de Plateau, on peut toujours supposer, moyennant
une substitution linéaire, préalable sur x, que le contour G est un cercle.
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seconde à Fextérieur de C (sauf peut-être à l ' infini) et liées le long
de C par l'équation ( ' )
(B) ' ^:AW\

où A désigne une matrice à éléments constants le long de C et subis-
sant des discontinuités brusques aux points t^ A la matrice précé-
dente A, substituons une matrice continue et l'on aura défini le
problème de Riemann généralisé (H).

Or, actuel lement , on dispose de deux méthodes pour résoudre les
problèmes (cR-), à énoncé transformé, et (11); ces méthodes sont
fondées sur une propriété classique de Pintégrale de Cauchy; elles
ramènent d'ail leurs la solution de (^) à celle d\in problème (H) pré-
liminaire.

L'une de ces méthodes est due à M. Hilbert (2), qui, le premier,
s'est posé le problème (H) aux données cont inues; elle a été sim-
plifiée ensui te par iM. Plemelj ( : l); elle ramène le problème à la solu-
tion d 'une équation de Fredholm.

Par sa simplicité, la seconde méthode, due à M. G.-D. Bi rkhoff ( 4 )
se prêtait naturel lement à la comparaison que nous avions en vue;
au n° 30, nous en rappelons brièvement les traits fondamentatix*
L'application de la méthode soulevait d'ailleurs une difficulté que je
résumerai rapidement. Pour rapprocher les solutions de ^/^..i de celles
de 'î/o il fal lai t é tudier au préalable la résolution d'une équation fonc-
tionnelle ( B ) où A est remplacé par I+ ̂ {x\ I. étant la matrice-unité
et &(;x") une matrice dont les éléments sont sur C de l'ordre de gran-
deur de la q u a n t i t é arbitrairement petite a = = n \ Or, les solutions
de (B) n'admettent pas la continuité d'ordre zéro; par contre,
si l'on suppose que 'Dz==.[^(x) — E(^)] : ( x — F ) reste borné sur C,
il est facile de voir que l'équation (B) (où A=== I+ £ ) , possède une
solution (<I>, T) telle que les éléments de <Ï> — I(ou àeW — I.) restent
uni formément petits en module, à l ' intérieur (ou à l'extérieur)
de C et sur C. Mais précisément, clans ^application au problème de

( 1 ) Le signe ; indique l'égalité de deux matrices.
('2} Nachr. ci, kônigl.GeseUsch. cl. Wiss. .su GôtUngen^ matîi.-phys. Klasse, 190.5,

p. 3o7. , , ' , 1 •
( 3 ) Monatsheffe fur Math. îfnd Pffys., t. 19, ioo8y p. '/uï-
(4) Proceed. of thé Americ. Acad. of Arts and. Se., vol. 49, i9ï3, p. 5'2i.



63 „ HENÉ GARNÎER.

Plateau, F hypothèse faite sur ï) E doitêtre rejeiée : il faut supposer que
les éléments de D£ prennent des valeurs de l'ordre de n^k^x)) le
long de n +3 arcs de C (dont la somme des longueurs est d 'a i l leurs
infiniment petite avec a). Le théorème de continuité formulé plus haut
reste encore exact (n° 3-2), mais la circonstance qu'on vient de signaler
nécessite une discussion plus approfondie de l 'équation fonctionnelle

• précédente-(n° 31) et complique à diverses reprises l'analyse ulté-
rieure (n08 33 à 36).

Indépendamment de la résolution du problème de Plateau, les résul-
tats de la discussion précédente entraînent d'autres conséquences que
je résumerai en quelques mots : la possibilité d'étendre la méthode de
M. Birkhojf à des données continues (et de lipschitziens bornés); des
théorèmes de continuité sur les solutions de deux problèmes Hy à données
voisines A', A77 (c'est-à-dire telles que les 'éléments de A ' — A" et
D^ _ A/7) restent petits le long de G) ; des théorèmes analogues sur les
solutions de deuxproblèmes voisins (H) et ( ÛL); ainsi se trouve justifiée,
notamment, la conception du problème contina (H) comme forme-
limite du problème Ç(R) aux données discontinues. Ces résultats, et
d'autres eacore qui comportent une application importante aux systèmes
de M. Schlesinger, feront l'objet d 'une publication ultérieure ( !).

PARTIE
ÉTUDE DU SYSTÈME (<S) A V1NTÈKIEÏJR DE (il )

6. Les substitutions linéaires fondamentales. — Soit S la surface
minima définie par les formules de Weierstrass

(i) X==^ f^G 2 — H2)^, Y^di ^(G^+H2)^ Z = = < Â Ç^iGRdx,

(1) Les principaux résultats de cô Mémoire ont été résumés en deux Notes des
Comptes rendus^ t. J83, 1926, p. 1 0 1 2 et i^ôo.
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où G et H désignent deux fonctions monogènes analyt iques de la
variable complexe x; représentons d 'une manière générale par ^ la
quantité imaginaire conjuguée du nombre complexe u; les cosinus
directeurs X, Y, Z de la normale à S seront donnés par les formules

X _ Y _ Z _ i
13 / - ( G-Ho "4- HG'o) """' / ( GHo — HGo) "" GG-o — IW, ~"" GG,, -+- HHo ',

De (i) et (2 ), on déduit aisément l'expression des deux formes quadra-
tiques fondamentales de la surface

S dX2 ==: (GGo+ HH,)2 dx dx^
S dX, clX. = /( GH/ — HGQ d^ — ^ Go Ho — Ho Go) dx^.(3)

Or, effectuons sur G et H la transformation l inéaire, à coefficients
constants
( 4 ) G,, == a G -+• b H, II i = c G -l- ,̂11,

et sur G,,, Ho la transformation (4)o à coefficients ^o? ^o? ^o? ^o» con-
jugués des premiers. Pour que la forme cr.Hermi.te GG-o+HHo soit
conservée par la transformation^ il faut et il suffit que l'on ait
(5) <?=:--£^07 û?==: £ao, aon-^ bb^-=.ï ( | £ [ = = . i ) ;

il viendra donc ad •— &c==s ; la forme (3)a ne pourra être invariante (au
signe près) que pour s == ±1; s'il en est ainsi, la surface minima
définie par G, e t H i sera superposable à la première (à une symétrie
plane près). D'ailleurs, les transformations (4), (5), avec s == i
forment un groupe cont inu contenant l ' identité; elles définissent
donc un déplacement, tandis que les transformations répondant
à £== — i sont le produit d'un déplacement et de la symétrie plane

a = i == — <:/, b === o == c ou Z^ ==: — Z -+- const.

Le déplacement précédent est le produit d^urie rotation par une
translation ; il est facile de déterminer en fonction de a et b la gran-
deur de 9 de cette rotation et la direction de son axe A. En effet,
soit S la sphère de centre o et de rayon i à laquelle appartient le
point (X, Y, Z) ; représentons cette sphère sur un second plan com-
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plexe T en posant

On trouve aussitôt.
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X — /Y __ i

I-4.Z ~~ ï'

G.

Or, après la transformation (4 ), S a effectué u n e rotation d'ampli-
tude o autour d 'un axe parallèle à A; mais T a subi alors une substi-
tu t ion l inéa i re de déterminant £, du type elliptique, et, si l'on pose

(6) ( a == \ -h /p, b =-- [j. — iv ( pour e == -h i ),
f a == p — / À , À == — v — /^r. ( pour e == — i ),

on aura, par des formules classiques,

/ • • ^[M == s in -'- cos Ô s in ^,

cp
v === s in -L cos0 cosd;,

à •

p == s in T s in 0,

6 e t f ^ étant la lat i tude et la l ong i tude (comptée à parlir de ZOX) de 1
trace sphérique de l'axe (or ienté) parallèle à A. On remarquera que si
l'on augmente 9 de 271, les coefficients a, b, c, d de (4) seront rem-
placés par — a, -- b, — c, — d respectivement.

Rappelons encore que dans tous les cas, la forme réduite de la
matrice (^.î) est da ^P6 Ç §0 avec S.S,=c.En effet, il ne pour-
rait en être autrement que si l'équation en S de la matrice avait une
racine double; or cette équation s'écrit

S2--^-)-i==o ou S^-'^itS—r^o, à

selon que c = --+-1 ou - i; pour que-l 'équation en S ait une racine
double, il faut donc que P^i, d'où ^v^p^o; b et c sont
donc nuls.
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7. V équation linéaire (E*). — Cela étant, proposons-nous de déter-
miner les fonctions G(.r) et H(a?) de manière que la surface S corres-
pondante passe par un contour simple (3, formé de segments recti-
lignes D, donnés et de courbes y y à construire dans des plans Hy que S
devra couper orthogonaleœent; en outre à l ' intérieur de C, S ne devra
posséder aucune singularité.

Ainsi posé, le problème est d'une grande indé te rmina t ion , car les
fonct ions G(.r) et H(,z*) qui répondent à une même surface S ne sont
définies qu'à une transformation ponctuelle près; pour préciser le
problème, nous nous proposerons de choisir G et H de manière que
les formules (i) fournissent une représentation conforme du segment
de S i n t é r i e u r à G sur le demi-plan complexe Jl(/;r)^o, soit ^o,
avec - x == $ + ir\ ; l 'ensemble des l ignes D/ et y/ sera donc repré-
senté sur l'axe réel.

Or considérons l'équation
/•> ,•* / *

(E-) r̂ 4- p^)€^ + y(.;^)y=: o,

qui admet pour intégrales G(x) et H(^); il résulte da n° 6 que les
coefficients p(^") et qÇx) sont indépendants du choix des axes de
coordonnées; nous allons montrer q\i'ils sont réels sur Vaxe réel 0^.

Effectivement, si le segment ^'^de O'E, est l'image d'une portion
rect i l igne D/ de <3, dirigeons OY parallèlement à D/ et écrivons que
sur ̂ ^ on a (/Z = o = Y; d'après (i) et (2) il viendra, sur i;̂

GH^GJ-IO, G}-ro==Goiï,
d'où l 'on tire

( 8 ) G =: ̂  1 î == h o n G = /^ î 1 =: ih,

g et h désignant ici, comme plus loin, des fonctions de x réelles sur
l'axe réel ( / i ) . Si ' ^ ' ^ est, l'image d'une courbe plane y/, prenons OX
perpendiculaire au p lan II'/ de la courbe y/ et écrivons que sur ' ^ ' ^ on

(1) On vérifiera aisément que moyennant une symétrie par rapport à OZ ( 0 == - , y = tt

le second cas se ramène au premier. II en est de ir»ême pour (9).
Âfïn, Êc. Norm^ ( 3 ) , XLV. — MARS 1928. 9
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a dK = o === X; il viendra, d'après (ï) et (2)5

G2- IP^GS - H|p . GI:lo4- IlGo=o,

soit, le long de ^E^

( 9 ) G == /^-, S-1 = li o ri G === '̂, I, i.' === /" A.

Or, si, l'on exprimer et y en fonction de G, H, G^ H', les formules (8)
et (9) montrent aussitôt que p et q sont réels sur ^E".

. Les formules (8) et (9) ent ra înent une autre conséquence, d 'une
importance capilale pour notre problème : d'après le pr incipe de
symétrie de Schwarz, appliqué à g et h, la .surface admet G / ( o u II/)
comme axe {ou plan} de symétrie.

Montrons maintenant que, hors de Vaxe réel^ ( E ^ ) admet tout au plus
des points apparemment singuliers. En efïety soit \, u n point singulier
de (E*) situé au-dessus de O E ; S ne devant posséder aucune singu-
larité en dehors de (?, A / e s t un point régulier, et ses exposants sont
égaux respectivement à des moitiés d'entiers (de même parité ). Je dis
que A; ne saurait être une singularité logarithmique : car, dans le cas
contraire, on aurait (au facteur \jx — )s/ près)

G(»= a^{x) + b [ ^ { x ' ) Log(^— Ày) -4-^(^)1,
1 î ( ,x } =• <.' y ( x ) -|- d \ Q ( x ) Lo^ ( x — }./) -t- ^ ( x ) "[,

ç et d^ étant holomorphes au point A/. Or, on vérifie aisément que les
intégrales

c^i F^Log^^---- l^dx (m=i ou ^),

où F(<r) est holomorphe au point À/, ne sauraient être uniformes
autour de A/ que si F(^)===o. La surface S ne devant posséder aucune
singularité à l ' intérieur de €, le résultat précédent appliqué à X et Y
dans (i) donne 62 ±d2 ==. o, soit& = o = d; ainsi G : H serait constant,
et d'après (2) S se réduirait à un plan, cas qu'il est loisible d'exclure :
le point A/est donc apparemment singulier.

D'autre part, en vertu du principe de symétrie y les singularités
de (E*) situées au-dessous de Ox ne peuvent être, non plus, que des
points apparemment singuliers.
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Observons à ce propos que si A/es t un point appareniment s ingul ier
d 'ordre( 1 ) ;j.,Saura au po in tcor respondan tM^-un contact c.rordre ^-4- i
avec soii plan tang'ent; M/se ra donc un point méplat de S (po in t de
rami f i ca t i on de G. Da rboux ) .

(S. Expression ( l e s exposants. — Etudions main tenant les singularités
réelles de (E*") : nous nous imposerons d'abord les conditions
suivantes :

A. Sur l'axe réel, (E^) n 'admet aucun po in t i r r égu l i e r ; .
B. Les sommets A/, du contour C son t à d is tance f in ie .

Soient alors a/, et p/.^/.- IGS exposants d 'un p o i n t s ingul ier réel / / , ;
on aura, d'après ( B ) , 2a^.+ ï > o, et, en vertu de ( i ), les axes OXYZ
ayant des d i rec t ions quelconques , on pourra écrire dans le voisinage
de t / ,

^ - p p^- - /^ia^1 , , p(.r- /^^-r

\. --- .\(, ::::;:: (.^ ————————————————— 9 S —— \ „=-::: (A —•———————————————
L •>-^/••+•• ï , { --ia/,-4" i

• • ( • . r— tkf^z.,=.opz-z.,=(a
^a/,-{-

n, hy c étant trois constantes. Donnons à, x — ly, des valeurs i n f i n i m e n t '
petites, posit ives d'abord, puis négat ives; il résulte de (10) que le
po in t de S correspondant à //, est: nécessairement un sommet, soit A/,,
du con tou r .

Or, en tout point M du contour, d'image $ dans le plan .z, on peul:
délinir une demi-normale à S par la condi t ion su ivan te : lorsque x
décrit une demi-circonférence de centre c, de rayon i n f i n i m e n t pe t i t ,
dans le demi.~pl.an TJ ^> o et s u i v a n t le sens direct , le po in t M.) de S,
d'image ;r, tournera autour de la demi -no rma le dans le sens direct; et
si. M est un sommet A/^ de' cf, l ' ampl i tude de la rotation du vecteur MMi
autour de la demi -normale définira l ' angle V/, du contour C- en A/,.

Cela é t a n t , fa succession de deux symétries d^abord autour de la
droite 1) ou du p lan { ( . c o n t e n a n t A/,,..; 4/.? p u i ^ aulour de la droi te D ou
du plan 1! contenant A/,A/,-..^ é q u i v a u t , pour //...̂  <^t/:<^ ^•-.-M à une , ro ta -
tion R^ de 2('r.— V/..) autour de la d e m i - n o r m a l e en A/, (si A/,, est de

( 1 ) Voir [R"l, noie ( 2 ) de la pa^'e :>.95.
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première espèce') ( r), et à une rotation "R ,̂ de r.—sV/, suivie d\ine
symétrie ponctuelle (si A/, est de deuxième espèce ).

Ainsi, d'après le théorème de symétrie du n° 7, un circuit décrit"
de x autour de ^/, dans le sens direct, en passant par le symétrique
de x relat ivement à 0^ entraîne sur- G et H une transformation (4) de
déterminant égal à 4- i ou — i suivant que A/, est de première ou de
deuxième espèce : en d'autres termes, les substitutions du groupe de
monodromie de (E*\ images des rotations précitées, sont, toutes, de la
forme ( 4 ).

Une première conséquence en résulte auss i tô t : si la différence p/,— a/,
est un entier^ le point x === •£/, ne saurait être logarithrnùjue^ s inon la forme
réduite de S/, serait ^ L avec c^o contrairement au résul ta t
établi à la fin du n° 6 : en particulier, on a donc nécessairement
P/,7^ a/,, soit j3/,>a^..

Or, moyennant une rotation des axes OX.YZ, c'est-à-dire moyennant
une subst i tut ion (4), on peut toujours supposer que l'intégrale H(.y)
de (Ë*) figurant dans ( i) est canonique pour le po in t ,̂ et appart ient
à l'exposant j3/,; les formules (10) seront alors remplacées par

X - Xo== a Lî̂ Z l̂̂  y ̂  Y^ „ ̂ LZ^^1,
3a/,-4-i. "0 ' îa/,4-1

r, r, ^ •îi ab( ,V —— ^.)^-4-t^-M
^ —— ^0 z~~• ̂  ———————^————;.——————————— ?

a/, 4- [3^+ i.

la constante a pouvant être supposée positive ( m o y e n n a n t une rotation
de OXYZ autour de OZ) : il en résulte aussitôt que l 'angle V/, défini
précédemment est égal à (2a/ ,+i) ï t .

Évaluons maintenant |3/,. Les racines de l'équation en S relatives
à S, sont é2^ et ̂ -; d'après les formes obtenues pour cette équa-
don (n-'ô), on a donc a,+p,=M,ou M.,+^(M, entier:), selon
que A/, est de première ou de deuxième espèce. Imposons-nous encore
la condition suivante :

C/,. L'angle V/, est inférieur à 2^ ou r. selon que A/, est de première

. (t)Avec G. Darboux, nous dirons que A, est de deuxième espèce s'il est commun
a une droite D et à un plan II; i{ sera de première espèce dans le cas contraire.
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ou deuxième espèce : en d'autres termes, la surface ne se recouvre
peu- elle-même en A/, ( 1 ) . On dédui t aussitôt de là, pour un sommet de
première espèce, .
( 1 2 ) a^.-= — -'- -t-—^ » p/, == ^ — -^ •+- w/,,

a ••t'n: • 2 27T

w/, étant un entier ^o si o < ' V / , <?: et ^i si n < V/,< 271:; et pour un
sommet de deuxième espèce

( ,3) ^,=_-^,-^, p,=__^..^,,

//^. é tant un en t i e r ^o si o <^ V/, <" ^ et ^ i si ^ < V/, <; ri.
Dé te rminons m a i n t e n a n t la. subs t i t u t ion S/,. Si l'on conna î t la direc-

t ion (O/,, ^/,) de l'axe de la ro ta t ion R^, ou R^. (dirigée suivant notre
demi-normale) et l ' ampl i tude ç/, de cette ro ta t ion, les formules (6), (7)
dé te rminen t les coefficients de S/,, à une m u l t i p l i c a t i o n près par — i

(r) Les conditions H et ÇA. entraînent îa suivante : du sommet A/, ne pari aucune
ligne double de' S Intérieure ù C. En eHel, d'après ( i ' ) , on peut écrire au voisinuge
de ^/f, en négJigeitnl des facteurs positifs et des conslant.cs addilives :

X ' === — ' r1 a /''"1"1 s i ri ( '..» a />• -f- i ) 0,
Y'^/• t• ia^^co.s(aa/c-4-:I)0, . , !

Z =/>a/.*P^ lsirl[(a/,^
• A

(avec x == re^ ). On a o < sta/..-r-1 < '2. D'autre part, si l'on pose 0 === X — ———;?——>
' . / ' ' aA--+- P/c-H
l'existence d'une ligne double entraîne l'existence de deux angles X cl // compris

0(, 0. ,
entre ———~——— et ———,-——- -+" T:, et tels que

a/,+ PÂ-+I a/,4- P/.-+ t

';.>.k^ , , _ (2/^-+-ï)T:
/^ ———— /^ ,——— ————....-————————— 5 /^ -(— /-^ ——— ———————————,——————————— y

aa/f 'r- i a/, 4- p/c-+- J

// et /<' ('•tant entiers. Posons

•>//. == M, 2/^-4- I = P, a a/,-4- l == m , otA.-^ pÂ--4- I == /<(> /^-);

le point (//, t') devra cire compris à rintérieur du trictng'le de soniincts ( o, —1—0 i ^

^ o, —)- "4-- a^ ), ( w, -^ -4- //. ). Mais pour o •< m -< '2 le triangle ne contient aucun

point dont l'abscisse soit un entier pair.
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( I^G, ad fin,}; levons l 'ambiguïté de signe. D'après (12) et (i3) les
racines 'de l 'équation en S de la transformation S/, sont —- e ^ ^ ' ' ou,
— <?^ et e~~^\ seloii que A/, est de première ou1 de deuxième'espèce;
d'après ( ^') on aura-donc dans le premier, cas -

.'os1^ ==— co? V/,, soil ±: ̂ /,= •'•> ('7;. — V/-) 4- l'K.T:1,

et dans le second cas

Q !•
cos -^ = sin V/., soit ±: y/,=: 7: — ^ V^. + .4 K, 7:,

K étant un ent ier . Mais, d'après l'expression, précédemment obtenue
pour . l 'ampli tude o/,, on prendra le signe supérieur , ce qui donne , sui-
van t le-cas, 9/,== 2(^—Y^.) ou^ — ûV/, et d é f i n i t complètement S^»

9. Limitation du nombre des points appare/nmeni sin^f/liers. — Cela
étant, désignons par ̂  . . ., ̂ ,, les points s inguliers effectifs de (E^)
en sor te-que le contour (? aura n -+-'3 côtés'; moyennan t une substitu-
tion linéaire sur .2- à coefficients réels on peut toujours supposer que
trois des po in t s s ingul iers coïncident avec trois points arbi t ra i rement
choisis, soit (•1) ̂  == o, ̂  == i, ̂ ,,, == - i. Exprimons qu'à x ==co
correspond un point à distance f i n i e de C, où S'ne présente aucune
singularité; moyennant la substi tution x == ̂ \ ' y = x, y^ imposée
par la forme de (i) le point.x, = o^devra être un p o i n t o rd ina i r e de la
transformée de (E*) : ainsi les exposants du po in t . ̂ == ce dans ('E'')
sont i et 2. Or p ( , x ) et q ( x ' ) sont des fonct ions rationnelles; si l 'on
-écritia relation de Fachs [qui exprime, que k somme des résidus
ÔQ p ( x ) est nulle]-oîi trouve aussitôt, d'après (12) et (" i3) , -

. n -[-'.', .
•( ï -4 ) , , ^ //^.— — -4- IN — n 4- :l =: o,

/.•==:!

(QPour I^instant nous ne prendrons pas ^+3=00 (comme dons | RI) afin d'avoir
poarles exposants de t^, des expressions de même forme que les autres points ̂
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ÏN\> désignant le nombre des sommets de deuxième espèce (nécessai-
rement pair), et N, celui des points apparemment singuliers.

En particulier:, puisqu^on a w'/^Oj on déduit de ( ï 4 )
. • N.,N ^ n — i 4-

iû. Le groupe de monodromie ( G ) de (E* ) . — Les subst i tut ions S/.
étant définies sans ambiguï té dès que Fon conna î t l 'or ienta t ion des
éléments du contour (?, il en sera de même du groupe de mono-
dromie ( G ) de (E*) : le groupe est donc pleinement déterminé par la
représentation sphérique TT) du contour C: Géométriquement , on. pourra
adopter comme paramètres de (G) (pour le problème de Plateau, par
exemple) l 'ensemble des coordonnées sphériques de n.-\-'i sommets
de ^ par rapport au /?/+ 3e, pr is pour pôle (et à un méridien origine
arbitraire).

On pourra ut i l iser aussi un système de 2/?. -j- 3 d is tances sphériques
des sommets de CT. Or, si l 'on considère une subst i tut ion ( 4 ) comme
le produit de deux symétries successives autour de deux axes (abstrac-
tion faite d ' u n e symétrie p lane éven tue l l e ) , l ' i n v a r i a n t a +• d de la
subst i tu t ion-(4) sera égal à acoso, cp é tant la distance des images
sphériques des deux axes. Le dernier mode de définit ion qui a été
signalé revient donc à celui qui. a été adopté dans^ R] (n° 50); géomé-
t r iquement , i l ne détermine pas (G)-d 'une -manière un ique , ce qui
s'accorde p le inement avec ce que nous avons dit dans [R.J de la défini-
tion d'un groupe parles invariants.

11. L'équation Unéaire (E1) . — Cela étant , laissons indéterminées
pour l ' instant les valeurs de ^, . . . , tn et écrivons que, quelles, que soient
ces valeurSy le groupe de rnonodromie de (E*) coïncide avec. le groupe
(G) qu'on vient de déterminer. Comme nous l'avons dit dans [R] il existe
une équation linéaire du second wdre (E') admet tant (G) pour
groupe; cette équation possède n 4" 3 points singuliers t,^ .. ., t,^^
à exposants définis par (12) et (i3) (les exposants du point non loga-
r i thmique .2;== oc étant ï et 2). (E' ) admet de plus n points apparem-
ment singuliers; le point 1,^ une fois ramené à, l ' infini , les points
apparemment singuliers À^ * , .,,/.,, satisfont au système ^différentiel
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C/^ F//). de variables indépendantes ^, . . . . t,,, que j'ai formé dans ma
Thèse; leurs combinaisons symétriques

-^S [w=fi(.-^ ^)=n^-^]• ^4)

rw
intègrent le système équivalent (^, Gn) étudié dans [R]; enfin les
constantes d'intégration qui individual isent l ' intégrale (A|, . . . y /^)
ou (,?,, . . . , ^) qu'il faut adopter pour la formation de (E') sont
déterminées d 'une manière un ique , pourvu que les exposants des
points singuliers et les lacets sur lesquels on définit les subst i tut ions
soient déterminés aussi sans ambiguï té : et c'est bien ce qui a l ieu
actuellement.

L'équation (E') une fois formée, toute équation (E*)qui aura même
groupe que (E ' ) s'en déduira par une t rans format ion

^^^,
oùj' représente l'intégrale générale de (E1), a et [3 étant des fonctions
rationnelles de x, ^admettant aucun pôle-en dehors de .2?= t.^ . . . y
^4-2? ^H-.-i- Si l'ordre de ces fonctions rat ionnelles n'est pas l imi té , le
nombre des po in t s apparemment singuliers de (E ' ) pourra être arbi-
trairement grand; inversement, il résulte de la relation ( ï4), c est-à-dire
des hypothèses du n°8, que les fonctions rationnelles^ et ? sont en nombre
limité; bornons-nous même, actuel lement , au cas où le nombre N^ des
sommets de deuxième espèce est au plus égal à 2, hypothèse qu i est
vérifiée notamment clans le problème de Plateau et dans le problème
de Schwarz : d'après (r4), (E*} demi coïncider avec une équation (E1)
(dans laquelle un des points À/ sera venu se confondre avec un des ,̂
pour N3== o) ( • I ) . ' • ;

L'équation (E' ) qui vient, d'être formée possède un système fon-
damental (G, H) subissant autour des points s inguliers //, les

( 1 ) En procédant par récurrence on vérifierait aisément que (^i, ..., Zn) est réelle
et, par suite, que (EI) est réelle. La chose est évidente pour n === o; pour n quelconque
on se rappellera ([R], n" 57) que (^, . . . , ^) peut être définie par des données
réelles : c'est ininicdiai pour ^ = = T , e t pour ^ = = 0 cela résulte du procédé même de
récurrence. Or, en vertu du théorème d 'unici té énoncé à ta fin de [R] , la réal i té des
données entraîne la réalité de la solut ion sur l'axe réel.
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subs t i t u t ions prescrites S/,.; il s'agit main tenan t de construire ce
système.

12. Le rapport b : a. •— Remarquons d'abord que le système (G, H)
n'est pas déterminé.d 'une manière unique; il dépend de la rotation
arbi t ra i re qu'on peut effectuer sur les axes OXYZ. Or écartons le cas
où le contour €• se rédui ra i t à un polygone plan ( !), il existera donc
au moins trois côtés consécutifs ^appartenant pas à un même plan.
Désignons par A/^|A/.., A/cA/.^i, A/^iA/^y un tel ensemble et dirigeons
l'axe OY parallèlement à A/,A/,^i, le plan des XY étant parallèle
à A/.-^iA/,; le'coté A/,.^A/,.^ sera donc orienté dans la direction (0, ^),
avec 6 =^= o.

Cela étant ( n° <S), la subst i tut ion S/.. sera définie par les formules (6),
( 7 ) où l'on fera notanmient 0 == r, ; 2, ce qui ent ra îne [M == o == v ; le
système (G, H ) est donc de la forme
( ï 5 ) G :~= a y, i t == b h,

avec
g{ x ) SE ( x — //.)^ [ « -I- . . . ], // ( a' ) ̂  ( x — t,^^ [ i + . . . ],

les séries de puissances représentées par des points étant à coefficients
réels et les déterminat ions de (.z'—^y.)^', (.̂  — t / ; f ' ' é t an t réelles sur
le segment £ / , l / ^ i ; d 'ai l leurs nous savons (n°7) que le long de t/,t/,+i les
intégrales G1, H sont réelles ou purement imaginaires ; moyennant une
symétrie par rapport à OZ on peut les supposer réelles ( : 2); on peut
donc affirmer que les constantes a et b sont réelles.

Montrons comment on déterminera le,rapport b : a. Soient
^ =s ( x - ti^f^ ^ [ i -+-.. /), h, == ( x — 4,-i )^ ( i •+-... ]

les déterminations des intégrales canoniques relatives à .'z'===:^..i qui
sont réelles sur le segment ̂ , .̂,,.y ; posons encore

pas^^'1 ' , (r^^^s

( 1 ; Voir à ce sujet G. DARÏÎOUX, Théorie clés Surfaces^ t. ï, '2e éd. y p. 579. L'hy-
pothèse écartée est formulée pour le problème de Plateau, auque! nous nous bornons
actuellerneril ; les résuttats s'étendraient aisément aux autres problèmes.

(2) Cf.. n" 7, p. 6ô, note ( 1 ).
^nn. Éc\ Norm., (3), XLV. — MABS 1928. • ' 1 0
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sur le segment ?/,r/^i on peut écrire
A B , / G D

(l6) .•-^•,+^n //=^,+^.-

A, B, G, D étant quatre constantes réelles (elles que AD — BC 7^0.
Quand ^ décrit un lacet direct autour de //,+i (G, H) sub i ra d o n c la
substitution

/A B v . / S.) B. /i_ ^
^ . fa o . / ;7 n- V / . -^ o-v / <r •"" n~ \ p °

^•-" AD—BG V o //; I, G D ) \ o n-V \ __ G A. ; \ ^
\tT <r/ \ î 1

( A D c ^ — BCir' ^ A B ( ' < v ^ — r2)
î 1 h

A D — B G ) b ̂ . , ,. ,,-, , „„ .,f ~ GI ) ( ^- — n^ ) AI-.)n^ -— BC r2

l a

Or actuellement la rotat ion R/.^i correspondant à S/..+i est le produit de-
deux symétries autour des axes ( 0 == o, '^ •== ^ ) et (0 5 f ^} ; d'après (6)
et (7) S/,+.< s^écrira donc aussi

— / cos 0 <?~7^ — / si il 0 ^
— ï'ëïî-}^ i cos9 e^ } "

D'ailleurs., d'après (12), n12—ç'^ 2^ sin ¥/,+,, et l'on aura ainsi,
. a _ _ s in y/,.,,, CD b _ ^ ^LîLÏjLtl A.B

( î ; ) & "" 1:)1 ~sh\J~ AD~^~BCî ^—— f)l ^Q- A D — I ^ G '

les seconds membres ayant u n sensb ien déterminé, puisque s i n O -^ o ; ,
en particulier on a donc ABCD ̂  o. Or at t r ibuons à x 'une valeur con-
stante .ro quelconque (mais dif férente des^/,) et posons d 'une manière
générale

(W) =s <I> ( ̂ ,) 'q^ ( ̂ o,) — ̂  ( <r,) ^F ( .2-o) ;

il viendra d'après (16)
/ n . AB _(^,)(^-) CD _ r / ^ A , ) ( ^ A )
'• < ' / AD -•BC '(^Aj (^i A , ) ? AD -.- BC "~ (^ ,) (^, // j ' , . „

Plus généralement, i l importe d'observer que la méthode s'éten-
draitaux intégrales ^y/^ qui se mul t ip l ien t par des constantes quanda/"
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décrit un con tour fermé au tou r ' de ̂ , . . . , ^-..^; S/^,, serait, alors
remplacée par la substitution correspondant à ce dernier contour.

13. Les deux systèmes cnnonù/ues équivalents à une équation du
second ordre. — II s'agit main tenant d'étudier les rapports (18)
lorsque les t,, varient en restant dist incts. A cet effet, il nous sera
commode de substituer à (E1) un système différentiel canonique
équivalent; d'ailleurs, pour faciliter la comparaison avec les résultats
de [R |, nous supposerons ma in t enan t qu'on ait placé les trois points
singuliers ^4,,, l,,..,^, {„+?. en û, ï , x, en outre nous poserons dans (E1)

/M"' ^ . ^J
( 1 9 ) ' ^'^I^J^— ^) 2 }^ •

A = i

les m/, avant le même sens qu'au. n° S; la somme des exposants dey
au point 4 sera donc ï et non plus m,/,. L'équation (E) vérifiée par y
s'écrira a ins i

d/(.r) , r . . ^('0'
( - ) r ' •-^ ——— • y 1 1 - } - < / i ( . / ' ) -I- -,——~ r,

"1 4 / ( ^ • ) "' 1, ' [^J•') .„. "

^{x) é tant déf in i comme an n° • 1 : 1 , yi(^) étant ho.lomorphe en
chacun des poin is Âp et 0(.r) étant un polynôme de degré n — î .
Plaçons-nous dans le cas général où les Ay sont tous dis t incts ; , on
pourra trouver deux polynômes^ (Ou(^) àe degré n—î, ^(.r} de
degré n-^î, sa t i s fa isant à, l ' ident i té en .z-( 1 )

( w.) ) o-{ .r ) ̂  ( x ) -l1- o) ( .y ) ̂ ' ( ̂  ) ̂  9 ( -y ) Q ( 'v ) •

Posons alors, a et p étant deux constantes arbitraires,

( 2 1 ) G.) ( x ) ̂  ̂  ( ,x ) + ( y. .T + (3 ) ̂  ( 'r ), cr ( .y ) -^ <7p ( x ) — ( ex .y -h (3 ) ̂  ' ( .z' ) ;

( 1 ) On aura d\'jiiileurs

^o ( ̂ ) y 9y ̂ 1 - , y1 , -„ ïK l̂iW -«V -J^ziLLfL,^(ïy^^i^ï'^^7 ^,^- •^^^ ^^2^._^)7

en posant, d'une manière générale, Fy== F(Ày;.
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(o et o- vérifieront encore (20). Si l'on fait ensuite

(22) . j2='

on tire aisément de (20) et (22)
. . © / -4- <!) A
Y -^ j————— )• -(- y •

Q - - ^ l/

avec
(x>2 GtJC./

( 23 ) A. =E oy -r- ©^, — — — —— + o-.
' • / ' / Q îp

Or, pour que x == Xy soit un point apparemment singulier de (E),
il faut et il suffît que

,, d / e\ ( e y
B^,^^-(^

s'annule pour x==\j; comme on a
. ,-» (7'̂  / 2 < 9 o\L r f / / ' a?7 o-A

A ==: © B -4- — -p — ——/ 4- J-/ --11- — ---• ~ ,
^ \ ^ 9^ ^ ? (7 /

les coefficients du système
/o, . / CO ^ , A û'-l- OJ(S^ ^''^ — " r -\- ~ r.>, )'.,-=: -,- •>' -i- '—— Y.>Q ' (? ' " • ' - q; " cp " "

vérifié par y et j^ seront holomorphes pour x =\^ d'après (23)
ils présenteront x=ï.^ . . . , t,,^ comme pôles du premier ordre
seulement. Enfin, soit K^"2 le terme prépondérantdu développement
pour ,r == oc du coefficient de y dans (E) ; au voisinage de ^•===OD,
l'expression

4 ' ^2 . /^''F' 9'\ / ^\A == :——+ c,/— ûo -Ç -|~ -r- +© ^i + y
? \ r^ ? / \ 4'/

admettra comme terme pr incipal [— a 2 —(/z -4- i)a -h K]^'; pour que
tous les coefficients de (S') s 'annulent en •;r==oc il faut donc que a
soit égal à l 'un des exposants du point x=^c p o u r ( E ) ; il y a donc
deux systèmes canoniques (S^ correspondant à une même équation (E),
fai t - remarquable que nous utiliserons plus l o i n . Quant à p, on le
déterminera par la condition qu'en x = ce A soit de l'ordre de .r^"-2 $
d'après (22) augmenter co de ^{x") revient à remplacer dans (S')
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y a par r, 4- f^y; A : ̂  sera augmenté de

^S^-t^ ^.^ 9 - p ^,

la transformation sera donc toujours possible, sauf pour

'•), oa 4- n -(- •;î -= o,

c'est-à-dire sauf si les exposants du poin t x = oo pour le système (S^)
sont égaux ( ' ) . Or cette hypothèse est actuellement inadmissible car
le coefficient de j., dans la première équa t ion de ('S') étant exacte-
ment de l'ordre de .r-12, x = x; serait un. point logarithmique. Posons
enf in

où À est la fonct ion de / , , . . ., t,, définie dans [R] (n° 9, p. 192), et
l 'on obtiendra un système canonique de la forme

( S )

r/y -.^v^L-,- /v ^i ,^;~^.^•-/,]) ;141"2^ï—^•1'-
k^:\ ^,,1
// -..}.. 3 //..,[...»

</r, ^ .A.̂  ^ A^,
- '̂r_L --— •̂ . ___1_=L_. •i •• 1 .̂ - 2 i -
r̂ -"^.f-/,-1 -'t-2^I~=7;<•)(5

complètement ident ique(pour /n==2)ausys tèmeSde[R](n o 8, p. 188);
les A^ vérifient d'ailleurs un système (A./) de Schlesinger Çibùl.).

14. l^s ^i, ndfnelirnf en ^ un pôle de prennère espèce. — Cela étant,
reportons-nous aux résultats établis dans [B] : lorsqu 'on a déterminé
une intégrale (>,, . . ., ^) de (g-,. G,,), il suffit d'effectuer une quadra-
ture et des opéra t ions ra t ionnel les pour obtenir en fonct ion de / , , » . ., t.,
les coefficients A^ de (S) \ [R], formules (B), (8), (u), ( i5) ,

.p. 192-195 { . Or les formules qu 'on vient de citer montrent précisé-

( ' ) Les exposants du point x === ce sont a et — a — n —i pour (' E), et %, — a — n _ 2
pour ( S ) . La res(rictioi» précédente a d'ailleurs été signalée sous une autre forme
dans [ R ] : n" 9, condition (3 ) , p. 190.
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ment que les A^ envisagés par exemple comme/onctions de ti restent
holomorphes tant que les z^ ^/, sont différents de zéro et oc; nous allons
envisager ces deux cas.

Supposons d'abord que les ̂  soient infinis pour ^:== /J ; d'après les
équations (G/,) on trouve au voisinage de ce point

^ C/.

les Cf^h^-i) étant des constantes arbitraires, telles pourtant que les
relations [R], (5) soient, vérifiées ( ' ) et C/ étant égal (2) à £ : \/î)
(s =-= ± i). Prenons d'abord £ == 4- i. D'après [ RJ , [•(8) et (i i)] X pré-
sente en ^ un zéro d'ordre i et M^ un pôle d'ordre î . Nous dirons
que ^ est., pour les z^ un pôle de première espèce. Il résulte alors
de [R] [formules ( i ï )e t( i2 ' ) ] que H, et les H/, sont holomorphes pour
^== ï?; f inalement les A^ seront holomorphes pour /,•== ^î.

Mais alors l ' intégrale y, j,i de (S), qui. appartient en //., à Fexpo-
sant a/, est de la forme

(25) y^(x - t,)^[î +...], z-, = - ̂ îĵ l̂  (.^ - 4)^[, -i-....],

avec At,(^)^o si C/,^o ( ; î). Au voisinage de x -= //„ ^=/^ l'inté-
grale précédente est une fonction holomorphe de //,

15. Cas d'un pôle de deuxième espèce. — Supposons maintenant
£ == — i - On trouvera que ^== ^° est un pôle d'ordre i pour A, d'ordre 2
pour H, et les H/,; les Ajt, auront donc en ^° un pôle d'ordre a, et
l'on ne voit pas immédiatement comment caractériser l ' a l lure des in té"
g r a l e s y e t y i p o u r ^ = = ^.

• Pour y parvenir, nous ferons dans (E)j== Y \/'^r); Y satisfera à

(r) Ceci entraîne pour les C/, des relations qui seront indiquées plu? loin, n^ Itî.
( 2 ) Pour la sïg'tiifîcauon des notations suivantes , ^D, X , H/^ M/, , . . . , on se rap-

portera à [R], n° 9, et suiv.
(3) Pour C/c == o, voir plus loin n0 17.
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une équation que nous écrirons :
79

(^)

r d1 Y
Y d:^

4

4,

i
<"//+
.z'2

ii

2;

F -((,»-/,).

j ^ ^ .̂,-

r ^
|,',(.r-},/.)

+ . . . . . . ̂  •

. ^——l) (^——

^4-:;

^ 1 .r(.z-—i)

. 4- - , ^,z' ( .r — i) ( ,'r —-

J

-^•)
en conservant les notations clé ['R](n° 8, p. 188 ) ; nous allons voir
que // tendant vers /? le second membre de (F) reste holomorphe.

Développons les .̂  suivant les puissances de t~ î^ T'; soit

-"I1- ^ / i • • • 4 - 1 - . . . • ( ' / / ;—: i , . . . , / / , -4- ^ );

à l^aide de [R.J, (5) on trouvera aisément

( ^C, ::= -,- Q- G,, ^îh= - D,- DA,
(a6 ) ^/ ( ̂  - ̂  ) C, = (- /? - /, ) (;,, ^ ( I, ̂  ̂  ) D, := ï _ c/ ~- ( /, - /? ) D,,

1 ^ ( /^ ~ //. ) (^ = (• ff, - /J» ) C/, y ( /, -.,.„. /, ) f), ̂  i _ c, + ( /, - ̂  •) D, ,

où ^ indique, dans tout le numéro ,ac tue l , u n e sommation étendue à
toutes les valeurs r , . . ., n 4- 2 de l ' indice À, sauf h = i et //, = /'.
Cela étant, reportons-nous à l'expression de y/ donnée dans [RI
[(29), p. 202]; à l 'aide de (26) on trouve aussitôt

^^///^Y\_/^Çi-:V h """_//

^ ^ï-'/,"lï^//" \, à 1 , ) ' "4 Q7

et comme on a C;D == i et.a, .= ^(^— i.) ̂  il en r é su l t eque^ estholo-
morphe pour /,-= i^

Evaluons de même Y/,..^ a^ : 4(^—1). pour cela nousuti l iseronslâ
relat ion ( ^ ){ [R | , p. 193 }

.̂  — fAZLÎi ̂ '^ ^ — ^ .s/. ^^j//: "~" ^ — / A ^ „ (9/< -'^^—^-^-^r ^ .
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(FOU, à l'aide de (23),
à^k _ C^C/- C/< C/: A^ ^
àtk C^T'2 G/ //•— //, 7

1 ! ^ Ci , ! .^__^+... ^
avec

(A^)

A^^-^)^^--.^ -M^-^-)1^
l̂  (./. ' tv/

On aura donc
n +2v ^~ //•/'^v
^ 4^,=/,: ^//.:/

^^^^)C,<:^r /D/, D/. ^A.^_^^^__^)G,<^r /D^ j ^ ,_ lA^\ 1
-2^ /i c^2 L I ~ Y ÇA c, + /, - f j ^ ' " ]
• , c^?—4) f c/- c/-(^-4)/i^ î^\l«.

4C.T2 1 L 4 C . ' 4^Q \C, 1 C j j ï ' " • " • • • •

Au moyen de (26) on trouve facilement que le coefficient de T"2 est
nul et que I^C/.A/,,. == o; f inalement, i l résulte de C j D = = i que y/, est
holomorphe pour ^= ^

Mais alors la relation
u+-i / n+î <v

^(.r) = o(.r)^ ̂ ^ == ^ T..-.+ ̂  /!C^—'-4- . . . ),
^ = = 1 " ' ' \ /.==! . /

où la parenthèse est holomorphe en T pour T == o mon ire que :̂ ten-
dant vers '̂ les Xy restent holom.orphes sauf / / ( i n d ' e u x , soit A , , y//,/
admet ^=^0 comme, pâle dit premier ordre. De l'expression py donnée
dans ma Thèse (r) on déduit ensuite que les py sont holomorphes,
SaufBi qui admet un pôle du premier ordre en ^ : l 'équation (F) a
donc bien son second membre holomorphe pour ^=== ^°.

Cela étant, soit Y = (.r—^)0'^!^-. ..] l ' intégrale bien déterminée
de (F), appartertent a l'exposant a/, pour .y == //,, et de premier coeffi-
cient égal à i ; l'intégrale analogue p o u r (E) sera

-••=<-'^\/Iil•+•••|.
( 1 ) Ann. Se. Ec. Norm. Sup.y 31" série, t. 29, igi^, p. 7().
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d'après ce qu'on vient de voir, ^(tr) : ^(^•) sera holomorphe pour
^•=== ^°; il en sera donc de même dey, et aussi de

( 7/.-4-2 . \ n-'r-i
dy ^ A1 \ ^ A.1,

y,--= - — Y ——M- y | : Y ——2—. c. 0. F. D.
- 1 dx ^ x -— ti J f À»A x — t,

/-=1 / /==:!

16. Trunsforfruition d'un pôle de deuxvèmc espèce en un pôle de pre-
mière espèce. — Avant de poursuivre l'élude du rapport b \ ci nous
démontrerons une propriété essentielle du système (S), qui permet
de retrouver très s implement ' l e résultat précédent. Supposons que les
coeff icients A^ admettent //•== /J(^== i , . . ., n) comme pôle*, il sera
impossible de former un système canonique de groupe (G), de singu-
larités -z" •==. /^ . . ., ^, et d'exposants identiques à ceux du système (S)
(formé avec les mêmes fonc t ions A^ et des singulari tés 1,^1^.

Or effectuons sur (y\ y i ) une transformation lin'éaire (ï), à coeffi-
cients ra t ionnels , q u i conserve la forme canonique du système (S)
et n ' introduise aucune singularité nouvelle; le nouveau système
linéaire (S,) admettra toujours le groupe (Ci!-); ses exposants repro-
du i ron t ceux de (S) à des entiers près; enfin.» sur les A^/, (T) induira
une t ransformat ion automorphe birationnelle ( < ) . Il est donc à pré-
voir que sauf peut-être pour des transformations (T) et des positions t^
except ionnel les , (S,) aura ses coefficients holomorphes en 41" Mais en
pratique la construct ion effective d 'une transformation (T) nécessite
des calculs labor ieux; en nous appuyant sur les résultats du n° 13,
nous a l lons indiquer u n e transformation (T) dont la détermination
est très simple ; et nous vérifierons en même temps que les coefficients
de (S i ) sont bien holomorphes pour //== ^.

Partons du système (S); à l 'équation (E) vérifiée par y corres-
pondent deuK systèmes linéaires dont l 'un est (S), et dont nous dési-
gnerons l 'autre par (S). Au voisinage de x = oo, (S) peut s'écrire

dy ! D ' \ { >. \ -
^ <-^ ^^^^^^^^^^ „
dy, / u. \ f D " \^1^(^,.....^-4-^^,.. ̂

( 1 ) Pour plus de détails à cesujel, voir PLEAIELJ, Jahresb. der D. Math, Verein. 18,
1907^ p. i5; L. SCHLESINGER, Jourri. /û.r î\ und an^, Mc^th^ t. 141, p. 1 1 9 .

Ann. Éc. Norm., (3), XLV. — MARS 1928. ï 1
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les termes non écrits étant d'ordre supérieurs en î : .r; et (S) aurait
une forme analogue, ?' et p" élant remplacés par p' et p^ Or, on passe
de (E) à (S) paroles transformations (22), (a4), le coefficient a, qui
figure dans (21), étant égal à l'un, soit //, des exposants r , r1' de y
dans (E), pour .r==oc. Ainsi, d'après (S7) (n0 13), les exposants de
(r, r, ) dans (S), pour x == oc, seront ( ' )

o'— y. =3 /"/ et 0^== — y, — n — a == /• / /— r.

Or, on passera de (E) à (S) en prenant a == r^ d'où l'on déduit

^z=:^v=^p"-}~l et ^==: — /• / /—/?. — ^^.r---! == p^— .ï:.

D'ailleurs, d'après (21), (^2), (24); la transformation (T) sera de
la forme

Ç==^-4-^[(r^r^^+p-(3]^

Endn, en vertu des équations (B) [ [Rj? p. XQ^ p on aura

, _ n + ^ v n — î ^_ / î -4- 2 \/D — î
P ' . a ' ! ^ 9/' ? • ' -2 """" 2

d'où ! ' . . __ ! ! ' „ •
^ 7/4- ''». \'.D. + I <-// _ ^- + 9. , • ^/D 4- î.

-—- Û —— ——————— —— ————————— 5 —— û :—— ——————— —l'~ î
2 2 , ' a ^ 2

ce qui montre que lorsqu'on passe de (S) à (S), \/D est remplacé
par —\ /D : sl l68 ^A calculés sur (S) admettent en //:= ^° un pôle de
première (deuxième) espèce, leurs correspondants dans (S) admettent
un pôle de deuxième (première) espèce. En d'autres termes on peut
toiLJours choùir le système canonique associé à (E) de telle ^orte que les
coefficients A^ de ce système soie/il holo/norphes pour ^=^ 0 : ce qui
entraîne l'holomorpliie, en ^ des coefficients de (E) c. Q. F. D.

17. Les ^ ^annulent en ^, — Considérons toujours les^/, comme
fonctions de la variable //• et supposons maintenant que l 'un d'eux soit
nul en ^°; il y aura deux cas à distinguer, suivant qu'il s'agit
de zu(hj^ ? )ou de .̂ .

'(^C^'note (1), p.77'.. . . . . , . . . ' , / , , ' ' . , .



LE PROBLÊME DE PLATEAU.. 83

pour li^É ̂  les équations (G/,,) montrent que

. ._ , \%^^?) . / ^,^ — ——^_ ( ̂  _ .̂ ^ -^ _, ,
[^— i f

il résulte alors (les formules •j [R], (B '), ("n), (•i0) 1 que H/, les H^ et
I:!//, sont holomorplies, H//, prenant en /// la valeur y^ tous les coeffi-
cients de ( S ) sont donc 1.holomorplies, et pour / /^ / ' ou k -4- i il en
sera de même des intégrales canoniques en f/, ou ?/,_;.-,. Examinons le
cas où l 'on a u r a i t , par exemple, h == k ou k -+-1, le premier coefficient
de la série de puissances déf in issant y é tan t toujours pris égal à i :
dans ce cas, les intégrales précédentes s 'expriment par les formules

Y Y,
v :.-,.::: ̂ , r,:;.....-̂ ,

"•ji "•ai

a n a 1 o g u e s à ( 2 5 ), e t o ù 1 es se r i, e s d e p u i s s a nées Y ( x — / / , )
Yi( ' , r—///y~^ ont tous leurs coefficients holomorphes pour / / •==^ 0 ;

, y'i.k 9

quel que soit »2'o, y et y, présentent donc / / — / ? comme singulari té
polaire d'ordre ï en général ('1).

On procéderait de même et l ' onabou t i ra i t à une conclusion analogue
dans le cas envisagé au n0 1.4, où l 'on aurai t ^ / , ( ^ ) = ce, avec C/,== o.

Examinons en f in le cas où ^,( /)' ) =-: o. On peu! écrire alors
,̂  „,:= a/, --4- f^, " -4-- r'i, ̂  --1- - . . ^ (. il ̂  i ),

,c;; -rr::: h,-: ...4- r^ .-,-... ( - ̂  //.-.- /^ ; ;

en vertu des identités (,!.{., ( 5 ) ' ) et de leur conséquence
2' C ( u •-- /? •— r ) ( a/, -lll-- b/^ + c^ r'14-. . . ',) -= i ,

on. trouve
( ^^///irro, ^^-"r- ^r..::o,

( ''7 •} / ^ai, ( l i , - /? :,) :-:r i, ^'r'i, ( î,.- /? ) :..„: -....-., h:.

Or on tire de (G,,)^ == — ^—J^—^, ^yee
'•t ( / / ( • • î ^ )

((^rf.).2;l„^,r-"•c;

(•r) On vénOera aiséirient ce j 'ésultafc dans îc cas,, si^nîjjé dans nia Thèse (p. ïô.5),
où (E) possède une intc^'rale réductible»
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ces relations rapprochées de (27') en t r a înen t
/ 0 ' • /—— / / V' a^ '2^'( .8) C - = = , ^ , ^^-^=-^.

Cela étant? on trouve aisément, en vertu de (27) et (28),
i ̂ '{tk-ïi^ (à^, . ^ y
^ 2j —=—— i 7ï7 -4" V13^^
-•/: ——— -À \ ̂  /

_^ / C^a/t C2 -^n7 /_ i ^_f^ _^ y.0^/, _ J^ii _^ /'/• ^-^ 4^ ^ ̂ a//- Y" ̂ "̂  "^ + "i/r" "~;^ ~ ;^/•/
=c(^—v / D )+^+•• • . ' .

les termes non écrits s 'annulant avec T. Mais cette relat ion rapprochée
de [R, (i5)] montre que, pour ^== f^, sH, est holomorphe et égal à G;
dès lors, d'après [R, (B)], H/, est également holomorphe ainsi que A^
et K^^ky^i ou =1"); il en sera donc de même des intégrales ana-
logues à Y et Y^ et par suite les intégrales y et y, dé f in i e s comme au
début de ce numéro seront holomorphes ou méromorphcs e n / / — ^ .

18. Le rapport b : a est holomorphe et non nul à V intérieur de I I . —
Cela étant, revenons aux équations (18) et envisageons leurs seconds
membres comme fonctions du point (t,^ . . . 5 ///); ce point tendant
vers (^ . . . , ^) en restant dans ir(n° 4), g(.v,), h(,r^), ^(^o)
et / ^ ( . i ^ ) resteront hoiomorphes ou posséderont au plus un pôle
d'ordre i si ^/, (ou l 'une des À / — £ / , ) tend vers zéro; de même, ^(.r,,'),
A i ( ^ o ) , g'\(^^}, //,(.ry ) seront holomorphes ou posséderont au plus un
pôle d'ordre i, si ̂ -i (ou l'une des À / — ^,.1 ) tend vers zéro. Si l'on a,
par exemple ^/,=o, on multipliera par A-^ les deux termes de
chacune des fractions constituant les seconds membres de ( 1 8 ) : ces
seconds membres pourront donc être considérés encore comme les
quotients de deux fonctions holomorphes en //•= /J. D 'a i l l eu rs aucune
des expressions ( g ' h ) , (g,h,\ (ff/h), . . . ne peut s'annuler en /; :
c'est évident pour les deux premières; quant aux suivantes elles ne
pourraient s'annuler que si l'un des coefficients A, B, C, D de (16)
s'annulait ce qui, est inadmissible, comme nous l'avons vu (n0 12). En
définitive il résulte alors de (17) que le rapport b : a reste toujours .
une fonction holomorphe de t,, .. ., t,, à l ' intérieur de II'.
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PARTIE
IMPOSSIBILITÉ D'UN PSEIJDO-CHOC

19. Intégration, par approximations successives, du système (A.) clé
M. Schlesing'er à l'intérieur {le I;F. — 11 s'agit maintenant d'étudier les
intégrales G(,r), H(.r) à l ' in tér ieur de H', c'est-à-dire lorsqu'un cer-
tain nombre de points ///, consécutifs sont à des distances mutuelles
très pet i tes; on peut toujours supposer que le groupement précédent
est formé des points t,, î,.,.^ . . . , /,„ /^, = o, les |^|(^<0 étant
bornés intér ieurement .

Commençons par é tudier , dans cette hypothèse, les intégrales du
système (A.) de M..Schlesinger, et pour cela faisons le changement de
variables
( ^9) t.k^ r/,/, ( h •==. i 4" r , . . ., n ' )

en posant de plus F/E^E i, r/,;,i == o. Pour une fonction quelconque
f(f^ ..., /J^^'f/,, . . . , / „ c,,^, ..., ^),

on aura

^-v,^.
àti—Âà^'àt,5

A=-/

introduite dans le système (A} ( 1 ), la transformation (29) le changera
donc en le système suivant :

ÔKk . A/ 'V f•7/A/' Y ^ ' A / t A / . / /—— . A" 7 —————— — y —————— A" ( A '— [ i _ i // -4- o ^àti ^ ̂ nf,- tf, ^ (- / , / , - 4 • — 1 • ' " l ï " i ^ ^h

h-^i h-i.

n n( K 1 ) A/ly^A/•--y ^A/,
àA'' i^,, ^ ^ A.^V'-A^A/- / , .:. ——=——__i——— ̂  ^ ̂  ——————— ^ ̂  ̂  _ ^ ̂  ̂
</^ ii éuà ^^•— .̂

(1) La nota t ion (A) dé? igné îe système (As) de M. Schlesinger f R , n0 9'[ écnt avec
la notat ion des matrices. S ind ique u n e somme é t e n d u e a u x valeurs î, . , . , i — i ,
n —yt de k.
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où les dérivées sont prises dans le nouveau système de variables; con-
formément aux conventions adoptées dans [R](n,° 9, p. 190-191), nous
supposerons que les in tégrales qu ' i l s'agit de représenter vérifient les
conditions suivantes ( r) :

, _ //
/3/M \ff .4. AA — — I \S' A/? ' __ \ff \ff —— g / ' „ • — — T / 7 _ L - r » ' \[00 ) A ) .( -t- ̂  2 2 —— 1 ' - s- ( -1 -"• 2 '2 —— - "1 à •' -2 •1 —— 7 '.,,»-, —— 1 ? • • • •; /l ^ ••' ) t

n ••-,-•1 _ .n -'t- 2

Vu- n 4"! . ^ D V \ -Z-^ ' " ~~ ̂  -r5 ...Z •A^ ̂ =:= °'
s—i 1 • â^i

2 l '/ V A o" // + 9) V''' •t^As^o, ^Aç^—~y-,
qui constitirent un système de 2714- 7 équations distinctes; les inté-
grales de (A') qui satisfont à (3o), (3i) dépendent donc de 2/?,-+-i
arbitraires. Soient alors a11 y a^h^éi, n -4-1 ) y n matrices constantes
et réelles, vérifiant (3o), et les a1' é tan t assujet t ies à la restriction sui-
vante : les constantes ^ et.^ qui vont être définies en fonction des a1'
devront être réelles et telles que o <^— s " <^ i. Les t / , et les i^, étant
toujours réels, nous al lons chercher à construire dans l'intervalle
réel (^, o) u n e solut ion de (A' ) , vérif iant (3o) , ( 3 r ) — y compris
pour h = i, /z+i — et telle que, / / • tendant vers zéro, les A71' t endent
vers les a1' tandis que, t, tendant vers i^ les A!l•(h^i, n+ i) tendent
vers les a11; de plus une certaine combinaison linéaire des A^ que l'on
fixera bientôt devra tendre vers une constante donnée 6,n. Pour
abréger, nous d i rons que les conditions précédentes réalisent le cas
réel.

' ! . "t*
Désignons par G la matrice ( 3 f ) et posons Ç —2a / l~ af't P111^ P^

une substitution linéaire ramenons la matrice a à sa forme canonique
b—c-^ac. D'une manière générale dés ignronsparB 7 " ou b-1' les trans-
formées c-'A^c ou ccr'c^'c d'une matrice quelconque M ou a ' 1 '
( /== :AouÂ-) î de même, le système (A'} — qui conserve d'ailleurs sa
forme — s'écrira (B'); nous allons résoudre ce dernier système par
approximations successives.

(^) Dans le problème de Pla teau in ipsuricç ( '3 l ' ) est toujours du type général
( /D^.) ;^ no 13, p. ̂  > > 1' , t 7+
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En première approximation nous prendrons
87

c/B^
dti <B^/^-, ^-77- ^ B'^b—bW1^ [ / i = = f 4- T , . . . . / ? ) .

Or en nous plaçant dans le cas général, ce qui est loisible actuelle-
ment , nous pouvons écrire

-posons ./— .f= s{^> o ) ; il viendra

B^° ï
~/.t,

^,(( f^
\( Ŷ

*;•.(
V.,

^y-
jn (7z=/'4-i, , . ., n),

et nous définirons B''0, W " 1 1 ' 0 en les assujettissant à vérifier conjointe-
ment avec les B^'0 et les B^0 les condit ions (3o) et les transformées
de (3 i )pa rc ; de plusB^' devra se réduire à la constante donnée & , , .
On en dédui t sans ambiguï té B^, B^, 1 ' 0 , B^''0; quant aux autres élé-
ments de B^0 et B^''0, leur détermination dépend d'un radical du
second degré que Pon prendra arbitrairement

Cela étant, imaginons qu'on ait déterminé B '̂, B^'^j = i, .. ., /n};
pour calculer B^-'-', B7^7""'-1 on fera d'abord

(3.) B^- ; ̂ .-T^B^-^^V
J l ^^^ti—th ^^ht~tk

L "=/ ^:::::i!'

puis on intégrera les équations
c/W'^^^ ——— 4-. ( ̂  a^^4-1 — B^-^ & )

:33) :- V ( B^'»^-4-1 — ^Â-) B7^ -- B^'^y^ ( B^'^-1 — b^)

^,m'3/c-,m4-.l _ I"^-,w-+-lj|^//,7%,̂ ̂ ,.

^ /^———-(- (^^ (A =: /--)-i, . . ., n}
y^ti—- tf,

moyennant les conditions initiales W-'^^î^) ^ V1. On calculera de
roAme B^11, qu i , pour /,= ^?, devra se réduire à b^ ; quant aux élé-
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ments restants de B''^4"1 et à. ceux de B^"'^4-' on les déterminera par
la condition de satisfaire à (3o), et aux transformées de (3i), conjoin-
tement avec ceux.de B^"4^ et de B^1-^. Comme tout à Plieure, -ceci
donnera deux solutions; on retiendra seulement celle qui pour ^= ^°
inf iniment peti t diffère inf in iment peu de la solution choisie en pre-
mière approximation.

20. Convergence des cipproximaîions. — II s'agit de démontrer la
convergence des approximations précédentes. Posons ( 1)

.d'où

(34)

ci

(35)

:'- ^-".n^y
r < £ </"o(< i)

r^ s
( i — . s - ) j \dr=r,r __ /•••ç rA—S =-=• fff' o ' o ' — c-

dr^r^-

;<^)-

Cela étant, admettons qu'on ait déjà obtenu ( 2 ) p o u r / = = o ,
m—î les inégalités

| B^r- - B^-1 < A(^)/£ [(^) ̂  (12 ) ],
|B^1-B^|<A(^)/7^
[ B^4- •• - B^ | < A. ( ̂  ) /£ / (^ = i;^ 2 ),

(36)
|B?r'-B^ <A(^) /^y£^

V ' t / /

B^^B^^AC^)//^"^',
où A et q sont deux nombres positifs indépendants de /•„ et m et tels
en outre qu'on ait

( |B^» |<A, |B^ |<A,
(3;)

J | B ^ | < A - ' , B^|<A i-
\ \ ' 0 /

( 1 ) Ces notaiions concordent avec celles de [ R ] ; on observera qu^clucllemeni
(cas réel), l 'exposant co de [R] (n".!^, p. •K)4) est égal à .?.

( 2 ) Nous omettons la détiionstraliôn p o u r / = o; e l l e ne di f férera i t a u c u n e m e n t de
celle du cas général.
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d'où, pour 2/-o <^q~'i ? 'o<^i e ty==o , . . . , i n — i ,

89

|B^/|<2A, |B^|<2A, |B^ <2A(-

(38) 1 B;'/1 < 3 A ( - ^ ) , [ B^- b\, | < 2A/-,
V<1 /

B^-^p[<3ÀÎ [(p)^(l2)];

nous allons montrer que les inégalités (36) subsistent encore
pôur /== m.

Posons </; on tire aisément de (Sa), (38), (34)» (35)

\ pA,//;} i ah-, fit !
l1^ -l̂ .(l i^ — -̂ .[i
<2/0--/4- îiA^//^.)^-A^/zr,)"-1 f ^(-\ t(£+È /)4/^)'- l ï(/>+Ê /)}//•

</o L \ ' o / \ ' u / J

<8 / • (n - /+ l )A > 2

avec

(39) •

On aura de même

^^ _e_, < ̂  ̂
(f s • - ,y " fj

Sf( / / , — / • .4-- i.)
A.

| Bi'r' ~ B^ | <^f(n - i+ i}A^yr,r^ ( ^+ /• 4-( /»Y£ /4-f^')AÊ \dr
t / y L \ ' Û / V O / J

^ < iQf{n - /+ ï )A2 ̂ -̂ -. /^A -n (^/"uy"/'

y,^i6/(^ — <4- ï ) Â

avec
(40)
et

. | Bîr ' •" B^f | < V(//, " .4- i)A^<7/-,)-/")<^(//_,+,)A;^^y— r [t4--(~ :-y's |(£+£ /)^
Jo L Y 7 " / J

< ^ j [ n l6/(^-^+I)A^i-^^^^Ay l(^y / l£^ L - ^ - q :

i6/(//-/"+ i.)- A ,

avec
(4i)

condition qui entraîne (SQ) et (4ô).
Ann, Éc, Norm., (3) , XLV. — MARS 1928, 12
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Cela fait, ̂  À^famz JB^' ' — B^j en replaçant les B '̂ — B^j
joar fcy limitations quon vient d'obtenir, et non pas par <36). On trou-
vera ainsi, d'après (33), (36), (38), (35)^

(' nr V" F ' "
iD/z,7/M-l PA^l ̂  o / \ï l̂ Ji-L. 1 <î) /7r-Dp.?. —A-)^ l<_. i / - \ . — s ^v^uf

avec

^'^-/.^•-."••-(^"^•-/'••-(^v"'-/<&_(rVl±^r_,, f f , ,_ /yy+/^^ ' . ( , • -4„ / / . l )+{ / : i ( ^ + ,

-^(•i-^/K1 -+- (7l)(- ) ?

d'où
^(^•or ^| Bjï^'^s — B^ | < 4 /"( i 4- /) ( r 4- </, )A,2 x / 0 / —— ^ A. ( ^/-., ) / / /£ /

pourvu que
,... . - ,>4/( l . -7)(M.-^)A.( - 4 2 ) y ^ ——-—~[~z_~^"~~ ""—

On aura de même
/ /, „ \/n / /. \ .s- /B /'0 r / /* \ ""A-

|B^H-BA^i<2/AV^^ / ^ - ( - / - ) <I>.rfr
• '- '" q \r\] J,. r\r\J

avec

^-^M^y,)[r+.(^yJ

, + â/r i + <7, /• -i- ( — V ( ï -1- 'y, £ ) < :i ( î + /) ( î -h <7i ) ̂ ".
L V <>/ J

d'où

| B?^ ' - Bfr 1 < 8 <•( r -l- /) ( î + y, ) A^ ̂ î^ (^V -î- ̂  A ( y /-,)'" (-)''£'
q \ / o / 1 'J \ ' '} /

avec

(43) , , , ^ML±^11^^

et enfin
( n r 'W f r \ " " s ^ '" r / /•

BS-^'-B^KatA^i^^- (-\ [ '-C-
•' ï ' q VJ J, /• \/-,

_»)"' /^\- t /"'•
•2 . • —— "Ï1 1 <'- ••s^ï•- ——-——— \ — } f - \ - ; ̂---B/,|<.<A-^^" ̂ r r^ ̂ Yw

</ \^/ ,̂. /' Vu.
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//•Y- 1 „
.( ^,£- i . -<7,$4-£ M-a/r

V <)/ J
4) ^ 3 (-L) s^ j - 7 - -^ ,/ , £ -i- q ,$4- £ -4-3/r ( - / - ) -i-<y ̂ f - 7 - ) -i-i-i-.y ;5

1.VW W • J > LVW W .

<404-y. , ) (£-4- / r ) (^y ' \
\ / o /

soit encore
(44) (î>;,<4(î4-^,)(r4-/)£f^'r^

\ / o /
d'où
| B '̂" • ' - 1^,'" 1 < <S /;\.2 ( . + < i , ^ l:, - /.l ̂ "1;" (- )~" ———, i A < y /•, y" ( -\\ ',

y \7 o / î — •s \ ' o /
pour
(45) 1 1 ^^^^A^L^Îil^.

En définit ive, il résulte de (^Q'-^P) que si, l'on choisit A de
manière à vérifier (37), les inégalités (36), (38) c o n t i n u e r o n t ^ )
à être satisfaites pour j = m à condit ion que l'on ait

( i — ,ç ̂  €f > 8 ( i -(-• f) A. [ ( i — ,v ) / 4- 16/( n — / -^ î ) A. ].

Par un procédé classique, on en conclut que pour /•u^^<^'7~"1 l^s
approximations (32), (33) convergent, vers une s o l u t i o n de (13') qui
prend aux l imites o et li les valeurs données à a7'', b1' et satisfait évi"
dernrnent aux relations (31); il en est de même, d'ail leurs, des reia-
fions (3o) : car elles sont vérifiées en. ^ et ce sont des intégrales pre-
mières de (IT).

En vue de l 'application de ces résultats au problème de Plateau il
est nécessaire de-préciser la nature analytique de notre solut ion au
voisinage de l 'origine. Or, en procédant par récurrence, on voit immé-
dia tement que les B .̂r sont des fonct ions de //, ^, t^ holomorphes par
rapport à ces variables (dans le domaine de leurs origines respectives) ;
les B^ sont donc des fonctions ïiolomorpiies de /j et^'; et i l en' est
de même des B^, ( ^ ) 'B^ (-^p^,- Dès lors, si l'on revient au

' t - \vl / " \{/i / "
système (A'), on peut dire que les A^,/ et les ^A^ sont holomorphes en ̂
et ^""ly; ainsi les produits tiA.11' tendent vers zéro comme t ] " " et la

(r) Et ceci, pour h == /' et n - i - 1 ; nous ne nous arrêterons pas sur le cas où les deux
solutions envisagées à !a un du n° 19 coïncideraient.
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formule
A ; A i.-ï-î i\ ti A n+i

( 46 ) - A + -J^ -|-. . . + ——- 4- ———
.2' — ^/ JC — ̂ i ^•> — in X

n-t-i.
.¥-+-... 4- A"4-'1 . î y/jM

x l ̂  a.' ( x — ̂  ti )
h-^i '

montre alors que, dans le coefficient différentiel du système (S) écrit
sous la forme

n+2
dy ^ ^ v\ AS

Thû !' y ̂ .ï~^T/
&••==!

le groupement (46) tend vers la limite a : x quand ^ tend vers zéro;
d'une manière précise on peut écrire

//-M *

V-AL^ • a ^ £ , V ̂ J:!1_ L V -A^-
^ x -- ly ' î! ' 'x ^ a1 ( x — [ / , ) ^ x. — //

£ et £/, étant des matrices, liolomorphes en ^, /J""7 et s ' annulan t avec ^.

21. L^ caraclérùtiques épuùent la représentation des intégrales dans
lecasréel. —Et maintenant, il nous fau t r épondre a u n e q u e s t i o n essen-
tielle : pour t, infiniment petit, toutes les intégrales du système (A')
sont-elles représentables (dans le cas réel) par les caractéristiques
que nous venons de construire?

Nous allons montrer qu'il en est bien ainsi, et pour cela nous procé-
derons par récurrence comme pour le problème analogue de notre
Mémoire antérieur [R] (troisième Partie).

Observons tout d'abord que le théorème que nous voulons établir est
évident pour les systèmes différentiels (A") où tous les points singuliers y à
l'exception d'un seul, t^ par exemple^ sont infiniment voisins de l'un

•K
d'eux, soit ̂  == o; il n'y a pas alors de matrice A7'' ni de somme ̂
dans (A7) qui se réduit à des équations du type

cl h!1

.. ^.__^A^---A/'a. (A= ï , ..., /?.+î>.),t l t/ '

a désignant la matrice constante SA/'; ce système est du type envisagé
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au n° 19 en première approximation ; son intégrale est donc représen-
table par les développements du n° 19 (réduits à leurs premiers
termes).

Cela 'é tant , admettons que la proposition ait été établie pour un
système (A^ attaché à un système linéaire possédant les points singu-
liers x == ^, . . . 5 t.i_^ ^.,.2, ^,+3 el le groupe de points singuliers infi-
niment voisins .r==//, . . ., //,, //,..,.; ; nous désignerons ce système par
(S//.,,.,) et le système ('A/') correspondant par ('A/;_i), et nous al lons
établ i r que la proposit ion subsiste pour le système (A') , soit (A//)
attaché au système linéaire ("S,,) possédant les points singuliers
de (S//^i ") et en ,outre le point x =. ̂ .

. Procédons comme dans [R] ( i ) et faisons tendre /i vers //,+2; l ' inté-
grale de (A,,) peut être définie par l'e système de valeurs qu'elle prend
au point / i === /0^ -+" £, /;;, . . ., ^',_, 5 ^, î^ , , . . . 5 <^ ; comme dans [Rj on
se bornera d'abord aux intégrales pour lesquelles le système de valeurs
précédentes satisfait, quel q u e soit £ aux condi t ions ,

(C) [A^ <M,

où M est un nombre posit if f i x é ' u n e fois pour toutes. Si & est assez
petit l ' intégrale de (A// ) peut être développée suivant les puissances
de £ { [ R ] , n0 39, p. 255 ;, les matrices A^'(^^ i, n -h 2) et A' -+- A^2

tendant , pour £ == o, vers des solutions d 'un système (A/^i) . Considé-
rons alors les solutions précédentes de (A//); lorsque ^ tend vers zéro,
ou bien les A/' t endron t vers des matrices l imi tes bien déterminées^ et
alors les so lu t i ons de (A//) seront représentables par les caractéris-
tiques du n° 19; ou b ien les éléments des A71 f in i ron t par rester inté-
r ieurs à des cercles c l / indé te rmina t ion dont le diamètre sera très petit
avec £; on écartera cette dernière hypothèse comme dans [B] (p. 236).

11 faut prouver m a i n t e n a n t que le / r s u l l a f acquù subsiste lorsque
l ^ i --"^i a n est plus in/ini/wnl p e / i t . Or, soit ^ , - - = = 0 un point du
chemin (C^-4- ̂  / 0) q111 par hypothèse mette la proposi t ion en défaut.
Envisageons les l imi tes a1' des A/' pour /,== o; les Absen t des fonctions
de ^ i satisfaisant a un système différentiel , du type (A/,..-,), et moyen-

( 1 ) Dans [B] le point singulier mobile était désigne par in (et non par^).
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nant une transformation (T) préalable (n° 16), on- peut toujours ,
supposer que le point ^ == 9 n'est pas une singularité polaire des ^/';
de plus, quitte à remplacer (^, . . ., ^_,, ^,,, . . ., 0 par un point
voisin, on peut toujours supposer que, ^ . t endan t vers 6, les valeurs
des c^-Ch == i, . . ., 7i, n+i) restent finies. Dans ces conditions, les
matrices a1^ a'- restent bornées en module quand ^ tend vers 0, ti
variant de ^ à o; le raisonnement développé dans [R] (n° 42, p. 261)
s'applique aussitôt, et l'on peut affirmer que pour / , == 9 l ' intégrale
de (A^) est encore représentable par les caractéristiques du n° 19.

Toutefois, le^uccès de fa démonstration est subordonné a Ici réalisation
de la condition (C); or cette condition est déforme analogue à la con-
dition C(ï)) de [R]. Dans le cas on elle ne serait pas remplie on procé-
derait comme dans [R] (n° 43,, p. 262-263), en observant que le
théorème de M. Painlevé, qui avaitjoué dans cette partie de la démons-
tration un rôle essentiel, con t inue à rester valable. On peut donc
écarter Ui restïiction précédente, et, en conséquence, on doit répondre
affirmativement à la question posée au début de ce numéro.

%î. Nature analytique des coefficients de (E). Signification géomé-
trique de s. — Nous allons étudier main tenant l'allure des intégrales G,
H de l'équation linéaire (E1) lorsque plusieurs points t/,, sont inf ini-
ment voisins; à cet effet nous examinerons d'abord la forme des coef-
ficients de l'équation (E).

Tout d'abord, d'après le résultat établi à la fin du n° 20, il est aisé
de voir que l'équation (E) vérifiée par y aura ses coefficienu holo-
morphes pour ti= o en ̂  et t^\ En effet, le système (S) ayant la forme

y^anJ'+^J'i, Ji ̂  ̂ J-+" ̂ J'n

l'équation (E) s^écrit

^=((^-4-. Q^+ ̂ Jy-^ (<1 t - |̂ n ."1- ^2^21- Ci^\y,

• • . • n -4- î

On a déjà montré, à la fin du n° 20 que les a^== V .-"A^ sont de la
• ' fc ••M— yL1 —' i-'{{
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forme annoncée; reste à étudier a^ : a^^ ; mais on a r /a , == A^(.r) : (p(;r)
[R, p. 197] et

iW^.V__f/^ ,Y'^_^_-=: JP:^L('X)__^P^(^)
• co ( x] " l i ̂  ...r ( x — //J ^ .-r ( .-z- — //• ) ~~ ~ •; "' -T" /?. î

'-/ ' ^ ^U(^-^)' ^]J(.r-^)
/<=/•

P/_..( et P,/^/ étant des polynômes en .r, de degrés inarqués par les
indices, et à coefficients holomorphesen ^, t^ : on en dédui t aussitôt
la propriété annoncée.

Décrivons dans le sens direct un, contour fermé F autour des
points x = [ ; , . . ., ̂  ï,,,+i ; à ce contour correspond dans le groupe de
monodromie de G de (E) une substitution 2;'nous allons calculer les
racines de l 'équation fondamentale relative à S.

Tout d'abord, ces racines sont indépendantes de //; or, si, x restant
constant, on fait tendre /< vers zéro, le système (S) tendra vers un
système de la forme

év ^^+.^+f^+...Y
dx \ x j " \ x / < / 1

d'y. /a^> \ f a^ \^^^,_,.^+^-i-,.^,,,

les termes non écrits étant holomorphes en x- pour .r==o, et la
matrice d'éléments a^ n'étant autre que la matrice a du n° 19. Mais, à
la limite F se réduit à un contour fermé décrit autour de ^==0 : les
racines cherchées sont donc ̂ ^ et ^^V-1-1. Or on a, (n° 19)

s' -4- s"'--^ a.i i -1- a ̂  —' // — /' •4" '-t. .s-'—- s " •==•- .y ;

los racines ch.erchéçs sont donc

(— ife^""1 et (— i^Ê'-W^T (,N ̂  n — / + a ).

Posons alors

(47 ) " y ^ s ^ ' l ^ x ) , ^ y^^^fl^),

s et -?i satisferont à, un système (T) et j a une ^équation (F); le^
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racines de l'équation fondamentale relative à l'équation (F) et au con-
tour F seront précisément

çW=T çt, ^--W^.

Il est facile maintenant de trouver la signification géométrique de .?.
Géométriquement, S équivaut à une succession de symétries autour des
côtés A^, A,, . . . ,A/, , A/^,, . . ., A^.,A,,,, de notre polygone; or cette
succession se réélu i f c au couple des symétries extrêmes autour de A/^.i A/
et A/^,A/^. Désignons par V la déterminat ion comprise entre o
et T: de l'angle (A^iAp A,/,+,Â/^.J; d'après (19) et (47) la différence
des exposants relatifs à 2 est la même, pour les équat ions (E') et (F);
mais l'angle désigné au n° 8 par Y/, est égal actuellement à ^ — Y ;
d'après (12) la différence des exposants est donc égale à

(à un ent ie r près ) et, puisque s est in fé r ieur a i , on a nécessairement

V
7T

23. Théorème fondamental sur le rapport des longueurs des côtés dans
le cas d'un pseudo-choc. — Ceci posé, soit Q une couronne l imitéedans
le plan de la variable

par deux circonférences de centre o, l 'une Ci de rayon i 4- £ (^quan-
tité arbitrairement petite), l'autre Ça de rayon K quelconque, mais
supérieur à i + £ : ainsi les points singuliers ^ === r/-, . . . , ^ 4 ^
(o == <^i << i^-<. . . <^ <^_ i << ^:== i) seront tous intérieurs à Ci, et,
pour tf assez petit, les points ^ === t/, : t-i seront extérieurs à Ça. D'après
la propriété qui vient d'être établie au sujet de la substitution 2 (n° 22),
(F) possède deux intégrales, soit Zi et Za, telles qu'a l 'intérieur

1 1 ' '<! __•*•'
de (? les quotients Zi : ̂  et Z.j : ^ 2 sont halomorphes. Ces quotients
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pour ron t donc être développes en séries de L a u r e n t sons la forme

Zi^ [ / l . ( / / ^ / ; ^ î " l J"+- /„ (^ ^ /; ^ [ ,

^^ ' 2 y 21^^ ; /^ ^r'M-./"^ .; ^, /...- /A: / ' -s
• -5 ' / 5 ^

les y'y.1 é t an t li.olomorph.es en / , : pour [ / / E | 5!1U/et les /y_» <m î : c
pour |$ ^> i4 -£ , On dé t e rmine ra les coef f ic ien t s d-e ces sérn^s par la
méthode de M. 1..1. von Kocli C ) ^ de cette rné îhodt ,^ et de l'holomor-
phie des eoeflicienf.s de ( F ) par rappor t à /J, /^l"'ç i l résal te ([ue, l ' un des
eoef l ic ients de f^\ é t a n t pr i s é^al a i, les fy^^ envisagées cornrne Ibnc-
t ions de ^, seront u n i f o r i n é n î e n t convergentes dans €• p o n r o ^ / / l : ^ / ^
( s u f f i s a m m e n t pe t i l ) , el (^"ivisa^ées comme f o n c t i o n s de /^ 1} '\ seroi i t
'l.i.olomorplîcs r e l a t i v ^ - î m c i n t a ces • i i rgnmef î î . s dans le même champ.

Ainsi, pour //• inf iniment p.etiS, t}7^ et t, ^Z.j convergent vers deu'x. inlé
g rai es

0, ( > »

canoniques en..r==o pour l^é^iilaî.i i1)! '? (F0) (Hl'on ol)(,ienî: ( t">) en fai-
sant ^=== o dans (F); les exposants de Z^, Z^ étant exactement é^anx
à ± .v : 2 ( î i0 ^it), oïi peut toujours supposer que lo coeff icient pris
égal a î dans j'y^ (.r; /^ l\ ' ) est l^ terme init ial/ai (o; /^ l [ ' ) ; 7 ^ etZ:,
sont donc complètement déterminées. De même, si dans Zi et Z^ on
laisse c constant et qu'on fasse tendre // vers zéro, Z, et Z^ tendront
"vers les fonctions

,/„(,,.,„) î
";- 3

( ï ) Acl,a incf.tli,. t . 16 . i<S(}--'.. j). •. ' .17,
( 2 ) L'a n'laîrice des coefficieuls du .sy^lèmc (^r0} coi'l 'espolîdtHît à (' F0 ^ s^ccrit

'Ni
_.^^^^^^^^^^^^

.'/1 ^^ .'

A ^ O ) .
( 1 , rû<)( l'ice-iuiité^,

Ann. Kc. A'o/7//., (3), XLV. — AVIUL ïQ-.iS. t3
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qui seront les intégrales canoniques, relatives à $==oo, de l'équa-
tion (F) qu'on obtient ( l ) en faisant, dans (F) x = t,Ï, puis /,:= o.

Ce point établi, observons que (F) possède dans le domaine de £ == o
deux intégrales canoniques

, ç,=^-..9,(^ ^ /^), Ç^^.-M9,(c. ̂  /F')
avec 1 , , '

9, (o ; ̂  ^-^i^çâfo; ^, /}-"),

y, et ç^ étant holomorphes en î pour |E |<i ' / , , et en /^ /^! "' pour | / / j
assez peti t ; // tendant vers zéro, ï, et ^ tendront vers les intégrales
correspondantes

. „ ^ == ^.4-1 9, ( £ ; o, o ), . Ça == ̂ "^ 92 ( ̂ , (). ^ )

de (F). D'ailleurs (F).ne possède aucune s ingular i té 'à F intér ieur du
; segment (o, //,,..,> : //•) de Faxe o, E ; par suite, en un po in t ^ == r,' in té -

rieur à C les prolongements de ^, ̂  sont des fonc t ions holomorphes
de $, rj^ ^ s tendant vers les valeurs correspondantes des prolongements
de^,^ . . ! , t'1 ^

Cela étant on peut écrire

Ç, =: A, Z, -}- l^ ; , , %„ Ç. == A, Z, +- l.îs 7^

les coeffîcients Ay, By étant déterminés par les équations

^ _ A . 7 , p 7 ^Ç/ i î p ^/ZsÇ^A,Z,+b/4, -^^A,-^4- l ->y-^ ,

où Fon f a i t E = = i \ Comme les dér ivéesde ^ Z,, Z, admettent des
représentations,'analogues à celles de ^Z^Z , , les coefficients A,, By •
seront des fonctions de /^ î\ " " " ' . holomorphes pour /,=== o, et prenant en

0) La matrice des coefficients du système (Ï) qu'on dédu i t de (T) par la subst i tu-

7 ̂ v • 1 ' ' n~i~iï-h— l : , •
tion ^i == ( ~ ) sa et le passage à la limite ^—^ o s'écrit V -,-———î où A^ — lim c^ Me\ii f jU ç — p ^ • ^^^' . î

«'-(: ;)——(i?)'
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ce po in t les valeurs À/, B/ fournies par les équa t ions

r — \" y 4 p 7 ^/ T ̂ i , p ^20_A.^.+b^, ^^A^+h/-^.

On peut donc écrire

ï/-=A/(^y[/,,,./.;^/j-,+./,(^^^-)]
>s'

+"/(^) '[.A,..^-/-) .-./.(;; /î-/;-)].

la représentation. é t an tvaJab le <[ue l que soit <z-, posiïifet<// , ,^==-1 (').
Soient alors y^.(/ == î y 2) les intégrales de C i l 1 ) canoniques en .r ==.o

qui correspondent à '(y en vertu de (19) et (47); on aura
r^AÇ/ (7=,,.)

avec
// - I " 1 1 1 Ï

A. .]• | Lr ...... /,,^
^î-l

et
^-.... ./.,,

( ^9 ) . j (,)'j)-^r::=^ A^J./r^^^^(/^ / ; - • - )

avec

( :>0 ) ^/ (<^ 0} = .A} / .^•^ j j ( .ï: — /^ f'^{\, (.r ; <->, <•> ) dï

n • • ( - 1

(M=-^«,^o),
, //-:,.:/

' et ^(/^ /^'?) étant holomorphe en /^ t^ pour 1 / / [ assez petit .
On trouverait endn

' , , // !•• 1( .->i, ; y "4 ' r , ) - ! Y<u =- /;.-" r "^,,, [ | ^ -. ,•/<)'"/,
•»<

xj l '^^---^/"*?2^;/^/, ' - ' ' )^
^/^•^J/;,/;-i)

( i ; On peut toujours supposer <,.--,< i i sinon, on raisonneran. sur ti-,, ( , , <,-n
comme actuellement, sur t,n-î, <n-(-i, 1,1).
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et
r . i n 4 ,

(,::)!, ) ^ (j^t^/.r^/r^.fùt/;, /;-'),

^Ci et ^i7,. ctant holomorphes en /"J, ^~'\ avec, par exemple ,

:•€, ( o, o ') •==: / ^^-,-> A 2 ©- i ( 2 ; o, o ^ (l'i ̂  f A f Ç'f <ii
J,, ' , ' ' " - ' '/1-'

avec
A2 ̂ Ïi\ \ — r^y"/' iï ( — (/.Y'i--.

Et m a i n t e n a n t , si l 'on rev ien t aux no ta t ions du n° 12 (p. 73), i l sera
facile (1/exprimer en fonct ion de // le rapport des longueurs des
côtés x==A/ /A/ /^ : A.,/....|A//,^. En efÏet, d 'après (3), on a

. - . / « ; - , ^ ' / f i / L1 \
j (\G^ +|li^|)^; J (j^i+^i/,.1^/,.

( ̂  ) x : ^/«- ^ / « . s / / 2 \
/ (IG2 4-[n^[K^ ^ i ^ [+- |A^ [ ^

^'/.. , . J i . . . . \ a" /

que l l e que soit d ' a i l l eu r s la na ture du côté, rec t i l igne (p rob lème de
P la t eau ) , ou c u r v i l i g n e (problème de Scinvarz). Or, si l 'on
fai t / •=- : / /+• i dans la déf ini t ion de ^'(.r), ^(.r), ^•i (,2-), h\ (^') (n0 :i^),
on aura
( 5 3 ) y { . v ) := A/^"' Ç, ( . r ) , A ( . x - ) := A/^ '^ 'Çi f .^} .

Reste à éva luer Ir : a ' 2 , qui est égal, d'après (17) et (itS), à
, _ AB _ _ Lï7'!!̂ ^

CD"- ( A A O ( ^ A ) 3

or on peut écrire
,^,(.r)=A/K.(^ A,(^}-=:A^^,(J')

avec
Ç, ( ,r ) =: ( c —" (•/, )^o,(^ - ("„ ; /f, /J "̂  ),
Ç,,(.;r) == (^ — (-,,)P"Q,f^- (^; /^ /;-"),

9;s et 9.. étant holomorphes en $ — < ^ , sur le segment (o, r,/) et en t^
^i:~•s'. D'après la définit ion de (<Ï>, V) on trouve aussi tôt

(';)^ ^ — -—^ /2!a/<•-^--•-P«+lil^^^ ^ /2(a,,->~?^J/V^ ,1-^,1,^-4,) 1 . ^ — /••; __-^-^^^_.^—^ G ) { l ^ f ^ .;,
bî. ̂  _ /2,a..., ,-î-i,,, liliL̂ ilii:̂  — /2(an..i... r~?^J,, ( i ^ / 1 -v '.,
a' " / (Ç2^)(Ç^2)
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co étant en général une fonction Itolofnorplie (le ^, t^ " ' " ' v ( indépendante
de $). Admet tons proviso i rement ce dernier p o i n t ; on peu t écr i re
alors, d'après (52), (53) et (on) ['(i et L étant des séries en .2-3
(— //y, (— //)' 'sl a coefficients réels],

f^'A^^..-^)^
(55 ) ^--S^————-—————> 1 1 •r i.vit^+G)^)^-- /« •• i
soi t , d'après (49) ̂  (5ï),

r 5(, ) y - / •--^^ ; < e - ( ̂  ̂  ""') + ̂ ( /^!2? ) ̂ ( ̂ i. ̂ 'J.( . . . ) - - „ / '^ ̂  ^ ̂  ̂  -^^^ ^ ,̂ ^^^ ̂  ^ ,

or comme À, et Â^ ne peuvent, être n u l s à la fois, ^.i (o, 0} et ^"2(0, o)
ne sont pas s i r n u l l a n é m e n t n u l s ; et pu isque c»j(o,o)^o, on a obtenu
ainsi la f o r m u l e fondamen ta l e

r 5 - ) J011^^^^^^^^^^^^^ ^-.1,
' / / l o i i ^ < K - ( i r A / / , i A / / , . , ~ l • ' { f ^ ' ^ ^

/ é t an t , pour [ / / | assez pet i t , une foncl ion l i o l o ï n o r [ ) l i e de l\ et ^'^. '

24. Cas ou In liîfnc hrù'^r A/ i A / . . . A/ / . . | A// , ,> esl ] ) I ( U K \ — 11 nous
reste à examine r si eu peut cesser .d'être holomorphe et non n u l
pour t,= o; or je d is qu'/w t e l l e ( v e n t i i d l i l é ne sunr'dii se produire ( / n e si
la brisée A/. , , . . . A , / , .j esl pifine.

En ellet, observons d'abord que l ' équa t ion (F) ( 'p. ()8) d é f i n i t une
surface m i n i m a (S) passant |)ar u n e brisée À / . . . À,,, et dont les côtés
sont paral lèles a ceux de A/ . . . A/, et par d e u x demi-droites A', A"
issues de A/, A//,.,,.i p a r a l l è l emen t à A/A/,..,, i et à A// . , , A,/.,:.j; on cons t ru i ra S

.,.,:„ "14:1. • 1 ^
en prenant ac tue l l ement G == a /VCi , H == fi\^.,, avec A == | | (^ — r^) ^ ,

h-^ï

et le rappor t p i a é t an t dé te rminé comme au n° i ' î ; si le côté A// l A , ^
n'est pas para l lè le au p l a n Â / / A / / i i A / , ^ la formule ( 1 7 ) f o u r n i r a
pour ^>2 : a2 u n e va leur b ien déterminée, f i n i e et non nu l l e , soit

(ç,^)(^ç,):(ç^,)(ç^1).



102, RENÉ G A R N Î E R . .

Or d'après les propriétés 'établies au sujet des équations (F) et (.F), et
de leurs intégrales ^ et ^ 1e rapport p ' 2 :^ 2 constitue nécessairement •
la limite de co(^, ^~') pour t,= o.

Supposons maintenant que A^_, A,/ soit parallèle au plan A,/A,,,,,., i A//,,^ ;
s'il existe un indice //(^O tel que les sommets A//.,^A/,. . . A//..,,A,,,^
forment une ligne brisée gauche, le fait n 'é tant plus exact pour la
brisée A/,. . . A/,.^, on remplacera ^ et ^, par les intégrales cano-
niques ̂  ̂  relatives au circuit enveloppant ^/, < ^ i , . . ., <' / / ; en vertu
de la remarque qui termine le ri° 12, f J : a pourra être déterminé a
l'aide de ^, ̂ , f, ̂  et aura une valeur f inie et non n u l l e : la conc lu -
sion précédente subsiste donc.

Il nous faut envisager maintenant le cas où les sommets A/.,.:-,, . . .,
A,,-^ sont dans un même plan : s'il en est a ins i , on ne peut p lus
affirmer que <o est holomorphe et non nul pour t,= o; mais, d'après
(56), la formule (57), ne saurait cesser d'être exacte que si l 'on ava i t
en même temps ^1(0, o) = o = co(o, o) ou ^(o, o) = o =. oj ' (o, o);
en vertu de (5o) on aura i t alors A , = = = o ou A y = = o ; i l nous suff i i a
évidemment d'examiner ia première hypothèse.

Puisque la ligne brisée A / . . .A/,.,,, • e t les deux demi-droites «V, ^
sont dans un même plan, l ' intégrale ^, qui suffit à dé f in i r la surface
minima plane S se reproduit a des constantes mul t ip l ica t ives près
(n0 i ' Ï ) quand £ décri t des circuits fermés successifs au tour des p o i n t s
^ ^ , = = 0 , (^i» ^)? . . . , Ovu, . . . , t7 . , . i , ^) : c^est une in tégra le/...... ^ ^ ' ' <'.->
de (FJ à dérivée logarithmique r a t i onne l l e ( ' ) . Pour que l'on a i t
A, == o/il faut et il suffit qu'en E==cc, ^i appar t ienne à l 'exposant .y : 2;
or il est aisé de se rendre compte que cette circonstance peut se pro-
duire effectivement.

En effet, on peut écrire 1 /( + -i '
• S1=C[I(,.-^)Ï/1•~^P(^,- • •

(1 ) Ce cas pa r t i cu i î e r a été étudié précisémetir pur G. Dari joux ( toc. cU. ), dans llij-
pothèse où les sommets du contour peuvent être inf in iment éloignés (surfaces m i n î m u
passant par des droites parallèles à un plan fixe).
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C étant une constante et P un polynôme de degré p; de plus,
l 'exposant y/, est é^al à l 'une ' des quant i tés a/, ou ?/, du u° 8;
ou a d 'ail leurs

/ / / / / I / V / / \ . ////. i /V// \^//--- -— „ ~ -^- — i — ini, , &/,-- —.. ==— - — — i — /^ .
•)- \. 71: / -->- , •^ \ ^ /

Mais diaprés la dénu i t i on de Y// (11° < S ) le serment plan S ne peut

F«fi. i.

être rej,.)résenté conformément sur le •demi-plan t^(..r\/~- i) <^ o ou
<A( E ^— î)^> o que si l'on a constamment y// •= a/,, ou y//, •== ?//, soit

inu £ / V / / \ / ,
7^— .-"-- :.:.-:r - •— — ! — // / / / • f £ ==± 1 ) ,
• •-Î •>- \ TT )

et en $ •-r x, ^i appar t i endra dès lors à l 'exposant.

,—42(î . )4-/-i. ii--i j
Or

/?

'V V//4- IV•/+ V'//,,,_,i •-•" 9 -= ( / ^ — /}7r,
/ < — / 4 - 1

o dés ignan t la somme des angles A/^i A/A//.M e t A / A / / + ) A//.,.^, c'est-à-dire
27: — V-; il v i en t donc

// -•i1-1

>^^ V'//^: f / ^ — / --+- ^ )7T —• 'V,
j—j
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et par suite, d'après (48 ),

£ / V \ --
p =: -^ ( _ -+- M j —y? :_= ^ (.y -h M ) —7?,

la réalisation de la circonstance envisagée équivaut donc à l'existence
des relations £ = -+- r, M" == o (d'où m.i, == o et A == i), /j = o.

Or, dans ce cas, pour t, infinii-nent petit, tC, tend vers l'intégrale

^—rio-r.
•d 'après (5i), le numérateur de (55) est1 an m o i n s de l 'ordre de / / ; le
dénomina teur est la somme de deux termes i n f i n i m e n t pe t i t s don t le
premier

/.//,.,:/;
// ^ ç îœ^

€/„

est de Fordre de t] d'après ce qui précède. Ce d é n o m i n a t e u r est
donc de l'ordre de /f (o^^)? et, par suite, le rapport (55) tend
vers. zéro comme /J^ au moins , résultat qui su f f i t à assurer la v a l i d i t é
des développements u l t é r i eurs dans !e cas d ' u n polygone d o n t les
côtés ont l ' o r i en ta t ion except ionnel le signalée p lu s haut .

TROISIÈME PARTIE.
RÉSOLUTION DU PROBLEME DE PLA.TKAU-SCUWARZ.

15. RésolunoTi du problème de Plateau pour le (iun(lriïa!êre gauclic.
- Abordons m a i n t e n a n t la résolut ion du problème de P la teau , et pro-
cédan tpar récurrence, commençons par le cas du quadrilatère (n == x).

Les inconnues à déterminer sont au nombre de deux : ce sont le
poin t s ingul ier t, = t (^, t,, /, ayant été placés en o, i, oc) et la cons<
tante a du n° 12. Oractuellement, (E1) ne doit posséder aucun poin t
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a p p a r e m m e n t s i n g u l i e r ,.r = A (n° ÎT); mais le système différent iel (G//)
attaché a u c o n t o u r se r é d u i t pour ^,==1 à l ' équa t ion (VI) deM. Palulevé,
dont l ' in tégrale générale est précisément X(A) . Après avoir choisi
(n0 1 :1 ) l ' i n tégra le A( / ) de1 (VI) qui résout, le problème de Riemann pour
le groupe de m o n o d r o m i e c] d é f i n i par les d i rec t ions ' d e s côtés du,
q u a d r i l a t è r e , s i f a u d r a f a i r e v a r i e r / par valeurs réel les jusqu 'à ce que
le po in t appa remmen t s ingul ie r . r==A(Y) de ( 'E 1 ' ) v i enne coïncider
avec r'un des points s i ngu l i e r s o, ï ou x de ( E ' ). Nous al lons montrer
que le problème est toujours possible .

.En eflet, on peut tou jour s supposer que la représenta t ion du seg-
ment S de surface m i n i m a sur le demi -p lan supé r i eu r a été eiTectuée
de t e l l e sorte que les images des quatre sommets du contour sur l'axe
réel, se succèdent par exemple dans l 'ordre o, /, i, oc; il nous fau t
étudier les in t e r sec t ions avec les droi tes A === o, A == i , A == z, A === oc de
l'arc réel o <^ / <^ i de la courbe in t ég ra l e q u i convient au. problème.
Or, d'après | R, n'14S j, ou d 'après notre Mémoire sur l 'équat ion (VI) (1 ),
si t (ou. i — / ) est i n f i n i m e n t pe t i t , A (ou i — A ) est de l'ordre de / '
| ou ( î — / ) s [ , avec o < ^ . v < ^ ï : F arc (le courbe représf'nialù'e admet
donc aux poinis i = o == A, / == i r= A (teux tangentes verticales. Écar-
tons alors le cas où A ( " / ) possédera i t u n pôle au moins dans l ' inter-
val le (o, r ) : l ' é q u a t i o n A == oc au ra i t alors une racine au moins;
puisque l ' i n t ég ra l e A ( / } est, dépourvue de po in t s non algébriques
mobiles, el le est c o n t i n u e d a n s l ' in te rva l le (o, ï ) et d'après l 'orienta-
t ion des tangentes aux po in t s / === o, / = i l 'arc o <^ t <^ ï de1 la courbe
représentative devra rencontrer en un p o i n t / a u moins l ' u n e des droites
À == o, A = i, A = / (jig. 2, p. io(i).

En tout cas, l'em'efnhie ( l e s eqndtiom A == o, A ==== i, A === /, /, == oc ne
peut amir r / n ' u n nofnbre jini ^1 (le racines dans V intervalle ouvert (o, i ) :
s inon elles a u r a i e n t u n p o i n t d 'accumulat ion T, ce qu i est absurde;
car T ne peut être n i un p o i n t in t é r i eu r (en vertu de la f ixi té des poin ts
non a lgébr iques} , n i une ext rémité de- l ' i n t e r v a l l e ("en vertu de la
représenta t ion de l ' in tégrale en ces poin ts ) . '

A i n s i , (.1,^) devra coïncider avec l ' u n e quelconque des <9Z. équat ions
formées au moyen des ^l so lu t ions précédentes; (W ) ayant été a ins i

P) A un. se. Ef. Nor/n., S^scrie, t . 34, 1 9 1 7 , p. 'j'>.8, n" ."î^.

Afin. Ec. Norm^ (3), X,LV. — AVRÏL 1928. ï4
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coiïsiruile, le rapport b'.ei sera déterminé ( n° i ' ï } , - e t pour déf inir S
i l ne restera plus qu'à calculera, par la formule ( ' ' )

aï f ^''ï ("r) + ~» ^ • î ( ' - ^ ) ^'{' ^=- lon^. A... A.;;.

Réciproquement, on voit aussitôt que les intégrales G = ny, 11" == bh

\ \
^--i

qu'on vient de calculer déf inissent bien une surlace S répondant à.la
question.

Présentons enf in une remarque relat ive au cas où le nombre .01 des
racines des équations X = o., À ' = I , À == t, A=cc comprises entre o
et i est supérieur à i. Faisons tendre f de l 'une /' de ces racines à . u n e
autre rac ine î " et supposons, par exemple, qu'on ait A f / ^ ^ o ,
A..(r) == i. Supposant /•,, •== / , t^o,t, SEE i , /, ̂  ̂ , on main t iendra fixes
les sommets A, et A , : le quadr i l a t è re A,A,A,A, se déformera en per-
dant (\) Pun des , sommets A^ ou A;; ; le segment S s^étendra à l ' i n f i n i
tout en gardant trois sommets à distance finie : deux fixes e l l e t roi-
sième mobile sur une droite fixe. Quand / tendra vers r ie quadr i la -
tère reviendra à sa posi t ion pr imi t ive , mais le segment p r i m i t i f de sur-

(1 ) Ainsi, ac tuel lement , i l n/y a qu 'une seule longueur qui in te rv ienne daus les équa-
tions de condition : c'était bien év iden t a priori, car tous les quadri la tères o'auches
dont les sommets sont à d is tance finie, et dont !es côtés ont des directions données
sont semblables entre eux.

( 2 ) Car on a dans ( î 4 ) ( p o u r À ^ o, i , / o u co) : N 2 = 0 , N == ï , / i=:i; run dès-
entiers w/. doit donc être egaî à — i ; ce ne peut être ni m^ m m^ (puisque A.^ et A,
sont à distance finie). Suivant qu'on prendra m^ ou m',^—ï, on obtiendra deux
équations l inéaires — donc deux séries de surfaces mininia — distinctes.
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face muî ima . aura été remplacé par un serment: d i f férent : ainsi ; ,
lorsf/ue le quadrt/afere ^•aucin1 sert de contour à ^l segmenta distincts ( l e
surfaces nunima^ on passe de F un à 1^ autre de ces serments par quatre
suites distinctes de déformations ou le fni(îdnlaîere cesse d'être ferme, le
serment ( / u ^ i l . If m/le s'étendant à l'infini.

Dans le cas d'un contour polygonal quelconque { n ^ > î } on procé-
derait de même pour ob ten i r un résultai analogue.

^G. lïesoluiion (lu probleine de Plateau pour u / i polygone possédant
lin côté (irburaireîïieni petit. — Le p rob lème de P l a t e a u est a i n s i résolu
pour un quadr i la tère gauche quelconque. Admettons m a i n t e n a n t
qu'il , a i t été traité pour un polygone gauche à. /?.+ 2 cotés, et mont rons
qu'on saura le résoudre pour un polygone (?„,..;; présentant un côté de
plus.

L^intégrale (';?,, . . ., j / / ) du système (^, G , / ) at taché à c?//,,;; ayan t
été choisie comme i l a été di t plus haut ( n0 1 1 , 1 ) , l 'équation l i n é a i r e
(Ë1 1) — soit ( "E^)—at tachée à c^,,;i n'est |»as encore 'dé te rminée : i l
faut encore .ca lcu le r les va leurs de / i , . . ., ///, . Or, pour cons t ru i re , a
une hornothétie près, un. polygone c?//,,;; d o n t les côtés o n t des d i r e c t i o n s
connues, i l faut se d o n n e r les r appor t s mutuels des n côtés A^A.;;, . . .,
A^,.,.i A.n..,^ ; les trois autres côtés sont alors immédia tement dé te rminés
par leurs d i r ec t ions . Ecrivons que ces rapports ( qu i sont des fonct ions
de / i , . . . 5 / / / ) ont des valeurs déterminées , C j , et expr imons en ou t re
que l 'un des points apparemment s ingul iers coïncide avec l 'un des
points s ingu l ie r s ( l ) t / , y ou encore que ^ / , { l ^ . . ., ^ )==:o . Ceci n o i s s
fournira n. é q u a t i o n s ( & ' ) entre / , , . . ., / / / ; i l faut montrer qu 'e l les pos-
sèdent u n e s o l u t i o n au moins .

Pour cela nous commencerons par é tab l i r qu ' i l en est bien a ins i
quand Fun des côtés, soit A,,A.//..M? est i n i l n i m e n t peti t . Le-s équa-
t ions (<â) se divisent alors en deux groupes : Vun est formé des équa-
tions

(ô/) j À/À/, H : A,,.,,., A^:= c, (',/= ^, 3,

{ô ' } \ . 1 3//==0;

( ! ) La valeur de h élant d'ailleurs pas imposée a p r i o r i ; vide infra.
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l 'autre se rédu i t à l ' équa t ion (<?//) où c// est a rb i t r a i r emen t pe t i t . Or,
quand tn t end vers ^//.,-i (=== o ), on sait par J R j que les .̂ (/• =7^ z?., 714- • i )
tendent vers des l imi te s (mies, bien déterminées, so lu t i ons d'un
problème de R i e m a n n pour .une équa t ion l inéaire (Jî') qu i aurai t
c o m m e p o i n t s s i n g u 1 i e r s / 1 5 . . ., ^//, i, t,^, == o, ///.......j === i., //,..,„. ;; = ce e t o n

» *
la cons tante (f,,.., serait remplacée par ,r, — .v dés ignant toujours
l'ordre de ,?/, pour ^=o ; d'ailleurs ;?// et A^., étant du même ordre,
s coïncide avec l 'exposant s in t rodui t plus liant Oi0 ;10). Or actuelle-
ment, les exposants des points singuliers de ( E 1 ) sont ± ( - — — i - j ;
ceux de Inéquat ion l inéa i re (E//) privée de ternie en r\ qui est envi-
sagée dans [ R] (n^ 8, 12) sont donnés par la relat ion

4 '

cette équation se déduisant de ( E 1 ) par une t r a n s f o r m a t i o n r[ ;^r ,
on a ./,^F_,).. \7r- i

Mais précisément on a établ i que ^ ==== V : ?;, V désignant l 'angle

compris en î re .o et TL que forment, les vecteurs A.//.-^A^ et A//...)..,,jA//,^j ; cet
angle est donc b i en le supp lémen t de l 'angle Y//.. i dn polygone €?/, ,„.
vers lequel tend C^.,.:; lorsque /// t end vers /,/n, et V équation (E ' ) .v/'
réduit à F é(/nation (E^_..J allachec au polygone C?//.^ vers lequel tend < ? / / , ; ;
lorsque t,, lend vers / / /^ .

Dès lors, les équations (58) qui ont leurs premiers membres holo-
morphes en ^, i?^tendent vers des équations-limites b ien déterminées
qui résolvent précisément le problème de Plateau pour C?//., a. Or, par
hypothèse, il existe au moins un indice h pour lequel ces équations-
l imites admet tent une solution (au moins) , bien déterminée t\ ̂  f^ ...,
^_,===^° ^ ; on conservera cet indice pour l 'équation { & ' ) relative
à C/^ ; dans le cas où l'on aurait h = n • J ^ • ï y on prendra pour (<§'}
l 'une ou l'autre des équations ^//== o ou ^4.1 == o, ce qui introduira une
bifurcation dans la série des surfaces ïnininia passant par e,,.,..^,

Cela étant, les équations à résoudre pour ?// i n f i n i m e n t petit se pré-
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sen te ron t sous, la forme suivante :

| /.(^"^ • — /.-,-/;;-,; ̂  /r-^o,
/^, -^ .— ///.,..-,-"-/;;-.,:/^ /r^r,,

•^
/• ( i „ /« / / ( ) • /•<>' / i - - y \ — r. / / / — i ', / i - / i . . . . , / /< - , . - i — / / , „ . , , / / / , / / / ; — ( /<—p

i l i ? /' / / /" / _ / i> . i s 1 1 ~.y \ — ,,' / / . . / / / ' ( \ ' \ ^ • • • ' < / ^ — i — / / , _ i ' ' / / ' / / / ) —~ f n^

/,, . . . , / „ é tan t holomorphes en /,, — (^ . . ., ///_..i — /^,,,, /^ '̂̂  quand
ces variables sont su.fli.sarnrn,ent peti tes en olodul.e : c'est une consé-
quence des résu l ta t s é tabl is dans la seconde Partie, et en part icul ier
(pour/,/) de la fo rmule (,57) ( ' '). Admet tons que le dé t e rminan t fonc-
tionnel. . ^ • ' 1 } ' . ^ ^ ^ n'est pas n u l pour / i = = = : / ^ , . . . , //,_,i == /0, ^i. '( / i , . . . , /„. .i )
^ = = 0 ( 2 ) ; les é q u a t i o n s ( 5() ) posséderont u n e so lu t i on b ien déter-
minée

/,-/;=9/(<•;7;7, r^) (,/:=:<, . . . , //.-i), /,:^^œ,(r-p, c^),

Oy( // , ^ ) (j == i, . . . 5 n} é t an t ho lomorpl ie ( : 1 ) en // et c pour | / / 1 et v
assez pet i t s ; d ' a i l l eu r s les coefficients des o/ s ' expr imant ra t ionnel le-
m e n t à l ' a ide de ceux desy1/, sont nécessairement réels : le prohirme de
PUileaii .scrn do fia sûre f ne ni résolu l ) l c pour 1 ( ' po/yff'o/ic C?/ /1 ;; s i le rapport c
csi asse^ pelii.

27. E,rcl(ision des singiilan'ics ini/isccndanles (/ans le prolongement
de la solution à un polygone (fiieleonqiie. — II nous faut montrer main-
t e n a n t que c,, c ro issant depu i s zéro jusqu'à la valeur G correspondant
au polyg'one d o n n é C^;,., la so lu t i on (t^ . . ., / / / ) qu'on v i e n t d 'obtenir
tend vers une s o l u t i o n - l i m i t e , réelle et bien dé terminée . Or supposons
qu ' i l n 'en soit pas a ins i , et soit c^ la borne supér ieure des valeurs dec/ /
telles que pour o<c/ / < c^ le problème de Plateau possède une so lu t ion

( ') On modifierait aisément la dernière équation dans le cas exceptionnel du n0 2k
(2 ) J\ous établirons ce point au ri" 28.
(3) On démontrera aisément que l'équation j-'./'Gy'S j4'""^} ===./• où f est holoniorphe

en y'^, yî—-1'', [/ '(o.o) === ï | possède une sohuion •y === ^c?(^\ .i^ï^i••''{) où y est holonnorphe
en ./"A', .y'1 -•'•'f 9(0, o) === i); pour Je voir il suHit, de posery=== ,r(ï -;-Z^; la racine Z de
l'équation transformée peut être développée suivant les puissances des variables 'x5

et ^l-•<î.
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bien déterminée, réelle et holom.orphe au tour de, chaque va leur de c,,

\ou, pour c,,= o^ holomorphe en c^~' et c ^ " / ; en vertu du théorème
fondamental (les n0' 23-34, il es! impossible (fiie c^ tendant vers c^ le pins
petit ( / e s | / / , — ^ . . i | tende vers zéro: e n , effet, d'après ( 0 7 ) , l ' u n au
inoins des rapports c// serait, i n f i n i m e n t petit.

Ainsi, c// en lendunt ï^ers c^ il existe un nond^re p o s i t i f c tel que les
distances nniîu elles des points (^ . . . 5 { „ et leurs distances au.v poinîs ( 1 )
/ ^ _ , = = o , Y/ /„ , ._»== i, / , / , , : ; = = — i de/ne (irent supérieures à c. Le point AI
(/ . i , . . ., / / / ) reste donc in té r i eur ( a u sens lar^e) à un domaine (11')
( n 0 - ^ - ^ intérieur lu i -même ('au sens sirict1) à la pyramide (II) déf in ie
par les inégalités ' . •

Or, en tout point de (.II') les fonctions ^ / , ou A^ ne peuvent présenter
.au plus q u ' u n e s i n g u l a r i t é polaire; comme on l'a vu dans la première
Partie, le rapport hta reste-holomorphe ,et les intégrales ^ ( x ) et A ( . r )
possèdent au plus (quel que soit ,r^///) une s in^ular i lé polaire
d'ordre i, en sorte que les premiers membres des e^nulions (^ ) el (<?/)
( j ==2, . , ., n) sont holomorplies en loul poinf AI de ( ir).

Cela é tan t , désignons m o m e n t a n é m e n t par
,//(/.,, . . ., tn}=<-^ ( j z z z : 1 , . . ., /z) ,

_ l e s équations (^y) et a t t r ibuons aux //.. un système de valeurs q u e l -
conques, ^appartenant à (^ /).et a n n u l a n t ^ / / . Les// prendront un
système de valeurs 11^ et à chaque po in t IVTC/ 0 , ..., /^ ) de (W' ) annu-
lant -^/, on pourra faire correspondre un nombre posi t i fs- te l que les
différences ^ — ^ soient des fonctions holoniorphes des / / / — /^lorsque
les / / / vérifieront les, conditions | Uj — u^ <£ : l 'assertion précédente
ne pourrait être en, défaut que,si le déterminant fonctionnel cQ des ' / /
par rapport, aux 4 s'annulait en 'M0,,, mais nous verrons tout à Fliôure
qu 'une telle .éventualité est inadmissible .

Ceci posé, d'après le théorème de Borel-Lebesgue les nombres £(M)
ont dans le domaine fermé (1T ; :://== o) fin rnmimunf essentiellenient
positif ̂ ^ il suffit de prendre /^=== c, , , .., u^, == €,/„,, et c, — c^ < £,

( ' ) II est plus commode actuellement de prendre ici ln^ == — i el non pas trM ̂  ^.
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pour êire sûr que, c// tendant vers c;^ le point { / ^ ..., //,) tend vers
une position l imite, réelle et bien déterîïu.née, résolvant le problème
de' Plateau pour .c/ /=c^ ; dans le voisinage de c^, ? , , ..., ^ sont des
fonc t ions holomorphés réelles de c// —c/° : ainsi le point d'arrêt c^ ne
saurait exister et le problème de Plateau est résoluble pour c/,= G.

*2(S. Exclusion des singilinniés' af^'éhrif/ues. — Toutefois, la validité
de la démonstration précédente est subordonnée à une condition
fondamenta le : c'O ne doi t s 'annuler en aucun point du domaine
( i l ' ^ ,^^==.o). Tant que ce fa i t n'aura pas été établi , on peut seu lement
affirmer qu'en c^ la solut ion ( / i , . . . 7 ///) est une fonction holornorphe
ou al^ébroi'de ( ' ) de c,, — c0,, de sorte qu'à priori\ nous ne sommes pas
s / î / ' s qu'au delà de c^ le point ( / i , . . . , / / / ) reste réel. Il est donc essentiel
d'exclure l'hypothèse précédente ( 2 ) .

Or.» considérons les surfaces rn in ima passant par les côtés fixes
A^A;^ ..., A..//...,,,,i A,// de € „ , ;., el, par les côtés de directions données mais
de longueurs variables ( sauf le 'second ) : A.//A//,- . .) , A//.,.iA./^.2, A/^ A/<^:i,
A,,.,).,.} A , , A) A^. Ces surfaces ne dépendent que d'un paramètre variable ;
montrer que cQ(c^ ) ̂  o r ev i en t à é tabl i r qu'en c^ la, caractéristique de la
surface ne peut coïncider avec A//^A//^A.//,. .:(AI. (h\ s'il en était ains4
on pourrait construire pourc^—c// , inlini ment petit positif de ux surfaces
m i n i m a S,, S.j i n f i n i m e n t voisines et passant toutes deux par le même
contour €,,,. : i ( c / , ) , i n f i n i m e n t voisin de e,/+:$(c0/). A chaque point M(
de S, faisons correspondre le point ML in f in iment voisin, appartenant
à S^ et tel que le vecteur N^-—^11 soit/normal à Si ; appelons £p la
mesure de ce vecteur, p étant un scalaire nul sur (?•//.+.::;, mais dont la
valeur absolue présentera sur S^ un maximum non inf in iment pe t i t
(+i par exemple), S,i étant une surface minima, la courbure moyenne

( " j Car, dans la déûaifion de £, on peut stiiilcuteni affirmer que les t j c — t ^ sont.
holomorphe.s ou alg'ébroïdes ( ' 1 1 Uj —" u^ f ô t c .

( a ) Cett.e hypothèse n'est, aulre que celle ( { ' 0 1 1 0 variété de sûreté, analogue à la
courbe de sûreté du problètnc balistique : la vitesse initiale étant donnée, l<is paraboles
de tir issues de 0 oat une enveloppe qi^ellcs touchent au foyer conjugué Oj de 0;
M étant voisin de Oi., il passe par ,M, 'A,I ou o trajectoire suivant la position de M par
rapport à la courbe de sûreté.
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de Sa aura pour valeur (aux termes en ^ près"

Ap é tant le paramètre différentiel, du deuxième ordre de S, (cons t ru i l
pour la première forme différent iel le quadrat ique ) et K la courbure
totale de S, . Mais S^ étant minima, on aura Ac — -2 Ko == o, ou

(60) 1 A^p-h '->p =: o,

A*? étant le paramètre analogue, mais c o n s t r u i t à par t i r du d.^ de la
sphère de rayon î sur laquel le on a représenté S,. A i n s i donc;, pour
que cD(c^) ==o, il faut que l 'équation aux dér ivées partielles (60)
admette une solution p(-, "-/)(-: et "„ variables conjuguées) s 'annu-
lan t surl ' image sphérique de c^,;;(c;; )( ' ). Or si l'on pose ": = //.+ r ^~Z~^
u et. P étant réels, l 'équation ( 60 ) prend la forme

(^ , ^ ̂  ̂ t ̂  _.,_iip„_ ^,,
àu^ ' à^ {if,'1-^- (^ 4- î } ' 1 ()'

complètement indépendante de c/ / ; tout revient à rechercher si, su r la
sphère S(^, \'\ ( 6 1 ) possède une so lu t ion non i d e n t i q u e m e n t n u l l e , c,
s 'annulant sur l ' image sphérique de €,,,^((^). Or, quand c,, varie, fes
polygones C-^(c^} ont la même ima^e spkeru/ue '? : car F est formée
d'arcs de grands cercles ayant leurs p l ans orthogonaux aux côtés
correspondants de C^;;; a priori, ces arcs ne sont dé terminés qu'à
leurs compléments près à la circonférence, et à des mu l t i p l e s près
de 2T.; mais le sens et tes mult iples de 2?: ne peuvent varier par con-
tinuité; F est donc invariable. Mais alors, si pour^-==c,° on pouvait
construire une solution de Ap — ^ K p = o, n u l l e sur e^(c^), et non
identiquement nulle sur le segment de surface minirna passant par
<^<<), on le pourrai t encore pour o<^<c;;, ce qui est absurde.

Il est donc établi que o3«) ne peut s 'annuler , et le problème de
Plateau est ainsi résolu pour un polygone gauche quelconque.

( î ) II c s t c r a iHeur s bien connu que Péqna t . i<m de Sdnvarz ( 6 0 ) j o u e ( lans le pro-
blème de Plateau le nicmc rôîc que l 'équation, de Jacobi dans les 'problèmes à une
dimension du Calcul des va nalions.
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29. Extension des résultats précédente cm problème de .Schsvarz et an
problème mixte. — Indiquons maintenant les modifications qu'il faut
faire subir aux résultats précédents dans le cas d'un contour de
Schwarz ou d'un contour mixte. Le seul poin t nouveau réside dans la
formation des équations t ranscendantes qui. vont remplacer les équa-
tions (<S) du n° 26.

Dans le cas d 'un .contour de Schwarz, prenons par exemple pour
axe OX l ' in tersec t ion de deux plans I I y consécutifs, soient î.î,,.,..^ etil,;
le sommet Ai ( x = ^ ) devra être situé sur cet axe. Soit X,, son abscisse ;
d 'une manière générale, l'abscisse du point de la surface correspon-
dan t au poin t analytique.r sera

X = Xo -4- cR \/"^~r f ( G2 — H2 ) cîx.
J t..

Exprimons alors que le sommet A,(^== 2, ..., n-\-i") appartient au
plan II, d 'équat ion A./X-+- B/Y -+- C/-Z •+- D,=o; nous obtiendrons la
re la t ion
(6^ ^îU ( '^(^AUr +,D<+A<XO^O

avec
^/ ( G, î 1 ) -, A, \,"~ï. ( G2 — H'1 ) + B, ( G2 "h H2 ) + ̂  Q \../—7 GH,

et a, b ayant la même signification qu'au n° 12. D'ailleurs, il n'y aura
pas l ieu d'écrire l ' équat ion (62 )//+.3. correspondant au sommet A/,^ :
car, une fois qu'on aura expr imé que le groupe de l'équation (E)
coïncide avec celui des subst i tut ions l inéaires définies par les direc-
tions de plans II/, le sommet A,,,^ appartiendra nécessairement aux
plans de direct ions données passant parA,^ et par A ( . Or, si l'on éli-
mine Xo et a2 entre les équations (62)/, on obtient n — î équations, qui,
prises (1) avec Pune des équations ^.==:o, forment un système, entiè-
rement analogue au système (<ê) du n° 26, et dont les coefficients

' jouissent par rapport à t^ ..., //, de propriétés analyt iques identiques.
Comme pour le problème de Plateau, on montrera que les équations

( ' ) Comme pour lu problème de Plalcaii, on doit avoir N == n—î (n° 9), condition
'qui est encore cxprirnécpar une équation 5/^== o.

Ann: Éc, Norm,, (3), XLV. — AVRIL 1928. ^
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sont résolubles en ^, ..., ^,; ces inconnues étant calculées, ^2 et S^
seront déterminés linéairemenL

Supposons maintenant que le contour donné soit du type mixte; il
sera formé par une succession de^(^i) chaînons, le chaînon de rang i

•comprenant T^ segments rectilignes consécutifs suivis de v/: plans .II
consécutifs. Le contour contiendra ainsi 2p sommets de deuxième
espèce (n° 8), et l'on aura (n° 9) . •

p • p
7/,:=^,4-^V

p p

S"---- 2;--3'
p p

^^.S^^^^"4'"7''

en prenant pour N sa valeur maximum, ce qui est l'hypothèse la plus
générale ( t ) -

Cela étant, on formera d'abord une équation (E*) ( n° 9), à N=n-+"p-~ i
points apparemment singuliers; cette équation se déduit de ( E 1 ) par
la transformation rationnelle du n° 11 (p. 72); elle est d^ailleurs
complètement déterminée par la donnée des p — i nouveaux points
apparemment singuliers À,/.^ i , ..., X//,,p . i (réels) et par les valeurs des
entiers m/, liés par (î4).'

La résolution du problème exige donc la déterminat ion de n+p
inconnues : les points ? i , ..., //,, l e s p — i points ,A/<-+..n ..., A , / ) / / ^ et
la constante a figurant en facteur dans G. Montrons comment on peut
déteriïiîner les quantités précédentes.

Supposons que/le chaînon de rang i soit formé des /?/==/' segments
re'ctilignes A.pA^.i, • . . ...Ap^^iA.^,/- et de v/:==<7 plans, les sommetâ
correspondants du contourétant A^^Ap^.i, ..., Ap^/^. On écrira
que les/premiers segments ont des longueurs données, que les poin ta
.r == t^^^(j = i,, ..., q — i) sont sur des plans, donnés lï/y, et que, le
point x === /pt . / , , / est un poin t donné du dern ier plan ; ceci donnera des

( 1 ) L'hypothèse contraire revient, à adjoindre au système d'équations que nous
obtiendrons des équation.s surnuméraires 5^^=o qui en général ïie pourront être
vérifiées. , , ' . , . ' , , , . •
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équations de la forme

(63)

/•* ̂  •' /•'•• '! /
^ / (

';/, v

/'•^O-rÂ- /

^ / (i^l
-'^-, (-, ^

/,';,.(•,, /
dt "AJ l , . \

\ r
c^a y'-' f

L î

+ ^i/^i') (/,,.=/;„ (r / 2 1 •y

( y \

,y, -//)r/.r+ Dy—o

'?+-./•+'» / /.a \ ~\
(^.- ^/..L/.r .=
\ "- / J

^+^^^,^Yp,/,,.

(/•=!, ...,/),

(y=i, . . . , q -

^p+y-.^,

le som,met ^ == ^ i é tant pris à l'origine du. trièdre OXYZ et les ^j ayant
la même signification que dans (62),; or les équations précédentes '
sont au nombre de f + q -4- i, alors que le nombre des éléments du
chaînon est égal à /4-</ : on en dédui t que les p — i premiers chai-

p ---
•̂nons introduisent • '^^/+^v,-+-p—ï équations. 'E tud ions de plus

'près les équations fournies par le dernier chaînon.
Si le contour comprend un chaînon au, moins à v ^ û plans on

pourra toujours supposer que ce chaînon est le dern ie r , et en,procé-
dant comme pour le contour de Schwarz on voit que les deux cotés
curvilignes A,/,.,,,, 3 A,/,, 3, A,,,-,,A, du dernier chaînon ne fournissent
aucune équation nouvelle^ alors que poui\un autre chaînon, ils en
auraient introduit trois [des types (63),/(63)^ (63),] : le nombre
total des équations^ pour tout le contour sera donc

/' p

2".-2-
/=:,! <";= 1
s7^-4"^^' p

Supposons au contraire que l 'on a i t v / - = = i quel que soit L Les
équations (63;), et (63), relatives à l 'extrémité A., du dernier chaînon
se réduisent à une iden t i t é ; de plus, le groupe de monodromie
de (E*) ayant été. défini à l'aide des directions des cotés et. plans du.
contour, il est inutile d'écrire'que l'avant-dernier côté An^An^ < q u i
est rectiligne') possède une longueur donnée; le dernier chaînon
introduit donc seulement /^=== ^-+"1 - 3 équat ions, et le nombre
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total des équat ions est encore égal à 72,4-? : dans tous les cas, il
coïncide donc avec le nombre des inconnues. Or, il suffit d 'él iminer a2

entre les équations précédentes pour obtenir un système de re la t ions ,
entièrement analogues aux équations (<§) du n° 26, et qu'on discutera
par un procédé analogue; d'ailleurs, actuellement, au lieu d 'appliquer
la méthode de récurrence à part ir d 'un quadrilatère mixte (ou non),
on partira d 'un contour t r iangulaire mixte ; la solution du problème
dans ce dernier cas est une applicat ion inimédiate de la théorie des
fonctions It^pergéomé triques ( ' ).

QUATRIÈME PARTIE.
RÉSOLUTION DU PROBLÈME.DE PLATEAU POUR LES CONTOURS CONTINUS.

30. Rappel de la méthode de M. Birkhoff pour la solution du problème
de Riemann. —Reprenons (<2) l 'équation (B) du n° 5 et supposons que
les éléments a ^ ( z ) de la matrice A(^) (de déterminant non nul
sur C) soient holomorphes en tout point de C, sauf peut-être en un
nombre fini de points où ils possèdent cependant une sui te i l l imi tée
de dérivées. Les <?^ sont donc holomorphes de part et d 'autre de G,
dans une région limitée par deux courbes, l 'une D, intérieure, l 'autre
Da extérieure à C, D, et Da touchant G aux poin ts s ingul iers de a(z}.
Nous supposons pour l'instant que dans l'aire (D,, D y ) on a

( 1 ) Voir G. DARBOUX, loc. cit., p. 519, 5:3.
(=) Dans toute cette quatrième Partie, on a interverti I^rdre des mMriccs figurant

dansles formules de M.Birkhofï': ceci, de manière a harmoniser les notations avoccri les
qui ont été adoptées déjà dnns fB ] et dans le Mémoire actuel pour le problème de
Riemann; en effet, nous avons écrit un système différentiel linéaire sous la formé

^-YA, et non sous la forme ^—AY employé par M. BirkhofT.
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en posant d'une manière générale pour une fonct ion ou une matrice

D/ ou D(«,.)/=.Zt"^^2;// — (. '

d'ailleurs, C, et Ça désignant deux courbes fermées qu'on définira dans
un ins tant et qui l imi tent u n e aire annulaire contenant C,D,i , Da, on
prolongera par continuité a ( z ) dans la portion restante de l'aire (G,, 5 Ça)
de manière qu'en tout point de (Ci , Ça") les relations ('64) continuent
à subsister.

Cela étant, envisageons le système

/ F-+- ( ̂  ) _ p- (- ̂  ̂  .„..:.„ ̂ ( ^ • ) A ( ̂  ) G4-- ( ̂  ),.

( i ) < J ; ( G--(^)-G4•-(^)-:-... T^(^)A-1(^)F--(^)--I r1-"^1 °)"L

où .z1 est un p o i n t , d e C, p un entier positif, T('.:r) une fonct ion analy-
tique f a i s an t correspondre le cercle T =-= i y à la courbe (analyt ique) C
e t r e p r é s e n ta n t c o n fo r m é m e n t 1 a c o u r o n n e p1!1""" '<: i T ^ p ( o, n o m b r e
positif ^>ï) sur une aire annulaire contenant C : les frontières de
cette aire seront précisément Ci et Ci;; enfin, les indices supérieurs +-
(ou — ) caractérisent des fonctions on des matrices holomorphes à
•l'intérieur (ou. à l 'extér ieur) de G et continues sur G. Il est clair que
'la résolution de ((:)5) entraîne celle de (B) : car on tire de (65)

F+(^)-.:-^A(.2-)[I+G-(^)],

et dans le cas (qui nous ' suf f i t ) où G est la circonférence x == i, on
satisfera à (B) en p renan te— F4', ^F—^(I+ G~~).

Or, moyennant les conditions (64)? les équat ions (65) peuvent être
résolues par approximations successives convergentes. A cet effet,
on s'appuie sur la propriété suivante (qu i a son analogue pour les
fonct ions g ~ ) : l ' intégrale

1 r ^ { z } ^ ( z ) ,
——^=/——^^a(^^
-2 7T \/ —- 1 »/(.; ^ "'~ vc

représente deux fonctions holomorphes J ^ ^ ' ) satisfaisant sur C à la
relat ion

j^(^)—f-~{a;')^rf}^)^{,x")a(^). . , . !
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De plus, si Y/ vérifie (64 ) et si l'on a sur Cj^"^) 1 <; L on déduit de
la re la t ion

rGG, /-..̂  __ ^..(.)^-(.)^:;)-"a^)^/•-"(.•r) = ——^= f T/'(^)^-(^) ̂
_ ^ T T V — Ï JD,

^ 4» l_îif,L f l'̂ ilAl̂ ) ,/.-
• îTrv- '—iJc , •5-->lr

l ' inégal i té
^r r .^^.^ i . ri^)l./-(^)|^-^| f \^^)d^-^-l
" L^Sh J^

(67) l./-(^) 1^7- f 1 ̂ «) ̂  1 -^ / —-—c/z = zL,

x pouvant être rendu arbitrairement peti t , pourj? asse% grand.
Cette inégalité permet d'établir aisément la convergence des approxi-

mations pourvu que l'on ait 27. << i .
Au sujet de la solution G""(.z*), nous observerons que, d'après la

forme même de l'intégrale de Cauchy (''), JTIG-'^.-z*) est, pour a''[ très
grand, de l'ordre de I : \x\ (/, longueur de C).

Un procédé analogue va nous permettre d 'ad jo indre à (67) une
inégalité parallèle qui nous sera précieuse (n° 36)* Soit C\ une courbe
entourant G, et intérieure à la couronne (G; G,) On aura, pour a'
sur C i , -

/^r) = ̂ (,r)^-(,r)a{^) + ———— f T P ( z ) ^ - ( z ) ̂ ill— l̂̂ ^
2T:V— 1 J^, 1 "" 1 ^ —^

4 ^M_ r^^^w j ."t- —— s ^ -- -—.— a^ ,;
2 7 T y — 1 Je' ^ — •z'

on en déduit sur G , (et, par suite, à l'intérieur de G , )

. ,: - ; ' - , " .J/•••h(^):<x,L,

le facteur X i pouvant être rendu arbitraireïyîenfc petit (pour p assez
grand).

Rappelons maintenant comment M. Birkiioffa rattaché la résolution
du problème classique de Riemann à celle de l'équation (B) ; ce faisant,

( l ) La notat ion DllA désigne le m a x i m u m du module des éléments de la matrice A,
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nous nous placerons d'ailleurs dans les circonstances réalisées pour le
problème de Plateau.

Moyennant une subst i tut ion l inéaire effectuée sur la variable corn- •
ple.xe x des trois premières Parties, il est toujours loisible de sup-
poser que les points s inguliers tiÇi= T , ..., n= 3) sont situés, •non
plus sur l'axe réel, mais sur la circonférence C([^| == ï); c'est l'hypo-
thèse que nous adopterons désormais. Les t, sont les images des som-
mets A,: d'un polygone P à n -h 3 côtés inscrit dans le contour continu G ;
soit S, la substitution linéaire (n° 8) relative à A/; posons

A, -: " 1 , A< •1 : - ^ S/ A/ -^ ï (/"-:= ï , . . . , ^ 4- 2),

et soitA(,r) la matrice discontinue qui. le long de chaque arc ̂ ,,
de G coïncide avec A/,-,,. Définissons main tenan t une matrice (fl(^)de
la manière suivante : soit c, une circonférence entourant t, et admet-
tant pour diamètre sa corde commune x ^ x ' , avec G; les rayons r/ (qui

Fiiï. :î.

;x-^î

serontprécisés ul térieurement) sont assex petits pour que les ^soient
toutes extérieures les unes aux autres. Gela étant, nous prendrons sur
l'arc x,^3D^

a(x)-^Ki(x)
et sur l'arc ̂ ^
(68) a(^0•--A/+^f5^ :^)(A^,-A,), v2"/' '""""l/-'/'/

avec
, 1 _ _ ' , „ p, u ..... •-_

0Çu') ( e ^^^cit^j e ^^^•/l.
J{) t.7»»

L'exponentielle tend vers zéro lorsque u tend vers o ou ï en res-
tant intérieur à la circonférence décrite sur (01) comme diamètre ou
sur cette circonférence; l'expression (68) sera donc holomorphe à

• l'intérieur de c, et sur <?/, sauf en x,, ̂ ; en ces points, elle admettra
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une infini té de dérivées toutes nulles. Enfin, sur les arcs z^z^ le
déterminant |(îl(.r)| est égala i ; et sur ^.^, on a

(69) • j a ( ^ ) [ = ( . Ï — © ) : i + 0 2 + 2 0 ( 1 — © ) C O S ^ ,

©/• désignant l 'ampli tude de S, (n0 6). Or, dans le cas d 'un con-
tour <3, à courbure moyenne bornée, les angles V/, (n0 8) du poly-
gone P, inscrit dans <3, seront vois ins de r. lorsque les côtés de P
seront assez: petits; les angles 9, seront donc (n° 8) voisins de zéro
et les zéros © de (69) auront un module ^> K, K é t an t le maximum
de |©| à l ' intér ieur de c/-; le dé terminant (69) ne peut donc s 'annuler
sur x ^ x , .

Les condi t ions de M. BirkhojET étant réalisées, on pourra résoudre le
problème de Riemann, soit(âC), aux données [el(.z'); C J ; c'est ce que
nous appellerons le problème préliminaire. Soient U'^.r), lJ(,r) un
couple de matrices telles que sur G

(70) • u+(^)^ a . { x " } Ù( . r ) ,

A ,
U(,r) étant holomorphe à l 'extérieur de C, sauf en .r== .x, qui peut être
un pôle; résoudre le problème de Riemann proposé, soit (R), revient
à résoudre l'équation fonctionnelle analogue

Y^.^—A^Y^).

Or, soit ̂ {x — ï i ' ) la matrice de Caucliy relative à t, et à S/, c'est-à-dire
la matrice a éléments de la forme c ^ t 2 7 l t} l et subissant autour
clé ^ la subs t i tu t ion S/; posons, extérieurement aux c,,

••Y-^^-U^^Zf.zO,' d'w Y(^ ) -Û(^ )Z(^ )

(car, extérieurement auxc,, cl—A), et intér ieurement aux c,

^••W - iï(^ - /.) Z,(^), ^ { x } -~ ̂ (,:r - /,;) Z^), ^

^ et ^ désignant les deux déterminations de ^ calculées in té r j eu-
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rement et extérieurement à G et se raccordant le long de ^.z^.. La
matrice îi{x) est uniforme intérieurement à c/; î{x') est uni forme
extérieurement aux c/, et l'on doit avoir le long desc/

ZK, T ) - : - [ ÇT- 1 1 ( . y -/ / i lJf.r^Zf.r), .

le crochet ( qu i peut recevoir inclifréremmeat les signes + ou .'--.) dési-
gnant une matrice connue , uniforme le long dec/,, holomorphe en tout-
point de c/-, sauf en Œ^x[. La résolution du problème (R.) est ainsi
ramenée à celle de deux problèmes (H), soient (3e) et (<W^3), les
données du second étant portées par n +- 3 courbes dist inctes.

Or, d'après M. Birkhoff, un problème (^C1-} se ramène aune succession
de [j. problèmes (<?€'); i n d i q u o n s le p r inc ipe de la méthode en sup-
posant a==2 et en en déduisan t une conséquence que nous ut i l i serons
plus loin.

Supposons que , c, et c\, é tant deux circonférences extérieures l 'une
à Pautre, soi t ..r— < 7 / | ==== r^ il s'agisse de résoudre le système
(71 ) F . - . ^ A , F

( s u r c,; avec T, == '^ZL^ et i=ï, 2 ) ; F, désigne, une matrice holo-^ig.
\ ' ri
morphe dans c,: et F une matrice holomorphe à l 'extérieur de c, et c^.
On résoudra d/abord l 'équation

.(72) G,-^A,G (sure,), ,

G-,, et G- ayant mêmes significations que F.i et F; puis on posera
F,,-:-G,Ji, F.-^-GHa, F-:-^G!T,

H étant holomorphe extérieurement à Ça, et H.^, in té r ieurement à c^.
Ces matrices seront b ien des solut ions de (71), pourvu que l'on ait
sur Co

II^.-^Tç^G-'AâG)!!.

Corollaire, — Supposons que a (===i :n) étant un nombre arbitraire-
ment petit, l e s / i+3 circonférences c/ soient de rayon c//Çf^> i), les
centres de deux circonférences consécutives étant à des distances > /ça
Çk, k\ k'\ V\ nombres positifs indépendants de a); ainsi, les distances
des circonférences à l'une quelconque d'entre elles, c^ seront supé-

Ànn, Éc\ Nonn., (3 ) , XLV. —AVRIL 1928. , 1 Ï6
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rieures àZ<a, 2//a,. . . ,(n+3)^a; supposons encore que G conserve
la même signification que dans (72;) et que les JllA/- soient bornés
supérieurement. D'après une remarque antérieure (p. i . i 8 )y si a-? est,
à une distance d de c^ cTH(G— I) est en .r de l'ordre de y / : d ; une
remarque analogue s'applique aux diverses matrices H relatives à
^ • . . ? ^+3- L'application successive du procédé précédent donnera
en un point x de <^,

.F 4- G- fi + k1' @a./'-1 fi 4- î- +. . . -+- -——^1 - G j 1 + k ' " Qy.f-^ log -l-1,L \ a ^+-vJ L ^J
avec ç)1X6 <; î : telle est la relation qui existe surc^ entre les solutions F, G
de déî//.z? systèmes (71), le premier formé de n -(- 3 équations distincte^ le
second se réduisant à une seule.

31. Application au problème'dé^Plateau : théorèmes pr(Uirmnaires. —
Inscrivons dans le contour de Plateau <2 un polygone P, de n -+- 3 côtés,
dont les longueurs respectives soient comprises entre k^ et Z'^a,
avec a === i :n et les kj, /i., ... désignant toujours des nombres positifs
indépendants de a ( ') . Le contour (5 ayant entre deux quelconques de
ses points une courbure moyenne bornée (y) , les angles V, (n° 8) sont
de la forme ( 3 )^ — ^.a; ainsi, les exposants a/, ^•de 61 seront de l'ordre

( 1 ) On se rendra compte aisément que ceci n'implique aucune restriction relati-
vement au cas où (2 comprendrait une partie rectîligne de longueur finie.
(l) Pour abréger l'exposition, nous supposons que €- ne possède aucun point fiingu-

leux; mais, comme il a été dit dans l'Introduction, les résultats s'étendraient aisément
au cas où € posséderait un nombre fini de points anguleux.

(3) En effet, considérons Faro A^-iAt-A^i de C; désignons par t le vecteur unitaire
de la tangente à C, par s l'arc compté jusqu^au point M à partir d^une origine fixe et
aifectons de rîndiceo les éléments relatifs à A^,i; la courbure moyenne étant bornée,
on a 11—to[<Â' (À '—^o^d^o^sm'rarcAi . - . iA^A.^ ,^

' ! ' ' ! , , • ' ! ! k •
|M—A; . - i— ( s—So) to \< . -Çs i—SQ) (S—A'o ) ,

^i se rapportant à A^i. En particulier, A^ appartient à un cône de sommet A/^i, de
révolution autour de to et d^ouverture /c'a (car St--SQ est de l'ordre de a). Il appar-

tient aussi à un. cône analogue de sommet A^,i; l'angle r.—A^-tA^A/.+.i, inférieur à
la somme de l'angle de contingence et des demi-ang'ies au sommet des deux cônes, est
donc de l'ordre de a,
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de ' çc ; il en sera de même des éléments de la matrice S,—I, et, par
suite, de ceux de la matrice, A,,^ —A/ . Enfin,, en vertu du théorème
fondamental du n° 23, on aura ( l l ) 11, -^., [> k^ a. .

Cela étant, nous prendrons pour les c/, comme au n° 30 (p. .121), des
circonférences de rayon yf{f'> i); la distance x,x, sera donc très
petite, en même temps que a, par rapport aux distances ^^.r/,
^^.,,; et les éléments de D(,r, E)el (n.° 30), pour ' x et E intérieurs
à c, seront de l'ordre de a1"7.

Etablissons alors une propriété prél iminaire des solutions U4' et U

du problème (JC) ; je dis que, pour a arbitrairement petit ^HU4" et Jll U,

y/^ JtIDU4" et a-7'"1"1 OU DU ratent bornés le long' de chaque c/,

En efîet, pour U4" et U, la proposition résulte, essentiel lement 'du
procédé d'approximations successives et de la formule (66), Dans
cette formule, JîteX est borné; la seconde intégrale est donc
bornée; jriD(.'z1, ;?)el est borné lorsque, .r appartenant à c/y z est exté-
rieur à l'arc .:rJ_^ ,r^. Enfin, si l'on suppose .r plus près de y / que de^'J,
on trouve que dans la première intégrale de (66) les arcs ^[x^^
et^.,rj in t roduisent des contributions de l'ordre de (2) alog-^ et a;
quant à l'arc ^Li^» sa contribution est de l'ordre de

f "^-^cb <a|^-^|f • (KIo^p 1 + 1 ^ [ ) ,
^(Â.^) G~"•2 ' , -U^) •

a l | ^——; az | < a i a-i— <r j s • (j a iog

avec s—,r= û e ' ^ ; elle es,t donc in f in iment petite avec a,
D'ailleurs, si .y appartient, par exemple, à Farc .2^.z^, on observera

que sur cet arc DÉI==Ô; pour U"''", le résultat obtenu subsiste donc
lorsque x est un point quelconque de C (et a fortiori lorsque x est

( l) Bien entendu, on suppose qu^après la substitution linéaire indiquée au n°30
(p. 66), les images 4es points o, r, oo de l'axe réel coïncident avec trois points de C
dont les distances soient bornées intérieurement quel que soit a. Pratiquement, on
SUppowa que ces image» sont hidépendqûles de ce. , ,

( t î) On entend par là que le module de l'expression envisagée est inférieur

{A A'aliog •"-? A'a, etc.
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intérieur à C-). Bien entendu, •un énoncé analogue s'applique aussi
à Û.

Examinons maintenant DU4'. Supposons d'abord que x et ^ soient
intérieurs à C et p lus vo.isins de x^ que de x]; on aura

Df.^u— — r—^i—^
' " aTr^—i^c l 5 — 1 1 ' ) ^ 3 — ^ )

-:- W /lpuî - + ——— fD^a^-^^^
aTry—ic/Gt'-" '2")^—-^) 2 TT \/-~ :i J <:: (^-—^K^—^)

Ory dans la première intégrale, C peut être ren^placée par une courbe
extérieure : cette intégrale est donc bornée en module. Reste la
seconde. Si z est extérieur à l'arc ^_^.,p c)1tDeX et 1—^ sont

Z ~— X-

bornés; 31111 l'est aussi, d'après ce qui précède; la portion correspon-
dante de l ' intégrale est donc de l'ordre de loga-'. Sur l'arc x^,x^
Dcl est nul ; sur l'arc ̂ ..rj, la formule (68) ou encore la relat ion

D(.c:, ^)a-- F, r—iel^/)^,
j ̂  z -— ^-

conséquence de er(^.)-:-o [ou de @f(î)=o], montre que 3111)0 est
de Perdre de a'^-; |(^—^.)2 ( ^—^y^O—Ç)-^ restant borné (en
vertu de notre hypothèse sur la position de.r et E), la contribution de
cet arc est donc inférieure à /ta. Enfin, sur l'arc ̂ J^, on aura

•^r.^ , k.a•^Da<—^—,
/r __ ,'»••»' ' 1

1 •*' UL i

la portion correspondante de l'intégrale sera de l'ordre de a1^'.
Supposons mamtenant que.r et ^soient intérieurs à C, mais aue les

^ __ ^' '€ __ w", *

rapports ^__^ et ;_^ soient inférieurs ai . Dans ce cas, on intro-
duira, par exemple, le point X intérieur à C, situé sur c, à égale distance
de x\ et x\', et la formule

(73) D(^S)=^D(.,X)+^D(X,0

montrera que le résultat précédent subsiste encore dans le cas actuel.
Si x et Ï sont extérieurs à C, la relation (70) donnera pour le pro-

longement de U ,̂ DU-^-dIDU, puisque extérieurement aux c; €L est
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constant. Or, -extérieurement, à G, DÛ se calcule comme DU- intérieu-
rement à C : le théorème est donc encore exact.

Enfin, la relation (7,3) permettra d'étendre la validité du théorème
au cas ou x et S sont sur c/- de part et d 'autre de C; en effet, on pourra
toujours choisir pour X l'un des points x^ x'^ de manière que ^~~x

x—i . . ^~~^et --——T3 soient bornés (et même <^ i).

32. Lcfnrne fondamental. — Pour comparer entre elles les solutions
de deux équations ou systèmes (B), aux données voisines, nous ut i l i -
serons prochainement un lemme que nous allons établir. Auparavant,
présentons deux définitions préliminaires.

Conditions C^ — Le contour est la circonférence [ ; r [ = = i ; b(x}
étant un élément quelconque de la matrice B, on a. [ b(x} [-< Z'«£,/i ,D(.r, s)h .dz | <^ A'7 £, x et z étant deux, points de C.

Conditions c^. — Le contour est formé de l 'ensemble des 71-4-3 cir-
conférences c/ ; on a, avec la même significat ion pour b(x) et x et z
appartenant à c, : 6(.r)[<; Z - y £ , y/] D(^ x)b \ <<Z^£.

Dans ces énoncés £ désigne'une quantité positive, in f in iment petite
avec a; par sui te , si l'on substitue b à a dans (66), et si l'on forme
l'inégalité (67) correspondante, on pourra affirmer ( 1 ) que dans cette
formule le facteur y. e s t i n f m i m e n t petit avec a (quel que so i tp ) ;
pour a assez peu/, on pourra donc pré ne/re p == o.

Ceci posé, p o u r p = o et A(.r) : • I les équat ions (65 ) admet ten t la
solution évidente
(7.1) F-(.^)^.1.-..:-G- )1-(^, F--(^)^o.. : . .G ^j.

Supposons alors que le contour et les éléments de la matrice
A . ( , s ) ~ I - : - B ( . G )

vér i f i en t les cond i t i ons (^ ou e.^ ; nous allons mont re r que le sys-

( 1 ) S'il s'agit des conditions <?2, on supposera d'abord que le contour ^e réduit à
une seule circonférence c/, la clémonstration qui va suivre une fois achevée dans ce
cas particulier, on étendra le insultât obtenu au cas général d'un contour à n -r- 3 cir-
conférences Ci a. Faide du corollaire du n0 30.
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tènie (65) possède une solution voulue de (74)- Posons
F+ ( z ) — 1 + 94- ( .3 ), G-4- ( .3 ) -:-1 •+- ̂ - ( .s ),
F-(^)- c?-(,=0, G-^)^ d.-(.G).

Les nouvelles matrices 9 et A satisfont aux équations
œ-^) - o-(.s)-.^^(,3) + B ( ^ ) [ I + d/-1-^)].

^^ d.-(.^) ~ ̂ (^ -:.- 4- [I + B,(..)] 9-(,s),

avec 1+B,(.J)"[I 4-B(^)]"""1 ; d'ailleurs, comme I+B(^) | n'est pas
nul sur C, B.i(^) vérifiera les mêmes conditions ((^ ou Ça) que B(^).

Pour résoudre (75) , nous ferons les approximations successives
suivantes. Prenant d'abord ̂  - 9; -:-- o - ::- ̂  -:-" ̂ ^ et posant pour abréger
A^u—u,n—Um~\-} s^us définirons d'abord les A, par les équations

(76)y^/ t
i Aiy4"'—- Ai y~ "-̂  B(,s),
( A I^ - '—AI^-^—O

('et la condition A,/"---;-o pour X=CG), puis pour les A,/, par les
équations
. ( A^9- l'—A^9-~A,/^^-r-+B à,n^^ ] (7/z==^ 3, ...),
w )w ) A/^--A,^---A/..,.,^~-+ B,A/,-.^- i (A.J'"(oo).,.o};

posant
A,/, 9-- — A,/,-1 d/4- -: - /z^, A//, ̂ - - — A,,^, y1 1 -1 1 - •

on peut écrire (76),« sous la forme

Wm
u^-— Aw 9- -r- B A/^i ^"1>^
P^'—A^^-B.A/^^.

Or, en appliquant à (76)^ (7(>)^ la relation (67) et en tenant compte
descondi t iôî iâÊlOuea^ori t fouve.s l iccesêivement

01ZA^9--<Â-,oÊ,. - ORAâÇ~-=:o, . ! JHA^9-< / ^ ^ ^ , . . . »
. 1 ^RAj^-^o, • 1 OîlA^+<À•^)£^ ^lA^-^o, • . . . .

La convergence des approximations est donc assurée pour a suffi-
samment: petifrt-les ^ matrices ç^i, y^ convergent ..uniformément,
dans leurs régions respectives, vers des solutions y^, ^± de (75)*
D'ailleurs, d'après (76)^(mSi), les éléments de As/^i: ç'4"'sont sur G
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(et? par suite, à l ' intérieur de Ode l'ordre'de c2^"1, et tin résultât
analogue s'applique à A^,, d/""; si l'on observe alors que les matrices'J/"
et ^4" satisfont sur C à l'équation

I+^+-^,, .( i^ B ) ( I ^ ^ - ^

on peut énoncer la proposition suivante.

LEMME FONDAMENTAL. — Inéquation

<1>+(^ ) - . . : - [1+B( ,^ )]¥"-,

ou B( 5 ) vérifie les conditions' (3i cw (?^ possède une solution

^ ( ̂  ) -.:.- 1 + ®-1" ( .S ), • y- ( Z ) -:- 1 + A- ( ,S ),

^/fe y/zc? dans leurs do/naines respectifs, on a

3VL^-(s')<:/^,E, ,m^-(^)<Â-i,£.

Dans l 'une des applications que nous ferons du lemme précédent,
on aurây le long du cercle C(T^[==i ) l'inégalité |&(^)[<^i3a; de
pluSy les c, étant définies comme plus haut, et les points x- et z étant
extérieurs aux c/,, mais intérieurs à l'aire limitée par Di et Da (n0 30),
entre c, et c,^.^ on aura |D(.z", z}l)\ <^ k^^ tandis que pour j; et ^
dans c/. on pourra écrire

1 - \^{a'^)b\<k^:-f.

S'il en est ainsi y j e dis (]ue les conditions (5i sont réalisées ciyec

e == a lo°' - "0 a
M'outrons, en effet , que !

• ! f D( . r ,À)^^ |</-^alog^

Tout d'abord, sans restreindre la généralité, on peut toujours sup-
poser que x es l intérieur à l'arc ,z'J^ x^^ et que, s'il appartient à ̂ J^4n » ̂
est plus près de x"^ que de .z*^. Désignons par (7 Farc complémentaire
de ̂ i^i par rapport à C? il viendra, , , •

f | D & ^ | < 2 Â ^ a f | — ^ < Â u a l o g —
, J^y J^ 1 ^ —- ̂  »
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Si x appartient à l'arc -y^.,,., on aura

1 'Dbdz </^a,
• _ ' ^•4^-i-i) ,

puisy les intégrales étant étendues à Farc .2"',^,

< (• \ fL_^ D ( =;, <) bdz 4- ff \ i ï ) { z , x }bdz \< , (• [^——^D(^, x[}bdz '^-•^D(.r,^)M3

<Â-,,a'-/r (i-i
*-/ \

^ -< Z^;a,

car, actuelleitient est. in fé r ieur à i. Enf in , la con t r i bu t ion de

l'arc x ' . x : se limite comme celle de (Y; elle de l'ordre de a lon--
Si .r appar t i en t à .r^r^ on a le long de cet arc

. ! / \D(^.r)br/z\</^^;

reste à évaluer les contributions de .r^, .z .̂ et .rj^y,^; les calculs é tant
identiques/bornons-nous au premier arc. On a le lon^ de^Lr'^?

^iD(,^,2Q^[<^ n(îD(,^, ,2-) b ch j < /^ \ [ ï 4- "":———;
/ \ ^ —— t'Z'

^-^^J+A,,^-/, f ^-.r
a1 "--/ •I ——— dz

J -s—^

La partie principale est le second terme qui est de l'ordre de

( 7 7 ) • ' ^ '"q^-.rllog ^——^ •

Or,quand .z* varie sur le cercle '•̂ ~1—- == rn^ le maximum de ("77) est, - 1 x^ —- a.\ 1 1 1 ' ! ,

' — . • ! , /•i n , io^'m: a'-./l^-^ ^——^

mais actuellement m est supérieur à a'""7 ' : /»-,^ l'expression (77 ) est
donc inférieure à Z: i f , a loga"'.

33; Les problèmes de Plateau S et ̂  ; les problèmes préliminaires (3€)
•et (<%o). — Pour effectuer le passage à la l imi te que nous avons en
vue, nous commencerons par comparer les solutions des problèmes de
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Plateau ^ et L? relatifs respectivement à un polygone P, de som-
mets A,, A^... A/,.^;>>, inscrit dans la courbe (3, et à un polygone inscrit P
présentant un sommet de plus A/^,,, situé, par exemple, sur l'arc A^s A}
de <3. Les intégrales g\ À de l 'équation l inéaire (E1), attachée à ^/,, sont
fournies par une équation

(78) Y-^A^

où A est une matrice qu'on peu t écrire immédia te îoent dès que l'on
connaît les directions des côtés de P et les valeurs de ^; dans la suite,
ces valeurs sont supposées connues. Les intégrales g', A, associées à 3',
satisfont de même à une équat ion (78). Il s'agit de comparer g^ h
et^', h; et pour cela, nous comparerons les données A et A et les solu-
tion s des équation s (78) et (78), ce qu i nous amènera à comparer d'abord
les solutions des problèmes pré l imina i res (n° 30) attachés à ̂  et à éî;
pais nous procéderons par approximations successives pour trouver
les valeurs, soient^-, des paramètres des sommets de P, et par suite, A.

Les li étant connus pour P, nous pourrons former, aussitôt la
matrice et relative au problème (<X) correspondant, et nous écrirons
ainsi les équat ions a u x i l i a i r e s correspondantes

où l 'entier p sera précisé ul tér ieurement . Nous admettrons en première
approximation que les ^ sont égaux aux t/d^Én-^ 4); quant à t,^^
nous le ferons coïncider avec la valeur /„+/. de x qui définit, par
exemple, la projection orthogonale de A/,+A surA^A,. Nwu définirons
ainsi un problème préliminaire ( S C ^ ) et une matrice do que nous conser-
verons au cours de toutes nos cipproxiinafions: car les valeurs approchées
que nous adopterons pour les t,, resteront intérief/res aux c^ d'ailleurs, il
est clair que (51 et do coïncideront partout, saut à l 'intérieur de c,^',
^/i^? <^ et le long des deux arcs de C reliant ces circonférences. Enfin;
(? ayant une courbure moyenne bornée, les cosinus directeurs des vec-
teurs A/,.,..,, — A/,+3 et A, -- A^,, seront très voisins de ceux de A,} — A/^.?
leurs différences mutuelles étant de l'ordre de a; par un calcul facile,

^nn. Éc. Norm., (3) , XLV. -- MAI 19^8. ,- i r ]
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on en déduit que cl~1 cly — 1 vérifie les conditions énoncées à la suite
du lemme (n° 32, p. 127), et, par suite, les conditions (3-,.

Écrivons alors les équations

\ <&;-^o-^ ^o ̂
(7 )<) • [ •¥, - ̂  - ̂  a, ' (D, -1 :

on les résoudra en posant

(79) , ! ^—^-(i+sî), i-4-^-(ï+'r-)'(i-+-£i).
^ et sT étant donnés par réquation

(80)' ^ , , I 4- £Î — ( î 4- a) { î -4- £^»,

où l'on a posé
l -4. a — ( l -+- ¥,.,.. r1 a--11 ûLo ( î. + ̂ •-).

Comme [ î 4- ^F- ne peut s'annuler sur G, a vérifie encore les condi-
tions G, ; observons d'ailleurs que a s'annule tout le long de C, sauf
sur un arc dont la longueur est de l'ordre de a.

Afin de préciser la limitation des solutions de (80), nous désigne-
rons par y un arc de G de longueur a7' ( - <^ h<^ i ) contenant ^4.:^ tu..,,,
et t\ à son intérieur , et par F l'arc complémentaire de y relativement
à G; nous appellerons encore Y la circonférence ayant pour points
diamétralement opposés les extrémités de y. D'après notre lemme,
l'équation (80) possédera une solution (£;,£;), qui, sur y et dans y',
sera de l'ordre de a loga ( ; mais si l'on étudie directement la solution
des équations (76)^ correspondantes (n° 30, p. 65), on voit aisément
que, sur T et extérieurement a y', la solution précédente est au plus de
l'ordre de a2^. Désignons alors par [̂  un nombre positif égal à a loga ' '
sur y et dans y', à a2""7' sur T et hors de-y ; on pourra dire que
sur G (60) possédera une solution (s^ 2^) qui est de l'ordre de {3. Enfin,
les matrices

U-+- -:.-̂  et Ô - ̂ (1 + W-), U; "-:• ̂  et IJo~- .^(I 4- ¥o)

satisfont, d'aptes (^S)7 et (78)^ aux équations
A A

Ij^—alJa . U^—BoIV ,. , , • ^ , .
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attachées aux problèmes ( <?€) et (^Co), et. en vertu de (79') , on aura

• ( 81 ) Uî -. :1- c l + s-,) . 0, .„ i) ( ï + s^.

Par suite, si, comme on peut le supposer, U14" et U sont normalisées

('au sens de M. Birkhoff), il en sera de même ( ' ) de U; et U.
Oi\ aux problèmes prél iminaires (<X7) et (<^o ) sont associés respec-

t ivement des problèmes de Riemann ( B ) et (R .o ) ; nous allons com-
parer les solutions de ces deux problèmes.

34. Coinpaniùon des sol/itiom' des problèmes de Rie/nann ( R) et ( Bo ),
—A cet effet, nous étudierons d'abord D(.2, Ek:^ D(.2?, ^)£:, .2* et ^
étant deux po in t s d'une circonférence c/. Pour ^=^.+3, / / 4 -4 , i ,
on peut appliquer le théorème p ré l im ina i r e du. n° 31 à l 'équation (80)';
les jriDs seront inférieurs à ^o7-1 ^ î mais, pour les autres valeurs
de f, i l est possible d 'obteni r une l i m i t a t i o n moins élevée. En effet,
on a, x et E é l an t in tér ie i rs à G,

(: 8<, ?)(./,, ) s-;- : —__ (' ——iîlil—„„,/, ;
- - • • ^ T C V / - • - 1 • • ^ .A: ( ^ - - ^ } ( . ^ -^

observons qu'à travers tout arc de C où // ;~-o s^ se prolonge ens , , ;
dans (82), on peut donc, sans changer la valeur de'l ' intégrale, rem-
placer l'arc de G où a : o par un arc extérieur ayant mêmes extrémités.
Il résulte aussitôt de là et de la valeur de JlX^que jriD^ est inférieur
au quot ien t de ̂  a^log'a"' par a2 ou a27' su ivan tquec / est intérieur ou
extérieur à y'; en f in , comme au n0 3:1,., le résultat ainsi obtenu s'étend
à une disposition quelconque de .r et ^ sur c,.

Ceci posé, rappelons encore que, pour passer des solut ions cle(âe),
(X,,) à celles de (R), (Ro), il faut résoudre deux équations

( 8 3 ) 1 • Z/- . .^Z, , , Z,,o-^,Z.,,

où les données sont réparties sur n +• 3 ou n 4- 4 circonférences;

( 1 ) Cette remarque (qui est esseïUifclIe) peut être répétée'pour chacune des rela-
tions du voisinage que nous établirons. Nous rie la renouvellerons pas.
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sur c/y on aura
a3 — Ç7i V ( ̂  ). c<?o -:- ST; [, "U o ( -y ) •

Posons1 t^^—I -4- s:; ; pour -/^•/î+3, n+^.ï, on aura £..—0, et.

sur c .̂,, c/,,,.,,, c,,

.m c:; < /•^ a, 011 D £:,. < /-a, a ' ./".

On peut écrire alors
l<3-' C»^. —- 1 — £ -t~ l1'-' £:.;i" ( t -4- c ) ,

£ et U étant affectés, suivant le cas, des indices i ou 2 et i n t é r i e u r
ou extérieur; par suite, selon que c^ sera intérieur ou extérieur à Y,
il viendra

^(d?-1^— I) < Â2,a lo^-'- ou /^a2"^.

De'plus, d'après la valeur obtenue plus haut (p. i23) pour JltDU,
l'expression jrcD^'"' oi^) est inférieure sur c^i == ?z + 3, ^- -h 4? ï) à
la plus grande des quantités Z•a, ,a l"" l / > let jril)^ soit /•a/.a'1"'"7'; tandis que
pour i^Én+ 3, n -h 4? i, .')1lD(tô' ' €?„ ) est inférieur à JltDs, c'est-
à-dire à Z 'a i loga ' ou a Z^ i a'-' ^loga""^ selon que c, est intérieur ou
extérieur à y7.

I l est aisé main tenant de comparer les solutions des équations (83);
en effet, il suffit d'appliquer notre lemme, les condi l ions (îa élan't
réalisées avec £ = a2 " " " i h ou aloga ', suivant que c; est extérieur ou
intérieur à y; dans tons les cas, on peut écrire £ == p, d'après la nota-
tion du n0 33 (p. i3o); on aura donc

(84,) 1 JIKZZÏ'-IXÂ^P, ^KZ/Z^-IX^,?;

on observera, d'ailleurs, que JÎIZ, ^UZ^p JÎIZ/, 3TiZ^ restent bornés
(indépendamment de a), le long de c, et dans leurs régions respectives ;

pour le voir, on procédera comme pour U 4 , U (n0 31) (r), en remar-
quant que le long de c,, JtlU et jnÇ/ restent bornés ainsi que a7'"1 JTIDU
eta^JltD^,

^ 1 ) On liendra compte aussi du fait que les solutions obtemies soiu normalisées (au
sens de M. Birkhon").
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Finalement, en vertu de (8 i ) et (84)? les problèmes de R i e m a n n < R )
et (R()) correspondant, d'une part, aux points critiques (^, ..., ^,.,:î)
et (/',!, .. .5 ^+;i, ^4-4)? d^autre.part , aux-groupes de monodromie déter-
minés par les polygones Pet P, posséderont deux so lu t ions Y, Yodéfi-
nies extérieurement aux c, par

Y...:-az, Y, :.--u,z,
et in tér ieurement aux c\ par

Y • r 7 Y" • '" 7..i. . »,;/,j/< -i (j . •y^f.^/^.

D'après les propriétés établ ies pour U, U,,, Z, Zo, les quanti tés JHY
etJttYo sont bornées ( indépendamment de a), extérieurement, aux c / ;
dans cette région, on aura'

YO-•:.-• Y (l-^.,) avec Jkô,</,,p;

de même, intérieuremeni:, aux c/( i,-^ n + 3, n -4- 4 » 1 ) ? on aura
'Yy -4- Y ( i: d-- 0,) H VtU- ?1l 0, •< /'^; ̂  .

Soit alors C une matrice constante to i l e que, dans le domaine de
l 'un des points singuliers extérieurs à Y^ s o i t ( 1 ' ) ^ les premiers termes
des développements des éléments Y^p Y.^ de Y^--:-CY soient égaux
h. i ; on pourra, donc identif ier Y ^ p Y^ avec les intégrales ^* et A atta-
chées au problème ( R ) (n0 12'). Désignons par Y^ la matrice qui joue
le même rôle pour le problème ( Ro) ; on trouvera aisément

Y;-G,. Y, avec Co-^(:I.+^>-'C,

(0.3 désignant la valeur de la matrice Oa au poin t .27); on peut donc
prendre

Y^ • : - Y*(/I + ô^) avec ."nio:̂  Â'âo^-''î / /-

On obt iendra de même deux systèmes {g\ h), (^'o, / / /o) canoniques
pour le point //n ; ces systèmes seront formés à l 'aide des éléments de
deux matrices Y' et'Y^, que l'on construira par le même procédé que
tout à l 'heure, et l 'on aura

1 Y.; - Y* ( Ï -.i" ô, ) av ec ! l̂.̂  < ̂ , ̂ ••/1.

(' ) Au n° 12, ce point était désig'né par ^/,.
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Mais o-n peut écrire, c étant constant,
"v"'*' \r-k v* v'" •*\ —Cl , \^—CQ\^

on trouvera alors aussitôt

( 85 ) (•(,— cY* ( I -r- ô,) ( 1 -+- ô:;)-' ( Y*r'1 •-^ ^ ( I -4- ^/) avec :)1l o' < /-^ a2 -- / / .

Or, les intégrales (G, H), (G(,, H'o) q.ai résolvent le problème ^ et le
problème de Plateau ^o relatif a un polygone P,,, de côtés parallèles
à P, de sommets correspondant à t^ ..., t,^,, sont de la forme (n° 12)

G=:a^ 1 •H=^. , G^a,^ H,=h,h^

et l'on peut écrire
a!6>"^ — -' " '
b^ r^, c^ i

et une formule analogue pour S,,. Comme on a c^c^^o, on dédu i t
de là et de (85) que ^J ̂  ~ i est de l'ordre de a2-7'.

^0 <'7-"' j

Ent in , on déterminera ^ — i en expr imant que les intégrales

^ f T1 ̂ (tr) i + ̂  1 ^'(^Oll ̂  <-t ^ f^ | | ̂  (^) | + ̂  | A^:.^ 1 ̂ r
" /^ " J Jfp L -o .J

sont égales \t^ i.^ ( , dés ignant les trois points s ingul iers t, qu 'on
peut supposer fixes ( cf. la note i de la page i23)j; et comme on peut
écrire encore, extér ieurement ou in t é r i eu remen t aux c, (mais exté-
r ieurement à y, hypothèse qu'on peut toujours admettre pour l'arc ̂ /)

' , ' , , YO <•••( '1- i -ô^ Y avec ^lô^ Â-^a2-7',
on aura

^^(I-I-OHI^+O^//, A»=ô;^'-d-(J4-Ô;^// ,

et l'on trouvera pour ̂ — i une expression du même ordre. En défi-
ni t ive, on peut donc poser, ̂  désignant la quantité imaginaire con-
juguée de //, . . 1 ^ . . , •

.: • G•o^î+H,,il^GGn+HIl/'+j39„

?o é tant une fonne cl 'Hermite .en G, H, G°, H°, à coefficients bornés
(quel que soit a).
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• Ceci posé, nous calculerons d'abord les ^ par les équations (r)

( u ( G, Gî; -r- H, H S •) dx = f ; ( GG° 4" HH°) clx,
^h J^

OU

(86) ( ^(GG0-}- !S:JI°)^4- f ^poo^"^0 '
J// J//.

Soit A'j le point du polygone P défini par ..r == ^; si ^•est extérieur à Y,
la première intégrale de (86), et, par conséquent, ^ — l / , puisque les
exposants de G, H sont de l 'ordre de a, est de l'ordre de a2"""7'. Si ïj est.
intérieur à y', on trouvera de même que ^ — / /est de l'ordre de la plus
grande des quantités a2"^ et a^.aloga"'^ soit a ̂ "^ puisqu'on a sup-
posé À ^>^-Désignons alors par j'==co(,r) la. substitution linéaire
définie par Inégalité entre rapports anharmoniques

0' ̂ ^/•)^<^^4,o/r,o);

nous poserons en seconde approximation fj^ = co (/^), de sorte que,
dans tous les cas, t,^ — t , sera de l'ordre de a2"7'.

35. Introduction d'un alg'orith/ne (C a^^roxinia'Uons successives. —
Cela étant, supposons, d 'une manière générale/qu'on ait trouvé les
valeurs des ^(v= î , . . . , m). Posons ûi^^-^^Uo, ^/> désignant la
même matrice que ^, mais relative au po in t ̂  (et non plus tf); d'ail-
leurs, nous supposerons que pour v = = = o , ..., m — i, on ait obtenu
l'inégalité
(86) , l/^.-i-^K^.^^^,

(avec ̂ o ̂  ̂ ); ainsi, pour
(87) ^ ^ p.f<2—h ' ( : ^ > _ < , )

( e t a assez pet i t ) les ^v seront intérieurs à une circonférence c,, con"

( 1 ) Pour les deux côtés qui aboutissent en A^-^, !e second membre de la première
équation devra être remplacé par la longueur du côté envisagé; mais, diaprés le choix
de tn^\ cette longueur ne diffère du second membre que par une q u a n t i t é de Fordrc
de a3 <; y,2-"7'. A u c u n e d i f f i c u l t é ne peut donc se produire,
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centrique à c/, et de rayon a^". On résoudra alors1 sur l 'ensemble déso-
les équations
(88) Z^-cBA,

en adoptant pour reiTtier^^0 30Ua même valeur,— indépendante de a
et de m-- qui sera fixée plus loin. Pais, on posera, extér ieurement
aux Cj, , • • "

; Y^ • ï — ' y.1 ^ — <L. Q /^i,t.

(Y;;~tlX'
et intérieurement aux c/-,

y-'- „- ^-+- y.//(. • S/,/H / , / / ( "

/X 1 Av -• ^ y<I w •~ ^/.rn^-'/.mî

les notations reproduisant celles du n° 30. Procédons alors sur Y,/,
comme sur Y et Y,,; on déduira de Y/,, des intégrales canoniques (G/ / / ,
HL), et, par suite, de nouvelles valeurs //^,., telles que

^n^ ^X
/ ( G///G;;, -+- 1 1 / . H;;J dx =: / (G,G;; -+- I!ol:l;l ) 6^,

J(p vfp

et ainsi de suite. Nous allons montrer que, polira pris assez grand
( indépendammentde a), les t,^, et les Y//, tendent vers des l imi tes bien
déterminées.

Conformément à la méthode rappelée plus haut (n° 30, p. 121), nous
comparerons d'abord les solutions des équations (88) relatives à un
seul contour c,\ et, pour cela, nous comparerons les solutions des
systèmes auxiliaires

(^9.^r-i,

et

(^9)/«

p"- _ p~ . _-/> f\\ . ( } +1 m-\ i / / / - { • ' - f ^fn, i ' -< / /M-I Î

Q^-i-Q;,,,-^^,,,^,;,,,-!,

\ I'^-P»,-^ t.?,,, <,);;„
( 0»,—— Q»,-T^tiî;;;.P;;.-I.

re la t i f s à €,[-,=(.;—:.,} : a ' ' - , -?, centre de c;; a^ rayon de c,|. Pour
cela, nous résoudrons par approximations successives le système
(SQ)»,.,.! en partant, non pas des matrices initiales de M. Biridiolï', niais
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des solutions du système

S P-T- pA m-1,1 1 -^ ^m^Qm.

:-T7^^,P^-
t 90Jo /. _,,Qï

puis en résolvant successivement les systèmes

i3.7

( 9° )y
P' ^-...^r-^ ^/..-MO//.H,y'm +-i ,y-i - i
f\- ry\-
-< /7i -r i, cf + \ < rn - ; -1 , // -.•-.. T-P /n-1 T->-- _ |• "• i l- '•'m ; t w.-ri,// * ( ^ :

3<-). Cowerg'ence des approximations. Comparaison des solutions de ^
et ^î. — Nous commencerons par comparer les solut ions de ( 8 9 ) ^ et
( 90 )(, et, à cet effet, nous présenterons quelques remarques au sujet
detô^,,,,

Nous prendrons pour courbe D i ( n ° 30') une l igne fermée constituée
par le serment rectiligne' ,..r̂ , la derni-circonference c'j appar tenant

à "c"? les segments z",x^ x;z"^ la demi-circonférence c"^ complémentaire
de c, et le segment z^. Un élément quelconque de <^,i est holo"
morphe en tout point de o, (sauf en x ; , ^•) et d6 l'aire comprise entre
c, et D( ; mais les valeurs prises par cet élément sur les deux bords de
.r .̂ et de z,^\ sontdifférentes- En effet, on a c%/,,^ -;" ^^-,1 Uo où C et U
sont définies sur c, comme au n°30 (p. '120); or les valeurs, soientU^
et V^ qu'on en déduit par prolongement, pour U,p sur les deux bords
de x;z^ intérieur et extérieur à G/sont différentes. D'après,('70) on a
a F in t é r i eu rde c/
•U ,- .̂  [Ai^ © (A,.,, - A,)] A';-1 U'<,- -•- [(i - © ) 1 + ̂ Sr1-1] ^o" -- (I -+-a0^) ' ^o^

Ânn. Éc. Norm., (3), XLV. — MAI î^. I8
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s, (ainsi que s^ .yj) désignant une matrice à coefficients bornés
(pour a infiniment petit); mais ^+1 reprenant les mêmes valeurs
sur les deux bords (n° 30, p. 120-121) on aura aussi :

^l,-(î-+a0^)tô^,. r !

D'autre part, le long des deux bords de s\x^ ^^, a deux séries de
valeurs, C^+i e^ ^m-n SF' ; il viendra donc sur les deux Kords

^, "^,, [(i - ©)S. + ©I]Ç,,,, , <^, - [1 4- ad - 0)^]tô^.

Cela é tant , posons

Jm+i ,y-t-l — /TO-M ,y — ^,fJ {q ^ 1 /). Jm+ï, i — J m^ \ '-- àj , Ç;,,/, Ç^^ ,., - ;• - 1 4- £/n ;
/('Ï, __ /îl . (-.3vt'/^^.] wm "~ '^•mf

^,-^-e'^,
et admettons qu'on ait obtenu déjà ( ' )
. , ( ^(P^-P^X^oût2^
(9 IJ <^(Q^-Q,n</,,^- ( ' J = = 0 • 1 • • • • - - • . ^
il viendra
, iAP--AP--^ e,,Q,,,

( AQ--AÇ^-T7/'e;,P,,,.

Mais on a e,,, -:- ^^mUo et eirtre c,: et c,

-^'i- in, < /<•;., i a2-7'4 /""+i -p-y;

utilisant alors les résultats établis pour <iS,,,^i, on trouvera le long de
s',x',s', (ou de <.^<)

(> 93 ) ^ / T^ D ( s. x} e,,,. Q,« ( s ) cis < k,, a. f îK \ .-)ic e,,, .711 Q^ —^-^ ds
. »*' - , 1 • , 1 1 - ^/ ! ! ,5 —^"~ tï*

Mais © : (s — ^") est au plus de l'ordre de —— x ———', > produit dont
1 ' ! ! ' , ! . S — OC. OC ; ——• ûC:"/ "//;

le premier facteur est borné (et même inf iniment pe t i t ) avec (^ —x, )
(^—a7;.)~-' ; de plus, d'après la remarque faite pourJTIZo (n0 34, p, xSa)

( 1 ) Ces inégalités s'obtiendraient pour v === o par la même méthode que dans le
cas général.
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et cTaprès (-91 ), yilÇT est borné; dans ces conditions le premier
membre de (92') sera infér ieur à 1-3 3 oc4-71"^"- '̂< /^a2^^ pour

(94) _ p / < 2 - À .

De même, s appartenant à c, et x étant intérieur à c,y on aura

<mD(;s, .x) €///< Â-^a^-^^4-1-2^';

étendu à c, le premier membre de. (93') 'sera infér ieur à
/^.,^/^^—1)./'X yï—/i+h/n+i~[lf^ k^OL1^1"1

si l'on a
( 95 ) p ( [J. — l )/ > /// — i 4- fV. ,

Enfin, on trouvera

(96) <m e/.(^ > f"!!̂ ^ | < ̂ ^a2-^-^^-1-.^ X a^W -1). / ]< Â:,^24-^,
/—• ,S —" iV 1

"^ ' f J1

pourvu que l^on ait

(97) f / ;+ i ) fp .—î) /> . / '+A-^

Oo étudiera de même (92)2 en remplaçant c/par la circonférence
concentrique de rayon a^Ï/-'< ;J/<i'); l'inégalité correspondant à
.(94) sera toujours vérifiée; (93) et (97) seront remplacées par

(^) p ( t — p . f ) f > ( ^ — ^ ) f - } ~ h — ^ . •
• (9/ j ^ p(i^^)f>f^h~-i.

Or (90') et ( c ) ^ ) entraînent (97) et (97Y; de plus (94) est iden-
t ique^ à (87); ainsi h, f, ̂  ;^, p sont astreints seulement à vérifier
les inégalités

( 1 ! < 2 /l < 'À, f > l , 0 < l^< Ï < P-; ^ /< ^ "--" A-
( A ) .( ^ ( p. — î V > h ••- l 4- ^/', ? ( ï — ^/ )./ > f< -'-- ' 4- (' ̂  — [J.1}/;

en outre ̂  doit être pris assez grand (soit^ >^o) de manière que la
construction de la solution du problème de Plateau ^ relatif au poly-
gone à n + 3 côtés P soit assurée.
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Dans ces conditions on aura, à l'extérieur (/r) de c; AP^^A^a2"^'
et à l'intérieur de c, : AQ^^ A-^a2'^'.

Soit alors 4- un cercle concentrique à c/, de rayon k^'di <^ i); fai-
sons jouer à rf, le rôle de la courbe G', dun°30(p. 138); x é tant intér ieur
àc/ ,ou surrf , , 3TiàP^(x") sera de l'ordre de a2"7'7" pourvu : ï1' qu'i l en
soit de même du premier membre de (96) (pour la position actuelle
de x " ) ( 2 ) ; 2° et que-rfc^Q^ soit du même ordre su r f / / , conditions
qui entraînent (<)5) . On démontrerait de même qu'extérieurement à
un cercle d, concent r ique à c^ de rayon ^ a ^ / t ^ ï ) et sur (i^
JILAQ""(,r) est de l 'ordre de ^l-h"i^ si (,'q5y est, vérifiée..

Ce point acquis, on dédui l de (90 )y et ( 90 )^»i :
A, P4- -- A// P-" -:.- ̂  tô/,^, ̂  Q-'-,
A.C^-.-A.Q1--^^1^^^^^

Or, sur c, on a <?Uc^/,.i< À';^, a1 ^.niDca/^+i <^/•..îg ; procédant alors
comme dans les approximations successives de M. Birkhoff, on voit que
si p est supérieur à un nombre p\ indépendant de a cl de m, on aura
dans les régions marquées par les indices

:)icA^P~<^.mA^n-s
( 9^ )

^cA.o4-^^ ^ovc^. , P-;' v- '->. / 1

et, comme tou t à l'heure, on aurait des inégalités analogues pour
\TIIA,/P-" et JUA^Q- extérieurement à la couronne (rf,, <//).

Rapprocliant ces inégalités de celles qu'on a obtenues pour AP et,
AQon en déduit aussitôt: i° la convergence des P;^, ^ Q ^ , , vers u n e
solution P^,,i^Q^,,, de (SQ)/^,,; 2° la validité des inégali tés ' /

^(Q^.i-Qm)<Â:,,a-^,

^(^.....--PmX^^2^".

dans les régions intérieure et extérieure à <•/ : les inégalités (91 ) sont

(r) D'une manière plus précise, si x est à une distance d de c/ on pourra multiplier
le? seconds membres des inégalités par y.f : d.

{ î ) ^intégrale relative à D€,n ^introduit aucune inégalité nouvelie.
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donc vérifiées encore pour ^ = m ( e t a suffisamment "petit"); 3° la vali-
dité des inégalités
^.^ " \ .mCP;/, , ,- P//j<Â^a2-^.
991 ! •^^Q//^..,-(^;/5<^o^2 ;^ / / i '

sauf peut-être dans les couronnes {d,, d , ) . Enfin, il est intéressant
d'observer que les diverses conditions imposées à p permettent de
prendre pour cet exposant une valeur indépendante de m et ne dépen-
dant de a que par F intermédiaire de po.

Commères dé te rminan ts | P^ | et | ï 4- Q,'; 1 ne s 'annulent pas dans les
régions -+- ci — , il en est de même de | P;/J et ] l + Q m j et l'on peut
remplacer les inégalités (99) par tes égalités

( Pm+i-^m^+^^^m).

100) ' ' "j Ï + Q«H.., : (î + Q/n)(î -+• ̂ +1^),

où Û^et 0^ sont des matrices à éléments bornés (quels que soient a
et m); à une distance d du. centre de c/ on aurai t

} ^ ^ , ^ . : . - ( ] ^ ( y ^ ^ + ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^

Les résultats précédents ont été établis dans le cas d 'un contour
unique c;; on les étendra au cas d'un contour formé de /?.-|-4 circon-
férences par le procédé du. n" 30; on trouvera ainsi que dans ce cas les
seconds membres de ( '100) doivent-être multipliés par une matrice
telle que 1 - ^ ^ • • h ' u y J ' ^ logor 'Ô^ (6^5 6'̂  matrices a éléments bornés
quels que soient a et m ) ; comme on a / ^> ï ce dernier facteur est
négligeable.

Cela étant, on déduit de (100 ) les relations
r/ • r/ ; î 1 f/^ Ïltt1 f-l' '\ r/ ' 7 ( 1 -4 r/Ï-+/tW f-f \^;,/»- | ~ /J/",//^ ll + a j mJ' ^///..t-i -•- ^m\^ -r y' ^rn ) '

et par suite le long de G el extérieurement auxc/ — , sauf peut-être a
l ' intérieur des couronnes (0/5 <//•)
( 1 01 ) Y'/n-H -- Ym ( 1 -1- ̂ hm 6'^ ),

Je dû que la relation (ïoi) est encore vérifiée à //intérieur des cou-
rennes précédentes.

En effet, les Y sont indépendanu du choix des c, {ou de /), et, par
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suite, du choix des couronnes précédentes. Or/, p., ;j/ sont seulement.
assujettis à vérifier les inégalités (A); mais il est toujours possible
de trouver deux systèmes (/^ p.,, ^,), (/a, [̂  [^)? satisfaisant à ces
inégalités et tels que/i ;j.i </2;v La couronne (rf^:) relative au
second système sera donc intérieure à la circonférence ci,- relative au
premier; par suite (101 ) sera encore valable dans la couronne ( ' ).

Procédant comme plus haut (n° 34, p. i34), on obtiendra une
formule

Grn^ G^.., + H,̂ -, H ,̂. = G/,G;;,-h H/n H^+ a2-^^.

où ç//, est une forme d'Kermite en G-//,, H,,,,, à coefficients, bornés quels
que soient a et m, et l'on en déduira que (86) est encore valable pour
v==m, Nos approximations sont donc régulièrement convergentes
pour a assez peti t ; les //„«, tendent vers des valeurs t,, les Y,/, vers u n e
matrice Y telle qu'extérieurement aux c, on a Y : Yo ( 1 + ^ ) 9 avec
JHo<^i a2-7'. D'après un raisonnement classique on peut affirmer
que Y fournit la solution d'un problème de Biemann (B.) dont le groupe
de monodromie coïncide avec celui de (R(>), tandis que les points sin-
guliers ont précisément pour situations les l imites // des ^,,//. Si G
et H se déduisent de Y comme G,//, et H,/, de Y// , (G et H sont d'ailleurs
les limites de G//, et H///) on aura, d'après la définit ion de tj^nj

,-Jj __ __
^ (GG° -l- Lî l-i°) d^ = longueur A;, À/,..,-1 ... A/;

*-'/..

(l) En s'appuyant sur (98) on en déduira que t?RAP4- et, .)ÎIAQ~ sont aussi de
rordre de a214-7^ intérieureTïient et. extérieurement aux c^ ce qui permettra de
simplifier le processus des approximations : on calculera des matrices Y/^ et des
quantités ii^n à partir des P^.nj et des Q/n+i,i (sans avoir à former les Pw-M,<y,
Qw-t-t ff); pour résoudre sur n — 4 contours les équations (90)0 on additionnera les
solutions correspondant, chacune, à un contour unique (en ne prenant chaque fois,
dans chaque somme, qu'une seule matrice affectée de rîndice -h); la convergence des

approximations t^/r^ ^m v^i^ t111^ solution du problème de Plateau se démontrera
comme dans le texte. Un raisonnement connu permettra d^établir qu''elle coïncide
avec celle du texte.
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ainsi G et H fournissent la solution du problème de Plateau °C pour le
polygone P.

37. Convergence des solutions clés problèmes ̂  vers une solution du
problème ^P. — Ceci posé, soit .z- un point quelconque extérieur aux c, et,
intérieur à G; diaprés les formules reliant Y et Y(, (n° 34.), Y(» et Y
( n0 36), on aura

Y(^) -1:- Y(';.r)(I -4- À ) avec - ^LÀ < /•^p.

Si. l'on réintroduit l'entier n = i : a, on pourra écrire, JllY étant borné
indépendamment de .r, extérieurement aux c,-,

.w[Y«) - Y(^)1 < -4ËA ou ^ 10^1'

selon que x est extérieur ou intérieur à y. Or imaginons qu'on cons-
truise successivement les polygones ( ') P,^ . . ., P^ en introduisant
chaque fois un nouveau sommet, pris sur le contour continu (3 entre
deux sommets consécutifs du premier polygone P,,. Le nombre des
polygones précédents tels que la circonférence ^ correspondante
contienne le points à son intérieur est au plus de l'ordre de ^1-/';
entre les matrices Y C.r) correspondant à P,, et P^ / / , soient Y10^'^)
et Y^ 'C- r ) , on peut donc écrire la relation

,m[Y'^.r)-Y.»'(.F)]< /^n.

k étant indépendant de n. Procédons sur les P^, comme sur P^ pour en
déduire des polygones P,/,, P»/,, . . . , P^n; d'après la remarque de la
page i 4 i » l'entier p ne dépendra pas de q^ et l'on aura entre les
matrices correspondantes des inégalités telles que

.m[Y.-.^,--Y.^^)<^|^),

/' étant indépendant de//. On en déduit que les matrices Y1^^^) corres-
pondant aux polygones P^/, inscrits dans (5 et fournissant la solution

( ï ) Ici, la notation P/// désigne un polygone de n côtés (et non plus n^~3). On
peut. toujours supposer que les matrices Y figurant dans ce numéro sont celles dont
k.s éléments Y^, Ysi coïncident avec les intégrales G et H.
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d'un problème de Plateau ^/< convergent uniformément, dans tout
domaine intérieur à G, vers une matrice-limite ^J(^). D'ailleurs, sur
C, les intégrales X, Y, Z construites à l'aide des formules (i) appli-
quées aux éléments Y,7,, Y^' de Y^^r) sont continues; étendues à C,
elles fournissent la représentation des polygones P^/,, et convergent
donc uniformément vers la représentation du contour <3 (à l'aide
de^f ) . On en déduit qu'à l'intérieur de G les trois intégrales précé-
dentes convergent uniformément vers trois fonctions harmoniques
qui fournissent pour le problème de Plateau relatif à ( f u n e solution
analytique bien déterminée.


