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É T U D E
SUK

LE TIMBRE D E S S O N S

PAR DES CHOCS DISCONTINUS ET EN PARTICULIER PAR LA SIRÈNE :

PAR M. A. TERQUEM,
PROFESSËUB A LA FACULTÉ DES SCIENCES DR STBASBOUiUx.

I, — Introduction.

Les sons musicaux peuvent être produits, comme chacun le sait, de
deux manières différentes, soit à l'aide d'un corps vibrant, qui com-
munique aux molécules de l'air ambiant des vibrations isochrones, soit
à l'aide d'impulsions ou de chocs isolés, séparés les uns des autres par
des intervalles de temps plus ou moins considérables. Le premier mode
de vibrations fut longtemps le seul admis; car, dans le Taité d'acous-
tique de Chiadni, le second mode ne se trouve pas mentionné d'une
manière explicite, quoique ce savant en eût déjà constaté l'existence;
le son qu'il nommait son ronflant des cordes [Klirrton} est dû, en effet,
aux chocs périodiques d'une corde contre un chevalety placé au mi l ieu
ou au tiers de sa longueur.

Le premier appareil qui permît de produire des sons musicaux par des
chocs isolés fut la sirène de Cagniard de la Tour (^). Peu de temps après

(* ) Sur la sirène y nowellc machine cV acoustique destinée à mesurer les vibrations de Vair
qui constituent le SOH) par le baron Cagniard de la Tour [Annales de Chimie et de P/iy^'f/ue^.
^ série, t. XÏÏ, p. 167).
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la publication de cette importante découverte, se produisit une réclama-
tion de priorité de la part du docteur Robison. Celui-ci, en effet, dans
l'article Tempérament de \'Encyclopédie Britannique, avait décrit un
appareil formé « d'un tube muni d 'un robinet à taquet pouvant faire
720 oscillations par seconde; on obtenait alors un son rappelant une
voix claire de femme; avec 36o oscillations seulement par seconde, le
son obtenu rappelait une voix rude d'homme; quand le robinet ne
ferme que partiellement, on a un son plus doux, uni et tendre. » Ça-
gniard de la Tour (*) maint int ses droits devant la réclamation de Ro-
bison; néanmoins, quoique la sirène ait rendu de plus grands services
à la science que le tube à robinet de Robison, qui serait complètement
tombé dans l'oubli si M. Tyndall n'en avait dit quelques mots dans ses
leçons d'acoustique; quoique, certainement, Cagniard de la Tour ait
complètement ignoré l'existence de ce dernier appareil quand il a
imaginé la sirène, il faut cependant reconnaître, avec M. Tyndall, que
Robison le premier eut l'Idée de produire des sons à l'aide d'un cou-
ran t d'air in termit tent ; car, à cette époque, on n'avait encore qu'une
idée très-vague du mouvement de l 'air dans les tuyaux à anches.

Quelques années après, Chiadni publia, dans les Annales de Poggen-
dorf, une Note sur la product ion des sons par des chocs isolés, où
loutes les conditions de ce genre de vibrations sont parfaitement indi-
quées (**). <r On admet généralement, dit Chiadni, que, pour entendre
un son musical, il est nécessaire de se servir d'un corps sonore dont les
vibrations se propagent par l'air ou tout autre milieu; c'est le cas ha-
bituel. Mais un son musical peut aussi être produit par des chocs se
succédant à des instants rapprochés et provoquant dans le milieu am-
biant des ondes sonores.

» L'anche ne doit pas être considérée comme un corps sonore, la
hauteur ou la gravité du son dépend de l'intervalle de temps qui sé-
pare les ouvertures et les fermetures de la fente, et par suite des chocs
isolés dus aux interruptions que subit Fécoulement de l'air. La sirène
de Cagniard de la Tour produit des sons de la même manière. On peut

(* ) Annales de Chimie et de Physique, ̂  série, t. XVIÏÏ.
(+*) Sur les tons obtenus, sans corps vibrants, simplement par des chocs se succédant

rapidement, par Chiadni ^Ann. Pogg^ t. VIII, p. 453; 1826).
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rapporter à la même cause le bruissement et le bourdonnement de
quelques insectes volants; pour une guêpe ou une grosse mouche, cela
irait à quelques centaines, pour un cousin à plusieurs milliers par
seconde. Pour les corps solides, on peut citer les sons ronflants des
cordes... . Vraisemblablement, on pourrait produire un son très-rauque
et sans pureté, mais parfaitement déterminable, par d'autres «modes
de chocs rapides et réguliers d 'un- corps solide contre un autre, par
exemple par les chocs d'un ressort contre les dents d'une roue tour-
nant rapidement et régulièrement.. . .

» ... On doit donc donner plus d'extension à la définition du mot
son musical qu'on ne le fait d'habitude, puisque les vibrations fixes
d'un corps sonore ne sont pas toujours nécessaires pour produire ce
dernier et qu'il peut être dû à des chocs assez énergiques, se succédant
rapidement, et se communiquant à l'air et de celui-ci à l'oreille. »

11 est donc évident que, le premier, Chiadni a nettement défini la
production de sons musicaux par des chocs discontinus; que, déplus ,
il a indiqué la possibilité d'obtenir des sons bien caractérisés à l'aide de
roues dentées, avant que Savart n'en ait réalisé l'expérience, probable-
ment sans avoir connaissance de l'idée émise par son illustre précurseur,

L'instrument qui permet d'obtenir un grand nombre de sons dansiez
conditions les plus variées, à l'aide d'impulsions et de chocs discon-
tinus, est évidemment la sirène.

Employée d'abord par Cagniard de la Tour pour mesurer la hauteur
des sons, elle a reçu divers perfectionnements, et, aujourd'hui, elle sert
plutôt à l'étude du timbre, des battements, des sons de combinaison,
qu'à la détermination des nombres de vibrations, puisque, pour cette
dernière étude, on peut employer le procédé graphique ou encore mieux
letonomètre.

Quelles sont les principales transformations qu'a subies la sirène, à
quelles études a-t-elle principalement servi?

En i834» Opeit (*) eut l'idée de substituer à la sirène de Cagniard
de la Tour un simple disque de carton percé de plusieurs rangées
d'ouvertures, les nombres de trous des rangées étant entre eux dans le
rapport des intervalles de l'accord parfait, comme Savart l 'avait déjà

(*) Sur la nature du son, par Opeit; Plauen, ï834.
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fait avec des roues dentées (*) , en 1828. Auguste Seebeck (**) adopta
la même disposition pour la sirène avec laquelle il fit ses remarquables
expériences; cet appareil prit le nom de sirène de Seebeck, quoique Opeit
en soit le véritable inventeur. La sirène de Seebeck était, comme celle
d'Opelf, formée d'un disque de carton, avec des rangées concentriques
d'ouvertures; elle était mise en mouvement à l'aide d'un poids fixé à
une corde enroulée sur un tambour; on produisait le son le plus sou-
vent en soufflant contre les ouvertures du disque par un ou plusieurs
tubes étroits, quelquefois en faisant frotter contre celui-ci une carte
coupée en pointe.

Voici les principaux résultats auxquels est arrivé Seebeck :
ï° Si l'on place deux tuyaux porte-vent de part et d'autre de la si-

rène, il y a interférence quand les tuyaux correspondent tous deux à
des ouvertures; renforcement, au contraire, quand ils se trouvent à une
distanceégale a la moitié de l 'intervalle qui sépare deux ouvertures.

2° Si, sur un même disque, se trouvent deux rangées concentriques
d'ouvertures, le nombre d'ouvertures de l 'une étant double de celles
de l'autre, et si on les ébranle à la fois de deux côtés différents de telle
sorte que les impulsions coïncident, on n'entend plus que le son le
plus grave seul.

3° Si les impulsions, toutes dans le même sens, ne sont plus équi"
distantes, mais sont séparées par les temps t et t\ on entend les sons

t - ^ t 'correspondants aux temps t-+- tf ei ——; l'un est plus ou moins intense
que l'autre, suivant que t et tf diffèrent plus ou moins Fun de l 'autre.

4° Si les intervalles qui séparent les impulsions sont <?, t ' et t\ on
entend le son i+tf+ t\ et, en outre, si t, t ' et t " ne diffèrent pas trop
,, , ,, , i t - ^ i ' - ^ r t "1 un de 1 autre, le son ——.——•

0

5° Si les intervalles qui séparent les impulsions sont complètement
irréguliers, sans s'écarter beaucoup de la moyenne, on entend un son

( * ) Noie sur la sensibilité de l'organe de U ouïe y par Félix Savarfc [Annales de Chimie
et de Physique, t. XLÏV, p. 337; 18^8).

(**) SEEBRCK , Beobachtungen und Tonbildungen nn dcr Sirène (^nn. Pogg.y t. LUI,
p. 4 * 7 ; i84T. — Repertorium •von Physik 'von JDove, t. VIÏ ôfc VïtI, passimY
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doîil la hauteur correspond à cette moyenne, et qui manque plus ou
moins de pureté.

6° Si t ' est un multiple de ^ on entend le son t-+-t\ et, au lieu du
t -+-1 ' ,son ——5 le son t.2.

7° Si t ' est beaucoup plus grand que t, sans en être un multiple
exact, outre le son ï+-t\ on entend également le son correspondant
à t, et en outre un troisième son plus élevé, correspondant à la com-
mune mesure de t et t'\ toutefois, le résultat de l'observation a laissé
encore quelque doute à ce sujet.

8° Si les intervalles qui séparent les impulsions sont t, t, et t\ on
entend toujours le son t, que t soit plus grand ou plus petit que l\

De l'ensemble de ces recherches Seebeck avait conclu : <r i° que l'or-
gane de rouie possède la propriété de décomposer un système unic}ue
d'impulsions non équidistantes en deux ou trois systèmes d'impul-
sions isochrones; 2° qu'il perçoit, par un isochronisme imparfait, l'im-
pression d'un son d'une hauteur déterminée, comme par un isochro-
nisme absolu; et qu'on peut s'écarter de cette dernière condition
dans des limites beaucoup plus étendues qu'on ne pourrait le soup-
çonner. »

Ces conclusions étaient uniquement le résumé des observations faites
par Seebeck; Ohm chercha à les déduire de la théorie, en traitant par
le calcul les divers cas que Seebeck avait examinés ( * ) ; il eut l'heu-
reuse idée d'employer dans ce but la série de Fourier :

,̂ ,, , t-^Q, 2(^-h02) m(t-^Q,n} ,
F(^)=AQ4-CCiCOS27T ^ -+-a2COS'?7T -——^——- "+-.. .4- C^COS a7T——'——.,———4~-.,

par laquelle on peut développer une fonction quelconque en une
somme de sinus et de cosinus de la variable indépendante.

Le premier, Ohm émit l'idée que, si î[t} représente un mouve-
ment vibratoire quelconque, de période T, chacun des coefficients a,,
< % 2 , . . . , a,^ représente l'amplitude d'un son perçu isolément; de telle

(*) Définition des Tones und Théorie der Sirène (Àrm. Pogg., t, LÏX, p. 497? 1^43^.
Annales scientifiques de l'École Normale supérieure. Tome VII. 35
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sorte que, si l'oreille est atteinte par un mouvement vibratoire, non
figuré par un sinus ou un cosinus du temps, elle entendra autant de
sons simultanés qu'il existe de termes dans la gérie de Fourier, dont les
coefficients aient une valeur sensible.

Cette idée de Ohm, qu'on avait plus tard laissée tomber un peu dans
l'oubli, aé té reprise et développée par M. Helmhoitz dans son ouvrage :
Die Lehre der Tonempfindungen; il importe toutefois de préciser dans
quelles limites cette théorie de Ohm et de Helmhoitz, admise par les
uns, combattue par d'autres, doit être acceptée.

M. Helmhoitz distingue les sons musicaux en deux grandes classes^ les
sons simples ou pendulaires^ et les sons complexes, pour lesquels la loi de
vibration est représentée par une fonction quelconque du temps autre
quun sinus ou un cosinus, fonction qu on pourra développer suivant la
série de Fourier, L'oredie devra, conformément à l'hypothèse de Ohm,
percevoir simultanément une infinité de sons pendulaires, dont les am-
plitudes seront les coefficients ai, a^,..., a^, des divers termes de cette
série. Mais en outre, M. Belmhoitz admet que le timbre du son correspon-
dant au premier terme variable de la série (a<), nommé le son fondamen-
tal, dépend des valeurs relatives des amplitudes o^, o^,..., a^ des sons
supérieurs ou harmoniques du premier.

Il est évident, en effet, qu'étant donné un mouvement vibratoire,
quelque complexe qu'il soit, on pourra toujours le reproduire à l'aide
de divers sons simples ou pendulaires simultanés/ayant entre eux les
relations de hauteur des divers harmoniques, avec des amplitudes et
des phases convenablement choisies. Or, comme l'oreille possède la
faculté de percevoir isolément des sons simples produits au même in-
stant par divers instruments placés dans le voisinage l 'un de l'autre, il
en sera de même évidemment si le mouvement complexe qui lui arrive,
dû à un seul instrument, est identique au précédent. Ni au point de
vue de la théorie ni au point de vue de l'expérience, il ne peut y avoir
la moindre différence.

Peut-on dire, comme le prétend M. Helmhoitz, que les sons corres-
pondant aux divers termes de la série de Fourier ont une existence
objective? C'est aller trop loin; on doit se contenter d'affirmer que
l'oreille, étant atteinte par un mouvement non pendulaire, le perçoit
comme s'il était dû à la superposition de divers sons pendulaires pro-
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duits indépendamment les uns des autres. Cette décomposition par
l'oreille d'un mouvement vibratoire complexe en mouvements simples
pendant la perception, est en effet démontrée par de nombreuses expé-
riences; elle n'est possible théoriquement, du reste, que d'une seule
manière, les amplitudes et les phases correspondant à chaque son
étant données par la série de Fourier.

L'expérience fait voir, en outre, que l'oreille perçoit difficilement
les harmoniques supérieurs en présence de leur son fondamental, à
moins d 'une attention toute particulière et d'une grande habitude;
même ces conditions se trouvant remplies, il est le plus souvent im-
possible de les percevoir isolément. M. Helmhoitz ne rend peut-être
pas compte d'une manière aussi satisfaisante que possible de cette dif-
ficulté de perception des harmoniques supérieurs; on pourrait, il me
semble, compléter ainsi l'explication qu'il en donne. Il attribue cette
propriété de l'organe de l'ouïe principalement au défaut de l'éducation
de l'oreille pour ce genre d'exercice et a l'attention que nous portons à
la partie objective de nos sensations, et au contraire au défaut déten-
tion à tout ce qui est subjectif. Mais cette explication est insuffisante;
car, avec toute l 'attention possible et sans le secours des résonnateurs,
îl est impossible de percevoir les différents harmoniques qui caracté-
risent chaque voyelle. Il y a là, dans une certaine mesure, un phéno-
mène analogue à celui que l'on constate dans l'acte de la vision,
puisque l'œil, dans aucun cas, ne peut séparer les sensations dues
à un mouvement complexe provenant de plusieurs vibrations simples
simultanées; pour l'oreille, cette séparation ne devient très-difficile
et même impossible, que lorsque les durées des mouvements vibra-
toires composants sont entre elles comme les nombres i, 2, 3, 4 » - * <
Cette fusion des harmoniques avec le son fondamental doit donc dé-
pendre de l'organisation même de l'oreille. M. Helmhoitz admet que
la perception des sons de diverses hauteurs se fait par l'entremise
des fibres de Corti, espèces de cordes vibrant chacune pour un son
particulier, et à chacune desquelles correspond un filet nerveux. La
distribution de ces filets nerveux, provenant de la division du nerf
acoustique, ne pourrait-elle pas être faite de telle sorte que les fibres
de Corti correspondant à un son donné et à ses harmoniques, fussent
reliées à une même région de l'encéphale ou à des cellules nerveuses

35.
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communiquant entre elles? C'est aux anatomistes qu'il appart ient de
vérifier l'exactitude de cette hypothèse.

Pour entendre les harmoniques supérieurs dus à la décomposition
d'un mouvement complexe, on a, en général, recours aux réson-
nateurs.

Que se passe-t-il dans ce cas? Que perçoit l'oreille? Les choses se
passent évidemment comme pour un faisceau de lumière blanche qui
se réfléchit un certain nombre de fois entre deux lames métalliques
avant d'arriver à Fœil, et devient ainsi de plus en plus coloré. Le mou-
vement vibratoire complexe subit, en effet, dans le résonnateur des ré-
flexions multiples, par suite desquelles le mouvement résultant qui ar-
rive à l'oreille a changé de nature, et peut être considéré comme dû à
la superposition d'un son pendulaire simple très-intense, dont la hau-
teur correspond aux dimensions du résonnateur avec d'autres mouve-
ments vibratoires beaucoup plus faibles; le premier son sera seul
perçu.

Ohm, en appliquant le calcul aux expériences de Seebeck, était par-
venu, comme je l'ai d i t plus haut , à expliquer très-simplement la cause
de la perception simultanée de plusieurs sons; mais il n'avait pas traité
la question d'une manière générale, avait laissé échapper quelques
fautes de calcul, et enfin les intensités calculées par hil poar le second
harmonique étaient beaucoup plus considérables que celles que l'on
pouvait déduire de la perception des sons dans les expériences de
Seebeck.

Ce dernier (*), se fondant surtout sur la différence qui existe entre
les intensités calculées pour les harmoniques supérieurs à l'aide de la
formule de Fourier et celles que l'oreille leur attribue, n'admit pas le
principe de Ohm. Il suppose au contraire que, dans la série de Fourier,
à chaque terme supérieur ne correspond pas nécessairement un son
perçu isolément, mais que l'ensemble de tous ces termes contribue à
augmenter l'impression produite par le son fondamental; la seconde
partie de cette conclusion est seule admissible, d'après ce que j'ai dit
plus haut; la première doit évidemment être rejetée.

(*) Sur la sirène, par Aug. Seebeck {^nn. Pogg.,\. LX, p. 449, ï843).
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Ohm (*) répondit avec un peu d'aigreur à Seebeck. Complètement
dépourvu du sentiment musical et même de la faculté d'apprécier la
justesse des sons, il fit faire, dit-il, par un de ses amis quelques expé-
riences à l'aide d'un violon; il constata que si l'on produit un son isolée
puis qu'on y ajoute son octave grave, le premier son cesse complètement
d'être en tendu; en second lieu, si l'on produit un son grave, d'abord
seul, puis accompagné de son octave aiguë, le premier son est notable-
ment renforcé, et, au contraire, le second est entendu faiblement; enfin
si Foctave n'est pas très-juste? le même renforcement n'a plus lieu.

Ohm constate le fait sans se charger de l'expliquer; il émet cependant
l'hypothèse que cette difficulté d'audition des harmoniques pourrait
tenir à la constitution même de l'oreille, et cherche ainsi à détruire
les objections soulevées par Seebeck, en admettant, ce que les travaux
de AI. Helmhoitz ont complètement justifié, que l'oreille perçoit très-
difFicilement les harmoniques en présence de leur son fondamental.

Seebeck (**) répondit encore à Ohm, en maintenant son point de vue,
et continuant à nier qu'à chaque terme de la série de Foorier corres-
ponde un son pouvant être perçu isolément. Il mu l t ip l i a et. varia les
expériences qu'il avait faites avec la sirène, en changeant la forme et
la distance des ouvertures, ainsi que le mode d'insufïlation. Il obt int
des sons de timbres très-variables, mais il n'a jamais entendu, dit-il,
que de très-faibles harmoniques, et en y prêtant la plus grande atten-
t ion» Ne sachant où trouver, dans la série de Fourier interprétée
comme le faisait Ohm, quelque chose qui pût correspondre aux varia-
tions du timbre, il pensait que la fonction entière développée ou non
en série représentait un son unique d'un timbre variable. Ohm, en effet,
ne di t pas un seul mot du timbre des sons, et ne paraît nul lement se
douter qu'il puisse dépendre, comme l'a fait voir depuis M. Helmholix,
de l 'amplitude des harmoniques qui .accompagnent le son fondamental ,
soit réellement, soil virtuellement.

En résumé, on doit reconnaître que Ohm a eu le mérite d'appliquer
la série de Fourier, admise depuis longtemps pour représenter les vi~

(* ) Encore quelques mois sur la définition du son mus'icaly par Ohm [Ânn. Pogg.., t* LXII,
p. i; i844).

(**) Surin définition du son musical, par Aug. Seebeck (Afin. Pogg,, i. LXI1Ï; nov. i8/i4 )•
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brations des cordes, à l'étude des sons produits par des chocs discon-
tinus; qu'il a expliqué la perception simultanée de plusieurs sons, fait
constaté antérieurement par Seebeck, en admettant qu'à chaque terme
de la série de Fourier correspond un son perçu isolément. Si Seebeck
a combattu cette manière de voir, c'est qu'il ne pouvait se rendre
compte de la difficulté de l'audition des harmoniques, et que de plus
il ne pouvait trouver dans la série de Fourier, interprétée comme le
faisait Ohm, l'explication du timbre des sons.

Le travail si remarquable de Ohm ne peut plus être considéré comme
ayant complètement résolu la question relative aux sons produits par
des chocs discontinus et en particulier par la sirène, puisqu'il ne s'est
nullement occupé du timbre des sons produits, et qu'il n'a pas traité le
problème dans toute sa généralité. Depuis, de nouvelles modifications
ont été apportées a la construction de la sirène, de nouvelles recherches
ont été faites avec cet instrument; il m'a semblé, par suite, intéressant
de reprendre le travail de Ohm, en le généralisant d'abord, puis en
traitant divers cas particuliers, qui puissent ensuite être comparés à
l'expérience.

Avant de terminer cette introduction, j'indiquerai encore les prin-
cipaux perfectionnements apportés à la construction de la sirène depuis
les travaux de Seebeck.

En i85i, Dove (*) modifia la sirène primitive d'OpeIt et de Seebeck,
et lui donna la forme de la sirène ordinaire, en perçant le fond de la
boîte et le plateau de plusieurs séries d'ouvertures, afin d'obtenir l'ac-
cord parfait; la partie la plus ingénieuse de cette sirène est la disposi-
tion employée par Dove pour permettre de faire sortir l'air séparément
par chaque série d'ouvertures ou par plusieurs à la fois.

Opeit (**) , en i854» a ajouté un nouveau perfectionnement a la sirène
qu'il avait imaginée auparavant. Tout en reconnaissant la supériorité
de la sirène de Dove sur la sienne, il reproche a celle-ci de ne pouvoir
servir a la production que d'un petit nombre de sons. La nouvelle sirène

(*) Description cPune sirène propre à la production simultanée de plusieurs sons musi-
caux, par Dove [Ânn. Pogg,, t. LXXXII, p. 596; i85i. — Berliner JBericht, ï85o-5r, p. 3n).

( **) OPELT, Théorie générale clé la musique y fondée sur le rhythme des i m/misions sonores,
et éclaircie par de nouveaux moyens clé démonstration; Leipzig, i85a [Jïerlîner Kerîcht
fur i85a).
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(TOpeIt est formée comme la première d'un simple disque de carton
muni de plusieurs rangées d'ouvertures, en nombres très-variables;
d'abord se trouvent douze rangées circulaires avec 6, 9, 12, i5, 18,
24, 3o, 36, 48, 6o, 72 et 96 ouvertures, donnant par suite les sons ut^
sol^ ut^ mi^ sol^, ut^, m;3, sol^^ ut^ mi^ sol^, ut.,.

Dans chacune des rangées suivantes se trouvent des ouvertures dont
les distances correspondent à deux progressions arithmétiques diffé-
rentes, ayant le même point de départ; mais aux points communs aux
deux progressions, on ne met qu'une seule ouverture. Enfin les quatre
rangées les plus extérieures portent des ouvertures dont les distances
forment trois progressions arithmétiques différentes partant du même
point, et, comme dans les rangées précédentes, aux points communs a
deux ou trois progressions on ne met qu'une seule ouverture. En comp-
tant chaque ouverture commune à plusieurs progressions, de manière
que chacune de ces dernières soit complète, les dispositions de ces di-
verses rangées sont les suivantes :

NUMÉRO
do

la rangée.

l
2

3
4
5
6
7
8
9

r6 .
PROGRESSION'.

a4
a4
-24
24

a4
3a
3o
48
48

2e

PROGRESSION .

3o
32

36
4o
42
4o
36
64
6o

3°
PROGRESSION.

))

))

))

))

))

48
48
8o
72

"(OMBRE

total.

48
48
48
54
6o
9<>
96

176
n4

SOîîS SIMULTANÉS.

4
3
2,

3
4
4
5
3
4

5, ut, îni,
4, ut, fa,
3, ut, sol,
5, ut, la,
7, lit, si^>
5
6
4
5

6, fa, la, ut^
8, mi, sfll^ uiy
5, ut^ fa.^ Ict.^
6, ut,, mi^ sol^

II serait facile d^obtenir un grand nombre d'autres combinaisons.
M. Kœnig a construit une grande sirène d'après Seebeck et Opeit, en
employant des disques de cuivre percés avec une grande régularité et
mis en rotation par un mouvement d'horlogerie; de plus un sommier
portant plusieurs tubes permet d'augmenter l'intensité des sons ob-
tenus, en produisant plusieurs ébranlements simultanés, ce qu'on ne
pouvait faire avec les appareils primitifs d'OpeIt et de Seebeck.



280 ÉTUDE SU11 LE TIMBRE DES . SONS

Enfin, M. Helmhoitz a ajouté un nouveau et notable perfectionne-
ment à la sirène de Dove, en imaginant la sirène double; dans celle-ci,
en effet, on peut produire soit simultanément, soit successivement
huit sons différents et toutes leurs combinaisons; on peut obtenir le
même accord par deux sons provenant soit de la même boîte, soit des
deux boîtes de l'appareil, et enfin produire des battements en faisant
tourner à la main la boîte supérieure^ pendant que les deux disques sont
eux-même en rotation. M. Kœnig a construit une très-grande sirène,
d'après ce principe, dans laquelle un fort mouvement d'horlogerie fait
tourner les deux disques, et où les diverses séries d'ouvertures peuvent
être ouvertes et fermées à l'aide de touches et d'un mécanisme analogue
à celui de l'orgue ou du piano. Nul doute que ces dernières sirènes ne re-
çoivent d'utiles applications pour vérifier les conclusions de l'étude que
j'entreprends, celle du timbre des sons produits par les chocs inter-
rompus et en particulier par la sirène.

II. — Sons produits par des ébranlements isolés tous de
même nature.

Etant donnée une sirène munie d'ouvertures équidistantes, toutes
de même forme, on peut calculer l'amplitude absolue ou relative des
divers harmoniques qui accompagnent le son fondamental produit, si
l'on connaît la fonction qui représente l'intensité de l'ébranlement dû
à la sortie de l'air par les ouvertures de la sirène,

La nature de cette fonction dépend de deux éléments, d'un côté de
la forme des ouvertures, de l'autre de la variation de la vitesse avec
laquelle l'air s'écoule de la boîte de la sirène. Il est difficile, pour ne
pas dire impossible, de tenir compte de ce second élément; mais si,
comme on le fait habituellement, on prend des ouvertures très-petites
par rapport à leurs distances, on peut supposer que l'écoulement de
l'air se fait avec une vitesse constante. Du reste, en vue des calculs à
effectuer, on est obligé de faire cette hypothèse; la comparaison des
résultats obtenus par la théorie avec l'expérience, permettra de vérifier
jusqu'à quel point l'hypothèse de l'écoulement uniforme de l'air est
admissible.
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Avant d'examiner divers cas particuliers, j'exposerai quelques consi-
dérations générales sur l'emploi de la série de Fourier.

Soit F Çt) une fonction quelconque, Fourier a fait voir que l'on peut
toujours poser

^ F( / )=Ao -+-A, COS27T^ -4- AaCOSSTT^- +.. .-+-A/n COS27T^ •4- . . .

(.1) A

j T» • ^ r» • 2 ^ r» . W tf -+- B, s in^TT^ -+- BaSinaTr -T jT +. . . -+- B/» sin 27: — ^. . ..

Si F(^) est une fonction périodique dont la période est T, il y a
identité absolue entre les deux membres; sinon la série ne représente
la première fonction qu'entre certaines limites.

On peut encore écrire

( 2 ) F^^Ao+a.cosaTr^-^ 4-.. 4- ̂  COS^TT tn{ t^ pm) -+ . ..

avec les relations suivantes entre les coefficients de ces deux séries :

:3)

, mpn ,. . nipiit
A,//i == a/nCOS27r -r—y B^= a^smaTT —L-?

( a2,=A^+B^ tang^^^^.
\ 1 A /«

Enfin, A o » A,^, et B,^ sont déterminés par les intégrales définies sui-
vantes :

(4)

•» T -+- T^ /«T-+-.J

Ao== -.p / V{t)dt,
î- Jr

•> /«T-+-T ^ ^T4-T .
A . = = ^ J Ft^cos^Tr^^ B/«==^ F(^sina7r ̂ -^.

Les valeurs de Ao, A,,^ et B,^, sont évidemment indépendantes de la
de la valeur absolue de r, puisque F { t ) est une fonction périodique,
dont la période est T; elles dépendent au contraire de l'origine adoptée
pour mesurer le temps, mais a^ en est indépendant; en effet» si l'on
change l'origine du temps en la reculant d'une quantité égale à 0,

Anncdes scientifiques de l'École Normale supérieure, Toroe V ï ï . 36
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F ( ^ ) devient V{£ — 5), et l'on a alors
^r m i t — 6 ) ^ . m ( l - e ) |

F( ^ - 0) == Ao ̂  ̂  A. COS27: ———^———) + B/« 511127: -^——— j.

ou bien
Y^r m ( ^ — 0 — P / « ) " li F ( / — e ) = = A o - 4 - ^ . a/.cos2îT———^—— /— h

(5) <
et, en développant,

r~ / 77^0 _ . mQ\ mt~
co (A,.cos27T -„- —B^sin27r-^- jcos2^-Y

F(^^ -0 )==Ao-4 -^ , ^g ^ ^ ^^
.^-t -+- / A//, s insTT -7p + B/«cos27r -^ 1 sin27r •Y

Or on peut encore écrire

(6) F ( ^ — 0 ) - = A o 4 - y fA^cossTr^ 4-B^sin27^ /^^^

d'où, en identifiant les coefficients des relations (5 ) et (6), on aura

, . m 9 „ . m 9 m(p,n~^-0)
A^=^ A/nCOS^TT -p- —• B/nSin2îr _- == an»COS27T ————y————?

( 7 ) _„ , . m0 ^ m0 . m(/^-4-0)
B^ = ACT Sin 2Tr -7j~ + B,»COS2Tr -.7- = Û^ Sin27T ——-Tp———- a

Et enfin, on en conclut

(8)

/ A ^ + B ^ = A ^ + B ^ = = ^ ,

' " ^e^^ ,
1 •1- A ,„,,

Les coefficients a,̂  de la série (^) , ou, ce qui revient au même, les
amplitudes maxima des divers harmoniques ne dépendent donc pas
de l'origine adoptée pour le temps, ce qui était évident à priori; la
phase seule de chacun de ces sons, au contraire^ en dépend. Mais les
différences de phases des divers sons en sont également indépendantes,
ce qui est évident à priori; les mouvements vibratoires sont, en effet,
entre eux dans des rapports qui doivent être indépendants du mode de
calcul employé.
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Par suite, on choisira l'origine du temps dans les divers cas exami-
nés, de telle sorte que le calcul de A/^ et de B/^ soit le plus simple pos-
sible, en particulier de façon que l'un des deux coefficients A/,, ou B,/,
soit nul ; si B^ == o, par exemple, on a a^=A^î il n'y a pas à tenir
compte du signe de A/^, puisque ce dernier peut être attribué à la
phase, et que l'intensité de l'harmonique correspondant en est indé-
pendante.

Trois cas différents peuvent se présenter dans la détermination de A,,/
et B,^, quant aux limites des intégrales définies. Supposons que, pour
chaque impulsion isolée, l 'ébranlement communiqué à l 'air soit, donné
par la fonction y = c p Ç t ) , et que a en soit la durée :

i° Si a = T, représentons < p { t ) par la courbe AA'B ( fig. s ) , les l imites

des intégrales seront o etT ou a, si pour le point A on pose ï == o;
a° Si l'on suppose a<ï {fig.^}, les limites de l ' intégrale seront

nature l lement o eta, puisque, de ci jusqu 'à T, y ( ^ ) est n u l ;

3° Si l 'on suppose a>ï {fig. 3), les limites de l ' intégrale sont

Fig. 3.

encore o et a; en effet, prenons seulement A,^, on a

A^=: f F ( / ) c o s % 7 r ' — d 7 ?
•/o

36.
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si l'origine du temps est en A',
A'A^T, K'W^a;

de A'' jusqu'à B, il faut faire la somme des aires K'tàb et A'c'B, ce qui
donnera

AM= \ (£>(t) COS27T n— dt +• f ( p ( ^ ) C O S 2 7 T m ^/,
/o 1 JT ï

AM= / (p(^) COS27T n— dt +• f < p ( ^ ) <
Jo 1 JT

et, par suite,
A/»= / ç (^ )cos27^ / —^.

/ o
A/»= r?(^<

»/o

.Z)onc, les limites des intégrales qui déterminent A,n et B/^ sont les mêmes,
quelle que soit la valeur de a, ou de la durée de U ébranlement par rapport
à la période du mouvement vibratoire, ouj ce qui revient au même, quelle
que soit la grandeur des ouvertures relativement à leur distance.

SiV{t) est le même pour les valeurs positives et négatives de t, et
ai, de plus, on prend l'origine au milieu de l ' intervalle pendant lequel
F(^ ) n'est pas nul , on a

(9)

B.
2 y4"5 ^t

== ^ \ F ( ^ ) s i n 2 7 r •^-dt= Oy

^2 r^F(^cos27r^^==||. r F ( ^ ) œ s 2 7 r ^ A = = ^A =2 r 4 " 5 —-—^ mt 7 - 4 ^£--- - m/

11 en sera de même si F ( < ) ayant deux formes différentes pour les
valeurs positives et négatives de t, /» {t) etf^Çt), on a

/.(-/) ==un.
cas qui se rencontre assez souvent.

Si les ouvertures par lesquelles l'air s'échappe & o n t très-éloignées re-
lativement à leurs dimensions, quelle que soit leur forme, B^ devient
très-petit par rapport à A^; soient, en effet, à la distance de deux
points semblablement placés dans deux ouvertures voisines, et v la vi-
tesse de déplacement du disque mobile dans 1a partie où se t rouvent
placées les ouvertures, on aura

- /==f, 1==^-
V ^ V ?
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donc

/ , 2 r a ^ / ^ \ mx , ,. '2 r\. f^\ . ïn^ 1[ ^ d l F^)cos^-^ B.=^^ I^^sm. r r^^ ,
( • ' < - > ) t „ ,Ao :— r'F (^ &.

^ ^Jo v ^ /

Si <^ est très-grand relat ivement à a, on aura, eu. remplaçant le co-
sinus et le sinus par les premiers termes de leur série,

- pu. / \A-^r^—A.,
... 2 TT/H ('a _ ( X\ ,
\^=——^- ^ ^l ^^==0.

B^ est donc inf in iment petit par rapport a A,,^ et ce dernier tend à
devenir constant, indépendant de m et égal à - aAo .

Par suite, quelle que soit la forme des ouvertures par lesquelles s'écoule
V air, quand elles sont três-éloignées par rapport à leurs dimensions, les
amplitudes de tous les harmoniques tendent à devenir égales à celles du son
fondamental, c/cst-à-dire que le r appor t—S toujours plus petit que r ,

tend vers Fumié pour -, == o.
Nous nous occuperons plus tard de la limite vers laquelle tend ce

rapport ""̂  quand chaque ébranlement se compose de deux parties,
pendant lesquelles tes mouvements vibratoires elles condensations sont
de sens contraires.

Comme on suppose que, pendant toute la durée de l 'ébranlement,
les déplacements et les condensations ont lieu dans le même sens, ja-
mais on ne peut avoir Ao === o; or ce terme constant ne donne nais-
sance a aucun son; il est proportionnel au volume d'air sorti de la si-
rène et exprime pour une vibration la condensation moyenne qui en
résulte dans l'air extérieur. Or il est évident que la fonction F{t) — A u
doit produire le même son musical, la même impression sur l'oreille
que la fonction F { £ ) toute seule. Soit donc construite la courbey==F(^) ,
ABC, A'BT^ A'B'C'... (fig. 4), avec AA' = CC = A^ = : . . . = = T;



^86 ÉTUDE SUR LE T1MBBE DES SO'NS

menons une parallèle PQ^ à la droite AC^, à une distance y, == Ao == PD ;
si l'on prend cette droite comme ligne des abscisses, la courbe figura-
tive du mouvement représenté p a r l a fonction F ( ^ ) — A o devient

Fiff. 4.

PBQCA'P'B'Q'Cy. .. ; on peut, dès lors, considérer les parties PBQ,
P'B'Q', P^B^Q",. . . comme correspondant à la condensation, et, au
contraire, QCA'P', Q'C'A'T'7,... comme représentant la di latat ion.

Quelle que soit la fonction F(^) , il est facile de démontrer que les
nires PBQ et QCA'P' sont égales entre elles; en effet, on a

A o Ï = F F (i)clt=: aire ABC;
t-'O

mais, comme par construction PD = A<), on a également

A o T = = a i r e PDDT'.
Donc

aire ABC == aire FDD'P^aire APP^V.

Si, de part et d'autre, on retranche l'aire APQC, il restera

aire PBQ == aire QCA'P'.
C. Q. F. D.

Donc, si l'on produit un son par des chocs séparés les uns des autres
et donnant naissance à des déplacements des molécules d'air dans un seul
sens ( ce qui a lieu dans la sirène et même, en réalité, dans la plupart des
instruments à vent^ puisque l'air insufflé s'écoule avec une vitesse pério-
dique par le tuyau ébranlé), on peut séparer l'1 ébranlement communique
à V air ambiant en deux parties : la première consiste en un déplacement
réel de l'air, qui se propage plus ou moins loin, ne produit aucun effet sur
l'oreille, et correspond au terme A o ; la deuxième constitue la seule partie
efficace du son perçu; elle se divise elle-même en deux périodes pendant
lesquelles les molécules d'air ont des mouvements égaux et de sens inverse;
la condensation et la dilatation totales sont égales entre elles, de même que
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si le son était produit par un corps solide vibrant; ces deux périodes peu-
vent, du reste, avoir des durées inégales, et suivre des lois différentes.

Du reste, la même conclusion ressort de l'examen de la série de
Fourier; car, si l'on retranche le premier terme constant Ao, chacun
des termes variables passe par un même nombre de valeurs positives
et négatives; donc il doit en être de même de leur somme.

Le timbre du son produit ou, ce qui revient au même, l'amplitude
relative des harmoniques supérieurs ne peut donc dépendre que des
durées relatives des deux périodes dans lesquelles se décompose tout
ébranlement communiqué à Fair, quel que soit le mode employé pour
le produire, et de la forme de la fonction qui représente chacune de ces
périodes. Le mode de production de l'ébranlement étant déterminé,
c'est-à-dire la forme des courbes ABC, A'B'CV,. . . [fig. 4) étant donnée,
qui se répètent périodiquement, on peut en faire varier la distance AA"
dans de grandes limites. Pour quelle distance, le son produit se rap-
prochera-t-il le plus possible d'un son pendulaire? Il faut, pour cela,
étudier la fonction a^, or, comme on le verra plus tard, dans les divers
cas particuliers étudiés, cette fonction, égale à i quand les ouvertures
sont à une distance très-grande par rapport à leurs dimensions, n'at-
teint pas son minimum en même temps pour les divers harmoniques;
mais, le plus souvent, le deuxième harmonique l'emporte sur les autres;
on pourra donc chercher quelle doit être la distance AA' pour que le
rapport -^ soit minimum. Or on constate que, dans la plupart des cas,

— est voisin de son minimum quand les deux périodes dans lesquelles
l^ ébranlement se décompose ont des durées égales, c'est-à-dire quand
PQ ^QP'^FQ^ QT^rr: , . . (y^.4). C'est dans ce cas, en effet, que
le son produit doit se rapprocher autant qu'il est possible d'un son
pendulaire, puisque l'égalité des deux périodes du mouvement vibra-
toire est une des conditions de l'existence de ce genre de sons.

Je vais passer à l'examen des divers cas particuliers qui peuvent se
présenter le plus souvent dans la construction de la sirène.

I. Ebranlements isolés/ormes d'une seule des deux parties d^un son
pendulaire. — Supposons une suite d'ébranlements isolés et formés uni-
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quement delà partie condensée ou dilatée d'un son pendulaire : c'est le
cas unique traité par Ohm; mais on peut simplifier la inarche qu'il a
suivie et les notations qu'il a adoptées. 11 est facile de réaliser ce mode
d'ébranlements, en prenant une sirène dont le fond porterait des ouver-
tures rectilignes étroites dirigées suivant les rayons et dont le disque mo-
bile serait muni, sur son bord, d'entailles en forme de demi-sinusoïdes,
telles que ABC [fig. 5), en admettant toutefois, comme je l'ai déjà fait

Fig. 5.

remarquer, que la pression reste constante dans la boîte pendant toute
la durée de l'écoulement, et que l'ébranlement communiqué à l'air ex-
térieur soit proportionnel à la surface de l'ouverture par laquelle l'air
s'échappe.

Soit w = AC {fig. 5) la durée de l 'ébranlement; AA' == T la période
totale qui sépare le commencement de deux ébranlements successifs.
Plaçons l'origine du temps en D; alors, de t == — ^ à t == 4- ^ ,

2 2

' F ( t ) =/cacos7^ et, de t = ̂  à ^ == T ~ ̂  V{t) == o. On aura donc

^T'r-——»"^-^^-^.
?•

B,=o,

, a /^T t , ïccff)
Ao == Tr 1 cosn: — ai == —-— *

^-.ï û) 7T i
•y.

Donc
, (/}4«f( , y \ .. _ A l m 6)

{ ï ̂  / y.m — ACT == -——————————— COS 7T —— •

^-^

Menons la droite PU parallèlement à XX' {fig. 5), et à une distance
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MD égale à Ao; Da == co, D? == ^T. Le mouvement vibratoire produit
pourra être représenté par la courbe PBQCA'P', répétée périodique-
ment» conformément à ce qui a été dit page ^286. Pour connaître le
timbre des sons produits, on étudiera la forme de la fonction ^5 qui
est égale à

ûû , C»)3

cosTrm^ ï—4?.-: ,
^_ ____1 l2 _ c'osTcmx i -—4^

^ , - û ^ C O S 7 T . r 1 — ^ L m ^ X ^cosn^ i — 4 w — "

en posant -, == .r.Dans \^.fig. 6 se trouvent construites les valeurs de y,

Fîg. 6.

pour m == ï , 2, 3, 4.» 5, et en faisant varier ?p de o à ï ; j'ai représenté
de la même manière les valeurs des cinq premiers harmoniques dans la
p lupar t des cas que j'ai examinés. On voit d'abord que :

i° Pour — == o, y == r , quel que soit m; de plus -Ç == o.
Annales scientifiques de l'École Normale supérieure. Tome VII. ^f]
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2° Pourm^^^^o, sauf pour k =o; car alors y == ̂  et
1 2

n'est pas nul. Ainsi y sera nul :
o

Pour/n=2, si ^== ,==0 ,75 ;

pour w=3, si ^"-=^ g=o,5—o,833. . . ;

Pour^=4, si ^=|.|.|=o,375-~o,625-o,875î

Pour^5, si ï^^-^^-0-3-'0-5-0^-0^

On voit donc que les amplitudes relatives des divers harmoniques,
toutes égales à i pour ^ == o, décroissent d'autant plus vite que m est
plus élevé, et ensuite s'écartent peu de zéro, quoique passant par une
série de maxïma successifs, positifs ou négatifs de plus en plus faibles.

3° Pour ï = 3. le deuxième harmonique est nul, les autres sont assez
T 4

faibles; ou aura donc un son presque simple pour cette valeur.
4° Si Fon veut chercher pourquelle valeur de ̂  les deux périodes PQ

et QP' [fig. 5) du mouvement vibratoire sont égales en durée, on aura
à résoudre F équation transcendante

se»} TrT
——;===COS——î
TrT 4^

, ?rTou, en posant — == ,r,
i x—== cos--x ^

Parmi les diverses racines, une seule convient, x = a , 198; ce qui
donne

^^^3^5 on M=:o,7I6=-approximaUvement,
où x 7

"ï w

valeur peu différente de ^=0,7$ ou ^ pour laquelle ^ = = o > c'est-
à-dire pour laquelle le deuxième harmonique est nul.
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II. Ébranlements produits par une sirène dont' le disque porte des
entailles en forme de sinusoïdes, et la boîte des fentes rectilignes. —
Supposons que le fond de la boîte d'une sirène porte des fentes recti-
lignes étroites dirigées suivant des rayons et que le bord du disque mo-
bile soit découpé par des entailles en forme de sinusoïdes entières,
construites en prenant pour abscisses des arcs, et des ordonnées dirigées
suivant les rayons du disque. Soit ABCDB'C'D' {fig. 7) une portion de

ng.7-

ce disque; dans le cas précédent le disque aurait dû être limité à la
ligne FGHG'ïTG^ir.. . . On pourrait encore mieux réaliser ce mode
d'ébranlement, comme l'a proposé M.- Kœnig, en pratiquant des fentes
rectilignes suivant les génératrices de la surface latérale d'un cylindre,
et entourant ce dernier d'une autre surface cylindrique mobile autour
de leur axe commun, et dont le bord présenterait la forme d'une sinu-
soïde enroulée sur un cylindre.

Soient ABCDE. A'B'C'D'E'.... [fig. 8) les courbes figuratives des im-
pulsions communiquées a l'airambiant; AE == co en représente la durée,

Fig. 8.

et AA'== T la période totale; on aura, en posant CM == a, et prenant
l'origine du temps en M,

F ( ^ ) = = = - •+• -cos'27T-î de / = = — — à ^ = = = + - 5' 2 i œ 2 2
37.
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et
F(^==o, 0 6 ^ = = ^ à t=T—^'.

'2 2

par suite,

a r^t t\ , au
^^^J . ^+cos^)^=^

a F^ / ^ \ m ^ , âT2 . m^
^îJ^ V^ cos27r^ ̂ ^T^^m^^m^^-T7

y.

a r^f t\ . mt ,B^==- / i-+-cos27r- ) sm27r-7yrw?==o.
</_u ^ (:ir)/

a

Donc, on aura
. „ , . <x . m (»

-(i3) a.=A.=——/——^^niTr-^-.

^^-p")

Comme dans le cas précédent, si Fon mène PQ parallèlement à XX'
{fia. 7) à une distance MN=Ao==^ /MM'=T, MC=a, ME,==^^

21 \ 2 j

les courbes! BCD, B^C'D' représenteront la période de condensation du
mouvement vibratoire et DEA'B'... la période de dilatation.

Le rapportaw- est égal à

m(ù (x)2

smîT-^. r-^ smnm^ î-^
w^'X •/ sm7r.r m(î—m^x2)sinTr^ m . . ^ ^{'--^

Dans la fig. 9, se trouvent construites les valeurs de ^ pour
m == 2, 3, 4» 5; on peut remarquer que :

rfr1° Pour x == o, y== i, et-r^ == o.

2° Pour a? = î , a^ = o, sauf pour a», qui est égal à °- et en réalité est
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égal à û; le son est donc, dans ce cas, un son pendulaire parfaitement

pur; de plus, pouro? === ï , — = o.

Fig. 9.

3° Pour que y soit nul, il faut qu'on ait mx=k, k étant différent
de i , car alors y==-? et n^est pas nul. Donc pour les courbes con-o
struites, on aura y = o :

r. - ct)Pourw==a, si ?j;==i;

y, ^ &) 2Pour m =3, si ^ ,=«? ï ;

- , . &) ï 3
POUr77Z=4 , SI ^ ; = = = - î T » I ;

,. ^ . (») 2 3 4Pourm=5, si , p = = ^ ? 7 ; ? ^ 5 ï .

4° Pour que les deux périodes BD et DB' {fig. 8) dans lesquelles se di-
vise l'ébranlement soient de même durée, il faut que ^ soit égal à l'une
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des racines de l'équation transcendante ^ = i + cos^5 ^I01 est satls"

faite pour ^ == i ; les autres racines sont étrangères à la question. Il
était facile de prévoir le résultat auquel on devait arriver.

5° En examinant les courbes construites, on voit que le deuxième har-
monique n'est jamais nul et l'emporte sur tous les autres; ces derniers,
à partir de x = o, décroissent d'autant plus rapidement que leur rang
est plus élevé; on n'entendra donc, en général, que le deuxième har-
monique, à moins que les entailles ne soient très-écartées, relative-
ment à leurs dimensions.

III. Sons produits par une sirène dont la boîte porte des fentes étroites
suivant des rayons^ et le disque des ouvertures rectangulaires. — Suppo-
sons que le fond de la boîte d'une sirène porte des fentes étroites dirigées
suivant des rayons, et le disque des ouvertures rectangulaires, en ad-
mettant que le disque soit d'un assez grand diamètre.

Soient ÂBCD, A'B'C'D',... {fig. 10) les ouvertures rectangulaires

Fig. 10.

du disque; MN, M'N',... les fentes étroites de la boîte. Posons

AB=A'B'=...:==6, AD =K'W=. . . a, A.A'==d;

soient ensuite v la vitesse de déplacement du disque dans la partie où
sont percées les ouvertures, et h la largeur des fentes étroites; en re-
présentant par T la durée d'une vibration, et par œ celle de l'ébranle-
ment, on aura

T==^ co=6 .
v v

Par suite,
î<(t)=kah, de ^==—• c t } à t === -4- ^?
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en plaçant l'origine au milieu de AB, et

F(^)==o, de f==^ à i=T^^-.
2 2

La courbe figurative du mouvement vibratoire serait donc ADCB,
Fig. 11.

A'D'C'B',. . . [fig. n). On aura donc
ti*

, _ Jîali r4"^ . _ kah M _ hahb _ ksh
~ ^ ~~ T J „ ' '~~ ~~T ' " " ' d ~ ~7r

3.

(en représentant par s== ab Y aire de chaque ouverture rectangulaire),

mb
, a /,-^ y , sinTT—T_ 2 kari i ^ mt , _ a /ftf/i a

A^ ...— —"Trî—"" j CO"S'27T 7,, Cil -—— ——«—~~ ————-.———5
1 J „> 1 7T W

3 , !

-. 2/fa/A r"^ . m^ yB», = —y— j sin 2Tr -p- ̂  == o.
?.

Donc
m 6

, , sm TT —"^kah d
(i4) ^=A.=-^———^—.

Si l'on mène la droite MNM'N' à une distance de XX' égale à
A, ̂  ^A (fig. î 2), (AB == &, AA^ d, AD == AaA), les parties MDCN,

Cl

M'D'CN' , . . . représenteront la période de condensation du mouve-
ment, et NBA'M', . . . la période de dilatation.

Le rapport ^ est égal à
mb

smTT—rd SÏUTT mx
7 , b ""^ msinTr^

WSin7T-7
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L'à/lg. ï2 représente,les courbes construites d'après les valeurs dey
pour m= 2, 3, 4» 5. On voit que :

i° Pour x == o, y == i et -7^ == o.
2° Pour ^ = = i , on a également y = = ± i ; mais dans ce cas, si l'on

cherche séparément ayn et <^, on les trouve également nuls comme pour
Fig. 12.

^==o; en effet, si les ouvertures rectangulaires sont en contact les
unes avec les autres, évidemment il n'y a plus de son produit.

3° Si m est pair, le point x=-1- est un centre de figure; pour

x= -±x\ y a des valeurs égales et de signes contraires; si au con-
traire m est impair, les deux valeurs correspondantes de y sont égales
et de mêmes signes. Comme les signes n'ont aucune importance pour
l'intensité des harmoniques, on voit que, si l'on remplace dans une
sirène ainsi construite les vides par les pleins et réciproquement, le
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timbre du son ne changera pas. En effet, les deux courbes qui repré-
sentent la condensation et la dilatation {fig. 11) ont la même forme;
par conséquent, on peut remplacer l'une par l 'autre, la na ture du son
produit doit rester exactement la même.

4° Pour qu'un harmonique fasse défaut, il faut qu'on ait

. ksin rrm.z' = o, ou mx = /f, ou x •==. —5

ce qui donne, pour les cinq premiers harmoniques, y = o :

Pour m =. 2, si x == - ;
2

1 2
Pour m ==3, si x=-^-i -^

1 2 3Pour m = = 4 ? si ^•==-79 y? y;

. . 1 2 3 4
Pour m == 5, si ,.^==^9 ?? •pi ^ -

3° Pour que les deux périodes du mouvement vibratoire aient la
même durée, il faut qu'on ait

T , d(,} == —i ou b === — ?
2 2

c'est-à-dire que l'écartement des ouvertures soit égal à leur largeur, ce
qui est évident. Dans ce cas, le second harmonique est nul avec tous
les harmoniques pairs; les harmoniques impairs, au contraire, attei-
gnent un maximum relatif encore assez considérable^ car pour m== 3
on trouve

•̂ ^ 39

pour'w= 5
r=^

en général pour le m^^ iy ^ ?

m étant impair.
Ânntties scientifiques clé l'Éco/e Normale supérieure. TOITIO VII. ào
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IV. Deux ouvertures rectangulaires glissant F une devant Vautre. —
Supposons que le fond de la boîte ainsi que le disque portent des
ouver tures rec tangula i res égales. Soient AD==a , A B = = & (/?^'. i3),

Fig. i3.

la h a u t e u r et la largeur de chaque ouverture; AA'===rf la distance de
deux ouvertures successives, et v la vitesse du disque mobile dans la
région où se trouvent les ouvertures. Prenons l'origine du temps au
momen t où les ouvertures coïncident, et soit x= A K = A'E'= vt !a

pig. 14.

d i s t ance d ' u n des bords des ouvertures mobiles au bord cor respondant
des ouvertures fixes.

On pourra poser {fig. i 4 )

F ( / ) = A x BCHE == ko (b — x), de x == o à se == b, ou bien de / = o h t = b :^ -

pour les valeurs négatives de t {fig. i 3 ) , on aura

Ff^)=:frxAFGD==/;^(^4".f) , de x==.—b à ^=o, ou d e / ^ — — ù ^=ro.(^

Si l'on construit les courbes représentées par F ( < ) , on obt ient les
Fig. i5.

deux droites AC et BC (fig. i5), OA étant égal à b, et OC à kab. Ou
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aura donc dans ce cas :

^f^o(^.)&-^f / \ / ,- ,^.)^1=a^f<
A,==^f f0 ( ^4 -^ ) r f ^4- f (/>-.r)^| ==-^ r^"-^)^

t 'A J~^ ^o " Je^i [_</—/, Jo ] a Je

fiai)2 ksb .—— -=. —^, en posant ab == s ;

r r ° / 7 ^ /"^ » r, ^/^r r 0 / » v /"^ » / * / ? » ^ /}2•^l /A/// == —— 1 ( b + ̂  ) cos 27: —.- a^' + | ( b — .r ) cos 2 T: —,- (l.rc/1 J—/ / a .-'o "
I ( ^ + ^ ) c o s 2 7 : — y - d x - { - f

[ J —b a ^O

4/ra /'*^ , w^" ,—T-i ( ^ — . r ) cos277 —.- dx

mbj j Sln27^--7-2 /rasa a
7r2 m-'

IL = o.

Donc, on aur^

[ i 5 ) y,m == A /« :

/?/ b
, , sii^Tr —r^kad a
TT2 W2

Menons la droite DD' à une distance de XX' égale à Ao==—~=—1—?
en posant [fig. i 5 ) OC = kab, OB==&, 00'== d\ la courbe figurative
du mouvement se ramené à une série de triangles DCE, D'G'E' , . . .
pour la période condensée et à une série de trapèzes tels que EBA'D' , . . .
pour la période dilatée. Cette figure est relative seulement au cas oii
l'on a 7 <<^" ou </> 2&. Si, au contraire, on avait d <^ 2 & , il u\y au-
rait aucune interruption dans la sortie de l'air. Dans ce cas, les deux

VÎQ. 16.

triangles ont une partie commune A'MB {fig\ 16); dans celle p a r l i e ,
il faut sommer les ordonnées, ce qui donne la droite HL La courbe iigu-

38.
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ra t ivedu mouvement devientdonc la ligne briséeDCElHD'C'ETl-T,... ,
en apparence très-différente de celle de la figure précédente; mais si
l'on mène la droite DE' parallèle à XX7 à une distance OP =A,o, on
obt ient comme précédemment, pour la période condensée, une série
de triangles DCE, D'C'E',... et pour la période dilatée des trapèzes tels
queElHD, . . . .

Le rapport -^ est égal à

ïnb
sin'Tr—

_ d yin^m.y
" ~' „ . b m^sin 'Tr^ '

/^Sin-TT-.

Les valeurs de ce rapport sont donc les carrés de celles du même
rapport dans le cas précédent; on pourra donc faire à peu près les
mêmes remarques : les courbes construites (fîg. 17) sont un peu diffé-
rentes; elles ne font que toucher la ligne des abscisses et se relèvent

Fig. 17.

au-dessus. Par suite, la droite parallèle à l'axe des y menée par le
point ^==^ est un diamètre pour toutes les courbes. Pour une même
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valeur de x, la valeur dey sera plus faible que dans le cas précédent,
et, par suite, les harmoniques supérieurs sont, en général, moins in-
tenses. Evidemment, pour oc = \, on a également a^== o.

Il n'est pas aussi facile de se rendre compte que précédemment de la
symétrie des courbes, ou, si Fon veut, de la raison pour laquelle les
rapports -, et i — -, donnent les mêmes valeurs pour a^" Supposons

( l u v/-1

d'abord le facteur ka = i; car il n'influe que sur l'intensité absolue de
tous les sons simultanés, et non sur la valeur relative des divers harmo-
niques. Cela posé, si l'on prend deux cas correspondant à deux valeurs
- et y,? en admettant -^ === ï — -.? les courbes y — Ao seront semblables,
et, par suite, correspondront à deux sons de même timbre.

En effet, é tant posé ka == ï avec - < ^ {fig- î 5), on a

b2

ÏTOC=f r , O B = 6 ci OP

dans le triangle DCE :

u r . . . . . . . . .

D' :

u r . . . . . . . . .

bï suppose - /

u r . . . . . . . . .

DE:-1-; 2 b

CP = b (

BA' :r:r d

^jy~=d

Ào ==

^^>L
— d' ^ 2

DErr-

CP -:

/ b\ï — -, ï\ ( I I
h\

——y)'

/ ^f/\ï •» • ïï ( -„..- —,.. ç
\ d 1
• ^b ( b ' , ]^iri^)}
//;
7l"

-ï on aura [fig. î 6 ) , dans le

/ , / b'\^ [ ^ d ' y
! b'\v -?•

Base.

Hauleur

dans le trapèze EBA'D' :

Bases

triangle DCE :

Base .
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et , ïhms le trapèze EfHD' :

^...r^-^-^-( m r^vB^rfY^ -i h

H a u t e u r . . m = A o — I A ' = r / Y t - À ) ' .

A À/

Or, si l'on ^d inefc- / = T — -?p on aura pour toutes ces lignes (fig> i 3 ) ,

" avec - < ^ pour le triangle DBE :

B a s e . . . . . . . . . . . . . DE a A//
"y

Hauteur . . . . . . . . . . CP == wê *

pour le trapèze ED'A/B :

Bases . . . . .
|A-.^/(,-^,

" " " i ^ - " ( - ^ ' - }
l^
7i'1Hauteur . . . . . . . . , . A», :.=

et. dans hfig. 16, avec ^ > ̂  pour le triangle DCE :î triangle W..,^ :

-ibb'
=:^"5B a s e . . . . . . . . . . . . DE

H a u t e u r . . . . . . . . . . . CP == —- :

et, pour le trapèze El)' H 1 :
(El>.^(,-^),

B a s e s . . . . . . . . . . . ! K ' /(11 ="'(- ̂ ,^/
^ d 'H a u t e u r . . . . . . . . . . IR
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On voit donc que l'on passera de lay?^-. i5 à lay?,§\ 16, en mul t ip l iant
cPtoutes les longueurs par le rapport -r- Les deux courbes étant sem-

blables, on doit obtenir, dans ces deux cas, des sons jouissant du même
timbre, mais avec des intensités absolues différentes. On pourra donc,
comjne dans le cas précédent, remplacer les pleins par les vides et récipro-
quement, sans que la nature du son obtenu change. Les mêmes harmo-
niques sont nuls pour les mêmes valeurs de -, que dans le cas précédent.

Pour que les deux périodes du mouvement vibratoire aient la même
durée, il faut que l'on ait

.,.-,-».„, _^, d . . ' 3 . h ( d — b } dDE == ED' == - ou bien —'—,——- == - 5
2 " d '2

ce qu i condu i t à l 'équation

( b dy b ï.- ^_ ^ ^ o on -,=.=-;
\ d 2 / d %

pour cette valeur, en effet, on a un son peu différent d 'un son pendu-
laire, puisque le deuxième harmonique, avec tous les harmoniques
pairs et tous les harmoniques impairs, quoique a t t e i g n a n t un min i -
m u m relatif, sont encore assez faibles.

V. Ouvertures en forme de losange sur le discjue et fentes étroites sur
la boite. — Supposons que dans une sirène le fond de la boîte soit m u n i
de fentes étroites, et le disque d'ouvertures en forme de losange.

Soient AB == b et CD = a {fig. 18) les deux diagonales de chaque

Fiff. 18.

losange, et. À la largeur de la fente étroite par laquelle l 'air s'écoule?
h étant supposé très-petit relativement a 6; soient encore OP =- oc, et y



3o4 ETUDE SUR LE TIMBRE DES SONS

la vitesse de déplacement du disque mobile dans la partie où se trouvent
les ouvertures. Prenons comme précédemment l'origine du temps au
moment ou la fente étroite se trouve en 0; alors on a

F( / ) :== kah ——j—— d e ^ = = o à ^ = = -

et,
,-. , , y b -+- IX , h ,ï(t)=:/fah—-,—— de x=—- a .r=o./^ a

En posant - == b\ on obtient

F(z)== ï—— {b' — x} de .r ==o à x-=.V

et
^^^^^^r-x} de .y=—^ à ^=o.

Ces valeurs sont identiques à celles qu'on a obtenues dans le cas pré-
cédent multipliées par le facteur .,: on aura donc, comme plus hau t ,

( 1 6 ) y.,n:

mb' . mh, , , sin2?; —.- ,, , , sm2?: —7a kalid d ^f fa/ici 20
•""Ti'ÎT2 ^2~~ t-^— ^——-.- <

La discussion de a^ se ferait exactement comme dans le cas précédent,
en remplaçant la largeur de chaque ouverture rectangulaire par la
demi-diagonale de chaque losange; seulement ici^ nécessairement, on
a rf>2&' ou û?> 6. L'intensité absolue des sons sera forcément très-
faible à cause de -p^ qui se trouve en facteur dans ̂ .

VI, Deuoo ouvertures en losange glissant l'une devant l'autre, —
Supposons que dans une sirène la boîte et le disque portent des ou-
vertures en forme de losange. Soient ABCD» A'B'C'D' {fig. 19) deux
losanges se recouvrant en partie; prenons Forigine du temps à l 'instant
où les deux losanges coïncident complètement. Soient AA'==.r, AC==&,
BD=a. La figure AMCM' (fig.i^) est un losange semblable à ABCD;
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on a 1 ^ 1 1 1 /11 . , . 1 . , . / • , 1 1 :

MM7:^6^^. puisque A'C^b-^ : • .

^ ! • surfA-MCM^^^V26

F( / )==—(6—. r ) 2 , de .r == c à ^ ̂ = 6, avec uf ==(••/ [fig.\Q, (3);

F ( ^ ) == — (6-+-^) 3 , de ^ = = = — & à ^ = = o (^§'•19»^).

<?) peut clone être représenté parles ordonnées de deux paraboles.F(

• • , 1 ^ ' , ' . ^1:1 ! • , ' ^ IFi^ I19* 1 . 1 . 1 '; , . , . • '

Si OB === b (fîg,2o), la courbé BCBD a pour équation

y='^{b~-^f,
et la .courbe CAE , ^ , • ^ , . •

A / i , r^^ l l1^, , y,==: ^(^4-^)2, avec 0,L==/^====:—*i , .- 1 i) . - ! • . ^i '

' ! ! , ! : ; ! . ^ ! . . : ! Fîg. 'ao. . ' , , , , ! ! •' 1 : 1

ces deux courbes entre les pôiats A et G pour Tiine, C et B poui1 Tautre,
A mmU s scientifiques de VÉcole Normale supérieure. Tome VII. 'x)
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représentent ¥ { t ) de x == — b à oc == 4- 6. On aura donc

.^^/"-'•«'-âr^-'^-^- ^-••«'-^p-^-^
A -^ F (b^xYcos^^d^A?- bd J ^ , d

. 27rm&'
T J / 7 slnkad cl
/n2^7 \ a&TT /r/

BCT == 0 ;

donc
. iTimb. sin —-,—a </

. 1 1 ! 1 . 1 ^ l l i l . ifad 1 1 ^.67T111..- w '.', , ' . 1
(^î 1 , , ^ .^-..^^Â^;^,^^—-——^..--,—_^.^ ,

Si Von mené la droite G'W à une (listanee de XX7 égale à Ao==—y

{jig. 20), où OC == À, OB == 6, Oa == ^î» HCG, H' C G' représenteront
la période de condensation, et GBA^IJT celle de la dilatation. Quoiqu'il
y ait en C discontinuité, cependant la forme générale de ces courbes
peut permettre de prévoir que les harmoniques supérieurs seront peu
intenses. . ! 1 \ ^ ! ! ; ! '! ! ! • ' ! \ ! \ ' ! . •

Le rapport ^ est égal à •
, 27T ml)

d ^—d-
. ,, " _ 27: b m . . . ! . ,

, ^ . , , ^ , , . ^ , ^ ^ _ ^ . ' . 2 ^ & \ 5 , : , 1 '' • , ' : !

Yn1 ( î——,- sm—~
^ 1 1 . , • , ' • ^ ,,. ! 1 1 : .^ 1 - 1 1 ;\' ' ^ 1 1 1 2 1 1 1 y î : & l , ' d f ^ ! , , ^ 1 . 1 1 , , ,/ , !

1 l'es' valeurs T(^el\.J,,pQ:^r^^=s,:<l> S.^^» IS: ^ôBt;^(îiitt|.roit^ ^i:). On voit
1 ' . » 1 1 . 1 1-1 ' '11 ' ^'fr':1'1''1'1 ' : . 1 1 1 1 1 1 : • 1 1 ; : 1 : : 1 .''1':11•1:1•1111 l/l.l..•i' " l l l l l ' l • l l l : v l : l l : 1 1 ' 1 1 1 11"/'1 '11 • 1 1 1 ' 11.'1 ••'que, si ' l 'on1 p'ôse^ s==,1^1;:,.1 i ' 1 ' 1 1 1 ,,,,,'- , , , . , 1 1 1 , 1 1 1 1 " 1 , 1 1 ^ 1 . : .' ' . . 1 1 : ^

1 1 1 1 1° Pour ^ s= o, y'^s'^^et'^'so:.1111' ^ 1 ' 1 ' 1 : ' '^ : . 1 1 : 1 1 1 , • •• '. ^ 1 : 1 1 1 ,
; 1 1 1 1 , , 1 ' 1 1 '•; 1 ; ' ^ v ' • • • i i i - : ' ! dsa ': 1 ;/ 1 . :1 1 , " •\,1 1 1 1 1 ••,1. . 1 1 • ; 1 1 ,

\ - ^ îow ÛF^ j ' / . 'et l;;^,=ç/•x-;9, y l.a,•^els'l'•:îïîèïwesl /valeurs; '.en. effet,
' 1 1 1 - 1 , ! ! 1 1 1 , ! ; ! , • • ! ! ' '^ 1. , ' ' . • ! 1 ! !' : 3• 1 1 , 1 1 1 .' • , ' 1 1 . ' ! ,- ! ! , ' ! , ! . ! , '

sm2nmcc= o, et y '=: -^; de plus, pour ̂ = î , on a —:=.o.
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Pourquoi obtient-on les mêmes valeurs de ypour -. = i- et -, == î ,
c'est-à-dire quand les ouvertures se touchent, et quand leur distance
est égale à leur largeur?

. Fig. 2 1 .

Si1 ==: -!-, les ouvertures sont à une distance égale à la diagonale
dirigée dans le sens du mouvement; la demi-parabole A/C fai t suite
immédiatement à CB [fig- 20), et la partie rectiligne BA' est supprimée,

Fig. 22.

comme on le reconnaît (fig. ̂ 2) ; la courbe figurative du mouvement
vibratoire est donc la parabole

1 ; , 1 : 1 1 1 - 1' ; • ' - 1 / 1 1 / •—-.r^.^v.1111 1 1 - ; . 1 . 1.11.1,:,1 • . • :1 ,1 '1 ' :

1 1 1 1 1 1 ' 1 1 1 ' 1 . . 1 ' 1 1 1 1 ; 1 1 • - 1 1 : ^ 1 : 1 ' 1 ' . , / 1 ' " 1 / 3 9 • 1 1 . 1 1 \ 1 •
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coupée par la droite HG' à une distance de - de son sommet; Inéquat ion
de la parabole rapportée à la ligne HG' est, par suite,

h f ^\ h , //,
r-^[^-^)=^^—^

Si -. = i , tes ouvertures se touchent immédiatement, et une ouver-
ture du disque en recouvre toujours deux de la boîte, sauf quand il y
a coïncidence complète. Les paraboles CBD et C'A'D' se coupent, le

Fig. 23.

point A' coïncidant avec 0 {fig^ ^o), comme on le voit/îg\ ^3; on a
pour la valeur dey, par suite,

r=F(^-^)2-+- ^2==^(62"-^• 2,^—2^),

nouvelle parabole qui, rapportée à son sommet et aux axes habituels, a
pour équation

2/1 ,
T ,——,—— Wïj. •

~ b' '
on a dans ce cas

, kab ïh
^^^^T9,

et, par suite, l'équation de la parabole rapportée à la ligne HG" devient

^ _ a/i^"3 h
•T—"^r^' y

courbe semblable à la précédente/et semblablement placée par rap-
port aux axes des coordonnées. DonCy les courbes figuratives du mou-
vement étant semblables, les sons produits auront le même timbre.
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3° L^fig. 21 fait voir que le deuxième harmonique l'emporte nota-
blement sur tous les autres, qui décroissent très-rapidement et con-
servent ensuite une valeur sensiblement constante, quoique très-
faible. Le minimum du deuxième harmonique paraît correspondre à
b /,,-, === oc == 0,04 environ.

Or, si l'on cherche la valeur de -.1 pour laquelle les deux lignes HG
et GIT (y?^. 20) ont la même longueur, on trouve qu'il n'y en a aucune.
En effet, pour trouver l'abscisse du point G, on est conduit à résoudre
l'équation

{b—xY•_ 62

aTT" """ 3rf'
d'où x = b

On doit poser cette valeur égale à y? ce qui conduit à Inéquation

b ti 63 _ i
r fV3^"~Td

et, en posant , === ^V on obtient l'équatiôiîdu troisième degré

équation qui n'a qu'une racine négative réelle ; mais le premier membre

est minimum et très-voisin de zéro pour z = A/jou 3 = |; yow cette
valeur, les deux périodes dans lesquelles l'ébranlement peut être dé-
composé sont aussi voisines que possible de l'égalité. Or cette valeur
de 6! = 2 == 0,66 est très-voisine de celle pour laquelle le second har"

Cv 0 ' ! . ' ^ \ '

monique atteint son minimum.

VII. Ouverture triangulaire et fente étroite. — Seebeck a étudié par
l'expérience ce cas et les trois suivants; quoiqu'il n'indique aucun
résultat bien net, j'ai pensé devoir y appliquer également la théorie
générale. Supposons donc le plateau de la sirène muni d'ouvertures
triangulaires et la boîte de fentes étroites dirigées suivant des rayons..
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Soient ABC (/^. 24) une des ouvertures triangulaires du disque, MN
une des fentes étroites, h la largeur de cette fente, a la base AB du

irîanH'le, et CD =6 sa hauteur,, enfin x == DE,avec <r == 9l. On aura
par ' su i te , • . , .1:' ' ' ! ! 1 1 11 ', ' 1 1 . • 1 1 1 1 1 1 , 1 1 ,' , ! ! ' .

,_, , kali{b—x} , , /! ! /^.F^):^——-L.——•? de.r==o a .r.11^1^, 1 ,

Dans la fig. ̂  se trouve tracée la courbe figuratif

^ ! ! , ! ! • ! Fig'. 25. ! ! • 1 1 1 '

vibratoire, en posant AB ̂  ̂ À .= c,^ . AC ^^ A et .A-A' = d, On aura
ainsi' , ! ! ! ' ! ! . ! ! 1 ; 1 1 1 . 1 1 , 1 1 1 1 1 1 1 ! ' ! 1 1 ! , ! i l i . , ! , ' , ' ^ ^

_ haiib_ c6
1 , ^ " '"'"'1 srf ^ ici , ! , , . . ' ' - : ! . . !

! ! , 1 l l i • . 1 1 1 1 1 1 1 ^ ' , . ., f ' } i f> . 1

3/niA r^ / » wjr , kahd " i' ( 1
A——vi(b-xïcos^^dx=•^•~n~•

^kah ^ ,\ , . /7^ . Imh / d . w6\
B,« rr; ,——— F ' ( ^ — ̂  ) SI I) 3 77 —— r/.r: ==: i--—' t r — ———y S 1 ("t •;>, 7: ---"r- ) •1 bd J^ ' , ' , • r/. .1 ' W T T \ . ^.^mb.. d f , ,

Donc " 1 : 1 l l l : ' l l i l l l l • 1 . ' 1 • 1 .\ 1 1 ' ' - , , ! 1 , 1 1 ' 1 1 1 1 - 1 , . 1 1 ! 1 1 ! ^
: ^ , / , ^ 1 1 1 ^ 1 " ,1 ' i l . • \ a^A^+B;;,,1 • , . 1 \ 1 ' 1 : ! ; ! 1 ' 1 1 1 1 , :

[1 1 : ! ^ •' . 1 1 : ; : l i ! 1 1 1 1 1 1 1 ,'/ -m^ 1 1 ' 1 ' . 1 1 :1 1 ' 1 1 1 1 l i l ^ l l l : i l '. / • 1 ^ ' ^ 1 1 1 "
, o."1 1-1 . ' kWk^ • ' d 2 sïn^ d - l • I I I I I I I I r 1 1 . :1 'd'^ • • ' . ' • " ' - • mbyn8) , ,a^==: ——— —r- ————— -r- — ( i— ———r11 sin 2 TT —r -\ 1 , 1 • 1 . 1 1 . ' 1 m ^ • 1 - . 7^" 1 : 1 Tr2^21;1 1 , m' ; 1 - 1 1 1 1 ! w2 \ •1 1 1 1 ; ïnmb 1 ^ 1 1,, d ) .
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En menant la droite M^ [fig. a5) à la distance Ao de XX^ (AB = c,
AC=6, A a = 2 r f ) , les triangles MBN représenteront la période de
condensation, et NCA^r celle de dilatation.

L^fig, 26 représente les valeurs de °^ pour m == 2, 3, A, 5.
(Xl ~

O n p e u t remarquer :
ï° Que les harmoniques supérieurs sont en général assez intenses,

Fig. 26.

r.e qui provient delà discontinuité du mode d'ébranlement; le deuxième
l'emporte sur tous les autres et a son minimum p o u r , = = o , 6 3 environ;

les autres décroissent assez rapidement, quand , augmente, et ne va-
rient plus que dans de faibles limites.

^ Quand - , décroît, B^ devient très-petit relativement à A^, qui
devient constant et égal à ^ Ao. Par suite, si les ouvertures sont très-
éloignées, on obtient les roêmes valeurs peur ̂  que dans le cas de deux
rectangles glissant l 'un devant Tautre.

3° Si Fon cherche la condition pour que les deux périodes du mou-
vement vibratoire aient la même durée> on trouve que l'on doit avoir
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- = = ï ; or, dans \a/ig. 26, on voit que le m i n i m u m do deuxième har-

monique a lieu pour -. = o,63 environ. On ne retrouve donc plus la
coïncidence observée dans tous les autres cas; c'est la seule exception
que j'ai observée. Elle pourrait peut-être s'expliquer par ce fait que,

b . . y . hall , .. ..pour , == o, A^== o et B,n = —5 et que, par suite, pour cette va-

leur, la fonction ̂ a une tout autre forme que pour les autres valeurs

de -, De plus, pour cette valeur -, = i , le trapèze NCA'M/ [fig' 25)
est remplacé par un triangle.
• Si l'on suppose le triangle placé en sens inverse, de telle sorte que
l'ébranlement augmente progressivement pour finir brusquement, on
reconnaît que A^ conserve la même valeur, tandis que B^ change de
signe; par suite, Om ne change pas; il n'y a de différence que dans les
phases des harmoniques, ce qui n'influe nullement sur le timbre du
son produit .

VIIL Deux ouvertures triangulaires glissant l'une devant l'autre» —
Supposons la boîte delà sirène et le plateau munis d 'ouvertures triangu-
laires dirigées dans le même sens. Prenons Forigine du temps à l ' in-
stant où les ouvertures coïncident complètement,

' On aura (fig^^^^Uy= kx IYI'CIN pour les; valeurs négatives, et
1 1 1 1 1 1 ! 1 1 .1 1 1 ;' ' 1 1 ' ' 1 . 1 • '1 .^g- ^7• 1 : 1 1 1 1 1 1 1 1 ' - , , 1 ' 1 ^. 1 . , ' / 1 , 1 .,

^(^^ixM^'C'pour ^po.sitif.ll•50i?tAfi^a,OC=&
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avec <y===ç^. On aura

CP^-., M^^^^-1^. Surf.MCN=^f^

donc

F ( / ) -.= — ( b — ^ )2, de .T == o à .y == /?,

efc
F ( / ) == — ( ̂  -+- oc )<•i, de ^ == — 6 "à .z" =- o.

.2i D

On a donc exacleineot les mêmes fonïiules que dans le cas de deux
losanges glissant l 'an devant l'aiitre; les harmoniques auront donc les
mêmes intensités relatives.

IX. Deux ouvertures triangulaires glissant en sens contraire. —
Si la boîte de la sirène et le disque mobile po r t en t des ouvertures
tr iangulaires disposées en sens inverse, prenons l 'origine du temps à
l ' ins tant où les ouvertures sont dans la position relative ABC, A^B'T/'
f fin\ 28 et 29), c'est-à-dire quand les sommets et les bases s e touc l i en î .

Fig. '28. 1 , . i""iQ. •J9.

Soient AB--=a, 07== b,w^CD^W; de x==— b à ^==0, l'ouver-
ture par laque l le l 'air s'écoule a la forme d'un losange CMC/M' {fig. 28) ;
de x^=o à ^= 6, elle a la forme d 'un double trapèze NMPFWW
{fig. 29). On aura donc

F ( / ) = = = / f X OMC'M^ de . r=—6 à ^r=o, avec x-==^i,

V[t]^^b^y, •

et , 1 1 , 1 1 , 1 ; 1 1 1 , ^ ! ! , .
F î ^ ^ / f X N M ' I ^ P ' M ' N ' ^ ^ t ^ ^ S ^ K A - ^ ) ^ ^

de *y==o à x == h.
^lïnale-s acientift^ucs de l'École ,£\"or'ma!(ï supérieure. Tome V l î . 4<^
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P ( / ) == — ^-^rx-Y représente une parabole telle que APB (/^. 3o),

en p renan t OB == i^ F(/ ) == •ïa. {b2 -+- ibx — 3<r2) représente une
seconde parabole BCD, tangente en B à la première, et avec un para-

Fig. 3o.

mètre trois fois moindre; la courbe figurative du mouvement est donc
ABCD, A'B'C'D'.

Par suite, on aura

'-^[r^'^^^-'x^^^2"-3'^']
- / l r t r'f^ ^^/._/'Û62
~^bdj^ [ b ~^)/te-^-' ,

A,,,==^-( ^(é+^cos3-y<^+ f^^bx-î^^^.d^
12 l,*''"-^ ' 1 1 1 - 1 1 1 1 . / J^i' 1 • 1 - 1 1 1 1 ^ ! J

ha ^ . j : ' ,, ! ^Trm^1-11, 1 1 . 1 ' 1 1 • 1 • . 1 1 ! 1 1 1 ^
"^Jo ( /-- )<;os~^-

/ . 171: mb\/ sin—,— \
— kad / 2.7rw6 a \

=——~~ .COS———— — -————.-- hawr^ v a iTtmb J
\ "?- /

B— ̂  LC(ft + ̂ sin ̂  ̂ +T^fr2 + ïbx -3^ )s^ ̂  dx\
^ka ^ , . wmx ,

^:—————f (^^^,^î\^^———————^

c^a J^ ^

/rarf / — r f ^iimb cl . <i^mb\
= ïm^ Yïmi œs ~r~ "'ÏF^^81"^-)9

am== VA;«+ B/^. ^ : ^
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Vu la complication des valeurs de A,^ et de B,/,, il n'y a aucune sim-
plification à chercher l'expression de ^; il vaut mieux calculer sépa-
rément A2/, et B2,. On a ainsi

. ir^mb \ 3

/ i 7 ^ . 8 / / sin —Tlîad\' i | / 27rm6 cf.
a;«=== —r- — r i c o s -\ Tr2 / m4 | \ c/ 9.T:mb

i^) {
\ d /

d d ir^mb . 2.7:mb\2 |—_ — ——^ çog —— — g^——— j.
m^ TTW^ ûf ci j |

( d d-jç- ——_ — ——^ çog —^— — g^ __^—\
\ nmb Kmb cl ci j

En menant la droite PN' parallèle à XX' {fig. 3o) à une dislance
. îiab'- 40^ X& ^iiyr ^ r\^ 4/1 ^r^ / /ww 7 iAo === -Y7- == ̂ — := OM, ou 01̂ ; = —? OD == 6, 00 == rf, la partie

PRCN représentera la période de condensation, et NDAT' celle de
di latat ion.

Dans la fig. 3i se t rouvent construites les courbes qui représentent

Fig. 3 i .

la valeur de a^ pour les valeurs de m == a, 3, 4? 5- l^s l ia ïnwîH( |ueé
1 . 1 1 , 1 • 1 ' 1 1 • , 4o. ! , 1 1 ^
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supérieurs sont en général assez faibles, sauf le second, et décroissent
à partir de -j ==o, et, d 'autant plus vite que leur rang est p lus élevé. Le
cinquième a déjà une ampl i tude si faible qu ' i l pourrait à peine être
entendu.

On reconnait que pour , = o, on a ̂  = i et y- == o.

Pour -j = ï , on a B,^ == o; par suite, A/,,===~- —<^; on obtient donc
les mêmes valeurs, au signe près, que dans le cas de deux losanges ou de
deux triangles diriges dans le même sens : dans ce dernier cas, en effet,
si -y -==i? on a, à cause de la superposition des deux courbes (fig. 23),

F^)^^^2--^^^);

on posant " === À; et en prenant pour axes des coordonnées la l igne
* îicib aA , h ,, . .y == Ao = -y == -^ et .r == -•> comme on 1 a f a i t p récédemment , cette

équation devient
_ z/i^ ffr —-~^r-~- -g-

Si les triangles sont dirigés en sens contraire, pour b. == r on a

y^—^^-^bx— a^L

équation d 'une parabole; en posant ^^Â', et prenant pour axes

des coordonnées y == Ao = -^-\ et x ==^, celle équation devient

. kab hax'1 .. h! a/t^y^ — — , ^ ! — — , ^ ( j ^Q^ , -, ̂ .^ -— ————..
' -^4 •;; ;,26-11-, • • 1 1 ; ! J ^ .6. 1 : , :: ^

Or, pour deux triangles dans le même sens, on a obtenu dans ce cas
h 1/1^1; • • \ , ' 1 , 1 ' ' 1 ^ — 1 ^ ^ ^^--F-1-^ . ^ - . . .1 1 1 1 , ^

Les deux courbes sont dirigées en-sens inverse; de plus, l ' in tensi té
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absolue n'est pas la même, puisque h'' == -; mais comme dans h et ///

entre le coefficient A, indéterminé, il en résulte que les sons obtenus
seront les mêmes, quant au timbre, mais moins intenses, quand les
triangles sont tournés en sens contraire, que quand ils sont dirigés
dans le même sens.

Ces considérations sont du reste purement théoriques, puisqu'on ne
peut réaliser ce cas dans la construction de la sirène, les ouvertures
successives devant se toucher sans aucune interruption.

X. Ouverture circulaire et fente étroite. — Supposons que le fond de
la boîte de la sirène porte des fentes étroites et le disque des ouvertures
circulaires.

Fiff.32.

So l tAB la f en le étroite {fig^ 32); on a u r a

F ( ^ = : / f X A B x / / ,

h é t an t la largeur de cette fente; donc,

F( t ) =2/^1^11^^== a f c h R i / i — ^ ,

en posant OC == oc, OD = R, et x = vt.
La courbe qui caractérise dans ce cas la nature du mouvement est

Fîg. 33.

u n e el l ipse {fig- 33), dont l'équation est

F(0==7==2/ fA \/R2-- x'\
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ou, en posant îkh == v.,
y ' x1

^+^—1.

On aura par suite :
1 r^ i r o . r ^ ; /f7:R'/^.̂LR ^AR^-^=-^-,

4/f/(R f - 4 - 1 1 , / ^ î 2 T C W . C , , ,,„, „ A. == -4_ J_ ̂  \/ i - ̂  cos -3- ̂

4/i-AR /"4-R / ^ . a 71-ma- .
"'"--rf-J.n \/.-^s,n-^-</.r=o.

Pour obtenir a,,,, il faut développer eu série l'expression à intégrer;
ie mode le plus simple de développement consiste à remplacer le cosi-
nus par la série en fonction de l'arc. On aura, par suite,

4/c^Kr r"1'8' / ^ j 1 YSTI-TOV /••-t"R /—ï» ,
-'-V-lin V-B-^-^^J-K ^'-ir^"^

r /aTl^1 r+R /——ï? •|
+ 7 -̂̂  (-̂ ) J_ , V/ l - ̂  •r> ̂  - • • • J •

Chacune de ces quadratures s'effectuera facilement si l'on pose
^

V 1 —•.^^^ cos y, \ d'où ^ ;== RsirKpy & :==Rcoscprfr;

alors ^ 1 1 • 1 1 ^ • ' 1 1 ' 1 1 \ . • :

/-«•4" R / ———^ ^.4.'"
1 A / 7 y ̂  ^•^ =_" R^+« J "cos^ sin^o d^

z . .

/ /» 4- î i ' /»....)- ~ \

=R„^1( / ' 's in^yrfy— | 'sm^cpûfy ).
1 • 1 \ .̂.,., s •7- î /

\ :< ' 3. "

Or on sait.que ' . • , : . ,
1! , r. - ^ ! ! ! ,. , , ,

'T^ ..^..7 1 ï .S,^. . .(2^—î)7!:, 1 ^^^^s^,^^^^^^ ^ ^ ^ .

; Donc , ! • ' ! ! ' ! ! ' '.
r"^. . , , î .3 .5 / . . ' (2A"— i)j sm^Wo •==——7-7-———'ÎT,J - T , 1 2.4.6...a/r
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Par suite

f - ^ /——^ . , -,,, [ - 1 . 3 . 5 . . . (2 / f^. i ) i .3.5. . . (^•^ï)1
.LR V^^^^^^L 9..4.6...^ -~^T6^~(2F+Y)J

^ ̂ ^ i^5^(^^-i)
"""7rn 2.4.6. . .&^(2A--+-2)

Donc on aura

a^= 4/rAKr^ î ï. / ^ 7 r m \ 2 _ i i.3 /27rm\ 4
: 2———— l —— — ——— ——- ^ ( ———, | TfJT -4- ————r—— ——T--^ l —J— 7T ̂ •'

<:/ ^ 2 ï . 2 2 , 4 \ d î t . î & . S ^ ^ - A ^ V a /

î g 3.5 /aTcm^6 ^, "|
• ^ TZÎ l̂  3:4X8 ̂ T7 ^ ^ ^ • • • J '

ou bien encore, inettant î— ea foetear» iatredvi^nt le diamètre A du
3 ! !

cercle, et faisant diverses réductions, on aTrive à

_ /rA-nrA2 F ' 1 î ï ^TT^AY _i_ i f^îlêV
^_--^^p---^^^-^y^ ,.•+•^.,^î'^3^ rf ;

• x 1 î1 ' /^«AV,
(30) 1 1 ; "-7^75 ̂ .MriT; ̂ •" 1 ;. l l l i 1

____ ___1___/^A\^_;_1
1.^ .3 . ..^ 1 .2 . ï. .»(B-+-i)\ arf / J

Cette série est peu convergente, quand m devieat considérable, et
l'on est obligé de prendre un grand nombre de termes, et de calculer
dans chacun d'eux un grand nombre de chiffres.

Si l'on mène une parallèle à XX' à une distance Ao== ^j {fig- 3^)»
la partie MCN représente la période de condensation, et NBA'M' celle
de dilatation.

Dans la fig.3^ se trouvent construites les courbes qui donnent les
valeurs de ^ pour m .== 2, 3, 4 , 5 ; leur exactitude peut laisser un peu

ai l

à désirer pour les valeurs de -, voisines de î. On peut remarquer que :

» ° Comme dans tous les autres cas, pour ^ = = o » o» a ^ = = o e t

4L
dx o,
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2° Chaque harmonique passe par o, un nombre de fois inarqué par
son rang d i m i n u é d'une unité.

3° Le deuxième harmonique est nul pour -==o ,6 i . Pour qu'il v
ait égalité entre les deux périodes de l 'ébranlement, il faut résoudre
l'équation

^=4V/^^ ou ^=4^-^
ou bien

T:2^4 —- l6^ -+- 4=0.

On trouve pour x la va l eu r o,555, valeur peu éloignée de celle o,6j ,
pour laquelle ledeuxieme harmonique est nul-

4° On peut remarquer une certaine analogie entre les courbes obte-
nues dans ce cas, et celles qui correspondent a w rectangle et une
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f e n t e étroite (fig\ 12 ) , surtout quand les ouvertures sont assez éloi-
gnées les unes des autres. Les courbes décroissent ici un peu moins
rapidement : ceci démontre qu'approximativement on pourrait rem-
placer les cercles par des carrés inscrits.

XI. Deux ouvertures circulaires glissant F une devant l'autre. — Soient
0 et 0' les centres de deux ouvertures circulaires placées sur le fond
de la boîte et le pla teau de la sirène (yî§\35); l 'air s'écoule p a r l a

surface c o m m u n e a u x deux ouvertures ACBD. On pourra donc poser
• F(./.)=-z./rxACBB, de x == — A à x =- -4- A,

en représentant par A le diamètre des ouvertures, par x la d is tance des
centres et posant x == vl. Or la surface ACBD est égale au double de
la surface AEBD, qui elle-même est la différence du secteur AOBD et
du [riangle OAB. Or OE == -; donc on aura

fSecteurAOB== R2 arc cos —5î R

Triangle A O B r r r ^ A / K 2 — ^ 2 ,

/{A ( x / ^c1 \F ( / ) = = — ^ Aarc cos . — x^ i — — ) ? de oc ':== o h x •=- A.

Pour les x négatifs, on aurait

F( t ) == -^— A ( TT —• arc cos - . ]"+- ̂  i/ i -~ — i de x == — ' A à x == o.

Annales scientifiques de VÉcole Normale supth'ienre. Tome VII. 4^
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Par suite, on pourra poser

A.^^-.^)^/^:?*

i r ^ i i - ^ f . x i ^ \ ,
-^l -^Aarccos^-^\/i-^&

.^^^cos^-;^7rg).^^,
/(•A r° r / ^\ / ^ " i "̂  7

^^-dj_ [A^-arceos^^^^/i-^JcossTT-^-^

/rA r^/. .r / ^ v w-1' /+-3-J ^Aarceos^-.>tVi--^J|cQS27r-^-(/.r

a/rA2 ^Y' . . v x _ f ï - V mx ,
== -rf- ̂  |"̂ <«»^ - ̂ ^ ï- ̂ ^SÎTT -̂ - r/.r,

B,,=o.

Intégrant A,n par parties/on arrive à

2/rA ^ /-2/fA Ç 1 x1 . mx .
^^-n^i ^/.-^^n-g-cU:

r. . j „ . mx , .Développant sinaT:-,- en sene^ ou a

î . / ï -A r^ / ^ r ^ m T T î /2W7rV , ï /2W7TV , "1

^^Jo V1"^^""^^^) " +.^3^^) ""—••]'

On trouve, par la méthode employée précédemment,

r\/i-^^.rf,r- _-^14^-2^____A'-^-
J, V 1 A'^ ^ -S^^ .^ayf+ .Xî / f+S)"

et
^ /——^ , A»

Jo V'-A^^-S-
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Donc on aura en définitive, pour ûr^,

_4^A3 F ï i / 2 W 7 T A \ 2 i i /2W7rA\4 i i f^m^^y
^-"S^L^^V""^ ̂ S^^^^r'J ̂ 3^5^\~d~) l " • • t

_____i_____ i /^mirA^_
— 3.5.7. . .(2/r 4-1") Ô~7-9. ..(2/r+ 3') \ ^ J '4""'./

Cette série est moins convergente que la précédente, et, à moins de
calculer chaque terme de la série avec dix à douze chiffres, on ne peut
obtenir la valeur de oc^, pour des valeurs de -,- et de m un peu grandes;
je n'ai pu construire, par suite, que les courbes correspondantes à
m = 2 et m = 3 [fig^ 36), n'ayant pas de machine à calculer permet tan t
d'obtenir plus de six Aiflà^®.

Fig.36.

Si l'on construit la courbe représentée par F(^), on ob t i en t , en posant
Â_A _

^
^==Aarccos^—^ i / i—^ ,

dr ^Tpour x ==. o, on a ̂  = ~ 2, et, pour y = o, ̂  == o.
4 ^ . 1 1 1 1
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La courbe ainsi obtenue {fig. 37) diffère peu d'une ligne droi te dans
une grande par t ie de son étendue. AB == —, on a

, 2/fA^
AO == • • ^ y- 13 a

/< Aet, comme — = r , on aura
. 4A-2 , {A .
^""^Z^ï'

en menant une para l lè le à XX7 à cette distance, EBF représentera ia
période de condensa t ion et FCD'E' celle de la d i l a t a t ion .

FIS. 37.

Le deuxième Harmonique a son minimum vers o,54 environ. Si l'on
cherche la condition pour que les deux périodes du mouvement vibra-
toire aient la mémo durée, on est conduit à résoudre l'équation

4A . d d 1 1 F
^ =:arccos-rr —7-ri / i -./̂ ZlL

V i6A."3d " * ' — 4 A 4 A V 1 i6A

ou, en posant — =•: .r,

ï
3ï •• arc cos^1 — x \/1 — .r2.

En construisant séparément les deux courbes

y == ̂  y' == arc cos.f — x ^_T~^^

on reconnaî t qu'elles ne se coupent pas, mais que leur d is tance est
m i n i m u m pour x= 0,4^49,00 qui donne A == 0,588, va leu r peu di f fé-
rente de celle qui correspond au min imum du deuxième harmo-
nique o,?4.
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Si dans les deux cas précédents, on remplace les ouvertures circu-
laires par des ouvertures elliptiques, on arrive à des formules presque
identiques, et qui ne diffèrent des précédentes que par un coeffi-
cient constant, ce qui démontre que les harmoniques suivent exacte-
ment la même marche que dans le cas d 'ouvertures circulaires.

Par suite, on voit que, dans la sirène ordinairement employée, et qui
est munie d'ouvertures elliptiques, on devra, pour obtenir un son
aussi rapproché que possible d'un son pendulaire, placer les ouvertures
à une distance telle, que leur grand diamètre soit environ un peu plus
de la moitié de la distance des centres, ou bien que ce diamètre soit un
peu plus grand que la partie pleine du disque qui sépare les ouvertures*

En résumé, si l'on compare entre elles les courbes qui expriment les
valeurs du rapport -^ pour les divers cas qui ont été examinés, on
remarquera que :

1° Dans tous les cas, pour - == o, ^ = = o , c'est-à-dire quand l^y
ouvertures sont très-éloignées par rapport à leurs dimensions, les
amplitudes des harmoniques deviennent égales entre elles.

2° Dans cinq cas seulement, chaque harmonique devient nul pour
certaines valeurs de -, : c'est quand l 'ébranlement est formé de la moitié
d'un son pendulaire [fig. 6, p. ^89); quand le fond de la boîte de b
sirène porte des fentes étroites et le disque des entailles en forme
de sinusoïde (fig. 9, p. ^9'i), ou bien des ouvertures rectangulaires
ifig. j 2 , p. 296), ou circulaires [fig. 34» p. 3âo), et enfin quand le
fond de la boîte et le plateau portent tous deux des ouvertures rec-
tangulaires [fig- 17, p. 3oo).

De pius, chaque harmonique devient nul un nombre de fois marqué
par son rang d iminué d'une unité.

3° Dans les autres cas, aucun harmonique ne devient nul, quel que
soit l 'écarternent des ouvertures; mais l 'amplitude de chacun passe par
un certain nombre de maxima, marqué également par le ran^ de l 'har -
monique diminué d 'une uni té . Seulement les maxima et les ininima
deviennent de moins en moins différents, à mesure que le ranq de
l 'harmonique est plus élevé.
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4° Les harmoniques supérieurs ont l'intensité maxima dans le cas
d'une ouverture rectangulaire et d'une fente étroite, et leur intensité
îninima dans le cas de deux losanges ou de deux triangles en sens
inverse; quand il y a une ouverture de forme quelconque avec une
fente étroite, les harmoniques sont toujours plus intenses qu'avec deux
ouvertures de même forme.

5° Dans deux cas, les sons conservent le même timbre, si Fon rem-
place les vides par des pleins, et réciproquement : c'est quand le disque
porte des ouvertures rectangulaires et le fond de la boîte des ouver-
tures de même forme ou des fentes étroites.

6° On remarque la plus grande analogie entre les figures dues a la
moitié d'un son pendulaire et celles qui répondent au cas d'une fente
étroite avec une ouverture circulaire; l'analogie est moindre pour une
fente étroite et une ouverture rectangulaire. Les courbes figuratives du
mouvement, demi-sinusoïde, demi-ellipse et rectangle, présentent en
effet une certaine analogie générale de forme, surtout par leur mode de
terminaison.

M O D E D ' É B R A N L E M E N T .

FOND DE LA BOITE MUNI I»E

Fentes étroites. . . , , . , . , . .
Id. ...........
ïd. . ...........

.Id. ...........
Ïd. ......;...,

Ouvertures rectangulaires..
ïd. en losanges....
Ïd. triangulaires.. *
Ïd. circulaires.....

DISQUE MOBILE MUNI DE

Entailles en demi-sinusoïdes.
Id. en sinusoïdes.....

Ouvertures rectangulaires,.
Id. triangulaires...

Ouvertures rectangulaires..
Id. en losanges....
Id. triangulaires...
Id. circulaires.....

VALEUR DE

le minimum
du

•s" harmonîquo.

0

0

0

0
0
0
0
0

75

5
62
6i
5
65
6o
58

b
—. DONNANT

l'ôffalité de durée
des

deux périodes.

0,716
I
0,5
ï
o,555
o,5
o,666...

de o,5 à 0,75
o,588

7° De même il y a assez d'analogie entre le cas de deux ouvertures
rectangulaires \fig. 17, p. 3oo), deux ouvertures en losanges {fig. 21,
p. 307), deux ouvertures circulaires {fîg. 36, p. 323), un triangle et
fente étroite {fig. 26, p. 3n), et deux triangles en sens contraire
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[fig. 3 i , p . 3 ï 5 ) . Dans les courbes figuratives du mouvement, on trouve
le plus souvent deux courbes ou deux droites coupant l'axe des x sous
un angle variable, parfois nul, et présentant un point où il y a discon-
tinuité dans la courbure (intersection de deux courbes ou droites).

8° Le minimum du deuxième harmonique a lieu, le plus souvent,
quand le rapport de la largeur des ouvertures à leur écartement est
compris entre o,5 et 0,7, comme le montre le tableau précédent.

La condition pour que les deux périodes de l'ébranlement soient
égales en durée, donnent pour , des valeurs qui diffèrent peu des der-
nières, sauf dans le cas d'un triangle et d'une fente étroite. Dans le
tableau : oo a placé ces valeurs en regard des précédentes.

III. — Sons produits par deux ébranlements a des distances
différentes.

I. Deux ébranlements de même nature. — Supposons que deux ébran-
lements différents, tous deux dans le même sens, se succèdent périodi-
quement; quelle sera la nature du son produit?

Soit F(^) un des ébranlements représenté parla courbe ABC (y^.38),
Fig. 38.

et ç > ( / ) le second, représenté par la courbe DEF, en prenant les origines
des coordonnées en A et en D pour chacune de ces courbes; soient en'-
core T===AD l'intervalle des deux ébranlements, et T=AA / la période
du mouvement vibratoire. On a

T- /^ A Y^r m(t—PmY\ * V^Yi ïnt „ . mï\
I< (/)==Ao-4-^ g^COS27T v r r^Ao-^1)- [An,COS27r——+B^Sin27T~^î

9(<)-A;+^[^cos^"i^]=A^" (A^os.^+B,sin..^),

,(,-^A:+^co[<cos../n(-fr^rl].
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Soit ^ ( t } le mouvement résultant; on aura
..,, . . . . V r m [ t •S[«Lp(/)r=:F(^) +ç(/—.r)=Ao-+-^ û^cosaîT——„

avec

a^A'+B2 , a'^A^+B'2,,;

d'où, en développant et en posante pour abréger, ^——=u,

/ . . , -^ n / / t - 1 . ,t,c o s z / ( A ^ - 4 - A ^ c e s — F — — B ^ s m - ,

/,. ,, l'KHit ^, '>7rmr\ .
+ sm u B/n 4- A^, sin —„,—- + B ,̂ cos—^ J |

?(^)=Ao-l-A;+^

Par suite, on aura

( 3o •» an,= ̂  -4- ajn2 4- 2 cos27^'7" ( A^ A'̂  4- B,nB )̂ -h 2 si n --7—T ( B/,, A^ •— A//, B^).

Si l'on admet que les deux ébranlements deviennent identiques (fig- 3Q)^
l'équation (3o) donne

( 3 i )

et l'on a

2 / 2 .Trmr ' TTmr^=: 4^^ cos2—-— ou am= ^o(.tn cos —.—^

27Tm( ^ — /?/« — -
V, 2 y, . , ! , Ve0 , 1 1 -îrmT \^ ( ^) == 2.Ao + ̂  a-a/n cos —— cos ———'•—?p

Discutôûs la valeur de a^ et examinons les principaux cas qui peu-
vent se présenter, suivant les valeurs relatives de T et de T. Il suffit de
faire varier ~ de o à -, car les valeurs «7 et i — ̂  donnent les mêmes

1 2, 1 1

valeurs absolues pour a^, ce qu'on reconnaît, du reste, dans \^fig' 39,

Fig.39.

puisque ( A D = T e t D A ' = = T " — T ) remplacer 7- par ï — — r e v i e n t à dé-
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placer l'origine de A en D, changement qui ne peut nul lement influer
sur la valeur des coefficients, ni sur la différence des phases,

i° Si A D = = T = = O , chaque ébranlement est doublé; on obtient le
même son avec une intensité quadruple.

A mesure que T augmente, le son fondamental diminue, ainsi que les
premiers harmoniques; seulement, comme ce terme, cos^7^-1? varie
d 'autant plus rapidement que m est plus considérable, certains harmo-
n iques disparaissent, puis deviennent plusieurs fois maxima.

2° Pour que l'on ait a,n == o, il faut que m— soit égal à v-2-^--^^ ou
2 k 4- i— == -:———; ce qui donne

Pour m == i , — ==-:
1 2

Pour m/ == 2,
T __ l

T - 4 '

Pour w==3, T» = = - , - :

y. , T i 3
Pour w==4, 7 r7==gî o;

Pour m == 5,

et, en général,

L- JL -i L
T "' 1 0 ' io5 ^

r ___ 3 5
ï 2 m 2m 2 m 7

»y^ ___ » j

Si w est pair» la dernière valeur est———ï et si m est impair , on obtient—1 "î m. - *?.2/n 1 2
. p mr3° Le coefficient de ûL,n passe par sa valeur maxima si l'on a — ==À

/rou — == —, ce qui donne1 m 1

Pour m -== l y — :== o;

,. r •i
Pour w === 2, — == o, - :

A 2 '

Pour m ==3, 7^ --==o, :r,
1 3

//finales scientifiques de l'École Normale supérieure» Tome VIÏ. 49'
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et, en général,
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Pour m=4, ^•=0, -•» ?

,. ,. T 1 2Pour m =5, -r == o, ̂  ̂

T ï 3 3

Ï "~~ 0? w 5 w' w5 '"*

Si m est pair, la dernière valeur est -1-; si m est impair, c'est ———•
" 2 2 /7l

4° Pour — == î", on n'obtient que le son 2 avec ses harmoniques; les
JL 2

coefficients 02, ^/,, ag,... sont exactement les mêmes que si, dans les
formules fondamentales (3) qui donnent Ayn et Bw, on remplaçait T

Tpar -, on obtient, en effet, de cette façon

A/n:==3A2M, Jïm==^Bîm'

TEn général si;, dans les formules (3), on remplace T par -9 on a

AM == p Amp, B/n == pBw/, et OM ̂  pû(.mp.

Donc, si dans la série de Fourier on considère les divers coefficients a^y
<%a, 0-3, 0:4,..., a^, les coefficients aa, ^4, ae, . . . , ^27^ représentent les
amplitudes relatives du son fondamental et des harmoniques, si l'inter-
valle des ouvertures devient moitié moindre; les coefficients a 3, a^, 09, . . . ,
ff^m, ceux qui sont relatifs au son obtenu si cet intervalle est trois fois
moindre, et, en général, les coefficients a?, oc^p, çy^p, . .., a,̂ , ceux qui
conviennent au cas où cet intervalle devient p fois moindre.

Comme l'a fait remarquer Seebeck, on entendra donc plus ou moins le
son fondamental, ou son octave aiguë, suivant que — sera plus ou moins

voisin de î ou de -• Si ̂  est voisin de-? sans avoir exactement cette va-
2 1 ^ , 2

leur, les harmoniques pairs sont très-intenses et, par leur coexistence,
donnent la sensation de l'octave du son fondamental; cependant il est
facile de faire voir que l'on pourra encore entendre en même temps
d'autres harmoniques impairs, car le rapport de leurs amplitudes a celle
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du son fondamental est multiplié par le chiffre correspondant à leur
rang; prenons, en effet, le rapport ̂ ; on a

TCOSTT m •=-
«^ y.m T
Oi ! ai Trrcos -^

Pour—==- î ce rapport est infini sim est pair, et égal à-'"si m est impair.
Donc, quoique pour m impair a,n soit très-faible, on pourra entendre

p o u r — î peu différent de-? avec l'octave aiguè, d'autres harmoniques
impairs de préférence au son fondamental.

La fig. 4°» où se t rouvent construites les courbes y == 2 cos— ^
Fig. 4o.

^cogl-E, 2cos—Eî, ^^Qs4^?, ^cos-—1? mon t r e comment varie le
coefficient de a,n pour les cinq premiersharmoniques , en faisant varier
T 1 . I '— rie o a ~" . ' ! ! - ^
\ 9.

XI. Deux ébranlements de sens contraires. — Supposons que deux
ébranlements de sens contraires se succèdent pér iodiquement ; soient,
comme précédemment, T ( t } et y ( ^ ) ces deux ébranlements (fig^ 4 1 )"»

4^.
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en prenant les origines en A et D, si T==AD, l'intervalle des deux ébran-

Hg.^.

lements, on aura, pour le mouvement résultant,
^ ( a = = F ( ^ - 9 ( / - r )

,J cos^A.-A,cos^+B,sm^'

+ sîn u(a.- A, sîn ̂  - B^cos ̂ T>
-A.-A;+^

et

(|3 2) <=<+<-~ ^cosi7;F(A.A,.-h B.B;J ̂ ^^^^^(A.B^ 1LA.

Si les deux ébranlements deviennent identiques, on aura

(33)

et

2 r î . , 77 fn T T" /yi T
^^^^sin^--,— ou /^=2a/,,sin ——-7

•,r-̂ CC^^x . 1 Trwr-'2a//,sin —— cos2ir
W ^ •— ^m — - -+• 7——
_\_ _1^ ^ ^ 2 /^^ /

1 " ' • •——f-~~

II suffira, pour discuter les valeurs de a^ de faire varier 7^ de o a -3-,
! - 1, .1. ! 2

puisque remplacer ̂  par ï — ^ revient à changer l'origine des coordon-
nées, de A en D, comme on le voit dans la fig. 42

r<^. ^2.

M< T

S î y = = o , l e son fondamental et tous les harmoniques sonï nuls,
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puisque les deux ébranlements se détruisent; de même p o u r — = = i .

ï>-0 A mesure que—augmente , Famplitude de tous les sons croît en
même temps, mais celle des harmoniques supérieurs d'autant plus ra-
pidement que leur rang est plus élevé; en effet, l'on voit que le rap-

rsiHTrm —
. CCni OCfn 1 ÛC,n t y^ ^ .port -̂ - == — ———— = m — pour y == o. Donc, a moins que oc,n ne

,sin7r^ al

soit trop faible, on pourra entendre, si — est peu différent de o, les har-
moniques supérieurs de préférence au son fondamental .

3° Si ^ est égal à ia durée même de l'ébranlement, et si, de plus,
chaque son est formé de la moitié d'un son pendulaire, on obtient
l'effet produit par des sons pendulaires isolés les uns des autres par clés
intervalles de silence plus ou moins grands. En prenait pour a^ la va-
leur donnée par la relation ( r3) , on obtient

Q &> . Û)oa =- 4^^1 m&) . m&) " T wû)^=——————— cosTr-^-sinTr-^^: -,—————— sin^-^-.
7r^—4/n^ ^i^4^\

Or si, comme on le voit dans \^fig' 43, on pose iw=w, ^ étant

Fig. 43.

la durée AE totale du son pendulaire, on a pour a,^
1 ! ! ! ̂  !

_^ ^^T . me./(34) a^—————^——.sinTr-^-.

"v^p)
<}€lte formule ne diffère que par le coefficient — "et Y absence du
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coefficient— de celle (i5) qui correspond au cas déjà étudié du son
produit par une sirène dont le disque porte sur le bord des entailles
en forme de sinusoïdes. Si l'on étudie la forme des courbes

a/2 . w&/
^_ î-^ ^-r

r a, /nW3 . ^ ï

i--^— SUITT^

on reconnaît qu'elle diffère de celle des courbes de ^fig' 9 en ce que,
pour la même valeur de~? l'ordonnée est ici multipliée par m. Il en

résulte donc que, p o u r — = o , on ay==w, au lieu d'avoir y == i , et
que les inflexions des courbes seront plus accentuées. Il est facile de
comprendre, du reste/pourquoi les harmoniques sont ici plus intenses
que dans le cas cité plus haut. Dans ce dernier cas, la courbe figurative
du mouvement {fig. 8) est moins discontinue que dans le cas de sons
pendulaires isolés les uns des autres {fig. 43), puisque ici Ao = o, et
on ne peut, d'aucune façon, relier les ébranlements les uns aux autres.

Nous avons vu, au commencement de ce travail, que, si un son est
formé par des ébranlements, tous de même nature et dirigés dans un
seul sens, jamais l'amplitude des harmoniques ne peut dépasser celle
du son fondamental, ettend à lui devenir tout au plus égale, quand la
durée de l'ébranlement est infiniment petite par rapport à la durée de
la vibration. Dans le cas précédent, au contraire, pour des sons pendu-
laires isolés et très-écartés les uns des autres, l'amplitude des harmo-
niques supérieurs devient m fois plus considérable que celle du son
fondamental. Il est facile de généraliser ce principe et de démontrer
qu'il en est de même quand F ébranlement est quelconque, mais formé
de deux parties où les mouvements et les condensations ont lieu en sens
inverse; en effet, soit AE la dorée totale de l'ébranlement (fig. 43);
plaçons l'origine en C au milieu, on aura

Ao == 0, Km ="=0, '

n 4 i r. / ^ \ . r^oc ,-irpf^
^ d j . \ d )

B^==— 1 F -y j sinsT: -— dx.
d J a \d ] d
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Si l'on suppose d très-grand par rapport à a,

„ Swm C v l ^ ^ n 8TC C v / ^ ^^^^W^ ^^/W^
2 "Ï

et, par suite,
B/n_ a,n
B7~~a7

: m.

335

Donc, si un son est produit par de$ ébranlements discontinus identiques,
dirigés dans un seul sens, jamais tes harmoniques supérieurs n'ont une am-
plitude supérieure à celle du sonfbncIcKmentaly elles tendent à devenir égales
à celle de ce dernier son, quand la durée de l'ébranlement est infiniment
petite par rapport à celle de la période wbratoire. Si chaque ébranlement,
au contraire, est formé de deux parties de même durée, pendant lesquelles
les condensations et les mouvements sont dé sens contraire, l'amplitude du
son m devient égale à m fois celle du son fondamental, pour un écarte-
ment infini des ébranlements. Il est évident que si cette seconde partie de
chaque ébranlement diminue progressivement y cette amplitude de l'harmo-
nique de rang m, égale d9 abord à m fois celle du son fondamental, décroî-
tra progressivement jusqu à l'égalité quand cette seconde partie de chaque
ébranlement aura disparu,

On comprend ainsi pourquoi, dans certaines expériences, comme
celle de la barre de Savart, les harmoniques supérieurs peuvent être
assez intenses pour empêcher d'entendre complètement le son fonda-
mental.

4° Revenons à la discussion de la formule (33).
Pour qu'un harmonique de rang m fasse défaut, il faut que l'on ait

T k . .— = = : - — , ce qui donne
1 772. "

Pour w = = 2 , ~ == -,

Pour m :== 3, — r = = ^

Tl , T 1 1Pour m ==4, TJT == y ^

r ï 2
Pour w-=:;5, ^ == y ^ „ ' ^
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et, en général, pour l'harmonique de rang m»

T m m m

jusqu'à - si m est pair, ou ïl-Hl si m est impair.

Fig. 44.

5° Le coefficient de a^ sera maximum, au contraire, si l'on a
T a / r+ i * ,, , :=———? ce qui donne

Pour m='i, ^==p

Pour m •.== 3, -^ = ^9 -1- ;
1 0 2

Pour w==4 , ^ == g, g;

ï-» y ' 'î' I 3 îPour m ==5, — = = — , — , - . ,
T 10 10 9.

et, en général, pour rharmoilique de rang m,
: r — l 3

T 2w '2m5

jusqu'à -- si m est impair, et—'=-1' si m est pair.
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6° Si -T == -1-? tous les harmoniques pairs disparaissent, et il ne reste
que les harmoniques impairs, avec la même intensité relative que pour
un seul ébranlement. Le son devra, pour son timbre, présenter une cer-
taine analogie avec celui que produit une sirène munie d'ouvertures
rectangulaires, quand Fécartement des ouvertures est égal à leur lar-
geur.

On peut se rendre compte des variations des coefficients de OL^ pour
les cinq premiers harmoniques, en consultant \^fig. 44-

IV. — Sons produits par trou ébranlements a des distctnces
différentes.

I. Trois ébranlements dans le même sens. — Supposons que, dans la
période /JT, se succèdent trois ébranlements identiques dans le même
sens, mais inégalement distants; prenant l'origine en un instant quel-
conque de l'ébranlement médian, on pourra admettre que ces trois
ébranlements seront représentés p^fÇ1)^/^1 •"+"• T) ^J {f — T / ) î sl Von
a, en outre,

/(/)= A.+^ F,,,cos^ "^P^

on pourra écrire
^(/)^•/(^+/(^r)-^/\/-r-)^3Ao+^[^cos27:m(^^^

En développant, on arrive pour a^ a l'expression

/ mr mz^ mr//\(35) ^==^(3 + a cosaTr -— -+- a COS^TT—.— 4- a cos27r-—.—j

en posant T"^ T — (r "+- T'); dans cette formule n'entrent que les dis-
m^. 45.

tances respectives des divers ébranlements, représentés d'âne façon
schématique par des points dans \iàfig. 45-

Annales scientifiques clé l'École Normale supérieure. Tome VU. 4°
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Les deux cas particuliers les plus intéressants h étudier sont ceux
dans lesquels on suppose deux ébranlements équidistants, c'est-à-dire
T '==r\ et celui où l'on suppose deux ébranlements confondus, c'est-
à-dire T == 0.

PREMIER CAS. Deux ébranlements équidistants. — L a formule (35),
en y faisant T = 7', 1"= T — -2T, devient

(36) ' ((,n == a,n ( 1 4" 2 COS27T —— ) -

Cette disposition est indiquée fig. 46; nécessairement on doit avoir

Fîg. Ift.

^ T
r < -: si 7 == -? on est ramené au cas suivant. On a ainsi F)

' 2 ? 2 * /

^==:3 pour ^^^ ^»= I î

T 6k ±ia,n = ^ pour ^ == -._., a ̂  == o ;

• ! ^ ! T 1 4/rrbi ^ ,
r^ == 4-1 pour np =="-,—? ^/^ — ̂

r 2 7f 4-1 , o
^==-1 pour ^==—^-5 ff^==—3;

T 3/f±:I^ = o pour ;, ̂  - ̂  ? a^ = — a.

D'où l'on déduit le tableau suivant, en posant m = i, ^, 3, 4 ^

^ * ) On suppose que a^~= i.
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l / t

ï

a

3

4

( " ) On SUppOSO ([UO «m = t .

VALEURS DE - (*).

^,--= 0,

<=-a.

ï
3

i ï
6 5 3

i ^ 4
9 5 9 7 9

ï ï ï 5
Tî' 61 3' Ti

^« == .1 5

< = = — — I .

Ï

4
ï 3
8' 8

ï ï 5
ï'js. 4 I a

1 3 5 7
i0 7 i65 i 6 7 16

^ ^ — l î
<=-3.

ï
a

4
1 X

G 7 i
ï 3
8' 8

^ = ^.
< === o.

ï
6

ï 5
12 1-2

I 5 7
I8 7 i8' 18

ï 5 7 ' I

'24 ^4 ^4 ^4

a,,, =3'<=i.
0

ï°' ï
° ' i

ï ï
"' Y ï

Les courbes correspondantes sontconstrmtesfig. 47- On peut remar-
quer que :

TÎQ. 47.

1° Si ^ == o, tous les coefficients sont triplés : on entend 1e son cor-
respondant à T avec une amplitude triple;

^0 C; r __ ^ /Z. Â^^* -1 - . . ^...:< ..... mn 0- r /f
^° Si T.; == ——A. mi 7-; ==— ^ étant plus petit que"'- ) ? les sons m, 2m, 3m,. . .

43.
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sont triplés, et ce son devra être entendu séparément au milieu des
harmoniques pourvu que m ne soit pas trop élevé;

3° Si ^ = ~? ce qui établit la coïncidence de deux ébranlements avec
1 2 A

un ébranlement simple au milieu, tous les harmoniques pairs sont tri-
plés; les harmoniques impairs restent avec la même valeur;

4° Si — = •«? le son 3 seul et ses harmoniques sont triplés, tous les
autres sont nuls; on a ici, pour a^ les mêmes valeurs qu'en remplaçant

• ! Tdans les formules fondamentales qui donnent a,n, T par ^-5^ ^
5° Si, partant de -= o, on augmente cette quantité jusqu'à ce

qu'elle soit égale à « ? on ne peut pas dire avec Seebeck, que le troisième

harmonique deviendra de plus en plus intense, car pour —== •x-? -2? ̂1 , , ! , ! j j j
il est nul, ainsi que tous les harmoniques dont les rangs sont des mul-
tiples de 3.

DEUXIÈME CAS. Deux ébranlements confondus et un séparé. — Si, dans

Fig. 48^

iB formule (35), on fait T === o, et que l'on remplace T' par T, on obtient

(37) ^==^,^5+400527:^)»

î 0 a^ne peut être nul, et varie seulement de r à 3.
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2!° On aura
^==3, pour ^=^

T 2 k -{- ïafll==lf ^Î=^T'

L^fig. 48 donne les valeurs de a^ pour 772 === ï , 2, 3, 4-
3° Pour ,-===^9 on retombe sur un cas déjà étudié précédemment.

II. Deux ébranlements de même sens et le troisième de sens contraire. •—
Nous supposerons que l'ébranlement seul de sa nature contient l'ori-
gine du temps; comme on le représente jîg, ^Qa; les ébranlements

successifs de la période T seront donc —f{t), +f[t + r)et+/{i - T^,
ce qui conduit à la formule

/ mr w^ /nr^
(38) afn=C^n (3 — aCOSaTT-^ — ^ COS27r-7jT- +2COS2ÎT '-y-^

T, T', T" étant les intervalles des divers ébranlements; on voit que l'on
met le signe — devant le cosinus correspondant quand il y a change-
ment de sens par rapport à l'ébranlement précédent, et le signe 4-
quand les ébranlements qui se succèdent sont de même sens.

Il y a trois cas particuliers à distinguer :
i° Si Fon a r =T', c'est-à-dire si l'ébranlement seul de son espèce

est à égale distance des deux autres [fig. 49^) î
'2° Si l'on ar'^T' quand l'ébranlement seul de son espèce n'est

plus équidistant des deux autres [fig. 49^)?
3° Si l'on ar'^ o, c'est-à-dire si les deux ébranlements de même

nature sont confondus {fig. ̂ d).
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PREMIER CA.S. — On a T^T' , l'ébranlement de sens contraire étant
situé au milieu des deux autres. En faisant cette hypothèse, la for-
mule (3) devient

. ^ ^ •> -> / mï \2 ,, , / mr \
[ ^9r ^m^ V-m \l — 2- COS27T -7?- » ? 0 OU <2/«== ̂ i ^ 2 00827: -7j~ —-1 j •

On voit que si Ton construit les valeurs de a^ on aura les mêmes
courbes que celles qui correspondent à l'équation (36), en diminuant
les ordonnées de 2. En représentant par a^ les coefficients de la série
de Fourier dans ce cas, le tableau donné (p. 338) conviendra également
à ce cas, puisque F on a constamment a^= a,n— ^"

Lay?^. 47 lui convient également en déplaçant la ligne des abscisses
d'une quantité égale à 2 du côté des ordonnées positives, comme le re-
présente la ligne ponctuée, avec les chiffres placés à droite de la figure.
On peut remarquer :

ï° Que le son fondamental est nul pour-==--, pour cette valeur,
on a

a '3 == 2 ̂ , a'^ == 3 y.^, ci\ ==: 2 o^s,, • ci^ == o, a'y === 3 o;u» Ct\ =: o, a\ === 2 y.s,... ;

il ne reste que les harmoniques dont les rangs sont des multiples de ^
ou de 3; les harmoniques pairs sont doublés, les autres triplés ; on de-
vra donc entendre la quinte formée par les sons ^ et 3;
^ ^° Si 7p = -? les deux ébranlements de même nature se confondent;
on a '"1"

a\==:3, ci\=ï, a^=3, a\==ï, a',=3,...;

les harmoniques impairs sont triplés, les autres restentavec leur va leu r
primitive;

3- Si ̂ y

a\=^2a^ ,a^==2a2, a\=y^y a^== 20.1,...;

tous les harmoniques sont doublés, sauf les multiples de 3 qui conser-
vent leur valeur primitive.

D E U X I È M E CAS. — On a T == T', l'ébranlement de sens contraire n'é-
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tant pas équidistant des deux autres. Si, dans la formule (38), on pose
^ ' ̂  ^ Q^ obtient

(4-o) ^,===^(i -+-4 sin^TT^—) ==^n[5 —4cos 2 27r 7 n 7 ^ ) •

Le coefficient de a^ varie entre i et \/5 sans jamais être nul . On remar-
quera seulement que :

i° Pour _ === o et ~î on obtient le son fondamental avec ses harmo"i a
niques, ce qui était facile à prévoir;

^ P o u r ~ = / î les harmoniques impairs sont multipliés par \/5, et
les harmoniques pairs ne changent pas. La fig. 5o donne les valeurs
de a^ pour m = i, 2, 3, 4-

Fîg. 5o.

TROISIÈME CAS. Deux ébranlements confondus, le troisième de sens
contraire. — En faisant 7"== o dans la formule (38), et T'= T — T, on
obtient
/ /• ^ ., ., f ̂  , fnï\(4 1 ) ^ = = ^ ^ 5 — 4 cosaTr-TjT-j-

Les courbes qui représentent le coefficient de a;̂  sont les mêmes que
celles qui correspondent à la formule (3g), mais prises dans une posi-
tion symétrique, comme l ' indique la fig. 5i; ces coefficients varient
du reste de r à 3, sans jamais devenir nu l s .

,o si —i , on a
T a

^(==3^1, ch-==.{Xî, ^3==3a;î, ^==a( , . . . ,

cas déjà examiné précédemment.
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2° Si - == •̂  on a1 4
ai^=iXi^5, a2==:3a^ ^==0:3^/5, ^==0:4,...;

donc on devra entendre distinctement le second harmonique.

30 Si ^ = g? on a

€ii= cci^, ^=^2^/7? a3===3o;3, <2<==a4\/7,....

Fî  5i.

On devra, outre le son fondamental, distijnguer les deux premiers har-
moniques.

V. — Sons produits par an nombre quelconque d'ébranlements
à diverses distances.

Supposons que, dans l'intervalle T, se trouve un nombre quelconque
d'ébranlements de même nature. Représentons-les par

F^~0.), F(^03), F(^.e3),..^ V(t—Q^

en laissant complètement arbitraire rorigine du temps; on a en outre

F(^)=ao+V, a,n cosaTr mv ^ pm} == a, 4-^ (^cosi^),

, 'î.7:m{t—»„,)en posant ————— == u.
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Suit ( p ( l ) le mouvement résultant, on aura

< p ( t ) = rAo -^y^ ̂  0) = rA» ̂ -^T [^cos (M - ̂ W1} \

Si tous les ébranlements ont lieu dans le même sens, V[t — 6) sera
pris avec le signe -h ; s'il y en a dans les deux sens, on mettra le signe—
devant ' F { ' £ — 0) pour les ébranlements qui ont lieu en sens contraire.
On obtient, en développant

mo f mQt m ©a m9f/\
âSmCOS27T ——r ==a^[cOS27T -TJ- -+- COSaTr—j- -4-... -4- COS 1 7T ——— \ =

ïno f . /720i . /7202 . m0q>
^Sin-27T —— =^ Sin27T—5- + SIH 2 77—i- ~l"...-+- SlH 2 7: ———

CCm Si

7720 / . 7720l . 772.02 . 772. Oq\ Q(4^ ; sin'27T •— == a/» ^ s inaTr —j- -1- sm27r —j- 4-...-+- sin^Tr —— / ) == amoa,

.^^^(Sf-l-S.)2.

La valeur de a^est indépendante de l'ordre des ébranlements, pourvu
qu'ils se succèdent assez rapidement; l'oreille, d'après les expériences
de M. Helmhoitz, n'entend en effet un son continu que quand il y a
au moins 4o vibrations doubles par seconde, et même ne cesse com-
plètement de percevoir les oscillations isolées que quand le nombre
des vibrations atteint 100 par seconde. Le cas le plus intéressant à
étudier est celui dans lequel les ébranlements sont tous de même sens
et équidistants au lieu d'être à des distances quelconques. Supposons

Fîg. 52.

donc qu'il y a i t^ ébranlements équidistants dans l'intervalle T {fig- 5^).
Soit à l'intervalle de deux ébranlements successifs, on aura

ï = = ( g — î ) f } + 0 .

Dans la formule (4^)» posons ^ ==o, 0a== 5, ̂ = ss &,..., ôy-==Çq — i ) ^
on aura

Tncp / 77UÎ m(q — i )cî \
a,n COS 277 ———" ==CCm[ ï -4- COS27T -j~ -4- . . . + COS % 7T————————— l ?

mo ( . rnô . m(q—î)5\
ftm SlH 2 TT ——L == CCm [ SlU %7T —j- -+-...+ Sin 27: ————,———— j "

Annales scientifiques de l'Ecole Normale supérieure, Tonic V] î . 44
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D'après une formule coonue;, on obtient

ma 8 miq — i)<5sinTr—^—cos^——=;——m o T T
ani cos27r -T = ̂  ——————^—————?

sin -~j—-

mût <^ m ( (f — i ) §
SlliTT i, SHITT——----,7,———m® 1 ï

^ Sin27T —H1 ==• a,n •———————————"————^———————— *; .
1 . 7TWOsin -T.—

d'où enfin l 'on déduit
ma S

SinTT —x—
(43 ) a,n == ̂  ——————.

ÏÏîOsin7r-Y-
'•r

1° Si ^ ^ ^ î ûîi a a^ = o, sauf pour m = q, où a^=qa,n', on
obtient donc la même valeur pour a^ que si dans les formules fonda-

nr
mentîiles (3) on remplaçait T par - 5 comme on l'a déjà remarqué pré-
cédemment.

T^° Supposons que l'on a i t ^ = - 7 et qu'on prenne 'un certain
nombre d'ébranlements^? — r = = q ; alors on a

sîn^ sin.̂ ^ sinT:^
( 44 ) ^ ̂ ' ̂ ——^ =: ̂  ————P— ^ ± ̂  __P .

^ . Tiï IUsiûn:— siOTr-- , s inT i—
P P p

On peut, à l'aide de cette formule, rendre compte des particularités
de l'expérience qu'a faite Savart en enlevant successivement les dents
d'une roue dentée ('). On voit que a^ a la même valeur, au signe près,
si l'on remplace les dents enlevées par les dents subsistantes, sauf pour
m=p, car alors a^= a^x ^ ==a^.(/? — r).

Le son fondamental obtenu, en ne laissant qu'une seule dent sur la

(*) Note sur la fiefîf.îbtiité de l'organe de l'ouïe (Annales de Chimie et de Physique,
t.XLIV, p. 337). , ' -
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roue (cas auquel se rapportent les valeurs de a^ ^2,03,...,^^..) et tous
les harmoniques, sauf ceux d'ordre p , 2p, 3p,..., ont la même valeur
pour q === £ ±: t.

Le son p et ses harmoniques ip, 3j?, ̂ p,..., au contraire, ont une am-
plitude variable, suivant le nombre de dents enlevées, et d'autant plus
considérable qu'on enlèvera moins de dents.

Dans l'expérience qu'il a faite, Savart employait une roue d'un grand
nombre de dents tournant assez lentement; il ne s'est inquiété que du
sonp et non des autres; le son fondamental correspondant aune seule
dent était du reste trop grave pour être perçu 9 puisqu'il dit que quand
on ne laisse qu'une seule dent, au lieu du son p , on n'entend plus que
le choc de la dent unique contre la carte employée. Il serait intéres-
sant de reprendre ce travail, plutôt avec une sirène dont on fermerait
diverses ouvertures sur les deux plateaux avec de la cire, et dans des
conditions telles, que le son fondamental pût également être percep-
tible.

Examinons en détail les diverses phases de l'expérience, quand on
remet successivement en place les diverses dents d'une roue dentée,
munie d'un petit nombre de dents, et tournant assez vite pour que le
son fondamental correspondant à une seule (lent soit perceptible.

a. Si l'on ne laisse qu'une dent sur la roue, on entend un son, avec
un grand nombre d'harmoniques, et soient a.i, a^, «35.. . , «^ ^4-0.-?
aap,... les amplitudes des sons simultanés.
;:'.• Avec une roue dentée dans ces conditions, les harmoniques supé-
rieurs ont une grande intensité, supérieure même à celle du son fon-
damental; car chaque ébranlement se compose de deux parties où les
mouvements sont de sens contraires, et, comme ceg premiers sont très-
espaces, les harmoniques supérieurs peuvent être très-intenses relative-
ment au son fondamental.

&. Supposons deux dents voisines conservées; on a p-—r= 2, et
l'on retombe sur -un cas examiné dans la deuxième partie de ce travail; "
on trouve ainsi

msma'îT—
p ! m

' a,n === a,n ————-— = 2 oc,,, cos-rr •— •
m p

SlUTT —
P

44.
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Les coefficients de la série de Fourier sont donc

7T 27: STT
2 ̂ 1 COS — 5 2 ̂ 2 COS —— 3 2 0:3 COS —— 5 • " • î

J9 p 3 ?

7T 712a^-iCOS-? 2ay,, 2 o ,̂-n c e s - • > * • • • » 2 a ^ , . . . -

Les coefficients nais sont ceux pour lesquels on a

p 3p 5pm^.1-') -'-•> - ' - î - - . ;
, 2 2 2

pour les coefficients maxima, on a
w==p, 2p, 3p , . . . .

Le son a? pourra donc être entendu, s'il n'est pas trop élevé, et si
Foreille est prévenue d'avance de son existence, comme dans l'expé-
rience de Savart, qui a enlevé successivement les dents de la roue : en
aurait-il été de même s'il eût suivi la marche inverse?

c. S'il y a trois dents sur la roue, on a

3 m
SlUTT —— / , ,

P /•» f . -> m \ / m \a^ = a,n ————'— == a,n 3 — 4 Sin2?: — == a//, ï 4- 2 COS 271 — ->m \ ' ;;/ \ , p
sinTr — ' -

P

/ormule déjà obtenue (36).
Les termes nuls seront donnés par les valeurs de m === •——=-^^. SI

0

p est un multiple de 3, les coefficients nuls seront ceux dont les rangs
sont L-, - ' ? lx-? -^?..., si p n^est pas un multiple de 3, les rangs des
termes ayant des coefficients minima seront égaux an quotient entier
du nombre—£-—^. , ou à ce quotient augmenté de i.

Les termes dont les 'rangs sont/^, ip, 3p,... seront triplés.
d Sapposons q dents à la roue,

<//„ ==r ff,i,i

niasm7T —±

___^.
m

SlUTT —
P
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Pour les termes a^, a^, 03^,..., on a

Oq == q ay, ^ = q aay, as<y == g 0:35,.. . .

Ce son devra donc être entendu très-distinctement si q est assez consi-
dérable. Si p est très-grand relativement à y, on a sensiblement

q . TT
SlUTT - == </ SIU -•p 1 p

Donc, si Ton ne conserve sur la roue qu'un petit nombre de dents, le
son fondamental croît à peu près dans le même rapport que l'harmo-
nique de rang p, cependant moins rapidement, puisqu'on a toujours

q . . T,sinîT - <^s in —p ^ p
sin7r -* ^

Le son fondamental a< ——^ est maximum pour^-== '-•> ou q =^-->. ï * p 2 Â i
SlUTr - -p

c'est-à-dire quand la moitié des dents est enlevée, l'autre existant au
contraire. On peut, en effet, considérer dans ce cas la moitié des dents
subsistantes comme produisant un seul ébranlement, la partie où les
dents font défaut équivalant à la deuxième moitié de l'ébranlement.

Un terme quelconque est maximum si l'on a

—- (2^ "+-x)?
q•M——2/n—;

si le quotient n'est pas entier, il faudra prendre le quotient entier en
moins, ou ce dernier augmenté de i. On trouve ainsi que le maximum
aura lieu

Pour m ==. 2, si q = j-, ou ' ;

Pour m = 3, si q = = { 7 5 * 5 —1~ ;
0 2 0

T. , . p 3p ^p 7pPour w==4, si ^ = - 0 ' » -j-'> -cp -o--

Au contraire, pour que l 'harmonique de rang m fasse défaut, il faut
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que l'on ait q == ^? sauf si Fon a m ===_?, ce qui donne :

Pour m == î , q = p ;

Pour w === 2, g ==-^5
2

Pour m =-- 3, q -==. Ly JL ;

Pour m=4, î==^ ̂  ̂ -

Si donc on a ç == ^5 outre les sons p , 2p, 3j?,.»., dont les amplitudes

sont multipliées par^-» le son fondamental et les harmoniques impairs
ont leur valeur maximum; les harmoniques pairs sont nuls.

Pour une valeur déterminée de q, les termes nuls correspondent à
m ==: "^? sauf k = q, sq^ Sy,.... Les maxima ont lieu pourw ==p, sp,
3j9,.... Enfin il y a des imxima relatifs moins considérables pour
^ == L2-!—Lia. On reconnaît une grande analogie, pour la discussion2?
du moins, entre ces formules et celles qui sont relatives aux réseaux.
Comme cas particulier qui peuvent se présenter, on remarquera que si
p et q sont premiers entre eux, il n'y a que des miûima sans qu'aucun
terme soit complètement nul. Si p et q ne sont pas premiers, posons
•£ == Jp^ a^ sera nul pour m= -^Ç-? ou A =qfy ay', 3y',..., sauf^
ou <7, ce qui donne, pour m, les valeurs p\ .ajr/, 3j?/,...« Si p est
un multiple de q, p = q§, et a^ sera nul pour 'm == s^ 2^, 3^..., sauf
pour qs, 2<^.... Ohm avait déjà discuté, en partie du moins., les con-
séquences si variées de ce cas intéressant ; on voit, par les résultats aux-
quels conduit la discussion de cette formule, combien il serait impor-
tant de reprendre et de compléter Inexpérience que Savart avait faite
dans un but particulier» On voit, en outre, comment cette théorie rend
•compte des faits que Savart avait découverts, e t . qu'il était difficile
d'expliquer sans le secours de la série de Fourier, et l'interprétation
qu'en ont donnée Ohm et M. Helmhoitz.
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Une autre application intéressante de ces formules que j'indiquerai,
c'est celle qui est relative à la sirène d'Opelt. Dans cette sirène, formée
d'un simple disque de carton ou de métal, se trouvent, ainsi que je

x l'ai indiqué dans l'Introduction, plusieurs séries concentriques d'ou-
vertures présentant chacune une autre disposition. Dans les rangées
extérieures, on a percé, le long d'une même circonférence, des ouver-
tures dont les distances au point de départ forment deux et même trois
progressions arithmétiques; aux points communs à plusieurs séries,
on ne place qu'une seule ouverture. En général, on entend plus ou
moins distinctement l'accord correspondant au rapport des distances
des ouvertures dans chaque série; ainsi, en supposant que l'on prenne
les nombres 5 et -4, ce qui donne la disposition représentée^. 53a,

Fig. 53.

on entend une tierce; avec la disposition de i'àfig. 53&, une quarte,
et ainsi de suite.

Admettons que Fon ait pris, suivant la même circonférence, et dans
un espace d correspondant au temps T d'une vibration, p ouvertures
équidistantes, puis q, puis r,... [ p , q, r,... sont supposés premiers
entre eux), en partant d'une ouverture commune qui fait, par suite,
partie de chacune de ces diverses séries, et en ne laissant qu'une ou-
verture aux points communs : quel sera l'effet produit? Nous avons vu
que le son résultant est indépendant de l'ordre des ébranlements; on
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aura donc, en appliquant les formules (4^) à ce cas,

me»
^,cos27: — == y.»

m 2 772 ( /? — 1 ) W \
14- COS27T — 4- COS2TT —— 4-. . . 4- COS27: -'-———-— '

P P P

m. 2 m ( a — i ) m
+ COS27T -- 4- COS27T —— 4-... 4- COS27T -^————-—

m 2 m ( r — i ) m
4- COS27T — + COS27T —— + . . . 4- COS27T —————-—r r , r

wco^ sin 2 7l— ==a//,

m . im . ( p —• i ) m
S i n 2 î T — -+- S1Î127!: —— -{-. . .+ 811127; -L-————^

P P P
m . 2 m . ( (7 — i ) m4- sin27:— 4- sin^TT — 4-.. .4- sni^Tr-7———q q g
m . 2/?z . { r — i ) / n

4- SinSTt — 4- ^ S i n S T r —— 4-. . »4- Sin27T —————-—r r r
4-.

Or on sait que
. (n — î } h n!isin ———— cos —? /?cosA 4" cos 2 A 4- . . « 4- cosf/i — i) h ==————^—,———~. hsin ~

2

. ( n — i ) A . yiA1 1 ' 1 1 1 ! • ' sin-————sin—
2 2_ _ ^ .sînA 4- sm2A 4-. < •4- sin(n — i ) A =
s i n —

2'

En appliquant ces formules au cas actuel, on a

w<pawCOS27r T
m(p—1) . m ( a — i ) . rn[r—T)sinTr—ï'.——-cosmTr sinTT————-cosmTT sin7r—-———cosm7r4-.

±_____^ ?_____^___L
/nsinTr—!

P
m

SlUîT —q
m

SlUTT —r

â^sin^TT^-^est nul, parce que chaque terme renferme sinmTr; donc
y === 0. ' 1 ! ! ' ! 1 , ' , ' ! , 1 1 . 1 ! , ! '



PRODUITS PAR DES CHOCS DISCONTINUS, ETC. 353

SI m a une valeur quelconque autre que p , q, r,.,., on reconnaît
m ( p — i )sin^r—-———"cosmTT

que chaque terme tel que ————^—————— devient égal à — i ; on
sinTT--

P
aura donc, si m est quelconque, mais non égal àjo, q, r,...,

^,==(1 — i — i — î — i— .. .);

supposons que l'on ait S séries simultanées, on arrive à

(43) ^=:-(S-ï)^.

Si m ==p, ce rapport des sinus correspondants prend la forme -? et
se trouve être égal à {p — i). Donc

(44)

ap==:^p[ï-\~{p- i )—(S"- i ) ]==^( /?—S-+i ) ,

et de même

<^= ^{q— S•+• i) ,
ctr == a,. ( r — S 4- i ).

Voici les diverses combinaisons que présente la sirène d'OpeIt
{fig. 53) (*)- Chaque circonférence concentrique renferme une pre-
mière série de ^4 ouvertures équidistantes; puis, la première, une sé-
rie de 3o ouvertures; la deuxième une de 3.2; la troisième une de 36;
la quatrième une de ^o; la cinquième une de /p? en comptant deux
fois chaque ouverture commune aux deux séries. La durée T du son
fondamental sur chaque circonférence correspond à un nombre diffé-
rent d'ouvertures; il est représenté par la fraction de la circonférence
ayant pour numérateur l'unité, et pour dénominateur le commun divi-
seur des deux séries d'ouvertures, en comptant deux fois chaque ouver-
ture commune. Le nombre total d'ouvertures est égal à la somme des
ouvertures formant chaque série diminuée de ce même diviseur com-
mun. En appliquant les formules (43) et (44)» el représentant par ui^

On suppose les circonférences rectifiées.
Annales scientifiques de l'École Normale supérieure. Tome VU. 4^
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le son correspondant à 24 ouvertures par circonférence» on arrive, pour
l'intensité des divers harmoniques, aux résultats suivants :

Première circonférence. — 24 et 3o ouvertures; rapport 5:4*

—ai, —as, —as, -4--3a4, -+• ^oc^, —^ —0:7 , . . . ;
ut^ utî, soli, utsf mi\, sok.

Deuxième circonférence. — 24 ^t 32 ouvertures ; rapport 4.' 3.
—ai, —«2, —4-2^3, "4-3^4, —a&, —OCQ, . . . ;

jf<2l, /ÛÎ2, ^3, J^3, ^3? U f^ , . . . .

Troisième circonférence. -— 24 et 36 ouvertures; rapport 3 : 2<
—ai, -+-as, -+-2û;3, —a,t, —a&, . . . ;
utî, ut^ soîs, uf^ mi^....

Quatrième circonférence. — 24 et 4o ouvertures; rapport 3 :5.

—ai, — aa, -4-203, — ao -(-4^55 --ac,...;
/ûîi, fa^ ut,, fas, la,, ut,,....

Cinquième circonférence. — 24 et 42 ouvertures; rapport 4 ^ 7"
— ai, — as, —• 0:3, 3^4, — as, — ag, -+- ôa^, — ocs,. . . ;

î, K^, ^<?^^ ^^3y mis, sol^, si^s, ut^ .

On voit donc, en général, qu'avec la sirène d'OpeIt, on devra en-
tendre, outre le son fondamental, les deux harmoniques renforcés;
dans un seul cas, que j'avais déjà eu occasion d'observer sans pouvoir
m'en rendre compte, on n'entend pas raccord correspondant au rap-
port des distances qui caractérisent chaque série : c'est quand ce rapport
est égal à Ï? combinaison qui devrait produire une quinte. Or on voit,
d'après les formules (43) et (44)? q^e le coefficient du son 0:2 est -+-1
au lieu d e — i, ce qui ne constitue aucune différence pour l'audition/
On peut donc entendre une douzième plus ou moins pure, mais non
une quinte, ce que j'avais déjà constaté il y a longtemps, mais en at-
tribuant la non-production de cet accord à un défaut de l'appareil em-
ployé. On peut résumer ces résultats dans le tableau suivant :
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i

l

2

3

4

5

2

24

24

-24

24

24

3

3o

32

36

4o

42

A

i
6

i
8

l
12

I

8

i
6

5

3o -+- 24 — 6 == 48

32 + 24 — 8 == 48

36 + 24 — 12 = 48

4o + 24 — 8 = 56

42 -i- 24 — 6 == 6o

6

5 : 4

4 : 3 *

3 :a

5 : 3

7 : 4

7

ut,

y",
uf,

f^

ut^

\i

8

Ut^, 77»;,

Ut^fiî,

sol^

Ut^ l£î,

llt.^ St^,

i^ colonne. — Numéro de la circonférence.
2e » Nombre d'ouvertures de la première série.
3e }•> Nombre d'ouvertures de la deuxième série-
41" ^ Fraction de la circonférence donnant le son fondamental.
5e » Nombre total d'ouvertures.
6e » Rapport des distances dans les deux séries.
7e >.» Son fondamental.
8e îï Harmoniques renforcés.

On peut remarquer que la valeur des coefficients a,,, 0^2, ^3 , . .* n^est
pas exactement la même pour chaque circonférence, puisque la dis-
tance des ouvertures est différente suivant le rayon de la circonférence
à laquelle elles appartiennent.

Un résultat qui frappera, c'est que le son fondamental produit en
même temps que les harmoniques n'est autre que le son appelé habi-
tuellement ^onrfê combinaison, ou bien ce dernier son est un desharmo-
niques du son fondamental. Si, dans la sirène d'OpeIt, on faisait sortir
l'air par une embouchure ayant la forme d'une fente étroite, et que
Fon mît deux ouvertures au lieu d'une aux points communs aux deux
séries, de manière à avoir un ébranlement double, les formules (49)
démontrent que le son fondamental et ses harmoniques cesseraient de
se produire complètement. On a en effety dans ce cas, a^ == o, sauf pour
les valeurs de m égales à p, q, r,... correspondant aux séries employées.

45-
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C'est ce qui devrait avoir lieu dans la sirène de Helmhoitz, quand on
laisse sortir l'air par deux rangées voisines à la fois. Mais, dans ce cas,
surtout si les rangées sont prises sur le même disque, les sons de com-
binaison s'entendent directement; or, quand il y a coïncidence, c'est-
à-dire quand les ouvertures sont ouvertes à la fois sur les deux rangées
concentriques, on peut admettre que l'ébranlement produit n'est pas
le double de ce qu'il serait si une rangée était ouverte toute seule, et,
par conséquente on se trouve ramené en partie au cas réalisé dans la
sirène d'Opelt. Nul doute, par conséquent, que le son fondamental et
ses harmoniques ne sortent plus énergiquement, en prenant la précau-
tion de supprimer une des deux ouvertures placées sur le même rayon,
et en fermant également un nombre convenable d'ouvertures sur le
disque fixe. Avec des disques ainsi disposés qu'on pourrait substituer
aux disques habituellement employés, on pourrait répéter dans de
meilleures conditions les expériences d'Opelt. Il est difficile d'admettre
que cette diminution d'intensité, au moment de l'ébranlement simul-
tané de deux rangées;, dans la sirène de Helmhoitz, ne se-produit pas.
En effet, on sait que, si l'on monte sur un même sommier deux tuyaux
d'orgue à l'unisson, l'air ne sort pas simultanément par les deux tuyaux,
que les sons interfèrent, ce dont on peut s'assurer a l'aide des tuyaux à
Ûammes de M. Kœnig.

Sans vouloir ici attaquer la théorie des sons de combinaison donnée
ilyaquelques années par M. Helmhoitz, cependant on ne peut se refuser
à admettre que, dans l'emploi de sa sirène et de tuyaux montés sur un
même sommier, disposition que M. Helmhoitz indique lui-même comme
favorable à la production des sons de combinaison différentiels, ces
derniers sons qu'on entend si facilement, pourraient être produits sim-
plement par la même cause que celle qui donne, dans la sirène d'Opelt,
naissance au son fondamental et a ses harmoniques, .c'est-à-dire par
une diminution d'intensité de l'ébranlement, quand il y a coïncidence.
Jusque quel point cette même cause intervient-elle dans toutes les
circonstances où se produisent les sons de combinaison, c'est là une
question très-importante et que je me propose d'examiner dans un autre
.travail. ! ! : ! • : !

Si dans la sirène d'Opelt ou de Helmhoitz, on supprimait complète-
ment les ouvertures communes aux deux séries, les formules (49)
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deviendraient
0^== — Sa/n» avec m différent de p / q , r,. . . ,
^==(p—S)^ .

On augmente ainsi le son fondamental et ses harmoniques, et l'on
diminue les sons renforcés précédemment. On arrive aux résultats sui-
vants, avec les combinaisons signalées plus haut :

Première circonférence. — 24 e^ ^° ouvertures; rapport, 5 :4-

— 2 <Xiy •—20:2, —20:3 +30:4, 4-3 0:5, —20:e,... ;

utiy utî, sol-îf ut^y mis, 50/3,... .

Deuxième circonférence. — a4 et ^2 ouvertures; rapport, 4'« ^•

—20:i, —20:3, 4-0:3, 4-20:4, — 2 Oîs, — 2 0 ; 6 , - . » ;

fa^ fa^ ut3, fa.,, la^ ut^....

Troisième circonférence. — &4 et ^6 ouvertures; rapport, 3: x.

—2«i, 4-0:3, --20:4, — 2 ai,...;
^^2, solî, ut^ wz'4,.. . .

Quatrième circonférence. — 24 et 4° ouvertures ; rapport, 3 : 5,

—20;i, —20:3, 4- 0:3, — i%4, 4-3 0:5, — 2 0 : 6 , . . < ;

/ûti, fa-t, ut^ fa.,, la^ ^4,...,

Cinquième circonférence. — 24 et 42 ouvertures; rapport, 4 : 7 "
—îa» , —20:2, —aas^ 4-20:4, —2o;&, —2o;e, -+-5a^ —2^, . . . ;

^^i, ^^2, SOls, Ut^ -WÎ3, ^04? ^^3» ^ • • " •

On voit donc que Fon produit ainsi, dans la plupart des cas, unique-
ment le son fondamental et ses harmoniques, que jamais dans les com-
binaisons adoptées par Opeit il n'y a plus d'un harmonique renforcé,
que l'autre ne change pas, est diminuée ou même disparaît complète-
ment. En 'résumé, si dans une sirène on suppose que le long d'une
circonférence se trouvent disposées des ouvertures formant deux séries
différentes, on voit que :

1° Si on laisse subsister toutes les ouvertures communes aux deux
séries, de telle sorte qu'aux points communs il y ait un ébranlement
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double, on n'entendra que les sons correspondant aux deux séries
séparées;

2° Si on ne laisse subsister qu'une ouverture aux points communs
aux deux séries, on entend les mêmes sons que dans le cas précédent,
et en outre le son fondamental, dont les sons dus aux deux séries sont
les harmoniques, sauf dans le cas du rapport y où le son 2 n'est pas
renforcé ;

3° Si l'on supprime complètement les ouvertures communes aux deux
séries, le son fondamental avec ses harmoniques devient plus intense,
mi des deux sons correspondant à l'une des séries se confond avec ces
derniers, se trouve même diminué ou annulé; le deuxième son peut
aussi se confondre avec les autres harmoniques.

Les conséquences si simples, si nettes de la formule de Fourier,
vérifiées par Inexpérience, comme je me propose de le faire quand
j'aurai les appareils convenables pour réaliser les nombreuses applica-
tions indiquées dans ce travail, serviront à la démonstration complète
de la théorie de Ohm et de Fourier; car on voit ici, pour ainsi dire,
les harmoniques, par leur coexistence, produire leur son fondamental.

Dans les quatre rangées extérieures de la sirène d'Opelt. se trouvent
trois séries d'ouvertures à des distances différentes, et aux points com-
muns à deux et trois séries, on n'a laissé subsister qu'une seule ouver-
ture; si on les rétablissait toutes comme précédemment, on n'entendrait
que les sons correspondant aux trois séries, évidemment comme si elles
se trouvaient sur trois circonférences concentriques différentes. On peut
varier encore les dispositions adoptées par Opeit, en supprimant d'abord
toute ouverture commune à deux séries, et laissant subsister celle
qui est commune à trois, puis supprimant complètement toutes les
ouvertures communes. Dans les formules générales données plus haut
(43) et (44)? on admet implicitement que les nombres p, y, r,... sont
premiers entre eux, et que les séries n'ont d'autres points communs
que l'origine. Il en est rarement ainsi quand on cherche à obtenir les
accords employés en musique; il faut alors retrancher de la somme
totale les termes relatifsaux ouvertures supprimées aux points de
rencontre des diverses séries, de 2 si l'on en prend 3, de 2 et de 3 si l'on
en prend 4» été. Je me contenterai de traiter ici les diverses dispositions
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adoptées parûpeit; quand j'aurai à m'occuper de la vérification expé-
rimentale de ces formules, j'en ferai des applications plus variées.

Le tableau suivant indique les séries employées :

\

i

2

3

4

2

48

48

48

48

3

4o

36

64

6o

4

3a

3o

80

7'i

8

i
8

i
6

i
T6
i

1 JSf

6

24

i8

3a

36

7

32

24

32

48

8

4o

3o

48

6o

9

4 : 5 : 6

5 : 6 : 8

3 : 4 : 5

4 : 5 : 6

10

/«,
Ut,

fa.

ut.^

1^ colonne.—Numéro de la circonférence,
2e
3e
4e
5e
6e

8e

9e
10e

Nombre d'ouvertures de la première série.
» de la deuxième série.
» de la troisième série.

Fraction de la circonférence donnant le son fondamental.
Nombre total d'ouvertures supprimées en mettant une seule

ouverture aux points communs à deux et à trois séries.
Idem en mettant une ouverture aux points communs à trois

séries et aucune aux points communs à deux.
Idem en omettant complètement les ouvertures communes

aux diverses séries.
Rapport des distances dans les diverses séries.
Son fondamental, en représentant par ut^ le son correspondant

à quarante-huit ouvertures.

Les formules à employer sont les mêmes que précédemment (43)
et (44); seulement, comme il y a deux séries dont les distances sont
égales à T divisé par des nombres pairs dans les circonférences i et 2 (la
circonférence 4 donne le même résultat que la première, avec d'autres
sons) y il faut retrancher cosmîr dans le cas relatif à la colonne 6,
a cosmTT dans celui qui est relatif aux colonnes 8 et 9. Les formules a
employer sont donc, dans le cas relatif à la colonne 6, réalisé par Opeit
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(sauf pour le cas de la circonférence 3) :

[ ^(n—ï) , rïi{a—i\ . m(r—î)sin7r—•f~——cosynn sinTr—-'——-COST^TT SIIITT—-——-coswr
(45 ) a, == a,, i -h ————/-——————• 4- ————</—————•-- -1 4- ——————————— — COS m TT

' "' m , 772 . 7 7 2 . 7 / 2sinTi--- sin7r— sm7r--
P (! r

dans le cas relatif à la colonne 7 :

r- . m{p—\\ . miq—î) . m(r-^î\ -ij siQTr—u-—~'•cosmn sm7r—'-i——'-GQsmrc sm^—-——-COSWTÎ- |
(46) a •= y. \ i -i- ————^—————— •+- —————^—————— 4- —————r————•—— — COS m T: \ ;1 ' /" ins .m . m . 7 7 2 a 'sm7r— sinTr — smw--p q r

et, dans le cas relatif à la colonne 8 :

r. m f p — î ] . m ( q — i ) . m ( r ' - î ) ~lB sinTr —l——f- sinw —2——'' sinTr —'———- |
(47) ffm==oi;,n| —————'—— 4- —————'—— 4- ——————— — 2 |cosm7r.

' . TÏI . m . m •
sm7r— sinTr— s inTr—

P 9 r

On en déduit les résultats suivants^ en représentant par ut^ le son
correspondant à 48 ouvertures.

PREMIER CAS (6e colonne). — On ne met qu'une ouverture aux points
communs à deux et à trois séries. Les valeurs de a^ sont :

Première circonférence. Rapport des distances 4 ^ 5 : 6 .

—ai , . —3<Xî , 1 — c e s , •+-^4, •4-4^5» 4-3ac, —a;, —3.an,.. . ;
fa,, fa^ ut^ fa^ la^ ut^ w^, fa^....

Deuxième circonférence. Rapport S : 6 : 8.

— a i , --Sas, — as, -"3ao -4- 4as, 4-3 a®, — oc-s, 4-Sas, —09, — 3 a t o , . . . ;

?^fi, ^îa? ^o^, M^a» mis, sois, sftz, ut^ ré^ mi^.,..

Troisième circonférence. Rapport 3 : 4 : 5.

— —aat , —2a-j, 4~ as, 4--204, 4-'3 as, —'2ae, — 2 aï,...;

ĵ a, /as, ^4? ./âî4, ^A, ^&, r^s?—..

Quatrième circonférence. Rapport 4 ^ 5 : 6 .

—ai, —3^2, --^3, 4-^, 4-4^? "t-3ac, —«î^ —3û;«,-..;
«/a, ?z4, .?o/3, ut^ mi^ sol^ si\, ut^..,.
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On voit que c'est en employant deux séries simultanées qui ont un
diviseur commun qu'on obtient le plus grand nombre d'harmoniques
renforcés, puisque l'amplitude des harmoniques pairs est multipliée
par 3, en général, sauf ceux dont les rangs correspondent aux distances
choisies pour les séries.

DEUXIÈME CAS. — On met une ouverture au point de rencontre des
trois séries, et aucune à celui de deux séries.

Première circonférence. Rapport 4 *• ^ ^ 6.

—4^2, -4-â>oc5, -h-aac, —4^»» —4a lo»
fa-i, lâsy ut^, fa^ la^

Deuxième circonférence. Rapport 5 : 6 : 8.

—• 4^2» •—4^0 4- 5a&, -+- 2ac, -r- 4^ ""' 4^10"
utt, uts, mis, sok, ufs, rni^

Quatrième circonférence. Rapport 4 ; 5 : 6 (comme la première).

-—4^27 -4-5 as, -+-2 a,, "-4^8, — 4 - ^ 1 " »
uts, mi^y sol^, ut;,, mis.

TROISIÈME CAS. — On supprime toutes les ouvertures communes.

Première circonférence. Rapport 4 ^ 5 : 6 .

„» ̂  —5^ —^ —o(.^ 4-4^5? -+û;6, —a?» —^a»,
faï, fa-i, ut'^ fa^, la^ ut^ mftr^ fa^.

Deuxième circonférence. Rapport 5:6:8,

—ai, —5^2, — 0:3, —6^, -{-^^s» -4-ac, — ay, -4-3^, -— âîy, — 5û;,u,
M/,, M^, 50^2, ut.^ mn, sols, si^y utn, ré,^ m/<.

Troisième circonférence. Rapport 3 : 4 ^ 5 .

—3<X i , —Sas, -+•0:4, •4-2^, —3ae, —3a7, —3ag,...,
/a,, jF^» /^, ^4, ^^5, wz^, /as.

Quatrième circonférence. Rapport 4 : 5 ; 6.

—ai, —5û;2, —0:3, —04, 4-4^&5 4-ae, —a?, —5û;g,
M ,̂ ^^3, ^0/3, ut^ mi^ soÎ4, sft^ uts,.

ÂnncUes scientifiques de l'École Normale supérieure. Toma Vïï. 4°
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Ces résultats sont résumés dans le tableau suivant :

1"" Disposition.

2e Disposition.

3e Disposition.

î  CÏBCONF.

4 : 5 : 6
48 40 Sa

fa,
V 1

fa^îcî^ut^fa^

f^

la,

fai

f^ lcl^ f^
1

2e CÏRCÔNF.

5 : 6 : 8
48 36 3o

Ut,

lUy uty mîy soî..^ ut^ mî\

Ut,

mi\

ut,

ut3, uty mi^ ut^ iw\

3e CÏRCONF.

3 : 4 : 5
48 C4 80

A
• ^4

f».

la,

A

4e CIBCONP.

4 : 5 : 6 1
48 6o 7 a

^2

ut.^ mi^ .w/4, î(t^

ut,

nîî^

ut.^

iU.^ w^, ut^ mi.^

Le son ut,, correspond au son produit par les quarante-huit ouver-
tures si elles étaient seules. La première note est le son fondamental;
celtes de dessous indiquent les harmoniques renforcés. On voit encore
ici qu'en ne prenant que les dispositions adoptées par Opeit, et qui
pourraient être considérablement variées, surtout en choisissant des
rapports plus compliqués, on obtient déjà des résultats assez nom-
breux pour que la vérification expérimentale puisse servir de critémmi
h celte théorie.

Conclusions'.

Je vais tacher de résumer, en terminant, les principaux résultats
théoriques obtenus dans les diverses parties de ce travail.

1° Quand un son est produit par une suite (F ébranlements isolés et
équidistants, et que dans chacun d'eux le mouvement vibratoire n'a
lieu que dans un seul sens, l'amplitude des harmoniques ne peut jamais
dépasser celle du son fondamental, et ne peut lui devenir égale que si
l'intervalle des ébranlements est infiniment grand par rapport à leur
durée. Si les ébranlements ne sont plus équidistants, ou si chacun d^ux
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est formé de deux parties pendant lesquelles les mouvements vibra-
toires sont de sens contraires, il n'en est plus de même. Si, en parti"
culier, chaque ébranlement est formé de deux parties de même durée,
pendant lesquelles les mouvements sont de sens contraires, et qu'ils
soient infiniment éloignés, l'amplitude de l'harmonique de ran^ TTZ de-
vient égale à m fois celle du son fondamental.

:2° Un son étant prodoit par un mouvement périodique quelconque,
on peut toujours séparer l'impulsion communiquée à l'air en deux par-
ties; d'abord en un déplacement réel, se propageant plus ou moins loin,
puis un mouvement vibratoire formé de deux périodes pendant les-
quelles les mouvements vibratoires sont de sens contraires, les conden-
sations et dilatations totales étant égales, ces deux périodes pouvant
du reste avoir des durées inégales.

3° Le son se rapproche, en général, autant que possible d'un sou
pendulaire, c'est-à-dire que le rapport de l'amplitude du deuxième
harmonique à celle du son fondamental est minimum quand ces deux
périodes dans lesquelles on peut diviser le mouvement vibratoire, ont
des durées égales. Si l'on prend, pour produire le son, unesirène munie
d'ouvertures d'une forme quelconque, et que l'on fasse simplement va-
rier la distance des ouvertures, il arrive que, dans quelques cas, chaque
harmonique devient nul, pour certaines distances, et l'on constate alors
que chacun devient nul un nombre de fois marqué par son rang dimi-
nué d'une unité; si aucun ne passe par zéro, l'amplitude de chacun
d'eux passe par un certain nombre de minima marqué par son rang
diminué d'une uni tJ î ,

4° Dans la série de Fourier, les coefficients des divers termes étant
a,, a^, 03, . . . , a,,z, si l'intervalle qui sépare les ébranlements devient
p fois moindre, les coefficients relatifs à la nouvelle série seront

p y , p , pc^p, p^p^ . ., p ^ m p '

5° Pa^1 la théorie de Ohm, on peut expliquer tous les faits observés
par Seebeck, relatifs à la production de sons par des ébranlements qui
ne sont plus équidistants. Il serait nécessaire de reprendre compléte-
mnet les expériences de Seebeck, en étudiant, avec des résonnaleurs,
les sons obtenus. Les résultats qu'on déduit de la série de Fourier sont
plus complets que ceux qu'avait observés Seebeck.

46.
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6° La théorie de Ohm, sur l'interprétation de la série de Fourrier,
rend compte de l'expérience qu'à réalisée Savart, en enlevant succes-
sivement les dents d'une roue jusqu'à ce qu'il n'en restât plus que deux,
et dans laquelle il a constaté que l'on continuait à entendre le même
son, quel que fût le nombre des dents; on reconnaît qu'il se produit,
en même temps, d'autres sons dont l'intensité dépend du nombre des
dents laissées sur la roue, et dont l'existence n'avait pas été signalée.

7° Si l'on prend une sirène et que l'on perce, sur des circonférences
voisines, plusieurs rangées d'ouvertures, à des distances variables,
comme l'ont fait MM. Dove et Helmhoitz, on peut obtenir des accords
doubles et triples. On entend facilement les sons de combinaisons sous-
tractifs et additifs, ces derniers plus facilement (*). Si l'on supprime une
des ouvertures situées sur le même rayon, d'autres sons prennent nais-
sance, qui rentrent dans les sons de combinaisons soit de premier ordre y
soit d^ordres supérieurs. En supprimant ainsi, soit partiellement, soit
en totalité, les ouvertures qui se correspondent sur les circonférences
concentriques, on obtient, par la théorie, des résultats très-variés re-
lativement aux sons qui doivent se produire; certains sons, dus aux
séries primitives au contraire, sont affaiblis ou annulés.

Les mêmes résultats sont obtenus avec la sirène d'OpeIt, dans laquelle
les diverses séries d'ouvertures sont situées sur la même circonférence,
au lieu d'être placées sur des circonférences voisines, ce qui revient à
peu près au même, quant aux sons accessoires produits. Enfin, en ad-
mettant que, dans la sirène de Dove et de Helmhoitz (**), lorsque deux
ou trois ouvertures sont ouvertes à la fois, l'ébranlement n'est pas le
double ou le triple de ce qu'il serait si elles étaient ouvertes séparé-
ment, on arrive ainsi à cette conclusion que, dans la plupart des cas,
les sons de combinaison si énergiques que l'on entend peuvent être
attribués à la même cause que celle qui les produit dans la sirène
d'Opelf, c'est-à-dire à ce que, au moment de la coïncidence, l'ébranle-

(*) II est également nécessaire de supprimer un certain nombre d'ouvertures du plateau
fixe.

(**) Dans la sirène de M. Helmhoitz, les oovertures étant très-grandes relativement à leur
distance, il y a plusieurs ouvertures ouvertes, même quand la coïncidence n'existe pas, ce
qui diminue l'effet indiqué.
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meut total n'est pas égal à la somme des ébranlements partiels, et cela
Uïîiqueixîent à cause de la disposition des appareils employés; c'est, en
effet, en prenant deux tuyaux sonores, montés sur la même soufflerie,
que l'on produit le plus énergiquement les sons de combinaison.

Ces résultats ne pourront toutefois être complètement admis que
quand ils auront reçu la sanction de l'expérience, ce qui exige des ap-
pareils nombreux et convenablement disposés pour l'étude des sons
produits; ce qu'i l faut surtout chercher à réaliser, c'est une sirène
ayant un mouvement de rotation parfaitement régulier, et produisant
des sons purs et intenses; on pourrait employer utilement, dans ce but^
les nouveaux régulateurs imaginés par Foucault pour obtenir des mou-
vements de rotation parfaitement réguliers et continus. Je me propose
d'entreprendre cette étude expérimentale, complément du présent tra-
vail, quand les circonstances m'auront permis de me procurer les ap-
pareils nécessaires pour pouvo.ir la faire dans de bonnes conditions
d'exactitude et de précision.

FIN DU TOME SEPTIÈME ET DE LA 1^ SÉRIE.
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