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SUR LA REPRÉSENTATION CONFORME

DES

AIRES DOUBLEMENT CONNEXES
PAR M. IlEiti VILLAI

(Strasbourg).

On sait théor iquement qu 'une aire doublement connexe dans le plan
peut être représentée conformément sur une couronne circulaire d'un
autre plan, à condit ion de choisir convenablement le rapport des
rayons des deux circonférences comprenant l 'anneau circulaire en
question. Il existe Je crois, peu d'exemples effectifs d'urte telle repré-
sentation ; et si je ne me trompe, i ls sont tous relatifs à des cas de
figures symétriques, tels qu'un simple dédoublement, ne prenant en
considération que la moitié du domaine envisagé, ramène immédiâlte-
men t au cas d'une aire simplement connexe, pour laquelle la difficulté
n'est pas du même ordre.

En se plaçant dans le cas d'un domaine doublement connexe, en
général non symétrique, situé dans un plan Z y et dont les frontières
soient formées de segments de droites, on peut obtenir la représen-
tation sur u n e couronne dans un autre plan Z, en utilisant la méthode
de Schwartz convenablement généralisée. C'est ce qu'a fait voir
M. René Thiry dans une Note récente des Comptes rendus (juin 1920).

Mais (comme je l'ai indiqué dans le même numéro des Comptes rendus^
j u in 1920), en restant dans le cas le plusgénéral, où les frontières du
domaine sont absolument quelconques, on peut trouver la solution
du problème de la représentation conforme, en employant un théorème
que j'ai obtenu jadis (cf. Comptes rendus^ 1.152, IQII , p. 680, ^iRendi-
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conti del Circolo matematico di PalermOy t. XXXIII, 1912, p. i^p).
C'est cette solut ion que je vais expliciter dans ce travail .

Je donnerai ensui te deux applications à l 'Hydrodynamique, la pre-
mière concernant le mouvement d'un fluide v isqueux» la seconde
avant trait au mouvement d'un fluide l imi té par un m u r , et contenant
un solide à paroi circulaire.

Nous uti l iserons Pi interprétation mécanique suivante, qui facilite
et rend naturelle la marche des calculs.

Imaginons que nous étendions sur le domaine considéré une couche
de fluide homogène, non tourbillonnaire, de densité r , animé d'un
mouvement permanent de rotation générale entre les courbes
l imi tes ; ces dernières courbes étant cons tamment suivies tangentiel-
lement par le fluide. Bien entendu, nous ne nous préoccupons en
aucune façon déjà possibilité physique d'un tel mouvement, ni par
conséquent du signe que la pression serait capable d'y acquérir; ce
signe n'a ici aucun intérêt , le f luide n'étant là que pour servir d'élé-
ment de démonstration. Au contraire, la possibilité, du point de rue
du calcul, du mouvement en question, résulte de ce qu 'un tel mouve-
ment est évidemment réalisable dans le cas d 'une couronne circu-
laire (auquel cas il se réduit à une rota t ion d'ensemble autour du
centre commun') et la représentation conforme, dont l 'existence est
assurée, fai t correspondre à ce mouvement celui qui est ac tuel lement
considéré.

Quoi qu'il en soit, désignons par <p et ^ le potentiel et la fonct ion
de courant, dans le plan z qui contient le domaine doublement
connexe considéré. Soient u et v les composantes de la vitesse au
point z. Posons

. ! /^P -+-^
on sait qu'on a
( l1) ; 1 1 1 ^ — == U—U'r^e-^, 1 1 1 .du 1 1 1 , , ,

en introduisant une nouvelle fonction complexe Û, dont l 'uti l i té sera
manifeste dans un instant.

Dans le plan auxiliaire de la variable fy le domaine envisagé du
plan z est représenté une infinité de fois sur l'aire de la bande hori-
zontale qui est compr^^^^ entre les droites ^ = ̂ o et r^ = '4i qui cor-
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respondent aux deux lignes de courant qui suivent les deux frontïères
extrêmes. ^ notant déf ini qu'à une constante près, on peut prendre
^==o, ce que nous ferons désormais. Si maintenant nous désignons
par cpo la constante cyclique du mouvement considéré, c'est-à-dire la
quantité dont s'accroît le potentiel lorsque le point s fait u n tour
complet dans le domaine entre les deux frontières, le même domaine
sera représenté une/bis dans le rectangle situé dans la bande susdite,
et dont la dimension horizontale est 9<i.

Ceci étant, posons

(.) • • .̂.,,̂ iogZ;

le domaine du plan f sera alors représenté conformément sur une
couronne circulaire du plan Z, les rayons extrêmes de cette couronne

^i—21!^-étant i et q = e " ^. Le domaine donné du plan s sera donc lui-même
représenté conformément sur la couronne, si l'on sait écrire la rela-
tion qui lie d'après ce qui précède les deux variables z et Z. Or
on y parviendrait aisément si l'on connaissait la fonction Û introduite
plus haut. Tout revient donc en somme à la déterminat ion de cette
fonction.

Or si l'on pose i2=@-4-ïT, on voit de suite la signification méca-
.nique de © et de T : © est l'angle dtî la vitesse avec l'axe des .y, et,
V étant la vitesse au point z, on a V == é^.Par suite, considérée comme
fonction de Z, Û(Z) ne sera pas uniforme dans l'anneau circulaire
ci-dessus : sa partie imaginaire reprendra bien la même valeur
lorsque le point Z fera un tour complet dans l 'anneau, mais sa partie
réelle augmentera de 2-n; dans les mêmes conditions. Par conséquent,
la fonction

(3) , ^ (Z)==^(Z)4-HogZ,

dans laquelle on aura pris pour logZ une détermination quelconque
de ce logarithme, que l'on s'astreindra ensuite à suivre par continuité,
sera une fonction de Z, uniforme et régulière dans toute la couronne.
En modifiant toutes les vitesses dans le même rapport on ne changera
évidemment rien à la question, et l'on modifiera ainsi û ou 0^ par

Ànn, -Éc. Aorw,, (3), XXX.VIIL — JUIN 1921. • 24
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l 'addition d'une constante imaginaire pure, qui restera sans impor-
tance par conséquent.

Désignons par s rallument de Z qui correspond à la détermination
choisie pour le logarithme; la partie réelle de Û,,(Z). prendra, le long
des deux circonférences de rayons i et q, les successions de valeurs
$(,ç)_,ç et WÇs)—s, en appe lan t î»(^) et W ( s ' ) les angles que font
avec 0^, dans le plan s, aux p o i n t s d 'argument s, les tangentes aux
courbes frontières du domaine pr imi t i f (dans le sens du courant
supposé). Les expressions de ces deux fonctions <!>(.?) et WÇs)
dépendent donc uniquement de l'allure des deux'courbes frontières
en'question.

Cela étant, en app l iquan t une formule générale que j 'ai démontrée
dans le Mémoire cité plus haut, nous pourrons écrire e x p l i c i t e m e n t la
fonction Û i ( Z ) sous la forme

(.1) Q,(Z)= ^•^""[<,(.,)-,,]î(^l»B7.-^,)A

-_^^"|:,.(.,)-,];,(^loeZ-^.,)..,.

Les fonctions *( et ^ qu i interviennent ici sont celles qui sont b i e n
connues dans la théorie des Fonctions Ell ipt iques, et les demi-périodes
o^ et û)^ desdites fonctions sojit définies, à un facteur près, par la
relation

• g •=. e i(^ .

. Maintenant la condition de régularité (c/'. mon Mémoire susdit)
exige qu'on ait la relation

/-»2TC

(5) / [^(^-TC^J^^O.
^Û

Quel que soit l'exemple que l'on aura à traiter, on voit qu'il sera
nécessaire de calculer dans tous les cas l'intégrale suivante :(6) ^-^r^r^7--^)-^^-^)]''-'-
Nous a l lons effectuer tout d^abord ce calcul.



SUK LA l iE l 'RÉSKNTATICN COM-'OniVIE DES AÏKES D O U B L E M E N T C O N N K X E S . . lH'7

A. cet eiïet, nous poserons, pour simplifier récriture,
ÛJl G.)l . r, .— s == M et — log/ ==: ^,
7T 17T

et l ' i n t ég ra le demandée sera la suivante :

(7 ) A=--l / \ / [Ç(^-a)-Ï ,(^-a)]^.
"l- 'O

Or, intégrons la f o n c t i o n -ut^n—a) le lon^ du contour du parallé-
logramme cons t ru i t su r les l ongueur s 2 c o i , 0)3, portées sur les axes.
Dans l ' in té r ieur de ce contour , i l y a un pôle seulement, à savoir u = a
(à une période près) ; il est, du reste, tou jours possible de supposer
que, p et s étant le module' e t ' l 'argument de Z, on a choisi s entre
o et 2-n:. Le résidu correspondant étant égal à ci, ainsi qu'on le voit
immédia temen t , i l en résulte

»2 f»> i ^âo>i+/«»;i

f K Ç ( M — ci ) du -(- ' / u Ç ( u — ci ) du
* 1 1 *• 2 tû^

^2<0 l -h f.);; ' »(•);;

' — ^ • u'C {a — a") cl a — f u'C( if — (()clu -==. lU'Tirt. *
•''('}:,, ' . ' t '1 '0

Mais on a, d 'autre part ,
^.>>4-0>3 ,.0>,,

^ u Ï ( // — a ) <î/^ .=== i ( u •+- 2 ̂ j i ) [ Ç ( /< — ^ ) -h- 2 YÎ i | <'7^
<A<,»i ' ^o

et
/.•KO, 4-.):, . • , ^h

^ if'Ç( u — a) du -= / {u -4- Ma) [^{u —a) 4- ^;}J ̂ .
^W,t . l 0

Donc il reste, en remplaçant ,
.2^.

. ^ ^ [ Ç ( « — a ) — Ç , ( / / - r Q 1 ^
t/O .

— ^h \ &i(^ ~ a) ̂ u — ^ ^s^ Ï -1"" S^ iY js^ 'y
€/0

.-» <":,

-i-~ 2 W i / Ç ( U — Cl) OU -h- Y) i 0) ^ - r1- ;1 ̂  i ^ i 0 ) ̂  ;•= 2^7:^.

»-• o '

Or, on a sans d i f f icu l té , en désignant par A un certain e n t i e r eonve-
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nable,
f Ç^U^a) du = iOg ̂  ( 2 Ml " a = :2Yl i (û3 i—f / )4 -2Â^,

Jo cr^"— a;

et, de même,

r ^ / ,, . a(û)3--a) fg-^ g-0)3 0-3 (—a)'"!
.( Ç("-.)^-loê-^^-=log[———^-^———J

=:—-^a-4- 10g(7û)y 4- 10g£3o(^) + (2^+l)l '7T,

où [x désigne un autre entier à déterminer.
Transportons ces résultats dans A, nous obtenons finalement

(8) A= ilogZ— 2i\og^o{a) — ïilogff^'+T:

: . -4 .̂ ÎLj -^- r/îsû.^—2^77——4- ^(apL ~j- l )TTy
2 C») ^ Cn) i

expression dans laquelle i l convient de préciser les nombres* \ et ^,
ainsi que la détermination exacte des logarithmes qui y figurent.

Pour ce qui concerne "À, il s'agit d^une détermination facile, et du
reste classique : d'ailleurs on a

^2û)i . .

j Çg ( U — Ci ) du "=:r 2 'fïiÇ^t — a) "+" 2 ̂  ̂ 7r î
Jo

la valeur de X est évidemment indépendante de a; elle est donc nu l le ,
puisque dans le cas-particulier où a == o l'intégrale et l'expression
2 Y ] ^ û L ) i sont toutes les deux réelles. On a donc

1 1 . 1 • , ^ ! ! ^^o. . 1 ' 1 1

La déterminat ion de (x est un peu plus délicate. Ce nombre,
évidemment encore indépendant de a, est défini, en somme, par
l'égalité

^ ^^a 1 . 1 1 1 1 , ; ! 1 ' ! ! ' ! _ . , ' 1 ! .

j Ç(« — a)^^~^3<24-logcr î<}34- log^o(^)+(^^+ 1 )^^
1 : . ' - û ' , , : ! ! ! , , ! ! ! , ..

où nous préciserons tout à l'heure les déterminations des deux loga-
rithmes. Effectuons l'i ntégration d'une autre ma n ière, en passan t aux
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fonctions &. On sait qu'on a
ii — a •

Ç ( u — a ) == --1- ( ̂  — a ) -+- -—coî 2fj t ) l î- / ^ — ^
tjl \ 3 c « ) < ,

Donc
f(\(,^^^^ï^/^„A+^^

Jn ^1 \ 2 7 [. & ^ 2^12Wi /Jo)];:•
Le chemin d'intégration pour le point ^= ——— est le chemin recti-
ligne qu ' indique le dessin ci-dessous (fig. i). Adoptons maintenant

• • Fte. i.

walà
2Wt

;vo --10

^ ^
2cu.

pour log&((^ ) la détermination principale, qui possède une partie
imaginaire comprise entre — -n: et -+-?;; alors, en t enan t compte de ce
que, aux deux points i n f in imen t voisins PQ et v\, on a0 ut-' r \ •

lOê•^l(Pl)=:10g> |c?l(PO|+ ̂ ,

iog-^i ( co) ̂  iog-[ ̂ i ( ̂ o) 1 ~ ̂ î
on en conclu t

^.(^)J:-l»°•^.(s%°)-•»8s•(-^-a•"[ . . , /u-a\~}^l og-^ i——— =
& V 2^1 À O

et
^h
\ Ç(^ —a) du

*• o
-- YJ» ̂  / î l
"~ ^i \ '

f ^3 —— à
^2 ( ̂  ^- a - 2 ̂  4- îo^ ——- - lo^^

(x)l \ 2 / \ 2û)i / 2û)l
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L'argument de log&Jï^^) est compris entre o et r^ celui de

IOH&, f — —^-) entre —--n: et o.t) 1 \ a^ i / . , ,
Nous al lons faire apparaître clans cette expression les nombres

log^ et log^o^ Les formules (XXXIII) de l'Ouvrage de Ïannery
et'Molk permettent d'écrire, en prenant pour les logarithmes aux
seconds membres les déterminat ions pr incipales (ce qui déf in i t sans
ambiguï té les premiers membres),

/ o>.( \ , ^ , , . , 'n\^i
lOgO-ù), == log20)i + lOg^, ( ̂  ) - 10^^1 ( °) 4- "̂ 7

•et ! ! ! '

log^o(^) ̂  logo-âa -- \og^a

== log-^f-^-^ — logS-,,(o) — log2 G,), - log^i ( —— ) + lo^ (o).
\ 2 Oi.) i ] \ ^ u) i /

Donc on a

10g<7ÛL)3-f- lOg:;:;^,^

-10^ (0+ ̂ ? -log&i•(o) +10^ të) - 1 0 ^ - (^)-
M a i n t e n a n t il résulte d^une formule connue :

r. /T a \ '. ~- ^î-rc. / a \^ - — —— -^z ici •'•e - l ."7., — —— ;
' \ 2 - 2 r , ) i / / " \ 2 ^ i / 5

donc
- /•: a \,, <7T 7r^.h ^a i '- / a \ •vr •JO^S7i ( - — —— -= — -+• 7—— -4- —— 4- lo^. —— 4- a iN ̂ ,0 ' V a a^i/ 2 4^^i s^i \^^ i /

l ' e n t i e r N é tan t i ndépendan t de a. Du reste, N . est nu l , puisque,
pour a voisin de zéro, la partie i m a g i n a i r e du second membre est
voisine de ̂  -4~ aNrr:, alors que celle du premier membre doit être
comprise entre o et ÎTC.

On a, d'autre part, à cause de la d é f i n i t i o n du log^(^),
' . , ^ f "a \ . ^ ( a \

!og-.7i — —— ~. log.7i ——— . - . l-F..
^ ' V !>.OJi/ D -\^wJ

f
1 1 1 • 1 • , ' ' fl)-' ^ . 1 . : .. •
Donc la valeur primitive de t(u — a^dft. peut fïnalement s'écrire,
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après réduct ion provenant de la formule
ir; • ' -•/] i ç».)3 — rj 3 cxj i === — î

sous la forme
^,
i ^^ — a) du z^ — r^ 4- jog-îrûj;,-}- \oQ:i:^(a)

'"ti

-^ [ji - ̂  - ̂ ^^ (0+ ïog^(o)].
Donc la q u a n t i t é (20 + i)?^ est égale à l 'expression entre crochets,

laque l le est bien effect ivement i n d é p e n d a n t e de ci. On a d 'a i l leurs , par
u n e form u le co n n u e,

/ ^ \ _1
^^i)^^ 4 S ' '<• ( 0 ) ?

et, par suite,
•' , ^ /T\ /TT TTM.i , ^ , .

lûg^i - ) ̂  — 4- ——— 4- lo^, (00 'Ya / -:>. /^^i

sans a jou te r de mul t ip le de 9.ir^ car les deux membres ont la même
. . . . . , , , /TTpartie imag ina i r e e^ale a —

Rédui san t , on trouve f ina lement

d'ou enfin pour A l'expression suivante :

9 ) - A= î l og -Z — 2f Iogl :3o(^ lo^Z)—7: + ^- -i i-n^.h-~ i-lHogo-^.
\ 17r / , 2(9)

On peut reirouver ce même résultat, peut-être plus rapidement, par
le procédé suivant : Intégrons d'abord par parties rintégrale qui sert
de définition à A. Nous avons de suite

A = l-f^Iog^^"""^]2^- -^ Ç^\\^{u -a) - log^C^ - a ) } d u .
^i L ^(^ — ^ ) . l o "iJo l- •

La partie tout intégrée, par une transformation facile, d e v i e n t
o-(?.Gïi— a) ., / a-a\^/]Qg^—^———i-c=ado^——•

^(^i—rt) YO-;^/ •
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Ensuite les formules (CV1) de l'Ouvrage de ïannery et Molk nous
donnent

0 « ( P ̂  u \» 2 q-r ï — ces <——
, , 26)) T j i a - „ , . T : U \^ \ ^1 /logera == log—" + —— -h logsm—— -i- ̂  ———————.,.0 ° 7: 2 & ) i ° 2 G ï i A^ 7 J > ( l — < 7 2 ^ . )

e t ' . 1 . , '
/ p TC « \^ » ^qp ï —. cos—— )

niir ^ \ Gh /
^^^T^4-^—/.(i-^)——'.

1

De là nous tirons, pour A,

. ., / ' c'a \ ., 2ci)i i /*"" 0 1 , . T!:(^—a} ,A - = 2 z l o û " — — — 2 c [ o ^ — - — — / loirsir i————— ' -du
"V^a/ b -n: &)iJo 2^1 •

9.1 -CY . ^ /-^^r n^ (^ -«^ )1
4- — > ——2———r / î — COS /——^—————' du,

^i^/>('-i-^)Jo L '^^i .1
c'est-à-dire

00

/ -v A - i f (7a\ ' î '^^i / •Y^ q^( 1 0 ) A === ;u loû- -— — ^i lûû'—— 4- <\i 7 ——-——r
' / . ^\ff,a} 0 Tr • Ari^(r4~^)

i
/•» 2 (»ï i / »/ / , . TT ( // —a ) ._ — i ioo'sin_^———— ' -ciu.

^iJo 2^1

Nous somrnes donc ramenés à l ' intégrale

, i /iâ(lïl . 7 r ( « - a ) , a i / i / o + T C , . , •( 1 1 ) l = = = — , 1 logsin-—————-du.-=.— / lo^siii^^,
1 . ^iJo ^^i - TC^

^en posant
'n'rt lôû'Z . •' .- ' ^ •Y ^ _ — — ^ _ _ J _ = : ^ ^ ^
a&)l 2 £ r

on voit de suite que l'on a
. : , , ' . , • • — "71 < Oî <0,

-î;.<?«>.
Considérons maintenant le parallélogramme de la figure 2, d'abord

supposé écorné aux deux sommets o et 71:.
Sur les petits arcs ainsi tracés, l'intégrale de logsint est infiniment

petite, et, comme cette fonction est holomorphe dans le parallélo-
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gramme, on a
r^^ ^ ^ ^
j logsin tdt —- î logsin l dt -+- f logsin / ̂  + / logsm t dt = o.
^ ^O ^0+ÎT , Jo

Fig. 2.

- /'Ï7r

L'intégrale ^ logsin^// est classique, et sa valeur bien connue
^0

est — -ïr log2. D'autre part, on a immédiatement
/^ ^0 ^/,

^ logsin ^ dt == ^ log'sin(7T -+- (ï')^= — ^ log ' (—-s in^ )<^ / ,
^/n+Tt: t7 /» «^O

de sorte que la différence

/. r0
-- f log'sit

«•//«
jog* sin idt — f los sin ^ dt == D

/o •+• 7T ^/o

se réduit nécessairement à rbïîi:^. Il faut préciser le signe; à cet
effet, écrivons la différence sous la forme

I) r °r= l [ logsin ( T T - + - 1 ) —iogsint]dl
^ !..

et voyons comment varie logsin(^ + Xn:) lorsque t est un point du
segment o, ^o, et que X varie de o a i . On peut poser dans ce3
conditions

t^-^^i^i^'
Ann. Éc. Norm., (3 ) , XXXVÏÏI, —JUILLET 19:^1, 2^
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0 .<a^<7T, y > o.

ï94
et l'on a

Alors

avec
sm(^+^)== ' 'X ' -+-^Y

X== ch^s in^ î^—a ' ) ,
Y ^ — s h p ' c o s C a 7 --À7r).

Supposons d'abord a^Ï; une discussion facile montre que si t
varie de o à i , X s^annule avant Y, et que le point (X, Y) décrit une
courbe telle que (i) {fig\ 3), alors

logs'm^-h-TC) -— logsuU :=: <7r,

Fig. 3.
Y

( I )

et il en résulte
^ , ^ ^ 1)^==:— ( 7 T < o - 1 1 ! ' " ' 1 1 1

Si au contraire oc^ ̂  on trouve aussi facilement pour le point (X, Y)
une courbe telle que celle de la figure 4, et la conclusion reste la même.
Donc finalement nous avons

y»/0-+-'TC, •

l logsïntdt -== m:to— îrloga
Jf. 1 1 1 1 '

et par suite, pour A,

1 ^ (^logZ) . ^ a?
^=^oë -^——/; - „ log^ ̂  nogz .- 4.2,̂ ^^
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On peut transformer d'une façon commode, la série qui intervient
au second membre,

s^y qp . • ' •
" ^P(I4-^)i

, Pig. 4. s

Pour cela, rappelons d'abord la formule suivante (CV, 1 de l'Ouvrage
de ïannery et Molk) :

00 , !

logsn(2Kc) = 2 los&3(o) + ls((.)-^ ̂ -̂ -̂  (2 sin/•7^(')s;
1

le symbole 1s (^) désigne la fonction logsm(<') précisée comme
l'indique Tannery. Dans cette formule, faisons v == ^; il en résulte

Is (^) = o (cf. TANNEKY, t. IV, p. 99); par ailleurs, on sait que snK = i.
Par suite, il vient

-y ^r^ ,_irS/'-hl 1
——=-log^(o);

^.-((ar+iKi-h^^1) 2
o

ceci nous donne donc une partie de la somme S. Il resterait à évaluer
la por t ion

^2^
,ïr :

a/^l^-^')'
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Or, celle-ci peut s'écrire
/•• == oo p == ac
X-^ 'C^ ^2(p+l) / '^'^ 2 (-')"——
r==l /?=0

Sommons par rapport à l'indicée, en ut i l isant la formule

^+. x-. + A -4-.,. =:— l o g ( i — ^ ) ,
* i^s o

où il n'y a pas d'ambiguïté pour le logarithme, tout é tant réel ;
il vient

^ S f = = — l o g ( I — ^ 2 ) 4 - I O g ( l — ç 4 ) — l o g ( l — ^ ) - h l o g ( l — ^ 8 ) . . ..

Or, les produits infinis q^ eiq^ de la théorie des fonctions elliptiques
sont définis par les formules

<7o--(l-y2)(I-^)(I-^)...,
^-=(i-y )(i--^)(i-^)....

Passant du module q au module q2, nous aurons donc

Oo^O-^Kt-V). . . , .
Q 3 = ( i - ^ ) ( i ~ / 7 ^ ) . . . .

Mais on sait qu'on a
Qo^'70^

Q3==<7ii</3-=~'
7l

el. (l 'autre part (formule XXXVI, 2),
^(O)-——^)^.

Finalement on en conclut pour S la valeur suivante :

S== :'-log(yo^) "4- ^log•(^o^)•=Iog>(<7(/ / l (72)=lûg^S- /;^

ce qui permet de mettre enf in A sous la forme

(^) A=-2nog^o(^iogzUiiogZ-^iog^+4nog^

Cette expression ne diffère de celle précédemment obtenue par un
autre procédé que par la partie indépendante de Z. Il est facile de cens-
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tater que les expressions en question sont exactement équivalentes.
Cela revient à démontrer la formule

(i3) — anog—^ -+- 4^ogJ-) •==- — 7: 4- •̂  -T- ifïs^s— 2zlogo"ût)3= P.

Or, tout d'abord, la relation
ir:

•fi i G->3 — YÎ3 OJ i == ——

permet d'écrire la seconde expression de P sous la forme
P -==:—71: 4- irr 4- ^0)3^1 T—aî log ' î rû l ja .

Puis, exprimant crco3 en fonction de S", (1) 3 on a

Î0§-0-0)3 = 10g2ôJi + lOg&i ̂ ) - 10 ,̂ (0) 4- ̂ ^-
\ A / *5 "-'l

La formule (TANNERY, XXXVI, 2) donne par ailleurs

iOg-^(o) :=Iog27T+3iog 'yo+ -log^,

/ \ _ î — î

^ ( " j ^ ^ ^^o)==:ù/ !'q^i.
\ -' /

Transportant dans P, il vient après réduction

P == 2 f î 0 ^ — + 4<î ' log--^5
G)ï ^3

ce qui est la formule à démontrer.
Nous avons un peu insisté sur la détermination précise à adopter

pour l'intégrale A, parce que cette précision est indispensable pour
une autre recherche. Dans la recherche actuelle, nous serons amenés
à constater que la modification de Û,(Z) par une certaine constante
n'entraîne pas de modification essentielle dans la théorie qui nous
occupe actuellement.

Une fois calculée l'intégrale qu i donne la fonction £^(Z), et repas-
sant ensuite à Û(Z) par la formule (3), on devra revenir du plan Z au
plan z au moyen de la formule

dz=eiQdf,



19^
-qui s'écrira sans difficulté

(i4)
^co

lîTT
0 ^Û(Z1

HENHl V1LLAT.

^.-.-^'•"^z,•/ n CT-271

La correspondance entre deux points particuliers (des contours, par
•exemple) suffira pour préciser la constante d'intégration, laquelle ne
joue aucun rôle important. Seulement, à l 'anneau circulaire, supposé
par exemple coupé le lon^ d 'un rayon (qui serait supposé avoir deux
côtés), il correspondra par cette formule une aire du plan z , q u i sera
en général conforme au dessin de la figure ci-dessous {fig. 5) : les deux

lignes correspondant aux deux bords du rayon susindiqué ne seront
pas en coïncidence et l 'anneau du plan z ne se fermera pas, du moins
de lui-même. Il faudra, pour que cette condition soit remplie, imposer
aux arbitraires du problème une « condition de fermeture » , qui
s'obtiendra immédiatement comme il suit :

Envisageons dans l 'anneau du plan Z un contour fermé quel^
conque C, (/?§'" ^) intermédiaire entre les deux circonférences limites
et entourant une fois la circonférence intérieure; (^ pourra être, par
exemple, une des deux circonférences extrêmes. A cette courbe C,
correspondra dans le plan z- une courbe <^ qui devra être une courbe
feh'née; cela '^exige^la, condition1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 — 1 1 1 ' 1 1 1 ; , ,

(i5) f e'^^dZz^o.
'-'ri
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Cette condition, nécessaire;» sera aussi suffisante pour assurer la
représentation dans les formes voulues. En effet, si, partant d'un des
points Mo ou M^, en 'coïncidence sur les deux bords du rayon ci-dessus

Fiff.

choisi, on décrit dans le plan Z les deux bords de ce rayon, les deux
portions de courbe que l'on obtiendra dans le plan s viendront égale-
ment en coïncidence; le point de départ sera en effet le même, et en
chaque point des lignes décrites l 'élément d'arc sera le même en
grandeur et en direction, puisque le clz sera le même. Il suffira donc
d'expliciter la condition (i5), qui équivaudra du reste a deux équa-
tions, concernant la partie réelle et la partie imaginaire. Ces deux
équations serviront à déterminer les arbitraires qui pourront rester
dans la formation des fonctions $(<?) et W [ s ' ) intervenant dans la
fonction Û^(Z). Bien entendu, les susdites conditions ne seront
généralement pas vérifiées d'elles-mêmes ; un exemple concret suffira
plus loin à mettre ce point en évidence.

Il est cependant un cas où la fermeture s'opère d'elle-même sans
que l'on ^oit obligé d'utiliser ces relations. C'est celui où la figure dans
le plan z possède deux axes de symétrie rectangulaires. Dans la corres-
pondance entre les contours, on peut alors évidemment s'arranger
pour que quatre points situés aux sommets d'un rectangle de centre 0
et de côtés parallèles aux axes répondent dans le plan Z aux quatre
sommets d'un rectangle analogue. Prenons alors pour courbe Ci le
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cercle [ Z | == i (Z == ^); en posant

• a ( Z ) = e -i-rr,
• . û^Z)=6i+rr,

la symétrie par rapport au premier axe, Ox par exemple, entra îne
visiblement

0(271— À1 ) ==—©(.?) 4- 7T,,

T(27î—.ç)=: T(.V).

D'autre part, on a sur C, :
^(.ç)=e(,s-)-^
T,( .9)=T(^) .

On en conclut donc immédiatement pour la condition de fermeture
/,27l /tî'ït

^ ^ [©i(^)-HTi(.s-,l .̂s- ^ ̂  ̂  ^ ̂ : ^ ^-T.^+.O (.v) ̂

t/û ^ O

et on la met s.ous la forme

r-^w+i^.^^r ^r^4./©<,,v) ̂  ̂  ̂  ̂  C ^-T^sin©(,ç)^.
^o ^o ^o

Maintenant, la seconde symétrie entraîne
©(^_, > )==-©(A > ) ,
T(7T-^)= T(.Y).

On en conclut aisément
7t '

^ . ^

j e^^smB^ds^— e^^smQ^) ds, .
J ̂  ' ! ^o ! • '1"? 1 " ; . „ ^ ^ , • 1

et par suite la condition demandée est vérifiée d'elle-même,
Le même calcul prouve que, dans le cas d'une seule symétrie, la

condition générale de fermeture ne fournit entre les données qu'une
seule relation.

Nous allons donner de ce qui précède une application concrète,
dans un cas correspondant à un problème de viscosité dont nous par-
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lerons ensuite, cas où le domaine du plan z, qu'il s'agit d'étudier, ne
possède aucune symétrie.

Ce cas est celui où le domaine est constitué par le demi-plan supé-
rieur du plan z , avec une coupure rect i l igne PQ. Imaginons notre
fluide auxi l ia i re en mouvement autour de PQ, et traçons la l igne équi-
potentielle qui abou t i t à P Ç/îg\ 7). Cette ligne se termine d'autre part

Fig. 7.

y

en un certain point R de l'axe réel ; nous conviendrons de compter les
valeurs de l'angle © par cont inui té , en prenant à partir du point R, du
côté droite la valeur zéro; de sorte qu'en imaginant que le mouvement
général du fluide se fasse dans le sens positif trigonométrique,
l'angle © sera nul sur toute la portion de l'axe réel qui est à droite du
point R, et égale à 27e sur toute la portion à gauche. Nous appellerons
de p l u s — § l 'angle (en t re — - et -4- - ) que fait PQ avec Ox; en
sorte que l'angle © sera égal à — S sur le côté inférieur de la coupure,
et à TÎ — 8 sur le côté supérieur.

Ceci posé, faisons correspondre le point R au point Z = = i ; nous
aurons alors la correspondance générale qu'indique la figure ci-après
(A?- ^)- La ligne équipotentielle PR correspond à la portion du demi-
axe OX situé dans la couronne; au point à l 'infini sur Ox correspond
le point Z == <?/•yl, au point Q correspond le point Z = ye^\

Entre les constantes ainsi introduites, la condition générale de régu-
larité impose la relation

(16) . ^2 St —, SQ = 2 77 +• 2 Ô.

Ann. Éc. Norm., (3), XX.X.VIIL — JUILLET 19:21. 26
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Puis en appliquant la formule générale de calcul de la fonction û, (Z),
on voit immédiatement que l'on obtient cette dernière fonction en

Pig- 8-

ajoutant a rexpression A déjà calculée la quantité suivante :

/ ^ p ï(t)^ r^ ( ^ \^ l^ r^^ ( û)!( 1 7 ) ^--^i ̂ -^)^-^j^ 4^7Ça ( a — — S \ ds

^^f\(a^^s)^
- , :. , . ^ J^ . \ ^ /. - , • • ;

Un calcul fort simple met cette expression sous la forme

-B=nog——^—— .
COi \

^[a^^)

-î-^rni^i— ^y^^—^logZ^ — a / l o g 1 j — oia
/ ^i.(a-^.,.

_ç—2"Qi(rf--0)i}

d'où encore, après transformations faciles,
. / lj)i , Ci),

^(^^-^•^
(18) ^(•Z)=A-hB,==:nôg (^l i r»V /ôl>i 1 ry &h \

03 ^log/^3^10g/-^..»)

[. ayji^i / o\'1 , ,,4. ^4^, —L-J( ; ̂  _ logZ 4- const.
TC V ^/J
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Nous déterminerons la constante de façon que pour Z===e^ avec j?
positif et très petit,, Û^(Z) soit égal à une imaginaire pure (dont la
connaissance revient à celle de la vitesse au point R). Choisissons pour
les logarithmes les déterminations principales; on voit tout de suite
que l'on peut prendre nulle la constante en question; en effet, dans
les circonstances que l'on vient de dire, ûr(2) se réduit à cette con-
stante, qui doit être imaginaire pure; or nous avons 'déjà vu, que l'on
pouvait, sans rien changer d'essentiel, ajouter ou retrancher à Û,(Z)
une constante imaginaire pure. Dans ces condit ions, nous prendrons
donc f

, / ^ ) , , ,, &), \^ ( — log-Z - -1 s, }
^(Z)=no^———-^—-——7—/-——^( '9)

f^l , rA /^l , r, ^>1 \^lo.g/)^log/-^)

f". ay î i c«)i / 5 \~\, ,-
^[^-ir^î)^-

Pour plus de commodité dans la suite, nous passerons des fonc-
t ions o- aux fonctions £r; par des formules bien connues, on écrira

, f^So^Z - ̂  ̂  == -^\^ W - ̂ ^^-Û^ •
\l7C ^ 7: j ^(O) \ 2S<7r 27:7

^•ogz) =__^J^\W^, .'
VÎT 0 / S , , ( 0 ) \ 2t7î /

„ ̂  ,o,Z - ̂  ̂ ) = ———^ /i0^ -^) .2"tù! f^-^;
\Î7I 0 TT V ^t(o) \ 2 ( 7 Î 27T/

d'où, par subst i tu t ion,

^/l^Z _ _ s , \

^(Z)=.Jog^ ,,^7^^^7t; , +^^-^)logZ+.lo,Z„ / l o ^ Z \ ^ / logZ ^ \^ ç i —^— i .̂  ̂  i —;;— — ——. i
\ 2 1 7 1 I \ '2170 2 71: /

^^^^^Aio^+^^^~^r. \ ^) 0 L 7r2 \ l a / & ^(o)

Le coefficient de ( ^^logZ) sera nul en vertu de la condi t ion (16), et
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l'on en conclura
c. f^^\^ /iog-z .?o\
,J 1 ——^— 1 ̂  1 ——;— —,. ——

, , -Q /y, ,r, \ 217Î / \ 2(71 2 7 T /(20') <?^ ̂ ^ (iZ=(x ——^———-——^————^———/-,
^-2 f/ioê'/ „ ̂ L \

1 ^ 2 '̂TT 2 7T /

a étant une constante réelle.
Formons alors la condit ion de fermeture, en intégrant sur le

chemin C, formé par la frontière intérieure [Z | == y. Le point t == "oêj

décrit dans ces conditions le segment rectiligne qui va du point -T au

point -T -h- ï , et il v ien t la relation nécessaire

^^^(z)^^--)
/ \ / \ 37Ty .( 2 1 ) y — v / ̂ o.

J: ^(^-^)? ^ 27r7

Nous simpliûerons cette équation en faisant le changement de
variable

T . '

2 *

On aura
r^^-^) =:^^-^^((Q, •

^f^^^)-^1."^^^—^),
\ 2 2TC/ J \ 27T/

' &, (1 + . - il- ) = /y- ^ .-""-̂  ̂  f „ - ̂ L ') ,
\,3 2T!:y ' f \ 27T/

de sorte que la relation précédente reviendra à

s,(,p^,-^y
(23) / ———————^————^LL^^o.

^ 5?f<.-M'À ^y
Considérons inaintenant la fonction
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Les formules classiques de la théorie des fonctions & donnent de sui te
les relations

îp (r 4- ï ) == © ( î '),

_2^,—2/ :TC( . ' -—) / S Q \c^e ^ / ^ ( ^ / , . _ )
CD(t'-+-T)==————————————————————,—————————'-———————— ^^-^OOQ;

_4^(..-^) / ^ \
^-^ ^,^,___^^

ç(( î) est donc une fonction à multiplicateurs constants. Prenons le cas
général, où le second mult ipl icateur ne se réduit pas à l 'unité; nous
envisagerons le cas part icul ier ici négligé, à propos d'un problème
que nous étudierons ensuite. Dans ces conditions, nous choisirons un
élément simple de la forme

s,,C»_SL^ri
. ,(,,=, _1^_^

(a--=const.) avec les mêmes mult ipl icateurs; le résidu de §-(('')
pour v == ô sera égal à i en prenant

.=- ^ ;^ f'-'1'»-3^- '[ •^ )
choisissons donc précisément

(,3) ^)=- "•^^''T^-^ / ,\o —— 2 A i, \ -"i \ r }

. , "<"^r-;
Si maintenant nous remarquons que dans le voisinage de

__ .?! r
""27: ?/ 1 ' .

en posant
Si T ,^^: -JL 4- - 4-//
2T: 3

on a un développement de la forme

P P
Q ((^) -_= — 4- — 4- série entière en //- ;
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on en conclura que la différence

^-^(.-^-^•"•'(•-è-O
est une fonction doublement périodique aux mult ipl icateurs i
^ ^0-2^ ^ ̂  p^g ^ possédant pas de pôles, donc identiquement
nulle. On a donc

(.4) ; çOQ-P^-^-^-;)"1^^-^-!)-

Dans l'intégration que nous devons faire entre les l imites o et î , le
terme en g1 donnera xéro, puisque la fonction §• admet la période i.
D'autre part, l'intégrale

f. gi,^'i---V-
^ \ 2TC 2/

est. essentiellement différente de zéro; en eftet, si l 'on revient aux
fonctions &, en util isant les formules relatives à l 'addition de ^
à l'argument, la quantité sous le signe somme devient l^expression
essentiellement positive

/ .. r, \ .

^ <,+'lL^
\ 271

^-^y
' V 271:7

au facteur cons t an t près
-^(0)

^ ( ^rz,2^
27;

Si donc nous voulons satisfaire à la condition (22), il est nécessaire
(et suff isant) que le coefficient P^ soit nu l .

Or on a
. v ' : c. ( ^ ,\^ ! ^ i——^O / 'i ^ - A ^^-^^^^y^^^^^^^^^^/l)^e :——^——

II suffit donc que le résidu de la fonction

^(-L-+-/,y^( l î-•^-^4-A'
\2-?î: / \ a-?:____,_

&T(A)
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soit nu l . Mais il vient

.%f^-+^ =^f^ 4-A^f^ +...,
\27r y 'V^; • \27r /

. 3, ( !ir̂  + /A ^ ̂  f ̂ =^ V^( ̂ ir̂ o U...,
\ 2TC / \ 27: / " \ 97: /

SrK/Q s ^W^o) . [ i ^ - À A ^ J .

De sorte que le résidu est
ï F^ f si\ ̂ ' f^—^ _ ^ fSï—SQ\ ̂ , ( Si ^\^ f si\^ f^—s,\ ^ fsi—^\^'i- j — ) ̂  ——— -i- .̂  ——— .̂

L 'Y2Î: / 4 Y 27T 7 ' V 37T /:̂ T^ h ̂ } ̂  ̂ '^-j + -4 (,-iïr; -• ̂ ,
La condition de fermeture peut donc s'écrire sous la forme

y f^-^} y f^L\
,J I ——————————— 1 -J A l ———— j

/ ^ '\ 27T / - \2r^(25) ——-;————r- 4- ——;——r z= (>'
c. fsi—SQ\ ^ / s, \
" " - \ ^ r ) ^{^:)

r^-! / \

Or le quotient ^4^' est une fonction impaire, et l'on a

••^t)^.,' Â(—^ • ^(I-^)
^ ( t Q ' ^ 4 ( — — ^ ) ^ ( l — — t \ ) '

Nous en concluons, puisque ^ est par définition entre o et i, et

que sl ""<90 est entre — ï et + ï , que l'équation précédente possède les
deux solutions évidentes *

Si— ^o _ Si
27T , '~~ 27T

et

c^esfc-à-dire

Or, on a déjà

«^l —— ^Q __ ^l

STT 271

2 S^ — ^o ==: 0 0 11 2^i — .ÎQ == 3 '3T.

2 ̂ i —— ^o == 2 7T 4- 2 0. ,

Ces solutions évidentes sont donc à rejeter, en général.
Si l'on se plaçait dans le cas particulier où à = î» la solution serait
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lou t a fait évidente par raison de symétrie; on devrait avoir

•s'i=: a 7: et ,s-o:=: T:.

La relation ci-dessus serait bien vérifiée, car on sait que l'on a

^(")==o, ^O)-^\•a /

Pour le cas général, observons que la variation de la fonct ion â/.^)
dans l 'intervalle o, i est bien facile, et qu'elle correspond au tracé
ci-joint (/?<§'. 9 ) î la variation de log.0^^) est donc de même na ture et

Fig. 9»

dans l ' intervalle — 1,4-1, elle correspond au dessin ci-joint {fig. 10).
Ceci posé, l 'équation à résoudre peut s'écrire, avec de nouvelles

nota t ions évidentes,
y^f) ̂  _ y,(b)
^{a) ^,.(A)3

, u
a 4- b --==- i — ;

Fig. 10.

les points d'abscisses a == ^-^-ço et & = sl- sont donc des points de la
• . / 27T 27Î: , t .

figure lo où les tangentes sont également inclinées sur Phomontale,
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en sens contraires. Au voisinage de la valeur S === ^5 il résulte immé-
dia tement ,de ce que l'on a constaté il y a un ins tan t que ce sont les
pointsA e t B q u i conviennent . Au voisinage de o === o, pour lequel on a

SJ_ZLS^ — ^

les points correspondants se placent, sur une même horizontale, puis,
si o change de signe, ce sont vis iblement les po in t s A^ et B7 qui con-
v iennen t . Dans tous les cas, on voit sans.peine la façon dont varient
les points à choisir sur la courbe. Ceci permet, étant pris par
exemple ^o, de calculer .9, ou inversement.

Il est d'ailleurs év idemment i n u t i l e de considérer à part le cas
où o serait négatif, ce cas ne d i f f é ran tdu premier que par une symétrie
par rapport à un axe vertical.

Donnons ici une application de ce qui précède. Supposons que PQ
soit la section par le plan x()y d ' une lame de très grande longueur
dans le sens normal à ce plan, et que l'axe Ox soit la trace sur le même
plan, d 'une paroi plane indéfinie également normale à xOy. Suppo-
sons la plaque mobile avec une vitesse constante U normalement
à ocQy, au sein d'un fluide visqueux remplissant tout l'espace du côté
de la paroi qui contient la lame, ce f lu ide étant initialement supposé
au repos. Imaginons le régime établi , et soit p- le coefficient de visco-
sité.

On sait que la vitesse du f luide en chaque point ' z- (ou A'.j) est
fournie par la valeur de la fonction harmonique uÇx, y ) qui prend
sur ()x la valeur zéro, et sur la lame PQ la valeur U. Passant du plan z
au plan Z par les transformations détaillées ci-dessus, cette vitesse u
devient une fonction z/(X, Y), qui est évidemment fournie par une
équation de la forme
(26) ! . • ' u(X, Y) -4- ^(X, Y) == AlogZ, ., ! • ,

où A est une constante convenable, que l'on constate immédiatemeilt
être égale à

: ! A- ! i^-U • 1 :
j'i.1— —" ——— u .

" . ! . ! ! ! - Tï'^'3 ' ! 1 ! ' ~

Ànn, Ec. Norm,, (3) , XXXVIH. — JUILLET 1921. 27
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La théorie des fluides visqueux' nous apprend ensuite que la force
de frottement le long de la lame est une force tangentielle ^-r-ds le
long de l 'élément ds; or, les propriétés les plus simples des fonctions
harmoniques associées nous donnent

au , y
u -— cl s == — a dv^
' a n

et comme 9^=— ^ar^Z, la résistance due à la viscosité dans le mou"TOS D

vement de la lame est, dans le sens normal à xQy^ et pour l'unité de
longueur de la lame dans le même sens,

(27) R îî u.
C>)3

II convient de rapporter cette force à l'unité de longueur dans le
sens transversal PQ. Pour cela, i l faut connaître la valeur de PQ. Ce
résultat va se déduire sans peine des considérations antérieures.

L'emploi des formules générales établies plus haut donne, pour la
longueur l de PQ,

^("^o

1= \dz ,
J „

l'intégration devant se faire le long de la circonférence de rayon q\ en
y posant Z =qeis, et par suite logZ == — ^r 4- is, il vient pour dz

3 f10^^ f!0^-^
&^^û^^_iîi^û^z^„i2iaf/z '\^^r'\^^ 0 }^\^)^\———— - ̂  '

9.71:" '^ . 37T Z ^ / l O g Z
•̂  ^ i

\ 9.111:

" n w r> m- Y / 1 r\ rr'r/ \

ou encore
^ , \. /T

^4 F^ ^4 -4 -^ -Po '
^2 ^ ^ ^ = ̂ ^•^.•.—^^^^("-^
^(^.-<,)

^=^a^-^—————^———-———^^yoa^^^.)-1^;^;07^
C-2 { T _, /, /, \ " ^ V — — ^ U

en posant
1 ' «S? ' , ! __ «S'y " __ S^

. , ' . • 27^ ° 2 ^ ! 1 2 T C 3
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et, par suite,

(.s) i^^r^^}^^-^^> j , • ^ ( ^—^ i )
^ -OJP^^-(——————.- ;) ̂  P. [4o- ..-0 ̂ -(-^

On a posé

(^9) ^00= y, (0) ^1(1-' —- (.^-f- 2,^.1

^ ( ^ o — a ^ i ) ^ i ( c )

et les nombres P^ et P^ ont le même sens que plus haut.
Nous sommes donc amenés à effectuer le calcul de 1'

vante :
Nous sommes donc amenés à effectuer le calcul de rinté^rale sui-

/^'o / _\ c^ / . \ /i''(> ̂ î ( ^'ô— ^i ~ (:-' H- - )
(3o) J==f ^f,-,^^^^——^^ f _^_————___Z^

^ ' K ^ ^(.^--.o)Jo ^L_,^l\

. ^ ^(°) • ̂  ̂ .-., r""^(^4-^-.o) ̂ ^....... r^(^-.o)^
Jn ^ ( ^ — — ^ l )^ ^ ( ^ ( ^ — — ( • ' 0 ) J^ ^(P —— ('i)

Nous y parviendrons en employant un procédé assez analogue à celui
que j 'ai u t i l i sé dans un Mémoire récent [Sur un calcul clé résistance...
{Annales de V École Normale Supérieure^ t. XXXV, 1918)].

La théorie des fonctions elliptiques nous fourni t la formule su ivan te
(TANNERY et MOLK, formule CVII, 6)«:

r- . „ CC OC' ! -

^M^{a^b--——————+y V(~l)w^(2- l)sil«7T[2/7^,^-(2^-l)^.
4-n:.ïi(a)^3^) 4sm7ra ^ ̂  • •t • L -

i i

En y chanû'eant b en ( & + ^ ) ? il vient1 7 0 \ 2 /

^(o)^,(a+^^__i__ V.V ^^^^^^^^^,,,_^^
/i7r5'i(a)^4(ô) ^s inTra j-J j-J / l- ' ' J

i i .

a et b sont deux arguments quelconques, assujettis seulement à
cette cond i t iony que la partie réelle de a- et de ^ soit comprise entre la

part ie réelle de 4 -e t cette même quanti té changée de signe. Cette for-
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mule est donc ici applicable en remplaçant ci et b respectivement par
les nombres iv^ — ^\ e-tv — (^ ; il vient ainsi

î-' / r. \ ̂,(o)3^-4"ri--^)
4.rôi(2^—(-\))^,(P--^)

w ce

:̂ ^——I————^ 4-.V y q"f(sî"-^s}n71:['î^^^-{-(<2fî—l)v o4-2(2^-—m—i)c i"|.
4 si i i7r(2t ' i—t-'o) -MJ JIMMi . / ^ \ ' - .

Par suite, en intégrant terme à terme, ce qui est manifestement licite,
on obtiendra

j ̂  ̂  ̂ ,,,-,,., f . /-o .̂ Y yq^-^
( 4 s î n 7 r ( 2 t ' i — t ^ o ) J— JMId 27rw
•s - 1 1

x j cos u[(2 ̂  — i ) Co 4- 2 ( 2 n — m — T ) v i ]

— COSTT [ ( a m -4- a ̂  — i ) PO -+" ft ( ̂  n — /Àl — l ) { ) ! } •}•
ou encore

oc ce / / / ( à / ; - l )
(3i) J = ̂ e^~^\ . /'0————- 4- ^ V ̂  1——

^ 2Slll7n'2 (•»,—t'n) 71 -" -o"̂  W2 Si 11 TT ( 2 (^ — t'o) ^ -<1™ -—— w

1 l

X shi7:mpoSÎnT!: (/n-}-/i-—-)^o+(2^—-w—i)^i -
L\ 2 / J )

A son tour, le coefficient de Pa peut se s implif ier ; on a

L=^(.o-.^^)-^^p,-^

F - ( ^ . / TN

^(o) , 1 ^V1-'"^ ^^-.o+r,-^

^ ( 2 ^ 1 — Pô) o // ' 'r^ ^ / . T<s
l^.i^o-^-^J ^^,^^

ce que l'on transforme sans peine en

f3^ ' L~ yi{o) f ^-( t j l ) ^^^^'0)1^^^^( ) '-^^^^[^(^^ ^(<Y) r
Explicitons enfin Pi et PU ; à cet effet, on trouve au voisinage du

pôle de ç(^), en posant v === ^, + T + h,

1 : , , , : .^,'1 ^,)^ ̂ (̂ .,, ̂ (^ ̂ ^_ri^^ , .
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d'où
(34) ' p _ g^j^'-âp^ E^ ( ̂ i) ̂  ( t\ -- FQ ) -4- ̂  ( t^ ) ̂  ( t'i •— ̂  '

^7 (0 )

( 3 5 ) P, = e ,̂-̂ ) ̂ (^i)^^.^!--^).
^r(o) '

d'où enf in , en transportant dans /, l'expression suivante :
g40i ) ̂  ( ^i - t'p ) 4- ̂  ( ri ) ̂ , ( r, - rp)(36) /=4^?o-

Sr^(o)

x ^ ^'o ..V V Ï__
^ 4 Sïn7r(2 (*i— ('o ) ' ̂  ̂  m r.

2l____ ̂ V V ___
I 4 si n TT ( 2 (*i — ('o ) ' ^J ̂  m r.

X s i n r. ms\, si n ;: ( 771 4- n — - ) ('„ -4- ( 2 /i — m — i ) ri

^^^^[^(<-o-^(<--<.)]..^, I U ) .Ji

En conséquence, la force résistante R qui s'oppose au mouvement de
la lame, par u n i l e de longueur, celle-ci comptée, dans le sens PQy sera
donnée par la formule
(87) ! R^^IL

0)3 /

Dans le p résen t paragraphe, nous é tudierons un autre problème
concernan t les f luides; mais il s'agira cette fois d'un fluide parfait
dénué de viscosité, don t on envisagera le mouvement lent , parallèle
(aux grandes distances) a l'axe Ooc, lorsque d 'une part ce-fluide est
supposé l i m i t é par un mur constitué par 0<r, et d 'aut re part rencontre
un obstacle circulaire qu'il baigne entièrement, le mouvement restant
cont inu, sans qu'il se forme de nappe de . discontinuité à l 'arrière.
Nous supposerons en outre, pour l ' instant , que le mouvement soit
acyclique, c'est-à-dire que le potent ie l reste uni forme; en admet tan t
que, par exemple, le potentiel soit nul au po in t de bifurcation du
courant à l'avant du solide, la valeur y ^ atteint par ce potent iel 9 au
po in t de raccord à l'arrière, sera la même, que l'on ait suivi un bord
ou l'autre du profil. Nous ferons par exemple ^ = o le long de Ox^ en
appelant ^ la fonction de courant, et nous appellerons ^i la valeur de ^
sur fobstacle. Les domaines des plans s et/(==o 4~Ï^) se correspon-
dront selon les dessins ci-après Çfig. 11 et ï2).
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Observons, avant d'aller plus loin, que la configuralion que nous
étudions n'est pas la seule-possible parmi celles qui correspondent au

_iÂ•

même obstacle; on verra un peu plus loin comment on peut obtenir le
cas du mouvement cyclique.

Fig. 12.

X?

^ r
u, v représentant la vitesse en un point du plan ?, on sait que l'on

aura
. d f _ , , !

U — l^.

Le procédé que nous suivrons consistera, puisque/est une fonc-
tion uniforme de z, à effectuer la représentation conforme du plan/.
sur le plan z, par l ' intermédiaire d'un troisième plan Z que Fon va
définir, et qui servira à faire la représentation des deux plans/et s
sur une même couronne circulaire.
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Écrivons Inéquation du cercle donné du plan s sous la forme
.T2 -4- y2 — 2 ay -h 62 -=. o

et faisons la transformation représentée par la relation

{z-^ib){7J-+-ib)=—b\

Un calcul élémentaire montre que le cercle se transforme en le nou-
veau cercle

X/2 _^ Y^ + bT^ —b——^ =- o.2(a 4- 6)

A l'axe 0;r correspond le cercle concentrique

X^+Y^-h^Y^-^o.

Au domaine considéré dans le plan z correspond une couronne circu-
laire comprise entre les deux courbes ci-dessus.

Par une homothétie préaLable faite dans le plan s, rien ne nous
empêche de prendre pour valeurs des rayons de ces deux circonfé-
rences les valeurs i et ^(<^i) ; il suffit pour cela de supposer &== 2,
et l'on a ensuite

^=^ (°>2)-
Posant ensuite 7J 4- i == Z^ on transformera le domaine annu la i re

¥ig. i3. ,

ci-dessus en un nouveau dont le centre sera placé à Forigme (fag^ i3);
on passera alors de z à Z< par la relation

(38) . .=_^-^..
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Il faudra îûa in tenant passer (lu plan Z^ au plan /'; or, les para-
graphes précédents von t nous permettre d'y parvenir. Plaçons dans un

nouveau plan Z une couronne dont les circonférences liantes soient
séparées exactement comme cela avait lie^i pour le problème du para-
graphe antér ieur (cf. {fig^ 8).

Nous sommes en effet dans un cas pa r t i cu l i e r du cas é tudié ci-
dessus, où le segment PQ est hor ixontal . La liaison cherchée entre les
deux plans est donc exprimée par une relat ion de la forme

W ^f--
. .y^^/i^^.,

^ C O y O CIL \<2l'K I \ 2^7T

2s7r Z \ ^ / log 'Z
\ 2^ /

en posant ^
^__ ^0 __' '9!

0 / ^ T T 5 ' 1 "~ 27:

Entre ces constantes on aura la relat ion (16), précédemment reconnue
nécessaire; cette condition se réduira ici à
(4o) 2^1— (v= i .

Nous sommes alors dans le cas spécial écarté de l'analyse ci-dessus,
cas pour lequel la fonction ^(v) admet les deux périodes i et T. Les
calculs relatifs à la condi t ion de fermeture ne sont plus ici applicables
et nous n'avons pas le droit de prendre l'équation de fermeture sous
la forme (^5), qui serait du reste inexacte, et qui do i t ê t r e remplacée
par une autre que nous écrirons un peu plus loin.

Comme on v a l e voir, l ' intégration qui permet de passer de /à Z
peut se faire exactement. Commençons par placer la coupure dans le
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plan/". On a d^abord, 2^ admet t an t la période i,
/ lo^X\ /logZ \

»r» '^4 ———:—— î "^4 l — — — : — — " ' i l
^ v ,/.__ ^ Q Q ^ < /̂ \ ^TT / " \ 2Z,7I_______^.

( ) ^ — — - ^ - z - — — ^ ^ _ , \ '
' \ 2 / 71: /

puis, par un calcul facile, on verra que la longueur ^ de la coupure
est

/"" ^ ( r^O'—a^) - '
9———0^ ^-^) ^

La fonction ^•"-^-^^
est ici el l ipt ique, avec les deux périodes i et T. Comme elle a un pôle
double (/ === p^ -)- -^, nous poserons v = ̂  -+- - 4- h, et il viendra par

2 . ' ' •f

t ransformations élémentaires

(43) ^)^<'l+h}:Jl((•l-/l^^W.
^'1 ( h )

Passons des fonctions & aux fonctions cr; en uti l isant les formules
classiques, on trouvera

<h^-~ ^^î^Ko)^^1"1""4^1^
< 1 ( ( ) - - ^ (0)^0)3

g(20)t^ "1- fjL>3+ aO} iÀ) G'(2ûûiPi-4- C«>3— 'ÎUi/l.)
x ^(aû)!^)

Or on sait que l'on a, quels que soient les arguments u et a,
a(u-^a'}ff(u— a)
' ^ ,———— ' -^pa—pu;a- u cr" a

par conséquent, par un changement de notations/

0-( a Gui ^i -4- COa -1- 2 MI A) g-( 2 &)i PI + ^3 — 2 ^ 1 A)
^^^^——————————————

^^(acoïPi+^Ep^cûlA) —p(2&)iPi-4-^3)],

et comme on a
<r(2COiPi-{- ^3) --=:€2r'8û)*^(7û)30•3(2^l(;l),

Ann. Éc. Norm., (3), XXXVIII. —JUILLET î i.. 28
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il vient, après quelques réductions,

W ^(<Q=^^^(^)[p(^iÀ)-p(^),d-4-^)].

L'intégration est alors immédiate, et l'on a

F"""-4^x s~^ç r2^ ̂ î-^- ̂ i —^ - ̂ ~ I)p(^^()l+^) r.( acoi [_ \ ^ /J \ 2/ )o

On en conclut, pour ç^F(,,,.,,._Î^J,^,,(,,,_,,,_^]^[,,(,,,,^]J
4c.)tPo^(o) , ,

— ——1/2. .,\ P( 2 ^1 Cl + &), ).
.Jj_ (^0^

Or, on a successivement

ç[.^^-.^^]+ç^^^+^]
== Ç ( 2 C « ) i P i — û , ) . 3 ) — 2 - / 3 i - l ~ Ç ( 2 0 ) i ( ' i + (.}$)=== 2 [ Ç 3 ( 2 û ) i ^ i ) — ^ i ] ,

et par suite nous pouvons finalement écrire

(^) ?^-^oj4G^^[C3(.^^)-^]

.+^^^(,^

Quant à la condition de fermeture, elle se déduit du calcul pré-
cédent, car elle s'obtient en exprimant, par exemple, que le parcours
total de la circonférence intérieure du plan Z correspond à un circuit
fermé dans le plan/, c'est-à-dire que l 'on doit avoir

(46) r <»(P)^:P) ^^==0.
</o

Ceci donne de suite, à cause de ce qui précède,

(47) p(2œ^^^û>3)+^ ==0.
. . ' - ! .' , ! ! , ^ , ! ^ • • ' ! • • • ^i
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Cette condition déterminera ^i ; comme on sait bien que les inéga-
lités

^+e,>o, ^^e,<o,
(A) i ' w «

ont toujours lieu dans le cas normal, on voit que p(2co^ +• co;,) sera
compris entre e^ et ^3, et par suite il y aura pour P, une solution
entre o et ^? et une autre symétrique de celle-là par rapport à -^ dans

l 'intervalle ^9 i.
,3

Observons main tenan t que si, dans l'équation (41), on pose en
général

logZ _
ITïF"-^

cette équation prend immédiatement la forme

(48) (lf==.^a^,(t—^)d£:

c^est-à-dire

.//^4G)^^^(<Jl)jp[.^(^.0:|^p(2Q),^^^

et que, par conséquent, on aura entre/et Z la relation finie

9 (49) /^^I^^K^) --——Ç[^),( / -p0]-^p(2ûj ,^+c.33) i4-const. '
•J ^ ^U; 2Wi ) •

Ceci posé, pour avoir la position exacte de la coupure, il nous faut
connaître sa cote f^, ou bien la quantité z'^i; celle-ci sera égale à la
partie imaginaire de l'intégrale f dz prise pour Z entre les limites i
et q. On a donc

^ === partie imîig'inaîre de J
avec
., 4^7^005- ( ( '1 ) ( î { „ } " - /T \ j .., ^ r / \ f. j -' ^o) i"- ̂  [ç r11 <. - P1)J+ s(^^-oj- ̂ P(^^^ - ̂ o p
c'est-à-dire, par un calcul facile,

- 2acoAC«)iS'2 ((•'î ) „, , . „. . - , ,.,
J=——'^a / ^ l l [C.T(2M^<•Y)—;(a&) l r l )~•^ ]^~f^p(3G) i^4-œ3)J.

'̂  i t ° /
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Or, les nombres

S^O'l), Ç( ' 2C ,^ ( ' i ) , ^ (a^ i t ' i " ) , p(20)i(^-+- COs)

sont: réels; donc on en conclut immédia tement

(5o) ^^a^'ayo^i^., ^E^"^- c»)3p(2C,)i^i-4" ûJa)].
'J l S,0/

Dans l'hypothèse j3(2ûû^ 4- o-)^) == — ^3 où lacondi l ion de ferme-
ture est réalisée, les formules qui donnent ç, et '^ se réduisent à

Zi.ûLilaœoSr2^)
P l ^————y^ ) [^(^û) l<> l ) -2-^^J,

îl̂
'^(o) '

r îrr -4- a^Cpo^V, (^3&)i— ^1^)3) '

Or, on a les deux formules classiques

^(.^.O-^Y)^,-:^^1^.

' , ' 1 7 1
rî;iû.)3-~ rîa&ji -= —

On en conclut<"> -—.'w^
• ( 5 2 ) ^=-h,;T î̂ .2) ^^-h.TT^iy-^^

Comme ç>i et ^ ( d o i v e n t être par convention positifs, et que ^ l'est
évidemment de lui-même en pi*enant positive la constante de propor-
t ionnal i té (aç,>), on voit que le rapport

^^^O
'^i ^(^i)

doit être négatif; or, si l'on se reporte-à la figure 10, on voit immédia-
tement qu'il en résulte que ^ devra être pris entre i et ^" Ceci pré-
cise, par conséquent, celle des deux so lu t ions qu'il convient de
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prendre pour v^ à partir de la formule (47)- Au reste, la relation

en t ra îna i t que v^ fût supérieur à -5 puisque VQ devait être positif.
Il faudra enfin revenir au plan z, dans lequel se fait le mouvement;

pour cela, il nous faudra passer du plan Z au plan Z^ : ces deux der-
niers peuvent ne coïncider qu'à une rotation près autour du centre
commun aux deux couronnes, puisque l'on peut toujours s'arranger
pour faire correspondre deux points au hasard sur les contours. Nous
aurons donc, en désignant par ^ ^me constante convenable, les deux
relations suivantes :
(53) Zi=:e^Z,

(34) z=— 9.r— . ?z,+r •
à laquelle il faut rattacher la relation (3g) ou (49) entre/et Z. On en
déduit la dis tr ibut ion des éléments mécaniques dans le plan z. Notam-
ment , on aura pour la vitesse Çu, v) en un point

- f^}^ ^k^z-.^
,^ . _ d f _ i^a(i+e^iy ^^TJ^V^ Y o }
(.,3) « - ^ _ ^ _ — — g ^ ^ . , / l O g Z \

^te-'1;

Cherchons le point de bifurcation à.l'âvant, et le point mort à l'ar-
rière du solide. Ces deux points sont ceux qui correspondent à des
points de la circonférence ( Z [ = y, pour lesquels la vitesse est nulle;
ils correspondent donc à

l°^=I e t . ]oi|z^4-^
a^TT •2 21,'K •2

c'est-à-dire à
. Z.= q, Z = q e1^.

Les points z correspondants sont donc

. 4 . __ ._ 4
ZT —~ 2 1 ~ i + q e1^? ^ ~" 2 1 t •+• q ̂ W)
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Les ordonnées de. ces points sont, par sui te ,

-^ a ( i — ^ 2 ) • ^ ̂  2 ( ] — ^ )
- 1 i _{_ ^2 _^. 3 y gm ̂ ? • - â . i .4. ^2 _ .̂. 2 <y snj (^ -4- ,s^)

On voit que ces ordonnées seront les mêmes si Fon a

(56) , ^^.

C'est, comme on va le vérifier, et comme il étai t à prévoir par symé-
trie, ce qui se passe effectivement dans les cas normaux.

Observons en effet que, d'après la formule (55), la vitesse semble
pouvoir devenir inf in ie lorsque la fonct ion S", s 'annule : cela est en
désaccord avec le sens physique de la q u e s t i o n ; pour éviter cette cir-
constance, il est nécessaire que le facteur (T 4- ^Z) du numérateur
s'annule en même temps; or les racines du facteur £^ sont

Z =-. É^O-.+W-W) ( m et n ent iers ).

On voit tout de suite que n est nécessairement nul , et Pou doit avoir

d'où immédiatement
; -4- ^is, ̂ i'K^^m] ̂  ̂

TC
.̂  -4- 2 TT ( (•'ï -I- m ) == - -I- 7T ;

or
^^+ï-^+^

donc en faisant abstraction d'un mul t ip le de 271, qui disparaî t de lui-
même dans toutes les formules, on trouve

^:

c'est justement la même condit ion qui exprime que les deux points
d'arrêt ont la même ordonnée.

Cette cond i t i on étant réalisée, on voit que la vitesse u^y î'o, à l ' i n f in i
le long du mur qui l imite le fluide, sera donnée par

„ !/,, _ i;,,, — ̂ ^ ^(^i) ̂ Oi — ^o) _ Trypa ^O-'i) ^.C^— ^p)
: 0-" '"^z^^y^^^i^^——V^- ~r ~w^)—î

"z^-^-uyTre^Z F,
g J- —;——. (; 1j- —__:„„.. (;

\ ^ ^ .
Z e1^ 4- /'
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c'est-à-dire, après transformations faciles,w «.=^1^ c,,=»).
On pourra toujours s'arranger, par un choix convenable d'unités, ou
par un choix de la constante ao^, pour que cette vitesse soit égale à i.

Jusqu^ci, dans toute cette question, nous avons supposé qu'il s'agit
seulement d'un mouvement acyclique autour de notre obstacle circu-
laire. Or il se trouve que, sans modifications essentielles, presque
tout ce qui précède pourra s' 'appliquer aussi à des mouvements
cycliques. Gardons en effet toutes les mêmes équations que ci-dessus,
jusqu'à l 'équation (5o), mais l 'équation (47) étant exclue; cette der-
nière était la condition de fermeture dans le plan y. Si nous ne suppo-
sons plus cette condi t ion vérifiée, et que, par tant par exemple d'un
point du demi-axe réel positif, nous fassions décrire au point Z un
circuit fermé dans la couronne, autour de la frontière intérieure, le
point /ne décrira plus un circuit fermé, mais une courbe telle que
celle qu ' indique le dessin ci-après Çfig'' i5); mais de plus, comme
l'intégrale

~, ( ?0 [ ^Ûi(Z)f/Z
27T ^c

prise le long d'une courbe fermée C de l'espèce indiquée plus haut,
est indépendante de cette courbe, le point d'arrivée de la courbe r se
déduira du point de départ par une translation toujours la m ê m e ; l a
valeur de la constante que représente l'intégrale est au reste réelle,
car si on la prend, le long de la circonférence |Z| === y, elle représente
l'intégrale f df prise le long de deux segments horizontaux du
plan/(y^. i5). Soit y cette constante réelle. Cela posé, imaginons un
mouvement cyclique dans le domaine considéré ci-dessus, la cons-
tante cyclique étant égale à y. Le potentiel, ni la fonction/, ne seront
uniformes dans le domaine du plan z, mais ils le deviendront si l'on
introduit une coupure artificielle à l'arrière du solide, le long de la
ligne de courant qui part du point mort arrière. A cette coupure cor-
respondra une ligne horizontale double tracée en pointillésur la figure 15
qui représente le plan/; et deux points du plan s situés de part et
d'autre de la coupure^ au même point géométrique^ correspondront à
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deux points différents du plan/, ces deux points étant décalés, l 'un
par rapport à l'autre, de la longueur y dans le sens de l'axe réel.

Fig. i5.

f|

7"
y

Or ces conditions sont justement toutes satisfaites si Fon fait corres-
pondre les deux plans z et/par les équat ions écrites dans les para-
graphes antérieurs, dès que l 'on y supprimera condi t ion de fermeture
(laquelle exprime simplement le fait que y est nul). Le mouvement
cyclique le plus général correspondant à cet obstacle est donc fourni
par ce qui précède, en négligeant la condit ion en question (1). Cela
modif ie naturellement quelques-uns des résultats. Tout d'abord, nous
devons, pour les constantes ç, et ^ i , garder les expressions, non sim-
plifiées/suivantes :

(58) 9.i=:— a'?^h^ (Â1 [^ (aœi^) — r j i - h (^(-u^— i) j : )(2û)i^-h c^)],

(69) ^1= a^a^^^ j^^ 1 ^^ :^ G)3p( -2 ( , ) i ( ' i - ^ ^)].
•^1 \ ° ) ~

Puis, les deux bords extrêmes de la coupure du plan/ne coïncidant
plus, il faut connaître l'abscisse (pa du bord supérieur, (ç^ correspon-
dant au bord inférieur). Par les mêmes procédés que plus haut, on
trouve
(60)
c'est-à-dire

y2==»-ayo j €>(P)^
*-•' t 'A

(61) 92=- 4a9o^^(^) / , ,
——^a/ .—— [M^^ i^ i ) -— ̂ i- • ao,)i(ï"- ^ )p (âû) iP i -+- ^3)].

(^Dans son intéressaûtô Thèse Sur les solutions multiples des Problèmes d'Hydrodyna-
miques (cf. le présent volume des Annales de F École normale)^ M. René ïhiry a été induit,
pour un cas analogue, à utiliser une conclusion toute pareille (p. 108 de la thèse).



Une fois placés a ins i les éléments de la figure dans le plan y, on
passera de là au plan Z exactement par les mêmes .formules que plus
haut ; no tamment , on trouvera les deux points morts par les mêmes
équations.

Il est* intéressant , et I m p o r t a n t , de noter que les éléments de la
figure du plan f ne sont pas quelconques les uns par rapport aux
autres; les données dans le plan z, c'est-à-dire la grandeur et la posi-
tion du cercle du plan .s, en t ra înent , pour les cons tantes ©n o^» ^ i?
diverses limitations. Observons que, dans le problème actuel, la cons-
tante ç^ n'est plus déterminée et reste une arbitraire dont dépend la
quest ion (on pourra disposer de cette arbitraire pour donner à la
constante cyclique la valeur que l'on voudra). Ceci posé, envisageons
le rapport des deux constantes -S— = S(^,) ; étudions la variation de

3 '.y i

cejapport; la relation (4°)? toujours vérifiée, noas limite pour ^ à
f intervalle ^? i.

2

Nous voyons tout de suite que
Çg ( 2 G.) i ^»,i ") — ^ i 4- M i ( 2 (' i — î , ? ( 9. &ô i t' i 4- G33 )

S'(F,)=
— ^'[rh4- ^3 P (2^1 < ' i -+- ^3)]

Puis on a s{î)-o••
d'autre part,

S(i )=. ^1 4- œi^

- / (^3+0)3^)

Or nous savons (TANNEI^Y et MOLK, Fonctions elliptiques^ formules XXX)
que l'on a

/ N ,v ^cr-'1'-^
20), (Y),4- 0), 6>3) ==- TT2^ (TIT^/ '̂

' 1 t

_ w^a , •• __ >'7r<.){

D'autre part, passant du module q ^ ' c { ' û t au module q ^ c. ws par
les formules ! . , • , . • ! ' , :

G.) _ rr: /c».li, • ' , • 1 ,

(,)\ ==.—i^s, • r/^-"-= /r^, .. .,

• 1 ^ 1 1 , • • , , e^ =-—^, . . ., ! ! , ^ • , • ! ! ; ^ ,,

Afin. Éc.Norm., (3), XKKV l i r .— AOLT KJ-JI. 29
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on pourra écrire Çlbid^ XXX)

[- 0 0 ~~\

2^, (VI', W, (/,) = ̂  ^ +^ ^ , =2^3 (•/13+ ",e,),
Z ^ssam \t ~T~ </ . } t

et par conséquent
^ .̂.-i
^(.--^-^

S(,)=-^--__———————>o. •
lwl L V _L !̂_

2 "+'-2d (i -4- q'2^
i

Calculons maintenant la dérivée de S(^).Un calcul simple montre
que l'on a

c/S . , . . rr
—— ==• SgO — 3 ̂  G) i p' ( 2 M i <'! 4" C».)3 ) H

en posant
rr f7T r^ / \ '^3 1H = -„ _ ̂  Ç^ ( a (^ (^ ) — a G)I (»i — •

2 [_ ^ 0)3 J

Le facteur ^'(200^ + ^i);») est négatif dans l ' intervalle considéré; le
signe de H n'est pas évident ; mais on a

d(i\ï) 2 a)i 0^3 r , \ '^3~|
, ^ ^ : = _ _ _ _ _ 1 p(2^^+^)4-__ ;

<^i ^ L ^aJ

le crochet varie toujours dans le mêine sens. entre les l i m i t e s e^-+-
" c^s

et ^^-j--^* Nous venons de remarquer que e.^ + —iî était négat i f ;
G)3 * C«)3

d'autre part, un calcul du même genre que plus haut conduit à la
formule

zîi — ̂  v-Az!!^__
<?2+^- ^^((-^Ç^-^5

qui montre que cette dernière quantité est également négative. Donc
il en résulte que la fonction itt va en croissant; or pour ^ ==• -? elle a
pour valeur

71 . / û)l^3\
— — - — ^ 3 - / ] l — — — — — — = 0 ;

a \ 003 /
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donc elle est toujours positive. Donc enfin S(^i) est toujours crois-
sante, et elle croît de o à S(i). On aura donc toujours l ' inégalité

Y ^v. -4^Z d d __„ (l—^-l)-.i

(^ î< ^+ "1 "=-»1^-2'^ — ^ ( ^ 3 + 0 ) 3 ^ ) O J ^ __ ^/,

^^(TT'T2^i
On étudierait de même le rapport -?^-
Au contraire, le rapport des deux quantités (positives) < p < et epa n'est

pas limité. On a en effet

/ g / ^ U ( r ') r^ ?tj == ̂  ̂ 2 rj)l Ç>1 ) — 2r^ ~ 2 ̂ i (' — ^i ) P (a c>)!(^ 4" ̂  ) _
1 9l ~~ Ç 3 ( 2 ^ 1 ^ l ) — ^ l - 4 - û ) i ( 2 ( ' i — î ) p ( 2 G ) i ^ + G ) 3 )

Les valeurs extrêmes de ce rapport sont

/ i \ — ( ^ i + ^ ^ i )u i - i = —————— ==: +03

et
U(i)=o.

La cont inui té montre donc que toutes les valeurs positives sont
acquises par le rapport U(^); d 'a i l leurs elles le sont toutes une seule
fois, car on a

rf'U ( Vi ) • •> / / \ r ^ / \ ^
————— =Sgn— 2ôJ:ip'(2COi^+ €03) [^(2^1 ^ l )—^^ ! ^ ] -

^^l

Or le crochet est égal (TANNERY, formule XXXIII, 8) à ;— -A^ 5 quan-
tité négative; donc l'expression ci-dessus est négative et U décroît
constamment, ce qui légitime l'assertion précédente.


