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SUR LES

ÉQUATIONS LINÉAIRES A COEFFICIENTS PÉRIODIQUES
ET SUR LE

M O Y E N M O U V E M E N T DU NŒUD LUNAIRE,

PAU M. T. LEVÏ-CIVJTA,
à Pydouc.

Préface.

La forme analyt ique des intégrales des équations linéaires à coeffi-
cients périodiques est bien connue.

S'il s'agit par exemple d'une équation du second ordre
- cl^x cloc

(1.) • W^^W^^^0-

dont les coefficients/? et y sont réels et admettent la période 2îCy on
peut poser, dans le cas des exposants caractéristiques purement ima-
ginaires, •

as

(H) .r=V c^cos[(rt.+^)<+|3j,
'^"—"/t
•— 00

où les a,^ les ̂ n^g sont des constantes réelles, cette dernière res-
tant toujours la môme quelle que soit l'intégrale envisagée : g n'est
qu'une des dé te rmina t ions (différant entre elles par le signe et en outre
par des nombres entiers arbitraires) qu'on peut attribuer au coeffi-
cient de ± 2 TU dans les exposants caractéristiques.
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Le terme général du développement s ' annule pour

(n + s") t'4- (3/;,== mu l t ip l e i m p a i r de - •

II s'ensuit qu'au bout d'un temps ^(c'est-à-dire en fa isant parcourir
à la variable un intervalle quelconque de longueur t), on reneontrCy
à une uni té près, H+ g\ - racines, ce qu'on peut aussi exprimer en
disant qu'il y a, en moyenne, 2 \n •+• g racines pour chaque période 2 TC.

Ceci posé, si parmi les coefficients a de la série i l y en a un , soit par
exemple oy, qui l 'emporte de beaucoup sur les autres (ï ), les choses
se passeront évidemment , au point de vue qual i ta t i f , comme si le
terme

aycos[(y+^)^hpy,]

existait seul. On aura en particulier 2 ] /+ ^\ comme nombre moyen
de racines pour chaque période.

Si l'expression (II) de x ne contient pas un tel terme prépondérant ,
la loi de dis tr ibut ion des racines échappe en général à l ' i n tu i t ion .

On peut toutefois démontrer — quels que soient les exposants
caractéristiques (réels ou complexes) de l 'équat ion ( I ) -- que, si la
valeur moyenne de y — p1 est positive, un intervalle que lconque /con-
tient encore, en moyenne^ [ /+^" | - racines, c'est-à-dire 2|y'4-^| à
chaque période (y entier convenable, ± 27:^' partie imaginaire de la
détermination choisie pour les exposants caractéristiques), et cela
d'autant plus exactement que / sera plus grand.

Nous rencontrerons cette proposition comme corollaire du théorème
suivant :

Considérons une solution quelconque S

^==^(Q» y=y{l),

( l ) D'une façon plus précise, si la valeur absolue de ^j dépasse à elle seulo îa somme do
la série S [ a/t|, étendue à toutes los valeurs positives et négatives do n,/ excepté ; et s^il

d.rsubsiste en outre une inégalité analogue provenant de —y c^st-à-dire si
€t/t

IC/-^')^! ̂ K^-!"^')^!'
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d'un système différentiel

(III)
| ̂
I ~dt ::=ailx•+~a^y^
\ dr
\ -^ '= a^x-^-a^y,

à coefficients périodiques, et le mouvement plan qu'elle définit.
Soit & l'anomalie du point mobile. On peut toujours poser

(IV) 2 r==G)^+£ (^ ) ,

où £ (^) reste fini même pour t indéfiniment croissant, et œ est une cons-
tante^ égale, suivant les cas, ^j+g ou à y — g Çj entier; ^détermi-
nation choisie pour le coefficient de ±: 2 TU clans les exposants carac"
téristiques du système différentiel).

Notons, en passant, que cet énoncé fournit une spécification non arti-
ficielle des exposants caractéristiques. On l'obtient en convenant, une
fois pour toutes, de fixer le signe et l 'entier additif, qui restent a priori
indéterminés dans ces exposants, par la condition que le coefficient
de ± 2 TC?'soit justement le coefficient co dei dans l'expression (asymp-
totique) (IV) de l 'anomalie S".

La formule (IV) donne
I ,. Srli m — == (o,

/r=oo ^

montrant que le rapport entre l'espace angulaire décrit par le point
mobile et le temps employé tend à différer autant moins de co que l'in-
tervalle grandit. La rotation autour de l'origine est donc asymptoti-
quement uniforme.

Il est bien naturel d'exprimer une telle circonstance en disant qu'il
existe un moyen mouvement asymploticfue pour le point mobile sur S,
ou, si l'on veut, pour la solution S elle-même, ou, en remontant encore,
pour tout sysième différentiel (III) (1).

(1) II convient de rattacher ce résultat» à une question (se présentant dans la théorie
ordinaire des inégalités séculaires) posée déjà par Lagrange :
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La première partie de ma recherche (Chap. .1 et II) a eu. pour but
principal la démons t ra t ion du théorème d'existence énoncé tout à
l'heure. J'y suis parvenu par des considérat ions indirectes, très élé-
mentaires d'ailleurs, sur les subst i tut ions l inéaires. Il convient toute-
fois de remarquer qu'il s'agit d ' une propriété touchant exclusivement
à l'anomalie 5, et par cela même incluse (d 'une façon plus ou moins
cachée) dans l'équation du premier ordre

(V) — ==^21 cos^-h ( a 2 2 — ^ n ) c o s 5 ' s i n S - — a i 2 sin'S-,

qui est une conséquence immédiate du système ( ï l î ) et déf in i t com-
plètement ^ en fonction de t.

Soît 'un mouvement plan défini par les équations :
N

^^S artCOS(^"^),.A—d^
1
N

y ( Q ===y ^ 8m (^ / -h. p,, ),
ÀHSSi^

ï

où les sommes comprennent un nombre fini (d'ailleurs arbitraire) N de termes, les t»', les a
et les (à sont des constantes réelles quelconques. Existe-il un moyen mouvement (asymp-
totique) pour l'anomalie 5'?

La réponse est affirmative pour N == '2, oa bien (N étant quelconque) si une des | a [
dépasse la somme de toutes les autres. [Comparez par exemple : CnAiiumi, Die
Mechanik des IIlmrnels, Band î, Leipzig, Voit, 190%, p. 354-356, 369-372.] Mais l'analyse
du cas général paraît assez peu oncou rageante : c'est Lagran^e, lui-même, qui l'avait fait
remarquer. On s'en rend compte nettement d'après une intéressante recherebe de M. Boni.
[Uef^er élu in der Théorie der sàkularcn Storun^cn w)r7wmmendc.v PrûbLem (Journal f/lr
die reiriû urui angewcmdtc Mathemeaîk, B. 13îî, n)o8, p. 189-^3;)), où 86 trouve épuisé le
cas de N == 3. Il s'ensuit que l'existence d'un moyen mouvement est liée en ge/têral à la
nature arithinôliquô des coefficients.

Pour les solutions ^ ( t \ y ( t } des systèmes ( I H ) , on n'est pas gêné par de telles dis-
tinctions. Cela tient, peut-on dire, à la circonstance particulière que les gn dô Lagrange
ont ici des valeurs en progression arithmétique (^ == ^'-4- n ) : dès lors le passage de la
somme (d'un nombre fini N de termes) à une série n'augmente pas la difficulté.

On est ainsi amené à ajouter aux deux cas signalés par Lagran^o^Nss % ; présence d'un
terme prépondérant) un troisième cas, assez particulier d 'un côlô (à cause de là liaison
entre les g), très général de l'autre (les sommes pouvant môme être reinpiacées par des
séries), où l'existence d'un moyen mouvement apparaît sous son jour naturel de caractère
qualitatif.
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A ce po in t de vue la ques t ion de l'existence du moyen mouvement
se pose également pour (ouïe équat ion

(Vï) fij^ô(^),

où @ est une fonc t ion f inie , con t inue et périodique, soit par rapport
à / que par rapport à 5.

En désignant par £"0 la valeur in i t i a l e de £'5 par m et M la plus petite
et la plus grande valeur de ©, on t i re de (VI)

mt^ — &(,^M^.
^Le rapport ~ reste par conséquent compris, lorsqu'on fait croître t

i n d é f i n i m e n t , entre des l imites finies ( q u ' i l est permis de supposer,
pour / assez g r a n d , si proches que l'on v e u f , de m. M). Mais tend-il
vers une l i m i t e bien d é t e r m i n é e ? Je ne pense pas q u ' i l en soit ainsi , en
général ; cependant je ne saurais citer en ce m o m e n t aucun exemple
à l 'appui de mon impress ion . La l imi te existe non seulement pour les
équations (V), mais aussi pour que lques autres formes dû © [par
exemple lorsqu'on peut , dans (VI) , séparer les va r i ab l e s ) .

En revenant au présent Mémoire, je dois ajouter quelques mots sur
l 'appl icat ion a la théor ie de la Lune con tenue dans le dernier Chapitre.
On n'y trouvera la résolution d 'aucun problème nouveau, mais plutôt
un exposé d idac t ique de prémisses et développements assez connus ,
visant à é tab l i r en toute r igueur un résultat théorique qui remonte,
peut-on dire, a Newton : l 'existence d 'un moyen mouvement (asymp-
tot ique) du nœud lunaire .

On le ra t tache o rd ina i r emen t à une équat ion du second ordre telle
q u e ( l ) (à exposants caractérist iques imaginaires). La n a t u r e de la
quest ion i m p l i q u e la présence d'un terme prépondérant dans le déve-
loppemen t de l ' i n t é g r a l e qu' i l y a l i eu de cons idérer ; d 'où la consé-
quence l é g i t i m e qu ' i l y a, en moyenne , un nombre b ien dé t e rminé
de racines à chaque période. On tire d'ici la mesure du moyen mouve-
ment du nœud, ( ' n supposcinl toutefois d'avance que ce moyen mowe'
ment exista. 11 en est bien ainsi en première approximat ion (lorsqu'on
ne ret ient que les termes du premier ordre par rapport à un certain
paramètre) ; m a i s o n n'a n u l l e m e n t le droit d'en conclure sans discus-

Ann. Éc. JNorm., (3), X K V Î 1 L — JL'ILLET 1 ^ 1 1 . 4^
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sion que cela est vrai exactement, d 'autant plus que — on le sait bien
— pour des équations non linéaires, la conclusion serait en défaut.

Cette petite lacune du raisonnement classique disparaît après coup
par une transformation (classique elle-même, à quelques détails près)
de ladite équation du second ordre. On n'a alors qu'à appliquer
à la longitude du nœud le théorème général d'existence concernant
les systèmes (III).

Qu'il me soit permis de signaler, en terminant , l'extension qu'on
pourrait faire à l'espace (ou plus généra lementàun nombre quelconque
de variables) des questions discutées, pour deux variables, dans les
Chapitres f et II.

CHAPITRE L
QUELQUES ÏIEMARQUFS StJR. LÏÎS SUBSTITUTIONS UNÉAt îŒS A m'VK VAnrAB.LIKS.

I. —•- Généralités.

Considérons (dans le champ réel) la substitution l inéaire S-,

/ . ( .y=a^h b'n,
i y=c^ 4-<^,

propre, c'est-à-dire telle que le déterminant des coefficients

,1)^ a b

c d
ne s 'annule pas-

Si l'on envisagea, y ; ^T] comme coordonnées cartésiennes de deux
points P et II d 'un même plan, la substi tution S s'interprète géométri-
quement comme âne affinité (transformation homographique conser-
vant la droite de l ' i n f i n i ) ayant son centre (point uni à distance finie)
dans l'origine 0.
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Atout point II dist inct de 0 correspond, d'après (i), un point P,
également distinct de 0, et réciproquement.

Soit/l'angle don t il faut tourner autour de 0, le sens positif étant
Ox-^-Oy, pour passer de OU à OP. Cet angle n'est déterminé (en fonc-
tion de oc, y, ou, si l'on veut, de ^, T], a, b, c, cl) qu'à des multiples de
211 près, à moins qu'on ne fasse intervenir que lque convention ulté-
rieure.

On convient bien souvent (même sans le dire explicitement, tant
c'est nature l ) de se rapportera la plus petite des rotations amenant
OU en OP (en lui a t t r ibuant le signe 4- ou le signe — suivant le sens),
ce qui revient à supposer/* compris entre — TT et r:.

II. — Substitutions variables. Lemme sur Funiformité.

Mais parfois il peut être plus avantageux d'adopter un critère dif fé-
rent. C'est co qu i arrive par exemple lorsqu ' i l y a lieu de faire varier,
d 'une façon continue, soit les coordonnées ^, Y], soit les coefficients
a, 6, c, d (\w f igurent dans les formules (i). I l est alors naturel d'exi-
ger que la var ia t ion de/soit elle-même con t inue , et on est conduit à
adopter la dé t e rmina t ion de/provenant par cont inu i té d'une déter-
mina t ion in i t ia le / ) . A l'égard de celle-ci le choix reste arbitraire : on
pourrait par exemple avoir recours à la spécification précédente en
s'imposant les inégal i tés —'TC^/)^'^, mais il suffira s implement de
retenir que/o est une constante bien déterminée.

Pour que le critère de la, cont inu i té soit just if ié sans discussions
complémentaires, nous supposerons :

A. Qu'on ait toujours affaire à une véritable substitution, c'est-à-dire
que, p e n d a n t la var ia t ion de a, b, c, cl, le déterminant D ne s'annule
pas ;

B. Que le poin t II, et par suite P, ne passent jamais a l 'or igine, l'angle

HOP ayant a ins i toujours une signification géométrique.

Il va nous convenir de préciser davantage.
Envisageons nos éléments variables ^, rj, a, b, c, cl comme fonctions

d'un certain nombre de paramètres réels : t e t r , pour fixer les idées ;



332 T. LEVI-CÏViTA.

et supposons qu'elles remplissent , A et B en restant con t inues et
uniformes dans un cer ta in domaine F (de valeurs des paramètres t
et r). Je dis que, si le champ F est simplement connexe, f Çt, r), déduite
par continuité d'une valeur initiale f\ (correspondante à un poin t parti-
culier quelconque / y , T() de F) résulte elle-même une fonction uni-
forme,

Pour le prouver, il suffi t de constater l ' ident i té des déterminat ions
de y avec lesquelles on parvient à un point quelconque (^ T) à partir
de (^(p T(,), en su ivant des chemins différents enl ièrement silués
dans F.

Soient en eiïetyet/' les deux dé t e rmina t i ons correspondant à deux
quelconques L, l/ des chemins susdits . I ls forment ensemble un cycle
fermé, réductible par con t inu i t é à un p o i n t , ou, si l 'on vent , à une
circulation inf in iment pe t i te sans sortir de F.

Or, si l'on décrit le cycle, en p a r t a n t de ( / , ^) avec la d é t e r m i n a t i o n /'
(et en parcourant d'abord L à reculons, puis I /) on rev ien t en ( l , r : " )
avec la dé te rmina t ion y. D'ai l leurs la diiïerence/' '•""•"/'ne p e n t être
qu'un multiple en t i e r de 271:; dans une d é f o r m a t i o n c o n t i n u e du cycle
elle ne saurait subir des va r i a t ions b rusques ; c'est donc une cons-
tante. Mais elle s 'annule pour u n e c i rculadon i n f i n i m e n t p e t i t e ; on a,
partant,/ '" — /'== o.

III. — Déplacement du point paramétrique dans une substitution
à coefficients constants.

Cherchons d'abord, pour une subst i tu t ion que lconque S, dans
quelles conditions la rotation /est un m u l t i p l e entier (ou nul)de 'n: ,ce
qui équivaut à s in f= o.

Il faut et il suffit pour cela que deux points correspondants II et P
(distincts de l 'origine, d'après B) se t rouven t alignés avec l 'origine,
c'est-à-dire qu'on ait

x :^1S^ y=:/.Y],

en désignant par A un facteur de proport ionnal i té , qui peut être d'ail-
leurs positif ou négatif. Dans le premier cas II et P a p p a r t i e n n o n t à u n
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même rayon vecteur issu de l 'origine, et/est par conséquent un mul-
tiple pair de ̂  ; dans le second cas 011 et OP son t opposés, etf est un
mult iple impair de -TT.

Quoi qu'il en soit, en posant, dans les ( i), oc =. \'i, y == A Y], comme
nous excluons que ^ Y] s 'annulent à la fois, on voit que X doit vérifier
l 'équat ion du second degré

a — X b
c d—\

: o.

La façon dont se comporte / 'comme fonction d u p o i n t l l est bien diffé-
rente selon que le d é t e r m i n a n t

1 Cl b \

est positif ou négatif. Examinons séparément les deux éventualités.

,1.) ^> o. — Les deux. racines de l 'équation précédente peuven t être
réelles ou imag ina i r e s ; lorsqu 'e l les sont réelles, elles ont un même
signe.

I l s 'ensui t que, en fa i san t var ier II d a n s tout le plan (à l 'exclusion
seulement du poin t ()) : ou b i e n on ne rencontre aucune valeur de/
mul t ip l e de TC (racines imag ina i res ) ; ou bien l 'on renconirc des mul-
t iples pairs (racines posi t ives) ; ou bien des multiples impairs (racines
négatives) ; jamais de mul t ip les pairs et impai rs à la fois.

Ceci nous ind ique q u e l 'osci l la t ion de la fonction f du poin t II
(déduite par c o n t i n u i t é d 'une dé t e rmina t ion in i t i a l e , arbi t ra i rement
choisie en correspondance d 'une posit ion particulière quelconque de
II) ne peut jamais atteindre 211, de quel le façon qu'on déplace II, même
en le faisant tourner autour de l'origine.

En effet, si ladite osci l la t ion était r?2Tc, l 'ensemble des valeurs
prises pary comprendrai t à la fois des multiples pairs et des multiples
impairs de r., ce que nous venons d'exclure.

Une conséquence immédia te est que la fonct ion dont il s'agit résulte
nécessairement uniforme. En effet les autres dé te rmina t ions , a priori
possibles, d i f fè rent par des mult iples de 271, et il n'est pas à craindre
d'y parven i r en faisant décrire à II des cycles fermés, dès que l'oscil-
lation reste au-dessous de 2?:.
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Il est à peine nécessaire d'ajouter que ce cas d 'un i fo rmi té ne renire
pas dans la remarque générale du numéro précédent-, puisque le champ
devariabi l i lé de H (qui correspond au F du numéro précédent, les
coordonnées E, Y] jouant ici le rôle de l, r) n'est plus s implement con-
nexe à cause de l'exclusion de l'origine.

D < o. ~ Envisageons d'abord le cas particulièrement simple d'une
reflexion (sur l'axe des abscisses)

^==Ç, y==—rj.

Partons, pour fixer les idées, d'un pointl l s i tué suri/axe des abscisses.
11 coïncide alors avec son correspondant P, et l'on peut adopter la
détermination initiale/^ o.

Faisons maintenant tourner II, dans un sens quelconque, autour de
Forigine; le point P tourne évidemment en sens opposé; par consé-
quent la valear absolue de la rotation va toujours en augmentant. Après
un tour complet, l ' augmenta t ion sera 470 (chacun des deux points
ayant tourné de 2'n;).

On a donc affaire à une f o n c t i o n non uniforme /de II, qui croît, (ou
décroît suivant le sens) de 4^ lorsqu'on (a i t décrire à II un cycle ren-
fermant l 'origine.

Nous allons prouver que cela arrive également pour u n e subs t i tu t ion
quelconque S à déterminant négatif .

Il suffit d ' invoquer la circonstance qu 'on peut passer de S à la
reflexion x ^ ^ y ^ ^ ^ (pour laque l le D = - :r) en modif iant d 'une
façon continue les coefficients a, h, c, d sans que la condition D =^ o
(A du numéro précédent) soi t jamais en défaut.

Dès lors, soient, pour la substitution S qu'on prend à considérer,
/et/ ' deux déterminations correspondantes à un même point II et
déduites l 'une de l'autre en tournant une seule fou autour de l 'origine.

La différence/ '—/; qui ne peut être qu'un multiple entier de 21:,
reste constante lorsqu'on fa i t varier les coefficients avec cont inui té ;
elle est — 4.TT pour la reflexion (si l'on est passé do/à/' en, tournant
dans le sens direct O.r-> ()y) ; elle reste donc - 4 TC pour toute substi-1

t u t i o n à déterminant négatif.
C. Q. F. D*
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IV. — Déplacement du point paramétrique dans le cas général.

Nous nous proposons d'assigner une l imite supérieure des oscilla-
t ions de la fonction f lorsqu'on combine le déplacement de II avec une
variation quelconque des coefficients a, b, c, d.

On parviendra sans peine à se débarrasser de cette dernière
influence, en se reconduisant au cas des coefficients constants envi-
sagé tout à l'heure.

Supposons, pour plus de netteté, les a, h, Cy d fonctions d'un seul
paramètre t, et ^, Y) indépendants de t.

11 convient de se représenter P comme un point mobile en fonction
de t ( temps) et dépendant en outre d'un point paramétr ique II.

Soit S" l 'anomalie de P, en convenant, bien entendu, de l u i at t r ibuer
la déterminat ion qui se dédui t par cont inui té d'une détermination ini-
tiale, d'ailleurs quelconque.

Déplaçons II en II*, et soit P* la posit ion occupée, dans cette hypo-
thèse, par le point mobile à l ' instant l; y l 'anomalie correspondante,
toujours dédui te par cont inui té d 'une détermination init iale (arbi-
traire). J'en disposerai, pour fixer les idées, de façon qu'on ait, à l'ins-
tant init ial t = t ^ y

_^<^^.^^.

Soient encore ^*, Y]* les coordonnées de II* ; ;r*, y * celles de P*,
liées à î;*, T]* par les relations (x), qui s'écrivent

j^ar+^,
v / ( y^c^ +d-n\

Ceci posé, si II et II* sont alignés avec l'origine, c'est-à-dire si leurs
coordonnées sont proportionnelles, il en sera de même, à cause de (i)
et (i'), pour P et P* quel que soit /.

La différence £r* — S" se maintient alors constante, et par suite égale
ou bien à zéro, ou bien à TC, d'après la spécification adoptée pour la
valeur ini t iale .
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•à

En dehors de ce cas par t icu l ie r , le dé t e rminan t

^ •n

ne s'annule pas.
Les équations (ï) et (Y) d o n n e n t d 'a i l leurs

x y

^ y-
:Dv.

Le premier membre est identique à rr* s i n C & * — &), en désignant par
r, r* les rayons vecteurs OP, OP\

11 s'ensuit
sin^-^^!^,

• ' / ' r *

où - c'est tout ce q u ' i l nous fau t r e t en i r le second membre ne
s'annule pas.

La différence &* — S" étant in i t i a l ement comprise en t re —- rc et o, ou
bien entrée et-rc (extrémités excluses, pu i squ ' i l ne s'agit pas de points
alignés) restera tou jours dans le même i n t e r v a l l e , car au t r emen t e l le
devrait traverser un zéro de sin(£* — à).

On a par tant | &* — 5 | < TC, d'où la l i m i l a f i o n

embrassant aussi le cas de l ' a l ignement .
Remarquons m a i n t e n a n t qu'en disposant d ' une man iè re convenable

des coordonnées E, Y] du point II on peut a t t r i b u e r a x, y des valeurs
ini t ia les arbitraires, c'est-à-dire une posi t ion i n i t i a l e fixée d'avance
au point mobi le P. Nous sommes ainsi condui t à l'émyicé su ivan t :

Dans tout mouvement défini par une s u b s f i t u t i o n ( î ) (à coefficients
fonc t ions de l ) , le nombre de tours décri ts , d a n s un temps donné , par
le rayon vec teur du point mobile est i n d é p e n d a n t de sa pos i t ion i n i -
t ia le ; d'une façon plus précise, la différence £ * — S r des anomal ies
(fixée in i t i a l ement entre — TC et rc) ne peut jamais dépasser un demi-
tour.

• II est aisé d^en déduire une l i m i t a t i o n pour l 'oscillation que peut
subir , avec /, la d i f f é rence /* —"/'des ro ta t ions faisant passer respec-
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tivement de OII* à OP* et de OIÏ à OP. L 'une et l'autre, cela va sans
dire, sont censées déduite, par variation continue de z, de leurs
déterminations initiales/^,/, : à l'égard de cette dernière on ne fait
aucune convention, mais/^ en reste fixée, par loi de continuité,
d'après le déplacement du point paramétrique (de II à II*).

Tout d'abord, dais le cas de l 'alignement, la dite différence /* —/
garde, quel que soïit, sa valeur initiale/^ —/,. Pour se rendre acompte
de la variation dans le cas général, il suffî t de remarquer que les
différences

Sr~/, y—p

sont des constantes, puisqu'elles représentent les anomalies des points
paramétriques II et 11*, prises avec des déterminations convenables.
I/identité

y — 5- ==/*—/ -4- const.

montre alors que /*—/ne peut s'écarter de sa valeur init iale plus
que 71: (à droite et à gauche), car autrement on traverserait quelque
zéro de sin ( S * — £r).

On en conclu t
|/*-/|^l/;-^l^^

en tout cas et pour tou te valeur de t.

Corollaire pour les substitutions à déterminant positif\
S'il s'agit d 'une substitution à déterminant positif, la différence

/(* "-/J reste au-dessous de 2îc (numéro précédent), d'où

\r-f\^^
L'oscillation de la fonction/(de t et du poin t paramétrique II) ne

peut donc dépasser 3-n: [de quelle façon qu'on fasse varier soit /,
soit II (1)].

( l) On reconnaît aisément que / est une fonction uniforme de ^ II, c'est-à-dire des
arguments ^ Ç, -/), le champ de variation étant le champ réel (^ T], t) tout entier, à
l'exclusion de la droite Ç === o, '̂  = o.

^/i/i. Ac\ Norm., (3), XXVIIL — AOUT 1 9 1 1 . 43
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V. — Substitutions périodiques et semi-périodiques. Indices.
Moyen mouvement vrai et moyen mouvement asymptotique.

Une subs t i tu t ion (i), dont les coefficients a, h, c, ^dépendent d'un
paramètre /, sera dite périodique^ si les fonc t ions a, b, c, d admet ten t
toutes la même période T. On peut naturel lement supposer T ^> o, car,
T étant une période, ~ T l'est également.

Il y a avantage à considérer ensemble les subst i tu t ions périodiques
et une classe un peu plus générale jou i s san t (an point de vue qui va
nous intéresser) de propriétés ident iques . Ce sont les subst i tu t ions
semi-périodiques, déf in ies par la condition que les coefficients a, b, c,
rf soient périodiques de seconde espèce, comme s'exprimait Hermile,
c'est-à-dire se reproduisent au bout d 'une période à un facteur cons-
tant p près (le même pour toutes les quatre fonctions).

Fixons partant notre attention sur unesubs t i tu t io r i semi-périodique
quelconque, ce qui comprend aussi ( p o u r p = = i ) le cas des substitu-
t ions périodiques.

En faisant croître t à partir d 'une valeur quelconque, au bout d 'une
période T, les coordonnées <r, y de P se trouvent, multipliées par p ; le
rayon vecteur OP acquiert par conséquent une direction égale ou oppo-
sée à sa direction in i t i a l e . 11 a donc accompl i , en tout cas, une rotation
de NTT, N étant un ent ier (posit if , négatif ou nul) ,

Ce nombre N reste toujours le même, par raison de cont inui té ,
quelle que soit la valeur ini t iale de t, et aussi la position du point
paramétrique II.

On a partant dans N un élément caractéristique de la subst i tu t ion :
je l'appellerai indice de la subst i tut ion semi-périodique dont il s'agit.

Ceci posé, considérons (comme fonction de l) la rotation /, en
adoptant — cela va sans dire — la déterminat ion imposée par la con-
tinuité, à partir d'une certaine détermination initiale,

La propriété invariante de N se traduit dans l'équation fonction-
nelle

/(^Ï)~/(/)=N^

subsistant pour toute valeur de l.
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On en déduit immédiatement qu'en posant

(°-) /(Q^^+^),

le terme résiduel cr(^) est une fonction périodique de l. C'est ce qu'on
exprime parfois en disant que la fbnct ionypossède le moyen mouve-
ment vrai — (1). Nous le dirons même moyen mouvement de la subs-
titution semi-périodique dont il s^agit . La raison en est manifeste si l'on
pense au mouvement du point représentatif P autour de 0.

En effet, dans le cas particulier où l ' indice N est nul , ce moyen
mouvement s 'annule aussi, ety(/) se réduit à une fonct ion périodique,
ce qui veut dire que le rayon vecteur reprendra sa position initiale,
ayant exactement tourné d'autant dans un sens que dans le sens
opposé (moyen mouvement == o).

Pour N ̂  Oy la différence f — —r t des rotations accomplies par P

et par un point fictif doué de la vitesse angulaire constante -7^- (et
coïncidant avec P pour / = = o ) reste toujours finie d'après (2), et
on a

/(O-î^
II ffî ————r,——————— == 0.
/==oo NTT^.t

Cette différence est par conséquent d'autant moins importante vis-à-
vis de -7p-/ que les valeurs de / vont en croissant.

Chaque fois qu 'une pareille circonstance se présente, il y a bien en
quelque sorte un moyen mouvement.

Nous voici partant conduits à la déf ini t ion suivante :
Si une fonction/^) peut être représentée sous la forme

/(Q=G^+£(^),

où ed) reste finie, même pour / grandissant indéfiniment, on dira
qu'elle admet le moyen mowement asymptotique œ.

( 1 ) Foir par exemple GIÎAHUER, Die Mechanik des Himmels^ Leipzig, Veit, 1902-1907,
B. II, p* 45-^
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On dira analoguement qu'une substitution à coefficients variables
possède un moyen mouvement asymptotique s'il en est ainsi pour la
rotation f(s) (du point représentatif P, autour de 0).

VI. — Substitutions composées.

Prenons pour S le produit de deux subs t i tu t ions linéaires 2,
définies respectivement par les formules

^ y, y,.

(3)

(4)

x == y.v +- |3ç,

y =:y? + ôç;

r==ociÇ -h Pr/Ï,

9=7iÇ ^ôi'n.

On peut supposer, sans nuire à la généralité, que le déterminant

A=. a P .
a (3
7 ô

de la substitution S soit positif. En effet, s'il était négatif, on n 'aurai t
qu'à changer î) dans — î) pour renverser le signe de À (et en môme
temps du déterminant de 2^ ).

Les a, P ,Y^? a^ P^ Y i ? ^i seront censés fonctions d'un paramètre^
finies, continues et vérifiant la condit ion A du n° 2. Il en sera alors de
même pour les coefficients a, ô, <?, d de la subst i tu t ion S == SS<.

Les coordonnées ^ T] seront traitées ici comme des constantes (par
rapport à t).

P, II et/conservant toujours leur signification, appelons il le point
(r, i)); f^ la rotation amenant OU en Of ; <ï> la rotation amenant 0|1
en OP, déduites l 'une et l'autre par continuité de certaines détermina-
tions init iales (arbitraires). Ces rotations ^^ et <I> sont évidemment,
autant que/, des fonctions de t; la somme <I> + ci ne peut d'ailleurs
différer de/que par des multiples de ^TC. Si là différence initiale est
2/xîc(^ entier), on aura, par raison de continuité,

/(^=^(^)+y,(^^2/27r,

pour toutes les valeurs de /.
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La rotation <D figurant dans cette formule se rapporte à des r, î)
variables avec ^d'après (3). Désignons parc la rotation correspondant
à la même subst i tut ion S, pour la même valeur de t, dans l'hypothèse
toutefois que les F, î) ne varient pas (gardant par exemple leurs valeurs
initiales).

Le déterminant A de la substitution S étant par hypothèse positif,
on est assuré (n° -4, corollaire final) que la différence <& — y ne peut
jamais dépasser 3'Tr en valeur absolue. Si donc on pose

W == (fr—— Oî 4- '2/2-ÎT,

la fonction W restera toujours finie.
D'ailleurs la relation précédente peut s'écrire

(5) f^^^r^^W,

y et ç, ayant une signif icat ion analogue pour S etSi respectivement.
Il s'ensuit que la loi de croissance de / pour les grandes valeurs

de t est fixée par la somme
ç •+• 9r.

Voilà ramenée la subst i tut ion composée S à ses composantes S, S,.

Jîemarc/ue. — On a supposé dans ce qui précède que le déterminant
A de S soit positif, ou, pour mieux dire, qu'on ait pris préalablement
le soin de le rendre tel en changeant, au besoin, î) en — i).

On pourrait na ture l lement traiter d 'une manière directe aussi \ecas
du déierminant A négatif. On serait conduit , après quelques réduc-
tions, au résultat bien s imple qu'il suffit de remplacer, dans l'expres-
sion dey, la somme des rotations y, y^ par leur différence.

La formule qui fait pendant à (5), pour A <^ o, est donc

{Ï') f^rf-^+W\

W* représentant une quanti té qui reste toujours finie.

VU. — Cas particulier.

Si les substitutions S et S, sont périodiques ou semi-périodiques, on
peut aller plus loin.
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On peut alors poser (n° 4)
NTTï^Y- +^
N^

cpr-^^n

T, 1\ désignant les périodes de S, S, ; N, N( leurs indices ; cr et G-, deux
fonctions périodiques,

Supposons d'abord le déterminant de 2 positif.
L'expression de la rotation/(correspondante à la substitution corn-

posée S = S.2^) pourra s'écrire, d'après (5),

(6) /̂ ,+ïl;,+,

OU
£ •=: V -+- cr -+- (7i

reste finie même si t grandit indéfiniment.
Dans le cas du déterminant négatif, on aurait d'une manière

analogue

(6') /^-^M-a-,

où Ê* === W^+ cr — c^ reste également finie en tout cas.
Les formules (6) et ((f) donnent lieu à l 'énoncé suivant :

Toute substitution S, produit de deux suhsUtutionff semi-pério-
dicfue$îi^ Sp possède un moyen mowement a$yrnplolique^ qui est la somme
ou la différence des moyens mowernents admis pur les substitutions corripo-
sanies : la somme si le déterminant de 2S est positif, la différence
s'il est négatif,
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CHAPITRE II.
SYSTEVŒS DIFFÉl lENTlELS L I N l ^ A U Œ S A COKFFICŒNïS P Kï\ lODIOUES.

ï. — Préliminaires. Expression classique de l'intégrale générale.

Nous nous occuperons des systèmes l inéaires à deux i n c o n n u e s :
I dx

^r- =.a^x + a^y,

(0
ÎL
cit : a.^x -+• r/a^y,

les a é tant des fond ions périodiques réelles de la variable indépen-
dante / (finies et continues); la période sera désignée par T, en suppo-
sant T^>o, ainsi q u ' i l est toujours loisible et qu ' i l a été déjà convenu
au Chapitre précédent (n° 5). 11 sera en outre commode de se servir
parfois de locut ions c inémat iques en in terprétant la variable indépen-
dante / comme temps et faisant correspondre à chaque solution (réelle)
de ( ï) un p o i n t mobile P, ayant pour coordonnées à un instant quel-
conque t les valeurs ^(^), ,y(Q.

Toute propriété générale des systèmes l inéaires s'applique naturel-
lement à (ï). Citons notamment la formuleC )

/ ^ d^ , s «^
( 2 ) -^-•=—(uti l -+-022)1) ,

où D représente le déterminant
^i }'i
«^2 y-i

de deux solutions part iculières quelconques
x=x,W, y=y^t\,
x^x^t), y=y^t).

( ï ) Donnée explicitement par Jacobi, mais remontant dans la substance à Lion ville, on
môme, pour le second ordre, à Abel {Voir l'arlicle de M. Vossiot, dans l 'édition française
de V Encyclopédie daî Sciences mathématiques^ t. II, vol. 5, fasc. ï , p. i3o).
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Elle nous assure quela condit ion d'indépendance1 nepeu l jam,a i s cesser
d'être satisfaite, dès qu'elle l'est pour l ' ins tant in i t ia l / == /o.

Ceci rappelé, t enons compte de la périodicité des coefficients et
citons encore quelques résultats bien connus. ( ( )

La forme analyt ique des intégrales de (i) dépend essent ie l lement
d'une certaine équation du second degré à coefficicnïs n umér iques réels
(ces coefficients pouvant être calculés en tout cas par approximations
successives en opérant des quadratures superposées sur les fonc-
tions a) : les logarithmes ( n a t u r e l s ) des racines p , , pa de la dite équa-
tion sont ce qu^on appelle les exposants caraclérislùfues du système
différentiel.

D'après les hypothèses faites à Fégard des a, p , , pa résultent néces-
sairement finies et différentes de zéro, leur produit étant essentiel-
lement positif»

Elles peuvent être d'ailleurs réelles ou bien complexcïs conjuguées.

Cas des racines réelles. — Si p » , p^ sont réelles (qu'elles soient dis-
tinctes ou coïncidentes), les équa t ions (i) admet ten t (au moins) une
solution réelle à mul t ip l i ca teur , c'est-à-dire une solution

x^a { t } , y=c(<0,
telle que
(3) a{t^ T) =p^(/) , c{C 4- T) ^p, c ( / ) .

Soit alors
x-=b{t}, y ^ d { t ) ,

une seconde solut ion réelle quelconque, indépendante de (a, c), ce qui
se traduit dans l'inégalité

a b.1):= .^o.
C a

( 1 ) Fuir, par exemple : FJLOQUET, Sur les équatio/is clifféi'Gnt.ieUes linéaires à coefficients
périodiques {Annales scientifîcfue.f de L'École Normale supérieure^ '2e série, l. XII, ï883,
p. 47""^ )• POIKCABÉ, Les méthodes nouvelles de la mécanique célc.vte, Paris, (xaulhier-
Villars, 1892-1899, t. I, n" 3o, p. G4-G8. CHAKLÏIÎR, loc, cit^ Band 1, p. w-ii. LÏAPOUNOFF,
Problème générûl de Ici stabilité du mouvement ( Annales de la Faculté' des Sciences de
7oul<we, ̂  série, i. JX, 1907, n08 ^6-54, p. 392-426),
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L'intégrale générale de notre système pourra s'exprimer sous la forme

(4)
x ==a'E, 4- ^Y],
y ==c^ +^,

en indiquant par ^, Y] les deux constantes d'intégration.
Les solutions réelles sont évidemment toutes et seulement celles qui

correspondent à valeurs réelles de ?, Y;.

Cas des racines imaginaires. —• Dès que p^ pa ne sont pas réelles,
elles sont conjuguées (et dist inctes) .

En posant

( 5 ) ' ^ïo^=^=^ 4-^ (^ réels),

^- et, par conséquent, l'exposant caractéristique k^ ne sont déterminés
qu'à un nombre ent ier près. On pourrait par exemple adopter la déter-
mination de g plus petite en valeur absolue. On aurait alors

o<lé'l <"'/*
ou même

(6) o<^<^

en convenant d'appeler p , celle des deux racines pour laquelle le coef-
ficient de i est positif (ce qui équivaut à sin ir.g ^> o).

Il vaut'mieux toutefois ne pas introduire, à l'égard de g, une con-
vention artificielle, qui pourrait devenir gênante. Ceci surtout pour le
cas, où l'on a affaire à des systèmes différentiels dépendant de para-
mètres. On désire alors généralement de respecter la cont inui té ; et il
convient par conséquent d'adopter la détermination de g se déduisant
par continuité d'une détermination initiale g^ arbitrairement choisie
[par exemple d'après (6)] en correspondance à un système particulier
de valeurs des paramètres.

Ceci bien fixé, posons encore

(5Q A,=^+.A,
' / Wl ° ^71

Ânn. Éc. Norm., (3), XXVIIÎ . — AOUT 1911* 44
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d'où (p^ étant conjuguée à p < )

<^:=:pa;

yL est donc le second exposant caractéristique (conjugue à 7c,).
Venons désormais à l ' intégrale générale. La théorie des équations à

coef f i c i en t s périodiques lui assigne le type suivant :

(7)

/. i / /.a /

X == Cj (fi C T 4" Ça ^2 € T ,

À ) / ^/

y=: C i C i ^ T -}- C^â^' .

où C i , Ça représentent les constantes d ' intégration, e t / / - i , / ^ ; ^ , ^ sont
des fonctions périodiques (^ conjuguée à u^y (^ à Pa) ayant la môme
période T des coefficients a : le dé te rminant

^1 ^2

t>! ^2
ne s'annule jamais.

Pour obtenir de (7) toutes les solut ions réelles, i l faut et il suffit
d 'attribuer aux constantes Ci et C^ des valeurs complexes conjuguées,
On peut mettre en évidence la réalité en posant d'abord

(8)
i^~^(^/p),

fi rl ^ == ^ ( y — ^ ' o ) ,

ce qui in t rodui t quatre fonctions a, p,y, o réelles etsemi-périodiques,
En effet, si l'oa change t en ^+T, les premiers membres des (<S)

deviennent
e " " " ^ a T / /1 :r;.:: - ̂ -1-/' ( a — ^6 ),

e-11 e T t'i = - e-// ( y -~ KÎ ),

d'où les identi tés

(9)

a(<î 4-T) ^e-^aC^),
P(^+T)=e^(3(^),
'/(^..hï)^^^^^),
a(/4-T):=e^o(Q.
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En changeant i en -- i, on obtient de (8)
347

(S')
e T ^n-r -(a -l- ^'p).

///
^""^^(y 4-^î).

Posons ensuite
(10) C i==^4 - r^ , ( ^ • ^ ^ — ^ (;:,-/) réels).

et aussi
HE../

ï + n; ==Ci(? T " ,
c'est-à-dire

(n)
y

p

=.= ^ cos

=: c sin

271

9.7:

"T"

s1

ô "

— •ri si n

-/ '>'71
-+- rj ces

271
T"

TjT-

A'-/.

é'7-

Explicitons maintenant les seconds membres des (7) en tenant
compte des (5), (S'), (8), (S7), (10) et (n). 11 vient bien snnpiement

(12)
x-== ar 4" (3ih
j =:yf -+- ôl;,

qui, combiné avec (n), fournit l'expression cherchée de l'intégrale
générale des (i) dans le champ réel : a, (3, y, S désignent des fonctions
semi-périodiques de multiplicateur er^ [d'après (9)], dont le déter-
minant

^1^ MA=:
y Q

lié à w [d'après (8) et (^yi par la relation
_^

^e T w == i^.,

ne s'annule jamais; ^ rj sont deux constantes arbitraires, et g une
constante caractéristique du système différentiel donné. A la vérité g
n'est déterminée qu'à un entier près/qu'on peut a priori fixer à son
gré. Nous supposons néamoins qu'un tel choix a été effectivementfait ,
ce qui rend bien déterminé tout ce qui figure dans les expressions des
intégrales.
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Les formules (11) définissent évidemment une substitution pério"
m

dique S, (n°5 du Chapitre précédent), ayant pour période ̂  Elle cor-
<•) TT (V _ ,

respondà une rotation uniforme de vitesse angulaire :—' Cette vitesse
angulaire ne diffère pas, naturellement, du moyen mouvement (vrai,
et à fortiori) asymptotique de la subs t i tu t ion .

Les formules (12) délînissent à leur tour une substi tution S, semi-
périodique, d'après (9), de période T. Son indice N est, pair, car le
mult ipl icateur e^ clés coefficients de la subst i tu t ion est posi t i f (et le
rayon vecteur du point (rr, y) reprend par suite sa direction in i t ia le au
bout d'une période). Si donc l'on pose N === 2/, y sera, l u i auss i , un
entier, caractéristique des coefficients a, p, y, o de la subs t i t u t i on S,
ou, en définitive, du système ditfrentiel donné. Toule valeur entière
d e / e s t possible, suivant les cas. Pour l'assigner effectivement, il
arrivera parfois que des remarques qualitatives suff isent; en concept,
on doit s'appuyer sur la construction préalable des intégrales du sys-
tème, ou (ce qui suffît , mais n'est pas beaucoup plus simple) sur la
connaissance des rapports des fonctions a, p, y, o pendant la durée
d'une période.

II. — Conséquences qualitatives. Moyen mouvement asymptotique.

La forme analytique des intégrales d 'un système (x) a permis depuis
longtemps de décider la question de la stabil i té. 11 s'agit, peut-on-dire,
de l'allure asymptotique du rayon vecteur (correspondant au poin t
représentatif P d'une solution particulière quelconque). On sait que,
si les racines p,, py ont toutes les deux des modules différents de l'unité,
il y certainement instabilité, dans ce sens que, pour t i ndéf in iment
croissant, le point représentatif P tend : ou bien à s'éloigner à l 'infini,
ou bien à tomber dans l'origine.

Si, les racines étant distinctes, [p j == [ p a ] = ï y il y a stabilité, le
rayon vecteur OP restant toujours compris entre deux limites finies et
différentes de zéro.

Si | p, 1 == i, tandis que j p a | 7^ i? il y a en général instabili té, tout en
existant ̂  so lu t ions stables; été,
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Ordinairement on s'arrête à la stabilité. On n'a pas eu l'occasion, à
ce que je sais, de fixer aussi l'allure asymptotiquede l'anomalie S'. Les
considérations développées jusqu'ici vont nous permettre de le faire
sans peine*

II nous suffira d ' invoquer cette circonstance : l'intégrale générale
de (i) [ formules (4) pour p i , p^ réels; ou bien (n) et (12) pour p i , pa
complexes | définit toujours une substitution linéaire à coefficients
variables, faisant passer d'un point paramétrique fixe II (de coordon-
nées '!;, Y)) au point représentatif P.

D'après cela, l'étude de l 'anomalie 9 revient à l 'étude de la rotation/
correspondante à ladite substitution : 5 et / différent en effet d'un
angle fixe (l'anomalie de II).

Premier cas (p , , p,> réels). — Pour Y) == o (point paramétrique II sur
l'axe des abscisses), l'intégrale générale (4) donne lieu à des solutions

^:=r.£:a(/), y-=^c(c),

semi-périodiques, d^près (3).
Au bout d'une période les coordonnées du point représentatif se

trouvent multipliées par p^ L'indice N de la substitution sera donc
pair ou impair suivant que p < est positif ou négatif.

Quoi qu'il en soit, la rotation/vérifie, pour ces =o1 solutions, la
relation fonctionnelle

/(^Ï)-/(^-=N7T,

d'où
/(^^^(O-

a ( t ) dés ignant une fonction périodique.
Qu'arrivc-t-il, en général, pour une solution quelconque correspon-

dante à des valeurs non nulles de la seconde constante Y]?
On peut le prévoir tout de suite en remarquant que la variation des

constantes Ç, Y] ne diffère pas de ce que nous avons appelé (Chapitre
précédent, n0 4) déplacement du point paramétrique. Or il a été
démontré que, pour deux positions quelconques du point paramé-
trique, la différence des valeurs de/à un instant quelconque t ne peut
s'écarter de la différence ini t iale par plus que ît. Si donc on pose, pour
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une posit ion quelconque de II,

/=^+£(Q,

et l'on forme la différence avec la valeur

^ 4-0«)

(qui conv ien t à la ro ta t ion , pour II appartenant à l'axe des abscisses),
on a le droi t d'affirnm' que celte différence reste f i n i e quel que sou / .

Il s 'ensuit que e ( t ) reste f i n i , même pour t i n d é f i n i m e n t croissant,
d'où V existence (F un moyen mowement (Asymplolic/ue o) == —:. le même
pour taules (es soudions du système donné.

La détermination du nombre (entier) N résulte, si. l'on veut, de celte
circonstance elle-même. Mais il vaut mieux d'en donner une d é f i n i t i o n
indépendante, exempte de tout passage à la l imite. C'est justement ce
que nous avons fait el qui fourni t la règle suivante :

On se rapporte a une (quelconque) des solutions à mul t ip l ica teur
(semi-périodiques). Le point représentatif correspondant accomplit,
pendant une période, un nombre exact de demi-tour autour de l 'ori-
gine. N n'est que ce nombre, pris avec le signe, T- ou avec le signe —
suivant le sens de la rotation.

Il convient d 'ajouter encore une remarque* po pa étant réels et de
même signe, les exposants caractéristiques — quelle détermination
qu'on en choisisse — ont leurs parties imaginaires multiples entiers
de nr; plus précisément [d'après (5) et(5')'|, le nombre ^g, qui leur
correspond, ne peut être qu'un entier, pair lorsque p , , pa sont posi-
tifs, impair lorsqu'ils sont négatifs.

Mais nous avons vu qu'il en est de même pour l'entier N; N ±; 2g
représente donc, en tout cas, un entier pair y\ On peut par consé-
quent attribuera son gré au moyen mouvement asymptotùfue 03 une des
deux expressions, ou bien

à TT , . ,
^=m-C7 +^

ou bien
a T C , . ,o)=y(j-^
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g étant le coefficient de :±:2îrz dans la détermination choisie des
exposants caractéristiques efcy 'un entier convenable (tel que 2 (y + g)
ou respectivement 2 (y — g-) reproduisent N).

Second cas ( p ^ , p.^ complexes conjugués). — L'intégrale générale se
présente (n° précédent) sous la forme de produit des deux substitu-
tions S, et S (dans l'ordre S Si). La première a pour moyen mouve-
men t ̂ r g, la seconde (son indice étant 2/) —^/. On en déduit (n° 7 du
Chapitre précédent) que le produit 22^ et, par conséquent, le point
représentatif d'une solution quelconque clé ( ï ) possède un moyen mowe-
rnent asymptolique w donné par la. formule

2 71 , . , .
r,)=-^-(y±^),

où l'on doit prendre le signe -h ou le signe — selon que le déterminant

. J ^ NA=:
7 °

de S a valeur positive ou négative.

Résumé. — Bien que la nature des trajectoires d'un système (ï) soit
essentiel lement différente suivant les cas, il y a toujours (pour le point
représentatif d'une solution quelconque) un moyen mouvement
asymptotique. On peut même le représenter en tout cas sous une
forme unique

2 TT( i 3 ) o)==-^-( . /±^) ,

où g est la détermination adoptée pour le coefficient de ± awdans les
exposants caractéristiques du système. Le signe à lui prémettre dans
(i3) et l 'entiery résultent univoquement déterminés, sauf dans le cas
de ' 2 g - ent ier (p^ p^ réels); on peut alors choisir ce signe à son gré,
les valeurs respectives dey s'en déduisant sans ambiguïté.

Il peut être intéressant de remarquer que, si le système différentiel
dépend de paramètres et si, en les faisant varier dans un domaine, où
l'on nerencontre pas des valeurs réelles de p^ pa? onconvientd 'adopter
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pour g la détermination déduite par cont inu i té de la déterminat ion
initiale g ^ y les deux autres éléments qui restent à fixer dans (i3) (/ et
le signe) ne changent pas. En effet/ est un nombre e n t i e r , et il ne sau-
rait changer t a n t que tout reste continu; le signe est en tout cas celui
du dé te rminan t A qui ne s 'annule jamais.

III. "— Équation du premier ordre définissant directement l'anomalie.

En passant des x, y aux coordonnées polaires r, S'y on peut dédui re
des (i) une équation du premier ordre c o n t e n a n t u n i q u e m e n t l 'ano-
malie 5.

En effe t , si l 'on pose
x = /" cosSr, y === /• s în ̂ ,

/ / s ^ dy clxW Q^^..^

c'est-à-dire, en remplaçant —, (— par leurs valeurs tirées des (ï),

( i V ) Q = a^ .y2 4- (a^ — a^) xy — a^y1

== ^[^ai cos2^ + (022— a^ ) cosSr si n ̂ — a^ sin^V),

l ' identité
d'y dx ,, d1'^^dj^y^i^^Tt-

donne après coup
/ K\ c^ ^( ï 5 ) -^ =: ̂ =^t c o s 2 ^ + ( ^ 2 — « î l ) c o s £ r s i n ^ ' — ( r / ^ 2 s i n 2 ^ .

Le second membre est une fonction de / et de & périodique par rap-
port aux deux arguments. Il est lié aux seconds membres du système
linéaire (ï) par la relation (i4). Cette relation devient part icul ièrement
expressive, lorsqu'il s'agit de systèm es ( ï ) ayant forme canonique. On a
dans ce cas

ch^ _ àll dy _ àV.
dt w à y ' •^ —— •j^^1

H étant une forme quadratique en x, y (à coefficients périodiques par
rapport à t).
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II s'en suit, crapre^(i4)
^ dy dx ( ô1l ôïl\ -^-^^•-y-dt—^j^^-yjy)—^

d'où l 'équation en 9-
( I5 / ) d^_ 3 H

^ ~~ r2 '

Revenant au cas général, il y a lieu d'ajouter deux remarques :

i° (au point de vue formel). L'équation (i5) devient une équation
de Riccati, si l'on prend comme fonction inconnue e2^ à la place de 5;

2° (au point de vue de la méthode). On est tenté à penser que
l'équation (i5), où tout ce qui est inessentiel a disparu, prête bien à la
discussion d'existence du moyen mouvement asymptotique.

A la vérité, il peut bien se faire qu'il en soit ainsi . Je dois pour tan t
avouer que c'est jus tement parce que mes tentatives dans cette direc-
tion avaient échouées que j'ai été condui t à tourner la difficulté à l'aide
des considérations développées jusqu'ici,

IV. — Racines des intégrales .•r(^) , y (^) .

Si le po in t représentatif P tourne autour de l'origine toujours dans
le même sens, il coupe évidemment, deux fois pour chaque tour, les
axes coordonnés. Dans ce cas on peut évaluer sans pe ine la densité des
racines d'une équation

^)=0,

ou bien
y(^)=o,

où •'x-'(^), ,y(Q désignent des solutions quelconques des (i).
Considérons en effet un intervalle de temps de longueur arbi-

traire t. L'espace angulaire, décrit par P, diffère de o^ (co étant le
moyen mouvement asymptotique dont on vient d'établir l'existence en
tout cas) par une quantité qui reste finie, lorsqu'on fait croître t indé-
finiment. Le nombre des tours a par suite l'expression asympto-
ticme ^ ? et celui des racines ^ • Les choses se passent donc en

1 37T 'ÏT , ~

Ann, Éc. Norm., (3), XXVÏIL — AOUT 1 9 1 1 . 4^
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moyenne (on pourrait dire au point de vue s ta t i s t ique) comme si
chaque période T comprendrait ^— ? c'est-à-dire, d'après (î3),
21.7'± g ' \ seines (').

Il y a une classe d'équations (i), pour lesquelles on est assuré
d'avance que le mouvement angulaire de P ne change jamais de sens.
Ce sont les équations, dont les coefficients a^y a^, a^^ a^ rendent
définie (quelle que soit la valeur d e / ) la forme quadra t ique Q \voir
équation (r/^)]-

L'équation (i5) impose en ef îe tà & de varier tou jours dans le même
sens, dès que Q ne s'annule pas.

V. — Équation unique du second ordre.

Soit l'équation
. /.. à^x dx
(16) .^,^^+^^o,

où l'on suppose p et q [comme les coefficients a des (i)'] fonctions
réelles de l, finies, contin.ues et périodiques^ T étant la période.

En introduisant l'auxiliaire y = —-> on peut évidemment remplacer
l'équation (16) par le système

( dxw \v^'Tu'^y'
cly _^ =—q ^ — ^ p y .

La forme quadratique Q relative à ce système est
— { q x ^ ï p x y + y ' 1 ) ,

(1) II est à poino iiocessairô d'avertir quô, môrno oa ayant fixé d'avaneo la détoriniriation
de §' (co que nous supposons toujours), Iô nornbrô dos racinos pourrait être représenté
en tout cas par 9.\j-+-^\, comme il a été annoncé dans rmtroduefcîon du présent
Mémoire. En eflet % \j — g | pont s'écrire % )/ -+- ̂  |, pourvu qu'on poso / == — / (après quoi
j 1 désigne toujours un entier)^



SUR LES ÉQUATIONS LINÉAIRES A COEFFICIENTS PÉRIODIQUES. 355

qui reste définie sous la condition

(17) ^—7^>o.

On pourra donc, dès qu'une telle inégalité se trouve satisfaite, appli-
quer aux solutions de l'équation (16) la conclusion précédente sur la
distribution statistique des zéros.

Mais la condition (17) est assez restrictive (devant être remplie pour
toute valeur de /). Il y a lieu de la remplacer par une simple inégalité
numérique portant sur la valeur moyenne [i de la différence q — p2^
c'est-à-dire par

i r^(18) p.=^ ( ry«-^)^>o.
^o

Pour nous en rendre compte, remarquons d'abord que, si l'on dési-
gne par cr une fonction réelle de /, cont inue avec sa dérivée première et
périodique, mais d'ailleurs quelconque, et si l 'on pose

/-- r ' " \ ,
iZ? l «.—— (.} v/f,' ^/•y* , —— /^v w

/>l=,^-+-(^
^o-

^:=/7-4- •jj- -+- 0--+- 2/>cr,

x étant intégrale de (16), la fonction ^^ a les mêmes zéros que ce et
vérifie l'équation à coefficients périodiques, analogue à (16),

d^Xi dx4
^.-,,^.-^-+^^-=0.

L'inégalité
yi—pî>o

est, d'après cela, également suffisante pour notre but. Elle s'écrit
do- , .
37 ̂ -^>°"

En tenant compte de (18), on peut facilement assigner une fonction
périodique o" qui la rend satisfaite.

Prenons en effet
da
ji^.q-P-=V-
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D'après (18), on aura avant tout
da
^-+^^>o.

cr résultera d'ailleurs périodique, puisque la différence des valeurs
au bout d'une période se réduit à zéro.

On a en effet, en intégrant l'expression ;j. — (y "- p2) de -jj- entre /
eU+T,

^,/4-T

I J : Î - { q — p ^ c i t ,
*//

ce qui s'annule à cause de la définition (ï8) de ^ et de la pér iodici té
../(Y ..T

de q — p^y permettant de remplacer \ • • • par j • - • »
J i * ' o

On a donc le théorème :

Si la valeur moyenne de c/ — p^ est positive, toute solution de ( ï ( ) )a
ses zéros distribués quasi-uni f or rnérneru^ c est-à-dire le nombre de zéros
tombant dans un intervalle donné tend de plus en plus à devenir propor-
tionnel à l'intervalle^ lorsque celui-ci augmente indéfiniment.

ŒIAPITRE IIL
APPLICATIO.N A LA LUJVE.

I. — Les équations cartésiennes du mouvement troublé
en proximité des orbites planes. Cas de la Lune,

Prenons l'origine 0 des axes coordonnés dans le centre de gravité
du corps central, les axes étant supposés de direction invariable. ,

Soient x, y , z les coordonnées d^un corps L soumis à Fattraction
newtonienne du centre et à d'autres forces perturbatrices dérivant
d'une fonction des forces R^.j, Z y t) (rapportée à l'unité de masse,
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finie et continué avec ses dérivées des trois premiers ordres, pour
les valeurs des arguments que nous aurons à considérer).

OL == ^-'-hy2-}-s^ étant le rayon vecteur de L, M la masse du
corps centrale/la constante d'attraction, les équations du mouvement
de L s^écrivent :

^-Â^1^
dl- ""^OL Y '
cl1 y _ à //M \

( I) .7/2 — Tr'A ~=7 ~1~M î
^2 ^VOL
d^_ _ ^ //M
elt2 - àz V O L •R

Supposons que "-rr s 'annule pour z -==• o, quels que soient x, y, /.
La dernière des équations (i) est alors vérifiée dés qu'on y pose

s =o, et le système admet les a/' solutions planes, définies par les
deux premières équations, où l'on ait préalablement fa i t -^ == o.

En posant

(2) ^^j2 :=:/•,
R(;'r,y,o,^)=U(.r,7, Q,

ce système réduit en x, y peut s'écrire :

(3)

dïx _ ô f fM TT\
'̂ ?' "- Jx \~T +l75

^-jLfZ^+u^
^ '-^^ r hu;>

II a une grande importancCy puisqu'il s'applique non seulement aux
solutions rigoureusement planes, mais aussi à celles qui s'en écartent
peu.

Supposons plus précisément :

ï° De ^envisager que des cas, où r (projection du rayon vecteur OL
sur le plan z === o), ne descend pas au-dessous d'une certaine limite,
de façon à pouvoir considérer •I. comme une quantité toujours finie;

2° z assez petit pour qu'on puisse négliger le carré du rapport y
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Sous ces hypothèses, les deux premières équations (i) peuvent
encore être remplacées par le système (3) (comme pour z === o).

En effet, la différence des seconds membres [des dites équations (i)
et des correspondantes (3)| résulte du second ordre (par rapport à z}
du moment que

^f^^R)
^U)L /

s'annule identiquement (par rapport à Xy y , i) pour z = o.
Quant à la troisième équation (ï), elle devient naturellement l inéaire

en 3, dès qu'on néglige, comme ci-dessus, les termes d'ordre supé-
rieur. Remplaçons en conformité

ô(^
_OL_ _ /Hz

()z ^ 7TT"3

OL
par

./M ^

TT P^ ("T^ ) ^ ct posons, pour abréger,

( r \ f ,\ /1M /^B\( 4 ) y(^^t)^^^(^^

II reste
rfï »

( • y \ (.€• ^f.5) ^^y^o,

servant à déterminer s, après intégration du système (3).
Voici ramené l'étude du mouvement troublé à la résolution succes-

sive de deux problèmes distincts :
L Intégration du système (3) en ,T, y.
II. Intégration de l'équation linéaire (5) en Z y où le coefficient q est

à regarder comme fonction connue de la variable indépendante l, en y
introduisant pour x^ y les expressions fournies par la première opé-
ration.

Cas où le corps central étant la Terre, la masse de L (Lune) est négli-
geable^ et la perturbation provient d'un troisième corps S (Soleil).

On a affaire à un cas particulier du problème des trois corpSy et il est
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loisible de supposer connu etképlérien le mouvement de S par rapport
à 0, dès qu'on néglige la masse de L.

Prenons le plan de l 'orbite de S (écliptique) pour plan Qxy, et
désignons par x\y\ z ' == o les coordonnées du Soleil, qui seront des
fonctions périodiques de t ayant une certaine période P : le moyen
mouvement est naturellement n' == 7p7"*

Appelions encore JVF la masse du Soleil,

rf=\fx1--^yfî,
A^v^—^^j-y)2^2,

ses distances de 0 et de L.
Le mouvement absolu de L a lieu sous les deux attractions de 0 et

de S. Cette dernière dérive de la fonction des forces
/M-

A

Pour le mouvement rapporté à 0 (et à des axes de direction inva-
riable tels que 0^ O/, ()z), on n'a qu'à retrancher le trinôme (1)

^+yy-+-^
/•"A pi

et on en tire l'expression classique de la fonction perturbatrice.
Notre B. (z étant ici constamment nul) s'écrit donc

u ^ f w ( 1 xx'^yy^s.i-yM^ ^ j
Soit

^^(A^o^^—^T^y—y)2

la projection de SL sur le plan z = o.
On aura
(6) R(^ y, o^) = U ̂ M^ — ̂ ^ / y )

( ï ) F'oir par exemple TISSERAND, Traite clé Mécanique céleste, Paris, Gant/hier-Villars,
1889-1896, t» I, p. 75-76.
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Ô^

f^^\ ^.M/ A - t^{•W)^-^ \7^/^~~ y

d'où, d'après (4)»
/ . /YM M/\(7) ç=f^^^y

ce qui est une quan t i t é essentiel lement posi t ive.
Il faut commencer par se procurer une solution du problème plan

[équations (3) avec la valeur (6) de U], applicable au cas réel de la
Lune.

Les seconds membres des (3), des qu'on y remplace ̂ .j'par leurs
expressions en fonction de t deviennent de fonctions périodiques de /,
mais ils dépendent encore de x,y d'une manière trop compliquée pour
aborder le calcul des intégrales. On est a insi condui t à le restreindre
au cas particulier, où le mouvement képlérîen de S se rédu i t à une
rotation uniforme, en réservant, bien entendu, aux méthodes usuelles
de la théorie des perturbations d ' introduire ensuite les (faibles) cor-
rections, qui se rendront nécessaires pour tenir compte des inf luences
négligées : ici, par exemple, l 'excentricité du Soleil.

Du système (3), simplifié moyennant ladite hypothèse sur le
mouvement de S, on peut faire disparaître toute fonction explicite du
temps.

Il suffit de se rapporter à des axes O^Y] (du plan s === o) uniformé-
ment tournant avec S : leur vitesse angulaire s ' indentif ïe naturellement
avec lemoyen mouvement^de S. Convenons, par exemple, deprendre
la droite OS elle-même pour direction positive de l'axe des Ç, et la
direction positive de Fautre axe tournée (par rapport à OS) de î dans
le sens de la rotation.

En appelant ^, Y] les coordonnées de L par rapport aux nouveaux
axes, on aura évidemment

(8) ,/ = v^^T^r^

f0^-^).
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f étant ici constante. Entre r ' et n! on a la relation bien connue

„ /. W + M
R~'==f——J—ï

ce qui peut être remplacé à fort peu près par

,, .M7

^=/Fi»

en négligeant le rapport ,.7 de la masse de la Terre à celle du Solei l .

Rappelons encore l ' i den t i t é n'•==.'—•> o u T désigne la période, c'est-
à-dire la durée de la rotation du Soleil (an).

En i n t r o d u i s a n t dans le système (3) les coordonnées ?:, Y], on (ire
de sui te , a l 'aide du théorème de Cor io l i s ,

(S 7 )

d^ ,dfi ,,, 0 f/'M , ..A-—? — a/// — — n'-'c :-:--:• —c :—— -4- IJ
c/z2 ^/ ^4 \ /• /
cP-n ,d^ ,, à //'M ^
_^ ̂  ^^l ^ — /^^YJ ==: —— ~—— + [J
df^ dl an \ r ,

/ •et U ayant les expressions (8), le temps n ' i n t e r v i e n t plus explici te-
ment. Ceci rend possible la recbercbe d 'une solution périodique des
(3'), ayant une période T fixée d'avance» 11 n'en serait pas de même
pour le système originaire (3), où figurent dos fonct ions explicites de /
ayant la période T : les solutions d'un tel système ne pourraient en
général admettre autre période que F (ou un multiple de T).

C'est jus tement en disposant de l'arbitrariété de T qu'on obtient une
représentation satisfaisante des circonstances réelles par une solution
périodique.

Remarquons, en eftet, que (pour un observateur terrestre et par
rapport à des repères de direction invariable) la durée de la révolut ion
lunai re (révolution sidérale) est T == 2^^^ i !•% 5, qui n'est nulle-
ment un mult iple der(an) . Mais il existe uneaut repér iodenon moins
importante : celle des phases de la Lune, la lunaison ou mois lunai re ,
qui est la durée T de la révolut ion rapportée aux axes mobiles ^ Y]
(révolution synodique). On a

T = 29-1 l 'aM^a^O. • •
Ann. Éc.Aorm., (3), XXVÏI t . — AOI'T 1 9 1 1 . 46
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Ces deux périodes T el T peuvent na ture l lement se déduire l 'une de
l'autre en t enan t compte de la vitesse de rotation des deux systèmes
d'axes auxquels elles se rapportent.

Pour rendre intuitive cette relation, il suffit de considérer, à côté du
mouvement réel de la Lune, une rotation fictive (dans le plan -3 === o),
uniforme, et ayant (par rapport aux axes fixes Ony) la même durée T
de L, et, par sui te , la vitesse angula i re absolue n == —• La durée de
cette rotat ion, par rapport aux axes mobiles, sera év idemment T,
comme pour la Lune.

D'ailleurs la vitesse angula i re re la t ive , c'esfc-a-dire rapportée aux
axes O^'/j (qui tournent dans le même sens que L, avec la. vitesse angu-
laire ' n ' ) , n'est que ri—nf. Il s 'ensuit

;î7r r TT"T* —>-««

f f ^ r i ' ' i i '~1" T7-.-

On doit à M. llill (< ) la découverte et la dé terminal ion ellective d'une
solution S

^ =$(/), Y]-^(/),

des (3'), ayant cette période T et répondant , aussi pour le reste, d 'une
manière très satisfaisante aux données de l 'observation : l 'allure géné-
rale de S est na ture l lement b ien proche a, celle d 'une orbite ell iptique
fai blemen t excentrique.

A la vérité, dans le calcul de S, on né^li^e encore la parallaxe
[ c'est-à-dire les termes qui. seraient de l'ordre du rapport -=r \-\ , , . o^ 7

En nous plaçant désormais dans ces conditions, nous pourrons s im-
plifier davantage l'expression (8) de U et la rédui re à

(9) •(.J^^—^),

en tenant compte de ce qu'il est permis d ' ident i f ie r
fW fW , „
•y -7^ et ^•

( 1 ) Foir par exemple TLSSEIU:SI), loc. cit., t. Ïiï, CIiap. XIV, ou bien POINOUŒ, Lcrons
de Mécanique cèUsie^ t. H,Chap. XXV. Paris, Gtluthier-Villars; i ()o5-î9îo,
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L'expression (7) du coefficient^ de l ' équa t ion déf in issante se réduit
en conformité à
, ^ AI / ,(10) ,1^^^-n"1.

Quoi qu'il en soit, dès que, d'après (8), r et d ne dépendent que
de ^, "/], il en est de môme pour y. Si donc on y i n t rodu i t les valeurs
de S, T] relatives à la s o l u t i o n périodiques, ce coef f ic ien t y devient lui-
môme une fonct ion pér iodique de période T.

lï. — Passages aux nœuds.

Appl iquons à l 'équation (3) les conc lus ions du Chapitre précédent
(n° 5), ce qu i est légi t ime, l ' inégal i té y — y ^ ^ o é t an t ici satisfaite
(puisque? == o et y ^> o).

Il s'ensuit que la distribution des racines de

c est-à-dire la distribution dans le temps des passages de la Lune aux
nœuds^ est ({uasi uniforme,

Le nombre moyen des passages pendant une période (mois lunaire)
est, d'après la formule générale,

. ^\J±-8\-

Dans le cas actuel\ on peut retenir j'= o et g assez voisin de i ,0808.
Pour nous en rendre compte, considérons ce qui se passe clans le

cas d'une orbite circulaire de faible inclinaison. Ce serait, peut-on
dire, le cas du mouvement non troublé de la Lune, pourvu qu'on né-
glige aussi son excentricité et qu'on prenne, cela va sans dire, le rayon r
de Forbite circulaire correspondant à la période observée T (du meuve-

<") iTr

ment absolu), r est alors lié au moyen mouvement n == -y par la
relation

/M, _
7^ -"" n ' !

et l 'équation (5) devient [q se réduisant, d'après (7), a la cens-
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cF-s
'd^ n's ==o.

Il est b ien clair que, clans ce mouvement circulaire uniforme, on a
exactement deux passages aux nœuds, c'est-à-dire deux racines de
s ( t ) == o, à chaque période T (révolution sidérale).

D'ail leurs, le nombre moyen des racines dans un in terva l le quel-
conque est proportionnel à l ' intervalle. On obt ient a ins i , pour la
période T (mois luna i re ) , le n o m b r e

o T " „'•'' •rr:- "' ~n~iij — "• s^
où^o a la valeur numér ique 1,0808 (en prenant , pour T et T les va leurs
citées au n° 1).

On peut nature l lement le c o n f i r m e r en s 'appuyant sur l 'expression
formelle de l'intégrale générale de (5'). Elle s'écrit

z =:a si i i ( / i ( ! -|- (3),

a el. i'j désignant deux constantes arbitraires. Dans un intervalle de

longueur/, le nombre des racines est, en moyenne, ̂ . 1 1 en résulte
f>icn, pour/ --= T, ÏT

111 T" ...... "• '•t K ii
Tt "~" TT 'il— it' "~ '>' ~n~~~n' ''": ''>'•'i!'o'

(^eci posé, remarquons que, si la fonction z ( t ' ) (se rapportai)! au
mouvement (rouble (Je la Lune) n'est pas rigoureusement périodique,
e ks'ecarf-e peu toutefois de l'allure générale envisagée tout a l'heure.
Il s ensuit en particulier que le nombre moyen de racines dans un
intervalle /, c'est-à-dire 2 |y± g\, doit différer très peu de la valeur 2^
qu on vient de calculer pour (5').

D'autre part, l'altération des coefficients entre (5) et^S') est petite-
par conséquent, parmi les déterminations de g (différant entre elles
par le signe et par des nombres entiers) qui se rapportent à l'équa-
tion (o), il en existe une peu différente de g,. En choisissant celle-ci,
il laut bien lui associer/==; o.

c. Q. F. D.
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III. — Les éléments oscillateurs obliques. Cas des petites inclinaisons.

Considérons, pour un moment , un mouvement quelconque du
point L, rapporté aux axes fixes Oxyz, Soient, à un instant donné,
x, y , z l e s coordonnées de la position occupée parL; x == —^y=-^

Cv C u C

z == <—^ les composantes de la vitesse V (vecteur).
Dès qu'on suppose la position distincte de l'origine et la vitesse non

nul le , il y a un plan bien déterminé y passant par l'origine etcontenant
la vitesse. Ce vecteur défini t , dans le plan y, un sens de circulation
autour de l 'origine 0. En circulant dans ce sens, on traverse en deux
points l ' intersection de y^ avec le plan coordonné z = o : une fois en
passant de la région des s négatives à la région des .s positives, et l'autre
fois en revenant aux s négatives. La direct ion fixée sur ladite inter-
section par le premier po in t est ce qu'on appelle le nœud ascendant.
Il n'y a indé te rmina t ion que dans le cas particulier on y coïncide avec
le plan z == o.

L'inclinaison y de y sur-s ===== o (convenablement précisée) et (dans
le cas général où y =^= o) la longitude 0 du nœud ascendant (comptée à
partir de Ox vers Oy) sont, classiquement, deux 'des six éléments
oscillateurs relatifs à l ' ins tant envisagé : M. Poincaré les appelle éléments
obliques. Le cas exceptionnel ç === o se présente évidemment alors et
alors seulement que z et z s 'annulent à la fois.

Les formules qui r e l i en t cp et 0 à l'état de mouvement de L (c'cst-à-
diro aux coordonnées x, y , z de sa posi t ion et aux composantes x , y , z de
sa vitesse) s 'établissent i m m é d i a t e m e n t en ayant recours au moment G
de la, vitesse par rapport à l 'origine.

D'une part les composantes de ce moment sont (en supposant le
système coordonné dextrorsum, comme il est d'usage en Astronomie)

— (ys — zy\

'—'" \^ Z>3C —~" 30' M J 5

—(xy•—y•:v)'
D'autre part, G étant perpendiculaire au plan ^ et Oz au plan coor-
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donné Oxy, l 'angle formé par G avec 0^ est égal à celui des deux p l ans ,
c'est-à-dire à ç; en outre (si 9 n'est pas zéro, ce qui revient à G per-
pendiculaire à Oxy), la project ion de G sur Qxy est perpendiculaire à
la ligne des nœuds. Il s'ensuit, en ayant égard au sens du vecteur G,
que ses cosinus directeurs sont :

— sin y sin (9,
s inycos9 ,

—cosy,

ce qui, s'applique aussi, au cas y == o.
En les mul t ip l ian t par la va leur absolue G du moment,, on a les

composantes; d'où les relations

(ii)
y s — zy = G si n ç si 110,
zx -- xs, "= — (x sin 9 ces 0,

A'y—yx •=: (x ces y.

Les deux premières, linéaires en z , s, peuvent être résolues par rap-
port à ces deux quanti tés, pourvu que le dé terminant

" 7 ,7 ::̂  a:.y —y,x -= (,1 coso

ne s 'annule pas. On a, avec cette restriction, 'au lieu de (ï ï), le système
équivalent

(u')

S :,_ ̂ ^ ( ,_.. ̂  ̂  ,? g) p ̂  ,̂̂  ̂  ̂ j^ y ç^g Ç^

^ :::;:: ̂ 7 (-""• x s în 9 sin 0 + y s în 9 ces 0 ) ,

^y —j.%î ^= G ces 9.

Cas des peiùes inclinaisons. — Fixons notre at tention sur les mouve-
ments pour qui l ' inclinaison -p1 reste petite, de façon qu'on puisse né-
gliger y : c'est ce qui arrive dans les circonstances réelles du mouve-
ment troublé do la Lune.

Les équations ( î î ' ) , où il est encore permis de remplacer cos^ par
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l 'unité, en les réduisant à

z = — a: si 11 o s i n 0 + ;:)' s i n o co s ̂ ,
( 1 2 ) • ^ ==—^sinç sinô 4-y siny cosô,

G:=^y—j.r,

montren t que ^ et ^, ou plus précisément ^--> -? résultent du/' V^+j2

même ordre de grandeur que y.
On peut dès lors reprendre tout ce qu'on a di t au n° 1, et retenir ,

pour le cas de la Lune , que la projection du mouvement troublé sur le
plan Qxy^ et par conséquent les fonctions ^*,y? x, y, correspondent à la
solutions de M. l l i l l , tandis que z, et avec elle rr, sont définies par
l'équation (5).

Remarquons, on passant, que l ' inclinaison o ne traverse jamais la
valeur xéro.

En cflet, on ne peut avoir y == o sans que z et s s 'annulent à la
fois, mais alors .ils seraient identiquement nuls (1) et il en résulterait
ç = o, quel que soit t, ce qui n'est pas le cas.

Introduisons l 'anomalie (; du poin t x, y (mobile sur S). On a évi-
demment

x == /" cos P, y = /' si n, v,

d'où la première des équat ions (12) sous la forme
( 13 ) ^ = /" si n 9 sin ( v — Q ).

Cette anomalie 9 est compléc naturellement à partir de la direction
invariable O.-r. Comme -S a été originairement caractérisée en se servant
des axes tournants O^T] [d'après les équations (3')], il convient d'in-
troduire encore V anomalie relative ^ == ^ — /^, qu'on peut interpréter,
en choisissant convenablement l'origine des temps, comme l 'anomalie
comptée à partir de 0^. On introduira de même la longitude relative du
nœud Q' == 0 — n ' t . L'expression de •z s'écrit en conformité
( i 4 ) ^ = = : r s i n y s i n ( ^ — 0 * ) = s i i i y ( — ç s i n 0 * + r j c o s ^ ) .

( 1 ) Puisque réqualion du second ordre (5) admet la seule solution z == o, répondant
aux conditions iiiitiales-3 ==s 3'== o,
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Aussi les deux autres équa t ions (12) peuvent être, pour ainsi dire,
rapportées aux axes tournants. Il suffit d ' invoquerpour cela la relation
entre la vitesse absolue et la vitesse relative du point mobile sur S. La
première a pour composantes x, y (suivant Ox, Oy); la seconde ̂ ,

y Cit

^ (suivant 0^ OT]). En appelant V^ V^ les composantes de la vitesse
absolue V suivant les axes mobiles (qu i tournent avec la vitesse angu-
laire T^), on a les formules bien connues de C i n é m a t i q u e

( x 5 )
v- ^Y^ ^

dt
d'f\
7/7

ir w 1 ' i '/-Vy=: — 4- ///f.

Si l'on remarque que —smv, cos^; — sinp\ cos^ soûl les compo-
santes d'un même vecteur n (de l o n g u e u r i) par rapport a u x deux
systèmes d'axes, on s'aperçoit de l ' i d e n t i t é des deux b inômes

et
—.^ s inO 4-yco^

•Vçsinr /* -hV^cos0*

qui représentent l 'un et l 'autre le produi t in tér ieur V x u f 1 ).
Il s'ensuit

( 16) z r= si ri 9 ( ~ Vç si n 0 " + Vy, ces ^'A ),

où Vç, Vyi sont définis par (r5).
On a encore l ' identité

^y—j^,r:^Vyi-r}V$,

innsque les deux membres représentent la composante (changée de
signe) du vecteur G suivant Oz : la première calculée avec référence
au. trièdre Qxyz, la seconde avec référence an trièdre O^'qz,

La dernière des équations (12) prend ainsi la forme
07) , (î=^V^Vç.

^0) remploie les nûtalîons dô MM. Burali-Forti et Marcolongo. roir par exemple (

éléments de calcul vectoriel, traduits par M. S. Lattes (Paris, Hermann ; xcjiô).
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IV. — Manière habituelle de déduire le moyen mouvement du nœud.
Complément qu'elle exige.

Voici l'essence du ra i sonnement par lequel on rattache ord ina i re -
ment la constante caractéristique g de l'équation du second ordre (5)
au moyen mouvement du nœud :

i° On remarque t o u t d'abord que, d'après la nature de la solution
S, l'angle v* •=: v ~ //// augmente de 211: à chaque période T, ce qui se
t radui t par l 'équation

t 1 — 1 ^ 1 = ^ 1 4 -<7( / ) ,. ..._^

en désignant par a' Cl') une (onction périodique.
Si l'on a égard à la f o r m u l e

^JT _ , ,

il reste plus simplement
v = nt -+- o-( / ) .

2° On remarque e n s u i t e que le double de la constante caractéris-
t ique ^ de l 'équation (5) exprime ju s t emen t le nombre moyen de
racines de -s (i ) == o à chaque période.

Cette conclus ion (voir la Préface du présent Mémoire) est bien jus-
tifiée par la circonstance que la série tr igonométrique représentant
;=( / ) d o i t nécessairement con ten i r un terme prépondérant : ce lu i qui
subsisterait seul, lorsqu'on néglige les perturbations.

Nous venons de retrouver la même chose sous un autre jour .

3° On admet gué la longitude 0 du noeud possède un moyen mowe-
ment asymptouque^ û), c'est-à-dire qu'on puisse poser

0==&^4-£(Q,

la fonction £ restant finie, même quand / grandit indéfiniment .

4° On tire de (i3) (r et ç ne s 'annulant jamais) que les zéros de la
fonct ion ^ coïncident avec ceux de sin (P — 0), c'est-à-dire, en rempla-

/ „
Ann. Ec. !\'orm,, (3) , XXVIÏI. — AOL-T 1 9 1 1 . ^/
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çant v et 0 par leurs valeurs, de
si il [( n — r/)) / -4- o- — s].

D'après la nature de la quest ion, 0 varie très len tement vis-à-vis de y ,
qui, à son tour^ diffère de nt par une quantité presque constante (con-
stante en première approximat ion) . On peut t ranqui l lement retenir
que l 'argument du sinus croît toujours. Le nombre des racines est
donc, en moyenne, pour un intervalle de longueur /,

7T

c'est-à-dire, en d o n n a n t à / la valeur T== — > - 7 " ,//, — n,
n — r,)

" /i —• ///

5° Egalant à 2 g , on t i re la re la t ion cherchée e n t r e y et le moyen
mouvement asymptotique co du nœud :

/f .......... r,-)
^rr: Tr^r^î

(Voiî

C^) r,) = n—(n - ///)^ ( 1 ) .

La conclusion en est que le r a i s o n n e m e n t c lass ique a besoin d'être
complété sur le p o i n t 3°. Tel q u ' i l est, i l prouve seu lement ceci : Dès
qu'un moyen mouvement asyn-q) loti que existe, i l est nécessairement
donné par la formule (18).

Il paraît par sui te désirable de se débarrasser de toute restriction en
prouvant au préalable l'efÏective existence d/un moyen mouvemen t œ
du. nœud. C'est ce qui réussit sans peine par une transformation con-
venable de l'équation (5). La quantité œ se trouvera a ins i déf in ie d 'une
façon directe, préférable, en concept, à la voie détournée, qui fait inter-

(1) Tisserand désignô îlotre ^ par //, et parviexU à la relation (loco cuato, dermère
ligne d e î a page -287)

li (n — n') ss n — mouvement moyen du nœud»

C'oel bien identique à (i«S).
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venir les zéros de ^(^). Il est douteux toutefois, au point de vue numé-
rique, s'il y aurai t avantage à abandonner les méthodes de Lindstedt,
Adams, H i l l y Poincaré ( '), qui conduisent à un calcul très satisfaisant
de la constante caractéristique g de l 'équation (5).

V. — Transformation canonique. Moyen mouvement du nœud.
Déduction abrégée.

Commençons par substituer à l 'équation (5) un système canonique
b ina i r e .

Il suffit pour cela d'associer à s, comme inconnue auxiliaire, sa
dérivée première z-, et de prendre pour fonction caractéristique

( ( 9 ) F=^(^-i-/7^).

Le système
, , dz ÔV dz àV
(.0) ^^ ^"^

donne lieu évidemment à l ' équat ion unique (5), lorsqu'on é l imine z .
Cherchons à opérer un changement de variables, qu i , sans altérer la

forme canonique, laisse directement apercevoir ce qui se passe pour la
longitude du nœud.

Reprenons à ce b u t les équations (i4) et (16). En posant

S X- == — \/(r si n <p si n y,
(21) .—

Y == \/G snw cos0\
on peut les écrire

(^)

^——aX^r/Y),
\/<Ï

^-—(^X+Y,Y) .
\Ai

( 1 ) 'Fo'u\ pour no ciLer quo clos traiLés : TISSERAND, loç. cît^ t. III, Chap. XVI;
ADAMS, Lectures on thé lunnr theory (Cambridge, Univerâiiy Press ; 1900)3 p. G8~7'2;
POINCARÉ, Ouvrages eues : LeronR, c£c., t. Il, Chap. XXYI; Les méthodes nouvelles, etc.,
t. iï, Chap. XVII.
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Il en résulte, en t re s, z et X, Y, qui seront nos nouvelles variables,
une t ransformation l inéaire , dont le déterminant se r é d u i t à l 'unité,
d'après l'expression (17) de G. Ceci suff i t à montrer que la transfor-
mation est canonique et que, par conséquent , le système (20), où l'on
introduit X, Y à la place de z, s, conserve la forme canonique. Comme
toutefo is les coefficients —-> —.^ —^ — ne sont pas des constantes,

^/G ^G yG /G
mais des fonc t ions périodiques du temps (correspondant à la so lu t ion
S de M. I l i l l ) , on doit s 'at tendre à u n e a l t é r a t i o n dans la fonc t ion carac-
tér is t ique. Appelons H celle qu i conviendra au système transformé.
Elle résulte de F (exprimée m o y e n n a n l l e s nouve l l e s variables) et d 'un
terme add i t ionne l W, qu 'on va calculer d'après u n e règle connue .
Voici de quelle manière :

Supposons que, dans les seconds membres des (22), on fasse varier
X, Y de clX, dV et appelons â^, §,s les inc réments correspondants de
z , z . Supposons d'autre part qu'on tasse varier le temps /, qu i y figure
par l ' intermédiaire des coefficients ; et soient d ^ z , d^z les incréments
dus à l 'accroissement dt de /. Les d i f f é ren t i e l l e s totales seront évidem-
ment

( dz :•::::: oz ••4- c/tZ^
(a3)

( clz = aj 4- ^3.

En remarquan t que o^, ûz sont liés a rfX, dY par la même t ransfor-
mation linéaire, à dé t e rminan t un i t é , q u i lie X, Y à ^ ^, on a
d'abord

ôz

X, Y
^X --/Y

c'est-à-dire, d'après (23),

x Y

dz dz a d^ dt clX. €ÎY

En remplaçant - ( z d s — z ch} par z d z

^ (X^Y ~ Y<^X) parXr /Y —— d (XY),

- d ( z s ) , et de même
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on peut écrire

( 24 ) z ch •==. X dY -i- W ̂  4- ^2,

où l'on a posé, pour abréger,

w =-
2 dz ciz

dt dt

^^(__XY).

Il est bien entenda que la dérivation -.:? appliquée hz, z , serapporle

aux coefficients-^ î —^ —L—:? fiffurant dans les expressions (22).^G v/d v/G v/(î b l \ /

On peut même traiter-4==. comme une constante, puisque le terme deW
V'G

provenant de la dérivation de G s'annule ident iquement . En tenant
compte des valeurs ( ï5 ) de Vç, V^, c'est-à-dire de

chdç .^ . ci'i} ,„ ,.,^=:Vç+^, ^==V,-^(H
il vient

<:// ̂  ï n'^,^_[(V^h^rOX+(V.,--^OY]^^+-=:(^X--^Y).
^^ "- ^G'

Les équations (3') donnent d 'ai l leurs

y/G'

^^ /,v.^/M-,uy
'^àl\r<;̂

d\.. ,„ () //M ,T\
: - "VS4 -^ —— + u ) '^ Y rdt

et par conséquent

^v,x-v^[x^u)^(^u)].

Comme, avec les valeurs (22) de s, s et (17) de G, on a

M——(V,X-VsY).-——(Y)X-ÇY).Wn'(X^Y-),
L v ^ v^ J
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l'expression de W prend la forme

(2.5) W=: ^(X^Y2)

^^_fx4(^+ijUY^f^+uy^2 /G 1. <^\ ^ / ^ \ '• /, a

Or r idenl i té d i f férent ie l le (24), provenant de la t r ans fo rma t ion
canonique envisagée, montre Oque W est précisément le terme à
ajouter à l 'ancienne fonct ion caractéristique F pour passer a la f o n c t i o n
nouvelle H(X, Y, t " ) .

On tire, partant des (19), (2^) et (^2),

( a6 ) H = F -h- W r.= 1 /// ( X2 + Y^ )

-^(SK.-.^JX^ .<-.,)-, ,s]
v r ^ //M ,,\ ' ;

^Y[^^+ll)^^J

et le système t rans fo rmé , équivalent toujours à l ' équa t ion (^), prend
la forme définitive

dx _ âiï ^/Y ^ , , an(W)
( ( t ^ jY' ch =:::"'" Ï)X/

Avec les valeurs (9) et (10) de U et de y (ordinairement adoptées en
négligeant la parallaxe) on a s implement

^(Z".,-u)^^,
<) / /M ,,\^ ( ^ + U ) + y - , = o ,

et en conformité

(a7) . " == L ̂ (X'-t- Y2) + 3 -^X(^X -+- -^V).
'̂ ^ v.'X

Les nouvelles variables X, Y sont liées à y et O* par les formules (^ i) .

( 1 ) Gomparcx MOHERA, <S /̂a trafffonnaz'ione délie ecfuazioni dllj'eremudiai îîctmiUon
(Rendiconti dalla /I. Âccadernia dei Lincci^ ^ série, l. XIl» î*"11 sômestro igoS,
p. i î3 - ï22) ; ou bien PÔÏNCABK, Leçons, etc., t. ï, n0 là, p. î3-i6.
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II s 'ensuit que le point représentat i f des intégrales du système cano-
nique (20') a pour anomal ie O* + ^- Mais ce système est l inéai re à coef-
ficients pér iodiques . Il existe donc, d'après le Chapitre précédent, un
moyen mouvement asymptotique, toujours le même, que l le que soit la
solution envisagée. C'est comme dire qu ' i l en est ainsi pour 0\ et par
conséquent aussi pour 0 == 0*4-/^//.

C. 0. F. D.

L'équation du premier ordre dans la seule 0*, provenant du système
canonique (20') d'après les valeurs (21) de X,Y, est (n0 3 du Chapitre
précédent)

dy__ ali
dt "~" <i s in2 9

Avec l'expression (27) de II, il vient
//n* ,.2,/

( 28 ) —— = — fi' + 3 n' —— (-os F* si n ̂  sin ( ̂  — ^ ),
Ci t \j

où r, v\ G sont des fonc t ions périodiques de / se r appor t an t à la solu-
tion S. En première approximation, c'est-à-dire en remplaçant la solu-
tion S par un cercle de moyen mouvement (absolu) n, on a

G =:/•'/<>,

et en outre (en supposant que l'axe Ox passe par la posit ion initiale
du mobile)

p ==• nî,
d'où

^=(n — n^t.

Avec ces valeurs de G e t /de ^ l 'équation (28) se réduit à une forme
déjà connue par Newton, qui avait su en tirer le moyen mouvement du
nœud à 2 pour 100 de sa valeur près ( ').

Déduction abrégée. — J'ai tenu à donner sous forme explicite le sys-
tème en X, Y et l 'équation (28), définissant d i rec tement 0\

Si l'on se contente de mettre à l'abri de toute objection la relation (18)

( 1 ) TISSEUANO, loc. cit., p. 4^-43.
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entre le moyen mouvement o do nœud et la g, on peut se tirer d'af-
faire en peu de mots, ayant égard aux formules de transformation (22)
entre z, 5 et X, Y. Les coefficients sont des fonctions périodiques,
ayant la même période T des coefficients du système (20) en z, 5. Il
s'ensuit que le système transformé en X, Y doit avoir les mêmes expo-
sants caractéristiques. D'autre part le système (20) a à son tour les
mêmes exposants caractéristiques de l 'équation (5).

On peut donc prendre, même pour le système X, Y, ± 2 ir i^ comme
détermination de ces exposants.

C'est assez pour conclure en toute rigueur (n0 2 du Chapitre précé-
dent) que le point représentatif X, Y, ou, ce qui revient au même
d'après (21), l'angle O* admet ten t le moyen m o u v e m e n t asympto t ique
"fC/ ± ^)» /é tan t un ent ier . La comparaison avec le mouvement , non
troublé^nontre immédia tement (cf. n0 2) qu 'en en tendan t par ^ la
déterminat ion voisine de 1,0808, il faut a t t r ibuer à / l a valeur1! et
adopter le signe -. Ce moyen mouvement est donc exprimé par

^ ^)=(^-^)(r-^),

L'identi té
O^O^^f

montre que 0 possède aussi un moyen mouvement asymptot ique, co,
somme du précédent avec n\ On a donc

(,) = ( n — /// ) ( i ̂  ̂  ) 4. ̂  ̂  ^ _ ç ̂  _ ^^ ̂

C'est bien la fo rmule qu'il s'agissait d'établir.


