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SUR LES

EQUATIONS LINEAIRES A COEFFICIENTS PERIODIOUES

ET SUR LE

MOYEN MOUVEMENT DU NEUD LUNAIRE,

Par M. T. LEVI-CIVITA,

4 Padoue.

Préface.

La forme analytique des intégrales des équations linéaires a coeffi-
cients périodiques estbien connue.
S'il s"agit par exemple d’une équation dua second ordre

d*x dx

(hH —(—l—t-,_,—+2/)dt +qgz=o0,

dont les coefficients p et ¢ sont réels et admettent la période 27, on
peut poser, dans le cas des exposants caractéristiques purement ima-
ginaires,

(11) z :Ena” cos[(n+g)t+ B,

ou les «,, les B, et g sont des constantes réelles, cette derniére res-
tant toujours la méme quelle que soit I'intégrale envisagée : g n’est
qu'une des déterminations (différant entre elles par le signe et en outre
par des nombres entiers arbitraires) qu’on peut attribuer au coeffi-
cient de == 2 =¢ dans les exposants caractéristiques.
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Le terme général du développement s’annule pour
. . . A
(n+ g)t+ B,= mulliple impair de .

Il s’ensuit qu’au bout d’un temps z(c’est-a-dire en faisant parcourir
a la variable un intervalle quelconque de longueur ), on rencontre,

4 une unité prés, |7+ g| - racines, ce qu'on peut aussi exprimer en

disant qu’il ya, en moyenne, 2|2 + g| racines pour chaque période 2 .
Ceci posé, si parmi les coefficients o de la série il y enaun, soit par
exemple o, qui "emporte de beaucoup sur les autres ('), les choses
se passcront ¢évidemment, au point de vue qualitatif, comme si le
terme
a; Cos[(J 4+ &)t -+ ;]

comme nombre moyen

existait seul. On aura en particulier 2|/ + g
de racines pour chaque période.

Si expression (II) de 2 ne contient pas un (el terme prépondérant,
la loi de distribution des racines échappe en général 4 Uintuition.

On peut toutefois démontrer — quels que soient les exposants
caractéristiques (réels ou complexes) de 'équation (1) — que, si la
valeur moyenne de ¢ — p* est positive, un intervalle quelconque 2 con-
tient encore, en moyenne, ’/’~+—gl—% racines, c'est-a-dire 2|7+ g a
chaque période (/ entier convenable, == 2 wig partie imaginaire de la
détermination choisic pour les exposants caractéristiques), et cela
d’autant plus exactement que ¢ sera plus grand.

Nous rencontrerons cette proposition comme corollaire du théoréme

suivant :
Considérons une solution quelconque

x =z (t), y=y(¢),

(1) D'une fagon plus précise, sila valeur absolue de «; dépasse & elle scule la somme de
la série = | %, |, 6tendue & toutes les valeurs posilives et négatives de n, j excepté ; et s'il

. R dx o e
subsisle en oulre une inégalilé analogue provenant de 0 ¢’est-a-dire si

I(/"l"'g)a/l >E[(n"l”‘8')1ul~
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d’un systeme différentiel

Sd.l:_a o y
) dr - fn® Ay,
(I11)
dy
)g;*:—awx—l—a-ny,

a coefficients périodiques, et le mouvement plan qu’elle définit.
Soit S I'anomalie du point mobile. Or peut toujours poser

(1V) T=out+e(¢),

ou ¢ (t) reste fini méme pour t indéfiniment croissant, el o est une cons-
tante, égale, suivant les cas, &) + g oudj — g (j entier; g détermi-
nation choisie pour le coefficient de == 2 =¢ dans les exposants carac-
téristiques du systeme différentiel).

Notons, en passant, que cet €noncé fournit une specification non arti-
fictelle des exposants caractéristiques. On I'obtient en convenant, une
fois pour toutes, de fixer le signe et ’entier additif, qui restent a priori
indéterminés dans ces exposants, par la condition que le coefficient
de == 2 wisoit justement le coefficient w de ¢ dans expression (asymp-
totique ) (IV) de 'anomalie 5.

La formule (IV) donne

lim FZ — w,

f=w L

‘montrant que le rapport entre I’espace angulaire décrit par le point
mobile et le temps employé tend a différer autant moins de w que l'in-
tervalle grandit. La rotation autour de l'origine est donc asymptoti-
quement uniforme.

Il est bien naturel d’exprimer une telle circonstance en disant qu’il
existe un moyen mouvement asymplotique pour le point mobile sur X,
ou, si 'on veut, pourla solution Zelle-méme, ou, enremontant encore,
pour tout systéme différentiel (1II) ().

(1) 1L convient de rattacher ce résultat a une question (se présentant dans la théorie
ordinaire des inégalilés séculaires) posée déja par Lagrange :
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La premiére partie de ma recherche (Chap. et IT) a eu pour but
principal la démonstration du théoreme d’existence énoncé tout i
I'heure. I’y suis parvenu par des considérations indirectes, trés clc-
mentaires d’ailleurs, sur les substitutions linc¢aires. Il convient toute-
fois de remarquer qu’il s’agit d’'une propriété touchant exclusivement
a anomalie 5, et par cela méme incluse (d’une facon plus ou moins
cachée) dans I'équation du premier ordre

d7 - -
 — . S ain & IS
QD) a7 = €082 T + (dyg— ayy) COST SINT — ay, 5in*3,

qui est une conséquence immédiate du systeme (IIT) et définit com-
plétement S en fonction de ¢.

" Soit un ‘mouvement plan défini par les équations :

T(t) '—'2 Opn COS( Snt 4+ 13n

y) = E op SIN(gnt -+ Bn),
n
1

ou les sommes comprennent un nombre fini (d'ailleurs arbitraire) N de termes, les g, los o
ol les B sont des constantes réelles quelconques. Existe-il un moyen mouvement (asymp-
totique ) pour I'anomaliec J?

La réponse est affirmative pour N = 2, ou bien (N étant quelconque) si une des |« |
dépasse la somme de loutes les autres. [Comparcz par excmple : Cuarnier, Die
Mechanik des Himmels, Band I, Leipzig, Veit, 1902, p. 354-356, 369-372.] Mais T'analyse
du cas général parait assez peu encourageante : ¢'est Lagrange, lui-méme, qui l'avait fait
remarquer. On 8’en rend comple neltement d’aprés une intéressante recherche de M. Bonr
[ Ueber ein in der Theorie der sikularen Stérungen vorkommendes Problem (Journal fir
die reine und angewandte Mathematik, B. 1335, 1908, p. 189-283)], olt se Lrouve épuisé le
cas de N = 3. Il s'ensuit que I'existence d’un moyen mouvement est liée en gérndral A la
nature arithmélique des coefficients.

Pour les solutions « (¢), y(¢) des systemes (1), on n'est pas géné par do telles dis-
tlinctions. Cela tient, peut-on dire, 4 la circonslance particuliere que les g, do Lagrange
ont ici des valeurs en progression arithmétique (g, = g -+ n): des lors le passage de la
somme (d’un nombre fini N de termes) 4 une série n aur'mcnte pas la difficulté.

On est ainsi amené & ajouter aux deux cas signalés par Lagrange (N = 2; présence d’un
terme prépondérant) un troisidme cas, assez particulier d’un ¢6té (4 cause de la liaison
entre les ), trés général de Tautre (les sommes pouvant méme éire remplacées par des
séries), ou l'existence ¢’ un moyen mouvement apparait sous son jour naturel de caractore
qualitatif.
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A ce point de vue la question de 'existence du moyen mouvement
se pose également pour (oule équation

dz

VI — =07
( ) (ll (l? J)a
ott ® est une fonction finie, continue et périodique, soit par rapport
a L que par rapport a 3.
En désignant par 5, la valeur initiale de =, par m et M la plus petite
et la plus grande valeur de 0, on tire de (VI)
me-T —Z,ZM¢.

z . . . X
Le rapport 7 resle par conséquent compris, lorsqu’on fait croitre ¢

ind¢finiment, entre des limites finies (qu’il est permis de supposer,
pour £ assez grand, si proches que Pon veut, de m, M). Mais tend-il
versune limite bien déterminée? Je ne pense pas qu’il en soit ainsi, en
général; cependant je ne saurais citer en ce moment aucun exemple
a l'appui de mon impression. La limite existe non seulement pour les
équations (V), mais aussi pour quelques autres formes de © [par
exemple lorsqu’on peut, dans (VI), séparer les variables|.

In revenant au présent Mémoire, je dois ajouter quelques mots sur
Papplication i la théorie de la Lune contenue dans le dernier Chapitre.
On n’y trouvera la résolution d’aucun probléme nouveau, mais plutot
un exposé didactique de prémisses et développements assez connus,
visant & établir en toute rigueur un résultat théorique qui remonte,
peut-on dire, i Newton : 'existence d’un moyen mouvement (asymp-
totique) du neewd lunaire.

On le rattache ordinairement d une équation du second ordre telle
que (I) (& exposants caractéristiques imaginaires). La nature de la
question implique la présence d’un terme prépondérant dans le déve-
loppement de Uintégrale qu’ily a licu de considérer: d’ot Ia consé-
quence légitime qu’il y a, en moyenne, un nombre bien déterminé
de racines 4 chaque période. On tire d'ici la mesure du moyen mouve-
ment du neeuad, cn supposant toutefols d’avance que ce moyen mouye-
ment existe. 11 en est bien ainsi en premiére approximation (lorsqu’on
ne retient que les termes du premier ordre par rapport un certain
parameétre); mais on n’a nullement le droit d’en conclure sans discus-

4

Ann. Ee. Norm., (3), XXVII. — JuLLer 1g11. 42
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sion que cela est vrai exactement, d’autant plus que — on le sait bien
— pour des ¢quations non linéaires, la conclusion serait en défaut.

Cette petite lacune du raisonnement classique disparait aprés coup
par une transformation (classique elle-méme, i quelques détails pres)
de ladite équation du second ordre. On n’a alors qu’a appliquer
a la longitude du noeud le théoreme général d’existence concernant
les systemes (II1).

Qu’il me soit permis de signaler, en terminant, I’extension qu’on
pourrait faire & espace (ou plus généralementi un nombre quelconque
de variables) des questions discutées, pour deux variables, dans les
Chapitres I et I1.

CHAPITRE I.

QUELQUES REMARQUES SUR LES SUBSTITUTLIONS LINEAIRES A DEUX VARIABLES,

I. — Généralités.

Considérons (dans le champ réel) la substitution linéaire S,

s 2 =akt -+ bn,

(1)

| ¥y =c& -+ dun,
propre, c’est-a-dire telle que le déterminant des coefficients

a b
D=

¢ d
ne s’annule pas.

Si I'on envisage #, y; &, 1 comme coordonnées cartésiennes de deux
points P et Il d’un méme plan, la substitution S s’interpréte géométri-
quement comme une affinité (transformation homographique conser-
vant la droite de Uinfini) ayant son centre (point uni & distance finie)
dans 'origine O.
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A tout point Il distinect de O correspond, d’aprés (1), un point P,
également distinct de O, et réciproquement.

Soit /I'angle dont il faut tourner autour de O, le sens positif étant
Ox — Oy, pour passer de OIla OP. Cet angle n’est déterminé (en fonc-
tion de x, y, ou, si l'on veut, de &, 1, @, b, ¢, d) qu'a des multiples de
27 prés, 4 moins qu’'on ne fasse intervenir quelque convention ulté-
rieure.

On convient bien souvent (méme sans le dire explicitement, tant
¢’est nalurel) de se rapportera la plus petite des rotations amenant
OIl'en OP (en lui attribuant le signe + ou le signe — suivant le sens),
ce qui revient & supposer f compris entre — = et =.

II. — Substitutions variables. Lemme sur 'uniformité.

Mais parfois il peut étre plus avantageux d’adopter un critere diffé-
rent. C’est ce qui arrive par exemple lorsqu’il y a lieu de faire varier,
d'une facon continue, soit les coordonnées £, 7, soit les coefficients
a, b, ¢, d qui figurent dans les formules (1). Il est alors naturel d’exi-
ger que la variation de /'soit elle-méme continue, et on est conduit &
adopter la détermination de /'provenant par continuité d’une déter-
mination initiale f£,. A I’é¢gard de celle-ci le choix reste arbitraire : on
pourrait par exemple avoir recours i la spécification précédente en
s'imposant les inégalités — = < /=, mais il suffira simplement de
retenir que f, est une constante bien déterminde.

Pour que le critére de la continuité soit justifié sans discussions
complémentaires, nous supposerons :

A. Qu’on ait toujours affaire 4 une véritable substitution, ¢’est-a-dire
que, pendant la variation de a, b, ¢, d, le déterminant D ne s’annule
pas;

B. Que le pointII, et par suite P, ne passent jamais a 'origine, 'angle
£ . . . .

ITOP ayant ainsi toujours une signification géométrique.

Il va nous convenir de préciser davantage.

Envisageons nos éléments variables £, 1, a, b, ¢, d comme fonctions
d’un certain nombre de paramétres réels : ¢ et 7, pour fixer les idées;
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et supposons qu’elles remplissent A et B en restant continues et
uniformes dans un certain domaine T' (de valeurs des parametres ¢
et 7). Je dis que, st le champ 1" est simplement connexe, [ (¢, %), déduite
par continuité d’une valeur initiale f, (correspondante iiun point parti-
culier quelconque ¢, T, de I') résulte elle-rméme une fonction uni-
Jorme.

Pour le prouver, il suffit de constater identité des déterminations
de f/avec lesquelles on parvient & un point quelconque (¢, =) & partir
de (¢,, 7,), en suivant des chemins différents enticrement situés
dans T'.

Soienten ellet fet /7 les deux déterminations correspondant i deux
quelconques L, L’ des chemins susdits. s forment ensemble un cycle
fermé, réductible par continuité & un point, ou, si 'on veut, & une
circulation infiniment petite sans sortir de T'.

Or, si l'on déerit le cycle, en partant de (¢, 7) avee la détermination /
(et en parcourant d’abord L & reculons, puis L) on revient en (4, 7)
avec la détermination y7. D'ailleurs la dillérence /7 fne peut élre
qu’un multiple entier de 2 w5 dans une déformation continue du eycle
elle ne saurait subir des variations hrusques; ¢’est done une cons-
tante. Mais elle s’annule pour une circulation infiniment petite ; on a,

yartant, /7 — [ = o.
| ’ .
C. 0. F.D.

III. — Déplacement du point paramétrique dans une substitution
a coefficients constants.

Cherchons d’abord, pour une substitution quelconque S, dans
quelles conditions la rotation /est un multiple entier (ou nul)dew, ce
qui équivaut a sin /"= o.

Il faut et il suffit pour cela que deux points correspondants Il et P
(distincts de Porigine, d’aprés B) se trouvent alignés avec Porigine,
c¢’est-a-dire qu’on ait

T =15, y ==k,

en désignant par A un facteur de proportionnalité, qui peut étre d’ail-
leurs positif ou négatif. Dans le premier cas IL et P appartiennent i un
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méme rayon vecteur issu de U'origine, et f est par conséquent un mul-
tiple pair de =; dans le second cas OIl et OP sont opposés, et f est un
multiple impair de =.

o o ’ o - )
Quoi qu’il en soit, en posant, dans les (1), z = A%, y = Ay, comme
nous excluons que £, 1 s’annulent a la fois, on voit que A doit vérifier
'équation du second degré

a—D> b

La fagon dont se comporte /comme fonction du pointII est bien diffé-
rente selon que le déterminant

D= « b

¢ d
est positil ou négatif. Examinons séparément les deux éventualités.

D > 0. — Les deux racines de Uéijquation précédente peuvent étre
réclles ou imaginaires; lorsqu’elles sont réelles, elles ont un méme
signe.

Ils’ensuit que, en faisant varier L dans tout Ie plan (a 'exclusion
seulement du point O) : ou bien on ne rencontre aucune valeur de /
multiple de = (racines imaginaires); ou bien Uon rencontre des mul-
tiples pairs (racines positives); ou bien des multiples impairs (racines
négatives); jamnais de multiples pairs et impairs a la fois.

Geel nous indique que Doscillation de la fonction f du point II
(déduite par continuité d’ane détermination initiale, arbitrairement
choisie en correspondance d’une position particuliére quelconque de
IT) ne peul jamais atteindre 2%, de quelle facon qu’on déplaceIl, méme
en le faisant tourner autour de Iorigine.

En effet, si ladite oscillation était =27, I'ensemble des valeurs
prises par / comprendrait & la fois des multiples pairs et des multiples
impairs de =, ce que nous venons d’exclure. ‘

Une conséquence immédiate est que lafonction dont il s’agit résulte
nécessairement untforme. En effet les autres déterminalions, a prior:
possibles, différent par des multiples de 27, et il n’est pas a craindre
d’y parvenir en faisant décrire & IT des cycles fermés, dés que l'oscil-
lation reste au-dessous de 2 =.
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Il est & peine nécessaire d’ajouter que ce cas d’uniformité ne rentre
pas dans la remarque générale du numéro précédent, puisque le champ
de variabilité de II (qui correspond au I' du numéro précédent, les
coordonnées %, v jouant ici le role de ¢, 7) n’est plus simplement con-
nexe & cause de I’exclusion de l'origine.

D < o.— Envisageons d’abord le cas particuliércment simple d'une
reflexion (sur I'axe des abscisses)

Partons, pour fixer les idées, d'un pointIIsitué¢ sur I'axe des abscisses.
11 coincide alors avec son correspondant P, et 'on peut adopter la
détermination initiale /== o.

Faisons maintenant tourner II, dans un sens quelconque, autour de
I'origine; le point P tourne évidemment en sens opposé; par consé-
quent la valeur absolue de la rotation va toujours en augmentant. Aprés
un tour complet, laugmentation sera 4= (chacun des deux points
ayant tourné de 27).

On a donc affaire & une fonction non uniforme f de 11, qui croit (ou
décroit suivant le sens) de 4=, lorsqu’on fait déerire 3 11 un cyele ren-
fermant I’origine.

Nous allons prouver que cela arrive également pour une substitution
quelconque S & déterminant négatif.

II suffit d’invoquer la circonstance qu’on peut passer de S i la
reflexion # = £, y == — 7 (pour laquelle D = — 1) en modifiant d’une
fagon continue les coeflicients @, b, ¢, d sans que la condition D =£ o
(A du numéro précédent) soit jamais en défaut.

Dés lors, soient, pour la substitution 8 qu’on prend & considérer,
S et f/ deux déterminalions correspondantes & un méme point II et
déduites 'une de autre en tournant une seule fors autour de 'origine.

La dilférence /' — f, qui ne peut ¢tre qu'un multiple entier de 2,
reste constante lorsqu’on fait varier les coefficients avee continuité;
elle est — 4 pour la reflexion (si Uon est passé de /4 /7 en tournant
dans le sens direct Ox - Oy); elle reste done — 4 = pour toute substi-

tution i déterminant négatif.
o
S Q. F. D
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IV. — Déplacement du point paramétrique dans le cas général.

Nous nous proposons d’assigner une limite supérieure des oscilla-
tions de la fonction florsqu’on combine le déplacement de Il avec une
variation quelconque des coefficients «, b, ¢, d. »

On parviendra sans peine & se débarrasser de cette derniére
influence, en se reconduisant au cas des coefficients constants envi-
sagé tout a I'heure.

Supposons, pour plus de netteté, les a, b, ¢, d fonctions d’un seul
paramétre z, et &, v indépendants de ¢.

Il convient de se représenter P comme un point mobile en fonction
de ¢ (temps) et dépendant en outre d’un point paramétrique II.

Soit T 'anomalie de P, en convenant, bien entendu, de lui attribuer
la détermination qui se déduit par continuité d'une détermination ini-
tiale, d’ailleurs quelconque.

Déplacons I en IT*, et soit P* la position occupée, dans cette hypo-
thése, par le point mobile & 'instant ¢; S* I"anomalie correspondante,
toujours déduite par continuité d’une détermination initiale (arbi-
traire). Jen disposerai, pourfixerlesidées, defacon qu'on ait, a I'ins-
tant initial ¢ = ¢,,

—n<I"—Tm.

Soient encore £*, n* les coordonnées de II*; x*, y* celles de P*,
lices a 5*, n* par les relations (1), qui s’écrivent
(1) $ a* = arE* —+ b7,

[ y*=c&" +dn".

Ceci posé, si IT et IT* sont alignés avec l'origine, ¢’est-a-dire si leurs
coordonnées sont proportionnelles, il en sera de méme, 4 cause de (1)
et (1'), pour P et P* quel que soit ¢.

La différence $* — & se maintient alors constante, et par suite égale
ou bien 4 zéro, ou bien A =, d’aprés la spécification adoptée pour la
valeur initiale.
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2

En dehors de ce cas particulier, le déterminant

&
V= ok *
]

ne s’annule pas.
Les équations (1) et (1) donnent d'ailleurs

Z y
& *

e Y

= Dv.

e premier membre estidentique 4 77* sin(3* — 3), en désignant par
Le premier membre estidentique *sin(7* o P
r, r* les rayons vecteurs OP, OP*.

1l s’ensuit

Dv
« Y L= L=
blll(.J*-M.J)MT;:;y
ot — ¢'esl tout ce qu’il nous faut retenir le second membre ne

s’annule pas.

La différence 5* — T étant initialement comprise entre — = ¢t o, ou
bien entre o et © (extrémités excluses, puisqu’il ne sagil pas de points
alignés) restera toujours dans le méme intervalle, car autrement elle
deyrait traverser un zéro de sin(5* — 7).

On a partant | 3* — 5| <=, d’ou la limitation

embrassant aussi le cas de I'alignement.

Remarquons maintenant qu’en disposant d’une maniére convenable
des coordonnées &, 7 du point Il on peut attribuer i a, y des valeurs
initiales arbitraires, c¢’est-i-dire une position initiale {ixée d’avance
au point mobile P. Nous sommes ainsi conduit & I'énopeé suivant :

Dans tout mouvement défini par une substitution (1) (acoefficients
fonctions de ¢), le nombre de tours déerits, dans un temps donné, par
le rayon veeteur du point mobile est indépendant de sa position ini-
tiale; d’une facon plus précise, la différence 5* — 5 des anomalies
(lixée initialement entre - = et =) ne peut jamais dépasser un demi-
tour.

Il est ais¢ d’en déduire une limitation pour oscillation que peut
subir, avec ¢, la différence /* — fdes rotations faisant passer respec-



SUR LES EQUATIONS LINEAIRES A COEFFICIENTS PERIODIQUES. 337

tivement de OIT* & OP* et de OIl 4 OP. L’une et ’autre, cela va sans
dire, sont censées déduite, par varialion continue de ¢, de leurs
déterminations initiales /%, /, : & I'égard de cette derniére on ne fait
aucune convention, mais /7 en reste fixée, par loi de continuité,
d’aprés le déplacement du point paramétrique (de II & II*).

Tout d’abord, dans le cas de I'alignement, la dite différence /* — /
garde, quel que soit ¢, savaleur initiale £* — f,. Pourse rendre 'compte
de la variation dans le cas général, il suffit de remarquer que les
différences

~ ok *
S—f, F—f

sont des constantes, puisqu’elles représentent les anomalies des points
paramétriques II et I1*, prises avec des déterminations convenables.
L’identité
Tr—F = f*— [+ consl.
montre alors que /* — f ne peut s’écarter de sa valeur initiale plus
que = (& droite et & gauche), car autrement on traverserait quelque
zéro de sin (3% — ).

On en conclut

/P =S o= Lol +m,
en tout cas et pour toute valeur de ¢.

Corollaire pour les substitutions & determinant positif.
S'il s’agit d’une substitution & déterminant positif, la différence
S+ — /o] reste au-dessous de 2w (numéro précédent), d’ol

|f*—=S 123

L’oscillation de la fonction / (de ¢ et du point paramétrique II) ne
peut done dépasser 3w [de quelle facon qu’on fasse varier soit ¢,
soit II (*)].

(*) On reconnait aisément que f est une fonction uniforme de ¢, II, c’est-d-dire des
arguments ¢, £, 7, le champ de variation élant le champ réel (£, m, ¢) tout enlier, &
I'exclusion de la droite § = o, 1, = o.

Ann. Fe. Norm., (3), XXVII. — Aovr 19x1. 43
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V. — Substitutions périodiques et semi-périodiques. Indices.
Moyen mouvement vrai et moyen mouvement asymptotique.

Une substitution (1), dont les coefficients a, b, ¢, d dépendent d’un
parametre ¢, sera dite périodigue, si les fonctions a, b, ¢, d admettent
toutes la méme période T. On peut naturellement supposer T > o, car,
T étant une période, — T Iest é¢galement.

Il y a avantage & considérer ensemble les substitutions périodiques
et une classe un peu plus générale jouissant (au point de vue qui va
nous intéresser) de propriétés identiques. Ce sont les substitutions
semi-périodigues, définies par la condition que les cocfficients a, b, ¢,
d soient périodiques de seconde espiee, comme s’exprimait Hermilte,
c¢’est-d-dire se reproduisent au bout d’une période & un facteur cons-
tant p prés (le méme pour toutes les quatre fonctions).

Fixons partant notre attention sur unc substitution semi-périodique
quelconque, ce qui comprend aussi (pour g=1) le cas des substitu-
tions périodiques.

En faisant croitre ¢ & partir d’une valeur quelconque, au bout d’une
période T, les coordonnées x, y de P se trouvent multiplices par g; le
rayon vecteur OP acquiert par conséquent une direction égale ou oppo-
sée & sa direction initiale. Ila donc accompli, en tout cas, une rotation
de N, N étant un entier (positif, négatif ou nul).

Ce nombre N reste toujours le méme, par raison de continuité,
quelle que soit la valeur initiale de ¢, et aussi la position du point
paramétrique II.

On a partant dans N un élément caractéristique de la substitution :
je Pappellerai indice de la substitution semi-périodique dont il s’agit.

Ceei posé, considérons (comme fonction de ¢) la rotation f, en
adoplant — cela va sans dire — la détermination imposée par la con-
tinuité, & partir d’une certaine détermination initiale.

La propri¢té invariante de N se traduit dans I’équation fonction-
nelle

JU+T)—f(t)=Nr,

subsistant pour toute valeur de ¢.
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On en déduit immédiatement qu’en posant

. Nr

(2) () ==zt +a(0),
le terme résiduel o(¢) est une fonction périodique de ¢. Cest ce qu'on
exprime parfois en disant que la fonction /posside le moyen mouve-

N7 . A

ment vrai — (*). Nous le dirons méme moyen mouvement de la subs-
titution semi-périodique dont il s’agit. La raison en est manifeste si l’on
pense au mouvement du point représentatif P autour de O.

En effet, dans le cas particulier ot I'indice N est nul, co moyen
mouvement s’annule aussi, et /() se réduitd une fonction périodique,
ce qui veut dire que le rayon vecteur reprendra sa position initiale,
ayant exactement tourné d’autant dans un sens que dans le sens
opposé (moyen mouvement == o).

« e Nz . .
Pour N £ 0, la différence f — == ¢ des rotations accomplies par P
. . , ; . Nr
et par un point fictif doué¢ de la vitesse angulaire constante - (et
coincidant avec P pour £=0) reste toujours finie d’apres (2), et
on a
N7
J(&) — 5 ¢

lim ———— = o.
{==o N'nt

T

Cette différence est par consé¢quent d’autant moins importante vis-a-

. N1 .
vis de —¢ que lcs valeurs de ¢ vont en croissant.

l\
Chaque fois qu’une pareille circonstance se présente, il y a bien en
quelque sorte un moyen mouvement.
Nous voici partant conduits & la définition suivante :

Si une fonction /(¢) peuat étre représentée sous la forme
f)y=wt+e(L),

ou e(¢) reste finie, méme pour ¢ grandissant indéfiniment, on dira
qu’elle admet le moyen mouyvement asymplotique o .

(1) Poir par exemple CusRLIER, Die Mechanik des Himmels, Leipzig, Veit, 1902-1907,
B. II, p. 452.
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On dira analoguement qu’une substitution & cocfficients variables
posséde un moyen mouvement asymptotique s’il en est ainsi pour la
rotation f(¢) (du point représentatif P, autour de O).

VI. — Substitutions composées.

Prenons pour S le produit de deux substitutions linéaires X, ¥,
définies respectivement par les formules

s x = ar + Py,

(3) | y =7y +dy;
(4) % £ = md 4 P
p=71¢ -+ 0yM.

On peut supposer, sans nuire 4 la généralité, que le déterminant

r
[24 v
|
A= .
”/ ]

de la substitution X soit positif. En effet, s’il ¢était négatif, on n’aurait
qu’a changer 1y dans — 1 pour renverser le signe de A (et en méme
temps du déterminant de ¥, ).

Les a, 8,7, o; o, Bis Yis ¢, seront censés fonctions d’un parameétre ¢,
finies, continues et vérifiant la condition A dun® 2. Il en sera alors de
méme pour les coefficients a, b, ¢, d de la substitution S =X%,.

Les coordonnées &, ) seront traitées ici comme des constantes (par
rapport a 7).

P, Il et / conservant toujours leur signification, appelons P le point
(¥, 1); 9, larotation amenant OIl en OYP; @ la rotation amenant OP
en OP, déduites I'une et 'autre par continuité de certaines détermina-
tions initiales (arbitraires). Ces rotations g, et @ sont évidemment,
autant que f; des fonctions de ¢; la somme ® + g, ne peut d’ailleurs
différer de / que par des multiples de 2=. Si la différence initiale est
2 nm(n entier), on aura, par raison de continuité,

J() =@ (L) + 9:(¢) +2nm,

pour toutes les valeurs de ¢.
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~La rotation ® figurant dans cette formule se rapporte a des ¥, y
variables avec¢d’aprés (3). Désignons par o la rotation correspondant
4 la méme substitution X, pour la méme valeur de ¢, dans 'hypothése
toutefois que les £, i ne varient pas (gardant par exemple leurs valeurs
initiales).

Le déterminant A de la substitution X étant par hypothése positif,
on est assuré (n°® 4, corollaire final) que la différence ® — o ne peut
jamais dépasser 3w en valeur absolue. Si donc on pose

Y= —9+2nm,

la fonction W restera toujours finte.
D’ailleurs la relation précédente peut s’écrire

(5) =9+ -+,

@ et », ayant une significalion analogue pour X et ¥, respectivement.
Il s’ensuit que la loi de croissance de /" pour les grandes valeurs
de ¢ est fixée par la somme
¢ + Pr-

Voilia ramenée la substitution composée S i ses composantes Z, Z,.

Remarque. — On a supposé dans ce qui précéde que le déterminant
Ade X soit positif, ou, pour micux dire, qu’on ait pris préalablement
le soin de le rendre tel en changeant, au besoin, 1 en — 1.

On pourrait naturcllement traiter d’une maniére directe aussi le cas
du déterminant A négatif. On serait conduit, aprés quelques réduc-
tions, au résultat bien simple qu’il suffit de remplacer, dans I'expres-
sion de /, la somme des rotations 9, ¢, par leur différence.

La formule qui fait pendant & (5), pour A < o, est donc

(5" S=o—o+ W,

Y™* représentant une quantité qui reste toujours finie.

VII. — Cas particulier.

Si les substitutions % et ¥, sont périodiques ou semi-périodiques, on
peut aller plus loin.
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On peut alors poser (n° 4)
Nn
C"J jl -,—l‘—- +'G',
N, =

CPn:?‘vl‘r'ﬂ—’»'n
1

T, T, désignant les périodes de X, X, ; N, N, leurs indices; o et o, deux
fonctions périodiques.
Supposons d’abord le déterminant de X positif.
L'expression de larotation f (correspondante i la substitution com-
posée S = X.X,) pourra s'écrire, d’apres (5),
Nz, Nim

(6) L-T5+Tt+s7

ol
t=V¥+0o+4+0

reste finie méme si ¢ grandit indéfiniment.
Dans le cas du déterminant négatif, on aurait d’'une maniére
>}
analogue

(6" f:;%l.‘—t_m -

ot " = W*+ ¢ — g, reste également finie en tout cas.
Les formules (6) et (6") donnent lieu & I'énoncé suivant :

Toute substitution S, produit de deux substitutions semi-pério-
diques X, X, posséde un moyen mouvement asy mplotique, qur est la somme
ou la différence des moyens mouvements admis par les substitutions compo-
santes : la somme si le déterminant de X est positif, la différence
sl est négatif.
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GHAPITRE II.
SYSTEMES DIFFERENTIELS LINEAIRES A COEFFICIENTS PERIODIQUES.

I. — Préliminaires. Expression classique de l'intégrale générale.

Nous nous occuperons des systémes linéaires & deux inconnues :

dx

T Ay -+ apy,
() dy

T & A dn),

les @ étant des fonctions périodiques réelles de la variable indépen-
dante ¢ (finies et continues); la période sera désignée par T, en suppo-
sant T > o, ainsi qu’il est toujours loisible et qu’il a été déji convenu
au Chapitre précédent (n° 5). 1l sera en outre commode de se servir
parfois de locutions cinématiques en interprétant la variable indépen-
dante £ comme temps et faisant correspondre a chaque solution (réelle)
de (1) un point mobile P, ayant pour coordonnées 4 un inslant quel-
conque ¢ les valeurs x(¢), y(¢).

Toute propriété générale des systémes linéaires s’applique naturel-
lement & (1). Citons notamment la formule (')

D)
(2) ' (72-:——(41“—%—6122)]),

ol D représente le déterminant

r{y )1 ‘
Zy Y2
de deux solutions particulicres quelconques

x=x(¢), Yy =y1(¢);
x == a2y (L), y=y2()-

(1) Donncée explicitement par Jacobi, mais remontant dans la subslance a Liouville, ou
méme, pour le second ordre, & Abel (#oir 'arlicle de M. Vessiot, dans I'édition francaise
de I' Encyclopédie des Sciences mathématiques, L. 1, vol. 5, fasc. 1, p. 130).
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Elle nous assure quela condition d’indépendance ne peut jamais cesser
d’étre satisfaite, des qu’elle U'est pour I'instant initial £ = ¢,.

Ceci rappelé, tenons compte de la périodicité des coefficients et
citons encore quelques résultats bien connus. (')

La forme analytique des intégrales de (1) dépend essentiellement
d’une certaine équation dusecond degré i coefficients numériques réels
(ces coefficients pouvant étre calculés en tout cas par approximations
successives en opérant des quadratures superposées sur les fonc-
tions @) : les logarithmes (naturels) des racines p,, g, de la dite équa-
tion sont ce qu'on appelle les exposants caractéristiques du systéme
différentiel.

D’apreés les hypothéses faites & 'égard des a, p,, g, résultent néces-
sairement finies et dilférentes de zéro, leur produit étant essentiel-
lement positif.

Elles peuvent étre d’ailleurs réelles ou bien complexes conjuguées.

Cas des ractnes reelles. — Sig,, g, sont réelles (qu’elles soient dis-
tinctes ou coincidentes), les équations (1) admettent (au moins) une
solution réelle 3 multiplicateur, ¢’est-d-dire une solution

x =a(t), y=c(l),
telle que

(3) a(t--"T)=pya(L), c(t+T)y=p c(L).

Soit alors
x = b(t), y=d(),

une seconde solution réelle quelconque, indépendante de (a, ¢), ce qui
se traduit dans I'inégalit¢

(1) Voir, par exemple : FLoQuet, Sur les dquations différenticlles linéaires a coefficients
périodiques (Annales scientifiques de I’ Ecole Normale supéricure, 2° série, t. XII, 1883,
p- 47-83). PoINcARE, Les méthodes nouvelles de la mécanique céleste, Paris, Gaulhier-
Villars, 1892-1899, t. I, n" 30, p. 64-68. CuarLikr, loc. cit., Band 1, p. 22~41. L1ApoUNOF¥Y,
Probléme géndral de la stabilite du mouyement ( Annales de la Faculie des Sciences de
Toulouse, 2° série, t. IX, 1907, n™ {6-54, p. 392-426).
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I’intégrale générale de notre systeme pourra s’exprimer sous la forme

x=akt + bn,

4
@ y =c& +dn,

en indiquant par &, n les deux constantes d’intégration.
Les solutions réelles sont évidemment toutes et seulement celles qui
correspondent & valeurs réclles de %, .

Cas des racines imaginaires. — Des que p,, g, ne sont pas réelles,
elles sont conjuguées (et distinctes).
En posant

/)

I 1 .
(5) m[()gpl:——kl:é’—‘}—L;—E (g,/l TCCIS),

2TL
g et, par conséquent, I'exposant caractéristique £, ne sont déterminés
qu’a un nombre entier prés. On pourrait par exemple adopter la déter-
mination de g plus petite en valeur absolue. On aurait alors

I
o<|gl < 2’
ou méme

(6) 0<g<§,

en convenant d’appeler p, celle des deux racines pour laquelle le coef-
ficient de ¢ est positif (ce qui équivaut & sin2wg > o).

I vaut ‘mieux toutefois ne pas introduire, 4 I’égard de g, une con-
vention artificielle, qui pourrait devenir génante. Ceci surtout pour le
cas, ot I'on a affaire & des systémes diftérentiels dépendant de para-
métres. On désire alors généralement de respecter la continuité; et il
convient par conséquent d’adopter la détermination de g se déduisant
par continuité d’'une détermination initiale g, arbitrairement choisie
[par exemple d’aprés (6)] en correspondance & un systéme particulier
de valeurs des paramétres.

Ceci bien fixé, posons encore

/(2 . h
—_—— =g
271! ) 2T

Ann. Ee. Norm., (3), XXVII. — Aocr 1911, 44
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d’oti (¢, étant conjuguée & p,)
ez,
k, est done le second exposant caractéristique (conjugué a £,).

Venons désormais a U'intégrale générale. La théorie des équations a
coeflficients périodiques lui assigne le type suivant :

Jot kgt
x=Cue™ + Cyu,e™
(7) kot iyt

( y=0Ciere’ -+ Choye™,

ou G, C, représentent les constantes d’intégration, elw,, u,;¢,,¢,s0nt
des fonctions périodiques (u, conjugude i w,, ¢, 4 ¢,) ayant la méme
période T des coefficients a : le déterminant

ne s’annule jamais.

Pour obtenir de (7) toutes les solutions réelles, il faut et il suffit
d’attribuer aux constantes C, et G, des valeurs complexes conjuguées.
On peut mettre en évidence la réalité en posant d’abord

It

e v

(8) n

T 1 i .
1 "‘5‘(/—“))1

1 .
1= = (o= if3),

¢

ce qui introduit quatre fonctions o, 8, v, 8réellcsotsemi—pt’triodiqnes.
En elfet, si 'on change ¢ en ¢+ T, les premiers membres des (8)
deviennent

ll!.

it I .
ele Tupmm—e (o — B,
2

i |
ehe Vo= S iy —id),
d’oti les identités
[ a(t-+=T)y=e""a(L),
Bl+T)y=e"{3(0),
P(L-+=Ty=e"y(1),
(L -+T)=e-"3(¢L).

(9)
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En changeant ¢ en — i, on obtient de (8)

it

i . .
¢ lllz:‘_::(cl,—}«lrj).
. 2
(b) it
I P N
e l._,--..-;(/ -+ i0).

Posons ensulte

o

(10) Ci==& + in, (

}

v

— i (Z,n réels).

et aussi
i27
—:l.——'i(’

- -ty =CeT 7,
¢’est-2-dire

. 2T . 2T
¥ == COS Tl;—g‘[ — ) 81N —,—r—gl,
(rr) '
. . 2T 2T
Y == Z sin ,—r-gé -~ COS T gl

Explicitons maintenant les scconds membres des (7) en tenant
compte des (5), (57), (8), (8), (z0) et (x1). Il vient bien simplement

x=ax -+ [y,

(12) \
Yy =7 0y,

qui, combiné avec (11), fournit 'expression cherchée de I'intégrale
générale des (1) dans le champ réel : o, B, v, ¢ désignent des fonctions
semi-périodiques de multiplicateur e=* |d’aprés (9)], dont le déter-
minant

A=

« B
. N ?

7 0

lié & w [d’apres (8) et (87)] par la relation

9 At

ae T w=I(A,
ne s’annule jamais; &, v sont deux constantes arbitraires, et g une
constante caractéristique du systéme différentiel donné. A la vérite g
n’est déterminée qu’i un entier prés, ‘qu’on peut a priort fixer a son
gré. Nous supposons néamoins qu'un tel choix a été effectivement fait,
ce qui rend bien déterminé tout ce qui figure dansles expressions des
intégrales.
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Les formules (11) définissent évidemment une substitution pério-
dique X, (n°5 duChapitre précédent), ayant pour période 7[ Elle cor-
2T g °

T
angulaire ne differe pas, naturcllement, du moyen mouvement (vrai,
et a fortiori) asymptotique de la substitution.

Les formules (12) définissent & leur tour une substitution X, semi-
periodique, d’aprés (9), de période T. Son indice N est pair, car le
multiplicateur e~* des coefflicients de la substitution est positif (et le
rayon vecteur du point (a, y)reprend par suitesa direction initiale an
bout d’une période). Si donc 'on pose N =2/, jsera, lui aussi, un
entier, caractéristique des coeflicients o, 8, v, ¢ de la substitution X,
ou, en définitive, du systeme dilfrentiel donné. Toule valeur entitére
de j est possible, suivant les cas. Pour I'assigner effectivement, il
arrivera parfois que des remarques qualitatives suffisent; en concept,
on doit s’appuyer sur la construction préalable des intégrales du sys-
ttme, ou (ce qui suffit, mais n’est pas beaucoup plus simple) sur la
connaissance des rapports des fonctions «, B, v, ¢ pendant la durée
d’une période.

. Cette vitesse

respond & une rotation uniforme de vitesse angulaire

II. — Conséquences qualitatives. Moyen mouvement asymptotique.

La forme analytique des intégrales d’un systeme (1) a permis depuis
longtemps de décider la question de lastabilité. Il s’agit, peut-on-dire,
de Pallure asymptotique du rayon vecteur (correspondant au point
représentatif P d’une solution particuliére quelconque). On sait que,
st lesracines g, p, ont toutes les deux des modules différents de 'unité,
il'y certainement instabilité, dans ce sens que, pour ¢ indéfiniment
croissant, le point représentaiif P tend : oubien & s’éloigner & Iinfini,
ou bien & tomber dans I'origine.

Si, les racines étant distincles, |p, | =|p.| =1, il y a stabilité, le
rayon vecteur OP restant toujours compris entre deux limites finies et
différentes de zéro.

Si|e,| =1, tandis que |p,| 1, il y a en général instabilité, tout en
existant o=' solutions stables; etc.
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Ordinairement on s’arréte & la stabilité. On n’a pas eu 'occasion, a
ce que je sais, de fixer aussil'allure asymptotique de 'anomalie 3. Les
considérations développées jusqu’ici vont nous permettre de le faire
sans peine.

Il nous sufflira d’invoquer cette circonstance : I'intégrale générale
de (1) [formules (4) pour g,, p, réels; oubien (11) et (12) pour p,, p,
complexes| définit toujours une substitution linéaire & cocfficients
variables, faisant passer d’un point paramétrique fixe IT (de coordon-
nées Z, 1) au point représentatif P.

Daprés cela, I'étude de Panomalie 3 revient a I’étude de la rotation £
correspondante i ladite substitution : S et / different en ecffet d’un
angle fixe ('anomalie de IT).

Premier cas (p,, p, réels). — Pour v = o (point paramétrique IT sur
'axe des abscisses), Uintégrale générale (4) donne lieu i des solutions

w=ta(l), y=te(0),

semi-périodiques, d’apres (3).

Au bout d’une période les coordonnées du point représentatif se
trouvent multipliées par p,. L’indice N de la substitution sera donc
pair ou impair suivant que p, est positif ou négatif.

Quoi qu’il en soit, la rotation f vérifie, pour ces %' solutions, Ja
relation fonctionnelle

S+T)—[(t) =Nm,
d’ou )
J)= z\,l—,-nl—i— (L),

5 (t) désignant une fonction périodique.

Qu’arrive-t-il, en général, pour une solution quelconque correspon-
dante a des valeurs non nulles de la seconde constante 7 ?

On peut le prévoir tout de suite en remarquant que la variation des
constantes &,  ne differe pas de ce que nous avons appelé (Chapitre
précédent, n° 4) déplacement du point paramétrique. Or il a été
démontré que, pour deux positions quelconques du point paramé-
trique, la différence des valeurs de /4 uninstant quelconque £ ne peut
s’écarter de la différence initiale par plus que =. Si donc on pose, pour
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une position quelconque de 1I,

=T

L4-2(1),
rl\ ‘ ( )

et P'on forme la différence avee la valeur

N7
-,—I‘-l'\‘a'(/)

(qui convient & la rotation, pour Il appartenant & 'axe des abscisses),
on a le droit d’affirmer que celte différence reste finie quel que soit ¢.
Il s’ensuit que e(¢) reste fini, méme pour ¢ indéfiniment croissant,

d’ou Uexistence d’un moyen mousvement asymplotique o> == H:—,r, le méme
pour toutes les solutions du systéme donne.

La détermination dunombre (entier) N résulte, sil’on veut, de cette
circonstance elle-méme. Mais il vaut micux d’en donner une définition
indépendante, exempte de tout passage & la limite. Cest justement ce
que nous avons fait et qui fournit la régle suivante :

On se rapporte & une (quelconque) des solutions & multiplicateur
(semi-périodiques). Le point représentatif correspondant accomplit,
pendant une période, un nombre exact de demi-tour autour de Iori-
gine. N n’est que ce nombre, pris avee le signe + ou avec le signe —
suivant le sens de la rotation.

Il convient d'ajouter encore une remarque. g, p, ¢tant réels et de
méme signe, les exposants caractéristiques -— quelle délermination
qu'on en choisisse — ont leurs parties imaginaires multiples entiers
de im; plus précisément [d’apreés (5) et (57)], le nombre 2g, qui leur
correspond, ne peut étre qu’un entier, pair lorsque g, p, sont posi-
tifs, impair lorsqu’ils sont négatifs.

Mais nous avons vu qu’il en est de méme pour Uentier N; Nz ag
représente done, en tout cas, un entier pair 2. On peut par consé-
quent attribuer a son gré aw moyen mouvement asymptolique o une des
deuax cxpressions, ou bien

or , .
w =5 (J + &)
ou bien

"’7:%?15(‘/""6')?
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g étant le coefficient de = 2w/ dans la détermination choisie des
exposants caractéristiques et/ un entier convenable (tel que 2(;/ + g)
ou respectivement 2 (7 — g) reproduisent N).

Second cas (p,, p. complexes conjugués). — L'intégrale générale se
présente (n° précédent) sous la forme de produit des deux substitu-
tions X, et X (dans 'ordre X X,). La premiére a pour moyen mouve-

2T . . , o\ 2T . , . -
ment =+ g, la seconde (son indice étant 2/) =w/. On en déduit (n°7 du
Chapitre précédent) que le produit £X, ct, par conséquent, le point
représentatif d’une solution quelconque de (1) posséde un moyen mouye-
ment asymplotique o donné par la formule

2T , .
= (/E£g),

o l’on doit prendre le signe + ou le signe — selon que le deéterminant

o p
Y 9

A=

de X a valeur positive ou négative.

Résumé. — Bien que la nature des trajectoires d’un systéme (1) soit

essentiellement différente suivant les cas, il y atoujours (pour le point
représentatif d’une solution quelconque) un moyen mouvement
asymptotique. On peut méme le représenter en tout cas sous une
forme unique
(13) w=35(/£8),
ol g est la détermination adoptée pourle coefficient de == 2w dans les
exposants caractéristiques du systéme. Le signe a lui prémettre dans
(13) et 'entier / résultent univoquement déterminés, sauf dans le cas
de 25 entier (p,, p, réels); on peut alors choisir ce signe & son gré,
les valeurs respectives dej s’en déduisant sans ambiguité.

Il peut étre intéressant de remarquer que, si le systéme différentiel
dépend de paramétres et si, en les faisant varier dans un domaine, ot
’on nerencontre pas des valeurs réelles de g,, ., on convientd’adopter
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pour g la détermination déduite par continuité de la déterminalion
initiale g,, les deux autres éléments qui restent a fixer dans (13) (/ et
le signe) ne changent pas. En effet / est un nombre entier, et il ne sau-
rait changer lant que tout reste continu; le signe est en toul cas celui
dua déterminant A qui ne s’annule jamais.

III. — Equation du premier ordre définissant directement l'anomalie.

En passant des z, y aux coordonnées polaires r, 7, on peut déduire
des (1) une équation du premier ordre contenant uniquement 'ano-
malie 5.

En effet, sil'on pose

X = I c0sT, y=rsin3,
_dy dx
(l[;) Q---m-z—[—[ —) .(_/T,

¢est-i-dire, en remplacant 22, % par leurs valeurs tires des (r
¢ , C 1] () (”7 7 | YULS VAICUDS LTrees (e ),

(14") Q = ay a4+ (dyy— ayy )2y — ap y*
= 1y COS*T - (@yy— t};) COST SINT — gy 8In* 7],
Iidentité
x ﬁ;_/ de _ ,d3

@ TV T A
donne aprés coup

ds  Q - . .
(15) T 7‘; == Ay COSPT ~ ((gg— @yq) COST SINT — aty 5IN%T.

Le sccond membre est une fonction de ¢ ¢t de S périodique par rap-
port aux deux arguments. Il est lié aux seconds membres du systéme
linéaire (1) par larelation (14). Cette relation devient particuliérement
expressive, lorsqu’il sagit de systemes (1) ayant forme canonique. On a
dans ce cas

dz __ ol dy ol
77t i Tt vk

H ¢étant une forme quadratique en o, y (4 coefficients périodiques par
rapport a z).
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Il s’en suit, d’apres (14)

— 2 dz _ ol oH\

d’olt I'équation en 3

ds 2oH
! —_— s —
(x57) de — r2

Revenant au cas général, il y a lieu d’ajouter deux remarques :

1° (au point de vue formel). L’équation (15) devient une équation
de Riccati, si 'on prend comme fonction inconnue ¢*~ i la place de S;

2° (au point de vue de la méthode). On est tenté a penser que
I'équation (15), olttout ce qui est inessentiel a disparu, préte bien ala
discussion d’existence du moyen mouvement asymptotique.

A la vérité, il peut bien se faire qu’il en soit ainsi. Je dois pourtant
avouer que ¢’est justement parce que mes tentatives dans cette direc-
.y

tion avaient ¢choudes que j'ai ¢té conduit a tourner la difficulté a laide
des considérations développées jusqu’ici.

IV. — Racines des intégrales x (¢), y (¢).

St le point représentatif P tourne autour de origine towjours dans
le méme sens, il coupe évidemment, deux fois pour chaque tour, les
axes coordonnés. Dans ce cas on peut évaluer sans peine ladensité des
racines d'une équation

x(t)=o,
ou bien
y(é)=o,
olt (1), y(¢) désignent des solutions quelconques des (1).

Considérons en effet un intervalle de temps de longueur arbi-
traire ¢. L’espace angulaire, décrit par P, differe de wz (o étant le
moyen mouvement asymptotique dont on vient d’établir I'existence en
tout cas) par une quantité qui reste finie, lorsqu’on fait croitre ¢ indé-
finiment. Le nombre des tours a par suite I'expression asympto-
tique I;—H et celui des racines l'—;r—t' Les choses se passent donc en

Ann. Ee. Norm., (3), XXVIIl, — Aour 1911, 45
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moyenne (on pourrait dire au point de vue statistique) comme si
- - .. |oT KU T N

chaque période T comprendrait I—TE— ‘, ¢’est-a-dire, d’apres (13),

2|7 =& g| racines (').

I y a une classe d’¢quations (1), pour lesquelles on est assuré
d’avance que le mouvement angulaire de P ne change jamais de sens.
Ce sont les ¢quations, dont les coefficients a,,, a,,, @.,, @,, rendent
définie (quelle que soit la valeur de ¢) la forme quadratique Q [voir
équation (14)].

L’équation (15) impose en elfet i 5 de varier toujours dans le méme
sens, des que Q ne s’annule pas.

V. — Equation unique du second ordre.

Soit I'équation
d*x dx
6 L o — A g = 0,
(16) dl® =2l dl g ’
ol I'on suppose p et ¢ [comme les coefficients « des (1)] fonctions
réelles de ¢, finies, continues et périodiques, T ¢tant la période.

L. - e - dx .
En introduisant lauxiliaire y = —= on peut évidemment remplacer
Péquation (16) par le systéme
dr
ac
dy
dt

(16")

= (/.’L'—-—-')./)y.

Laforme quadratique Q relative & ce systéme est

—(qz*+2pzy -+ y?),

(1) Ilest a peine néeessaire d'avertir que, méme en ayant fixé d’avance la détermination
de g (ce que nous supposons toujours), le nombre des racines pourrait étre représenté
en tout cas par 2|j-+-g|, comme il a 6té annoncé dans lintroduction du présent
Mémoire. En effet 2]/ — g | pout s’éerire 2|/ - g |, pourva qu'on pose j’ = — 7 (aprés quoi
J' désigne toujours un entier),
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qui reste définie sous la condition

(17) g—p*>o.

On pourra donc, dés qu'une telle inégalité se trouve satisfaite, appli-
quer aux solutions de I'équation (16) la conclusion précédente sur la
distribution statistique des zéros.

Mais la condition (17) est assezrestrictive (devant étre remplie pour
toute valeur de ¢). Il y a lieu de la remplacer par une simple inégalité
numérique portant sur la valeur moyenne p. de la différence ¢ — p?,
¢’est-a-dire par

T

(18) [J.:;%f (q—p®)dt>o.
0

Pour nous en rendre compte, remarquons d’abord que, sil'on dési-
gne par o une fonction réelle de ¢, continue avec sa dérivée premicre et
périodique, mais d’ailleurs quelconque, et si ’'on pose

fo‘ dl
Fa—X4 a£

=l

Pr=p 40,
q,=q (lo‘+ 2+ 2po
=9+t po

2 étant intégrale de (16), la fonction 2, a les mémes zéros que x et
vérifie 'équation i coefficients périodiques, analogue & (16),
d?x, o dx, gz =0
a g T =
L’inégalité
Q—pi>o0
’ \ 2 b .
est, I’aprés cela, également suffisante pour notre but. Elle s’écrit

do )
m--{-g-——-]) > o.

En tenant compte de (18), on peut facilement assigner une fonction
périodique 5 qui la rend satisfaite.
Prenons en effet
de . )t —
P Al i o
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D’apres (18), on aura avant tout
do +g¢g—pr>o0
ac 11 ’

o résultera d'ailleurs périodique, puisque la différence des valeurs
au bout d’une période se réduit d zéro.
. ., . o do
On a en effet, en intégrant expression w — (¢ — p?) de -7 entre ¢
ete+ T,

t+T
T ——f (q—p*)dt,
{

ce qui s’annule & cause de la définition (18) de . et de la périodicité
"

0

NE
de ¢ — p*, permettant de 1*cl‘nplaccr/ «++ par
L
On a donc le théoréme :

St la valeur moyenne de g — p* est positive, toute solution de (16) a
ses séros distribués quasi-uniformeément, ¢ est-a-dire le nombre de séros
tombant dans un intervalle donné tend de plus en plus a deyvenir propor-
tionnel a Uinterealle, lorsque celui-ci augmente indéfiniment.

CHAPITRE HI.
APPLICATION A LA LUNE.

I. — Les équations cartésiennes du mouvement troublé
en proximité des orbites planes. Gas de la Lune.

Prenons Porigine O des axes coordonnés dans le centre de gravité
du corps central, les axes étant supposés de direction invariable.

Soient @, y, = les coordonnées d’un corps L soumis i I'attraction
newtonienne du centre et & d’autres forces perturbatrices dérivant
d’une fonction des forces R (, y, 5, ¢) (rapportée & I'unité de masse,
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finie et continue avec ses dérivées des trois premiers ordres, pour
les valeurs des arguments que nous aurons i considérer).

OL = \/x‘“’+y2+ s* étant le rayon vecteur de L, M la masse du
corps central, /' la constante d’attraction, les équations du mouvement

de L s’¢erivent :
[ d*x 0 (/M
it T ox (ﬁ +R>’
M

d*y 0 /.

@ =5 (5 r)
s 0 (M
| —5:"(71*“)

; oR .

Supposons que = s’annule pour z = o, quels que soient , y, ¢.

La derniére des équations (1) est alors vérilice deés qu'on y pose
z =0, ¢l le systtme admet les %' solutions planes, définies par les
deux premiéres équations, ot on ait préalablement fait = = o.

En posant

(2) { Vit yr=r,

Rz, y,0,¢) =U(x, ¥, 1),

b

ce systéme réduit en 2, y peut s’éerire :

5(1’.&: —‘)—(ﬂ—l+u),

wE T dx\ »r
(3) ) Ay __()_ ™M U)
' d T oy \ - =Y

Il a une grande importance, puisqu’il s’applique non seulement aux
solutions rigoureusement planes, mais aussi 4 celles qui s’en écartent
peu.

Supposons plus précisément :

1° De n’envisager que des cas, ou r (projection du rayon vecteur OL
sur le plan z = 0), ne descend pas au-dessous d’une certaine limite,
de facon & pouvoir considérer - comme une quantité toujours finie;

2° z assez pelit pour qu'on puisse négliger le carré du rapport - -
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Sous ces hypothéses, les deux premiéres équations (1) peuvent
encore étre remplacées par le systéme (3) (comme pour 5 = o).

En effet, la différence des seconds membres [des dites équations (1)
et des correspondantes (3)] résulte du second ordre (par rapport & =)

du moment que
o (D,
ds \ OL

s’annule identiquement (par rapport a 2, y, ¢) pour 5 = o.

Quant & la troisiéme ¢quation (1), elle devient naturellement linéaire
en 5, dés qu’on néglige, comme ci-dessus, les termes d’ordre supé-
rieur. Remplacons en conformité

I
OL _ /M=
Jz oL
par
_ /M
I
OR 'R sons abré
S par (55 ) _ =, et posons, pour abréger,
M J*R
([') r/(:l‘,)’J):é.T'_(d;" )'-:'f:()'
Il reste
d*z
(5) (/é2+q‘_0’

servant & déterminer s, apres intégration du systéme (3).
Voici ramené I'étude du mouvement troublé & la résolution succes-
sive de deux problémes distincts :

1. Intégration du systéme (3) en z, y.

II. Intégration de I'équation linéaire (5) en z, ot le coefficient ¢ est
a regarder comme fonction connue de la variable indépendante ¢, en y
introduisant pour x, y les expressions fournies par la premicre opé-
ration. '

Cas ou le corps central étant la Terre, la masse de L (Lune) est négli-
geable, et la perturbation provient d’un troisiéme corps S (Soleil).
On a affaire & un cas particulier du probléme destrois corps, etil est
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loisible de supposer connu et képlérien le mouvement de S par rapport
a 0, dés qu'on néglige la masse de L.

Prenons le plan de Porbite de S (écliptique) pour plan Ozy, et
désignons par &', y', 5" = o les coordonnées du Soleil, qui seront des
fonctions périodiques de ¢ ayant une certaine période T’ : le moyen

27 '

mouvement est naturellement n’ = = -
Appellons encore M’ la masse du Soleil,

A=V(z—ay+(y—yV+2,

ses distances de O et de L.
Le mouvement absolu de L a lieu sous les deux attractions de O et
de S. Cette derniére dérive de la fonction des forces

SN
N

Pour le mouvement rapporté & O (et a des axes de direction inva-
riable tels que O, Oy, Oz), on n’a qu’a retrancher le trinome (')

zx'+ yy' + 55
71 2

™

et on en tire I'expression classique de la fonction perturbatrice.
Notre R (2 étant ici constamment nul) s’écrit donc

— Lz Ay,
l-{—"fM<A 1% )

d=(D)sm=V(z—2 )+ (y—r),

Soit

la projection de SL sur le plan 5 =o.
On aura

.»l_'_ !
(6) R(z, y, o,t):U:fM'(%_u)

r’s

(1) Poir par cxemple TissErAND, 17 aité de Mécanique céleste, Paris, Gauthier-Villars,
1889-1896, t. I, p. 75-76.
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d’ou, d’'apres (4),
M M
(7) q :f<;3 -+ ;p‘)’

ce qui est une quantité essentiellement positive.

Il faut commencer par se procurer une solution du probléme plan
[équations (3) avec la valeur (6) de U], applicable au cas réel de la
Lune.

Les seconds membres des (3), dés qu’on y remplace «', y" par leurs
expressions en fonction de ¢ deviennent de fonctions périodiques de ¢,
mais ils dépendent encore de , y d’une manicére (rop compliquée pour
aborder le calcul des intégrales. On est ainsi conduit & le restreindre
au cas particulier, ot le mouvement képlérien de S se réduit i une
rotation uniforme, en réservant, bien entendu, aux méthodes usuelles
de la théorie des perturbations d’introduire ensuite les (faibles) cor-
rections, qui se rendront nécessaires pour tenir compte des inflluences
négligées : ici, par exemple, I'excentricité du Soleil.

Du systeme (3), simplifi¢ moyennant ladite hypothése sur le
mouvement de S, on peul faire disparaitre toute fonction explicite du
temps.

Il suffit de se rapporter a des axes 0%y (du plan z == 0) uniformé-
ment tournant avec S : leur vitesse angulaire s’indentifienaturellement
avec le moyen mouvementn’ de S. Convenons, par exemple, de prendre
la droite OS elle-méme pour direction positive de 'axe des &, et la

- . - . s Y, N W
direction positive de I'autre axe tournée (par rapport 4 0S) de ~ dans
le sens de la rotation.

En appelant &, 7 les coordonnées de L par rapport aux nouveaux
axes, on aura ¢videmment
S o= e,

d — m’

(8) .
{ U:/Mf(fz- ,5-,-)



[}
(o)
-

SUR LES EQUATIONS LINEAIRES A COERFFICIENTS PLRIODIQUES.
r’ étant icl constante. Kntre 7 et 2’ on a la relation bien connue
R M +M
nt=f—e,
7
ce qui peut étre remplacé & fort peu prés par

' M
nt=—= f—

IZEN

M

M/
. ., 27T « .. .. T,

Rappelons encore identité n' = —T'—,, ot T" désigne la période, ¢'esl(-

en négligeant le rapport — de la masse de la Terre 4 celle du Soleil.

a-dire la durcée de la rotation du Soleil (an).
En introduisant dans le systéme (3) les coordonnées
de suite, 4 aide du theéoréme de Coriolis,

%, 7, on lire

d*e , da e O (JM )
@ s )
i)
A dE w0 (/M
m—? = 2N (—/7 —1 = 7{}- \-‘7"‘* -+ U ).

ret U ayant les expressions (8), le temps n’intervient plus explicite-
ment. Ceci rend possible la recherche d’une solution périodique des
(3"), ayant une période T fixée d’avance. 1l n’en serait pas de méme
pour le systéme originaire (3), o figurent des fonctions explicites de ¢
ayant la période T' ¢ les solutions d’un tel systéme ne pourraient cn
général admettre autre période que T (ou un multiple de T*).

C’est justement en disposant de Parbitrariété de T qu’on obtient une
représentation satisfaisante des circonstances réelles par une solution
périodique.

Remarquons, en effet, que (pour un observateur terrestre et par
rapport & desreperes de direction invariable) la durée de larévolution
lunaire (révolution sidérale) est T = 2737"43™ 115, 5, qui n’est nulle-
ment un multiple deT” (an). Mais il existe uneautre période non moins
importante : celle des phases de la Lune, la lunaison ou mois lunaire,
qui est la durée T de la révolution rapportée aux axes mobiles &, 7
(révolution synodique). On a

T =29l 12144™ 2%, 9.
Ann. Ec. Norm., (3), XXVII. — Aovr 1g11. 46
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Ces deux périodes T el T penvent naturellement se déduire 'une de
lautre en tenant compte de la vitesse de rotation des deux systémes
d’axes auxquels elles se rapportent.

Pour rendre intuitive cette relation, il suffit de considérer, acotédu
mouvement réel de la Lune, une rotation fictive (dans le plan 5 = o),
uniforme, et avant (par rapport aux axes fixes Ozy) la meéme durée T

9,

de L, et, par suite, la vitesse angulaire absolue n = 2% La durée de
celle rotation, par rapport aux axes mobiles, sera évidemment T,
comme pour Ja Lune.

Dailleurs la vitesse angulaire relative, ¢’est-i-dire rapportée aux
axes 0%y (qui tournent dans le méme sens que L, avee la vitesse angu-
laire n’), n’est que n—n’. 1l s’ensuit

2T I O TT

ne-—n'"1 R K

Tli - 7I‘€7

On doit & M. L (") la découverte ef ladétermination effective d’une
solution X
::é(/), = (L),

iauy

des (3'), ayant celle période T et répondant, aussi pour le reste, d’une
manicre tres satislaisante aux données de 'observation : Uallure géné-
rale de X est naturellement bien proche i celle d’une orbite elliptique
faiblement excentrigue.
A la vérité, dans le calcul de X, on néglige encore la parallaxe
¢’est-a-dire les termes qui seraient de 'ordre du rapport %%

En nous placant désormais dans ces conditions, nous pourrons sim-
plifier davantage 'expression (8) de U et la réduire &

12
(9) U :;%_(255,_.112%

en tenant comple de ce qu'il est permis d’identifier

ALE o

T T el nE,

(1) Poir par exemple Tisserann, loc. cit., L. 1T, Chap. XIV, ou bien PoiNcaniz, Lecons
de Mécanique céleste, t. 11, Chap. XXV. Paris, Gauthier-Villars; 19o5-1910,
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L’expression (7) du coeflicientg de I'équation définissant = se réduit
en conformité a
(10) SM

q = T -+ nl2.

Quoi qu’il en soit, dts que, d’apres (8), et  ne dépendent que
de %, 7, il en est de méme pour ¢. Sidonc on y introduit les valeurs
de &, 7 relatives dla solution périodique X, ce coelficient ¢ devient Tui-
meéme une fonction périodique de période T.

II. — Passages aux nceuds.

Appliquions a I'¢quation (5) les conclusions du Chapitre précédent
(n° 5), ce qui est légitime, Uinégalilé ¢ — p*> o élant ici satisfaite
(puisque p=o0 et ¢ > 0).

Il s’ensuit que la distribution des racines de

(L) == o,

c'est-a-dire la distribution dans le temps des passages de la Lune aux
noeuds, est quast unijorme.

Le nombre moyen des passages pendant une période (mois lunaire)
est, d’apres la formule générale,

2l /=g

Dans le cas actuel, on peut retenir j = o et g asses voisin de 1,0808.

Pour nous en rendre compte, considérons ce qui se passe dans le
cas d’'une orbite circulaire de faible inclinaison. Ce serait, peut-on
dire, le cas du mouvement non troublé¢ de la Lune, pourvu qu’on né-
glige aussi son excentricité et qu’on prenne, cela va sans dire, le rayon r
de 'orbite circulaire correspondant ala période observée T (du mouve-

. 27

ment absolu). 7 est alors lié au moyen mouvement n = -—I’— par la
relation

et Péquation (5) devient [¢ se réduisant, d’apres (7), & la cons-
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tante 7* |
oy d?z .
— -+ nN°5 = 0.

() de®

Il est bien clair que, dans ce mouvement circulaire uniforme, on a
exactement deux passages aux noeuds, ¢’est-d-dire deux racines de
z(¢) = o, a chaque période T (révolution sidérale).

D’ailleurs, le nombre moyen des racines dans un intervalle quel-
conque est proportionnel & Uintervalle. On obtient ainsi, pour la
période T (mois lunaire), le nombre

n
0o

s 0

I R

olt gy a la valeur numérique x, 0808 (en prenant pour T et T les valeurs
citées aun® 1).

On peut naturcllement Ie confirmer en sappuyant sur 'expression
formelle de Uintégrale générale de (57). Elle s’¢erit

s asin(nt -1 f3),

« et 3 désignant deux constantes arbitraives. Dans un intervalle de
. nit .
longueur ¢, le nombre des racines est, en moyenne, —- Il en résulte

T
bien, pour (=T,

2T n
iy g g

= =28,
T Ton—n n-—n' i

Geci posé, remarquons que, si la fonction 2(¢) (se rapportant au
mouvement (roublé de la Lune) n’est pas rigoureusement périodique,
clle s’¢carte peu toutefois de Pallure générale envisagée touta'heure.
Il s’ensuit en particulier que le nombre moyen de racines dans un
intervalle ¢, ¢’est-a-dire 2|/ == g|, doit différer tres peude la valeur 28,
qu'on vient de caleuler pour (57).

Dautre part, 'altération des coefficients entre (5) et (5") est petite;
par conséquent, parmi les déterminations de g (différant entre elles
par le signe et par des nombres entiers) qui se rapportent a I’équa-
tion (5), il en existe une peu différente de g,. En choisissant celle-ci,

il faut bien lui associer j == o.
C. Q. F. D.
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III. — Les éléments osculateurs obliques. Cas des petites inclinaisons.

Considérons, pour un moment, un mouvement quelconque du

point L, rapporté aux axes fixes Oxys. Soient, & un instant donné,

. ‘e , . dz 7
x, y, sles coordonnées de la position occupée parL; z = Y= %,

ds
=

Dés qu’on suppose la position distincte del'origine etla vitesse non
nulle, il ya un plan bien déterminé y passant par I’origine etcontenant
la vitesse. Ce vecteur définit, dans le plan 7, un sens de circulation
autour de 'origine O. En circulant dans ce sens, on traverse en deux
points l'intersection de v avec le plan coordonné s = o : une fois en
passant de larégion des snégatives a larégion des s positives, et 'autre
fois en revenant aux s négatives. La direction fixée sur ladite inter-
section par le premier point est ce qu’on appelle le neud ascendant.
Il n’y a indétermination que dans le cas particulier ol 7 coincide avee
le plan z = o.

L'inclinaison ¢ de y sur s = o (convenablement précisée) et (dans
le cas géncéral ol @ £ o) la longitude O du neeud ascendant (comptée a
partic de Oz vers Oy) sont, classiquement, deux ‘des six éléments
osculateurs relatifs a U'instant envisagé : M. Poincaré les appelle éléments
obliques. Le cas exceptionnel o = o se présente évidemment alors et

» les composantes de la vitesse V (vecteur).

alors seulement que = et s sannulent & la fois.

Les formules qui relient g et 0 & 'état de mouvement de I (¢’est-a-
dire aux coordonnées «, y, = de sa position ctauxcomposantes 2, y, = de
savilesse) s"établissent immédiatement en ayant recours au moment G
de la vitesse par rapport a Porigine.

D’une part les composantes de ce moment sont (en supposant le
systeme coordonné dextrorsum, comme il est d’'usage en Astronomie)

- (}’5 - 5}.’>’
(36— a3),
— Caj—y).

D'autre part, G étant perpendiculaire au plan y et Oz au plan coor-
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donné Oxy, 'angle formé par G avec Os est ¢gal & celut des deax plans,
¢’est-a-dire & g; en outre (si ¢ n’est pas zéro, ce qui revient a G per-
pendiculaire & Ozy), la projection de G sur Oxy est perpendiculaire i
la ligne des neeuds. Il s’ensuit, en ayant égard au sens du veeteur G,
que ses cosinus directeurs sont :

— singsing,
sino cos 0,
—cosg,

ce qui s’applique aussi au cas ¢ = o.
En les multipliant par la valeur absolue G du moment, on a les
composantes; d’ott les relations

ys—zy = (Gsingsind,
(x1) 52 — ws = — (x sing cos 0,

xy—yr= (icoso.

Les deux premicres, linéaires en =, =, peuvent étre résolues par rap-
port a ces deux quantités, pourvu que le déterminant

mmay — ya == G eosy
€z -

i

ne s’annule pas. On a, avee cette restriction, au licu de (r1), lesystéme
équivalent

I . . .
g = (— zsinysing 4 y sinw cosF),
Coso ' '
(1 )/) . I o . o, X
5oz e~ 2 $in ¢ sin 0 sing cos’
(:r,sg,)( ¢ sinf -y sing cos ),

xy — yx = (1 cosy.

Cas des petites inclinaisons. — Fixons notre attention sur les mouve-
ments pour qui Pinclinaison g reste pelite, de fagon qu’on puisse né-
gliger ¢*: ¢’est ce qui arrive dans les circonstances réelles du mouve-
ment troublé de la Lune.

Les équations (11"), ot il est encore permis de remplacer coso par
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%
[op}
|

Iunité, en les réduisant i

5 =—uxsingsinf + ysino cosb,
(12) 5 =—uwsingsintd + y sino cosy,
G=2zy—)ux,

-~ ~

» ————;, résultent du

montrent que = et z, ou plus précisément =
Vx2+J,2

S

méme ordre de grandeur que o.

On peut deés lors reprendre tout ce qu’on a dit au n® 1, et retenir,
pour le cas de la Lune, que la projection du mouvement troublé sur le
plan Ozxy, et par conséquent les fonctions z, y, z, jf, correspondentala
solution X de M. Hill, tandis que z, et avee clle z, sont définies par
Péquation (5).

Remarquons, en passant, que Pinclinaison o ne traverse jamais la
valeur zéro.

En clfet, on ne peut avoir ¢ = o sans que s ct = s’annulent 4 la
fois, mais alors ils seraient identiquement nuls (*) et il en résulterait
o =o0, quel que soit ¢, ce qui n’est pas le cas.

Introduisons Panomalie ¢ du point 2, y (mobile sur ). On a évi-

demment
=2 rCose, y=rsing,

d’ott la premicre des équations (r2) sous la forme
(13) s==rsingsin(¢—0).

Cette anomalic ¢ est comptée naturellement a partir de la direction
invariable O2. Comme X a été originairement caractérisée en se servant
des axes tournants O%n [d’apres les équations (3)], il convient d’in-
troduire encore I'anomalie relative v* = ¢ — n't, qu’on peut interpréter,
en choisissant convenablement I'origine des temps, comme 'anomalice
comptée i partir de O%. On introduira de méme la longitude relative du
neud 0* =0 — n'¢. L'expression de s s’écrit en conformité

(14) 5= rsinesin(¢*— 0*) =sing (— £sinf*+ 7 cosd*).

(1) Puisque I'équation du second ordre (5) admet la seule solution z = o, répondant
aux condilions initiales z = 3" = o. '
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Aussi les deux autres équations (12) peuvent étre, pour ainsi dire,
rapportées aux axes tournants. 1l suffit d’invoquer pour cela la relation
entre la vitesse absolue et la vitesse relative du point mobile sur 3. La

. . . . Cl?'
premiére a pour composantes z, y (suivant O, 0y); la seconde -(75—-,
d- . . oo . .

}7? (suivant O%, Ov). En appelant Vy, V,, les composantes de la vitesse

absolue V suivantles axes mobiles (qui tournent avee la vitesse angu-
laire 2'), on a les formules bien connues de Cinématique

. E
Ve =2 — 'y
5 ST e >

5
) V,= dn +n't

Tt

Si l'on remarque que —sing, cose; —sine’, cose” sont les compo-
santes d'un méme vecteur u (de longuear 1) par rapport aux deux
systtmes d’axes, on s’apercoit de Uidentité des deux binomes

— 2 8inl 4y cosl
et
— Vesin0* -+ Vo cos 0%,

qui représentent F'un et autre le produit intérieur V< u ().

Il s’ensuit

(16) s ==sing(— Vgsinf* 4 V., cos0"),
ou Vg, V, sont définis par (15).
On a encore P'identité
ay — ya =tV —nVg,
puisque les deux membres représentent la composante (changée de
signe) du vecteur G suivant Os : la premicre calculée avee référence

au triedre Ozyz, la seconde avecréférence au triedre Ofqz.
La derniére des équations (12) prend ainsila forme

(17) G=EV,—nVe

(1) Jemploie les notalions de MM. Burali-Forti et Marcolongo. Poir par exemple :
Eléments de calcul vectoriel, traduils par M. S. Latteés (Paris, Ilermann; 1910).
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IV. — Maniére habituelle de déduire le moyen mouvement du neeud.
Complément qu'elle exige.

Voici I'essence dua raisonnement par lequel on rattache ordinaire-
ment la constante caractéristique g de I'équation du second ordre (5)
au moyen mouvement du neeud :

1° On remarque tout d’abord que, d’apres la nature de la solution
E, langle ¢"=¢ — n't augmente de 2w & chaque période T, ce qui se
traduit par I'¢quation

2T

T

o —n't—= L-+a(l),
en dasignant par o (¢) une fonction périodique.
Si Pon a égard & la formule

0T ,
== - n',

T
il reste plus simplement
p=nl+a(L).

2° On remarque ensuite que le double de la constante caractéris-
tique g de I'équation (5) exprime justement le nombre moyen de
racines de s (¢) = o a chaque période.

Cette conclusion (voir la Préface du présent Mémoire) est bien jus-
tifiée par la circonstance que la série trigonométrique représentant
5 () doit nécessairement contenir un terme prépondérant @ celui qui
subsisterait seul, lorsqu’on néglige les perturbations.

Nous venons de retrouver la méme chose sous un autre jour.

3° On admet que la longitude ) du neud posscéde un moyen mouge-
ment asymplotique, », ¢'est-a-dire qu'on puisse poser
O=wt+ e(l),

la fonction ¢ restant finie, méme quand ¢ grandit indéfiniment.

4° On tire de (13) (r et ¥ ne s"annulant jamais) que les zéros de la
fonction z coincident avee ceux de sin (¢ —0), ¢’est-i-dire, en rempla-
Ann. Ee. Norm., (3), XXVII. — Aot 1911, 47



370 T. LEVI-CIVITA.
cant ¢ et 0 par leurs valeurs, de

sin[(n—m)t + o —¢].
D’aprés la nature de la question, 0 varie (rés lentement vis-2-vis de ¢,
qui, & son tour, différe de n£ par une quantité presque constante (con-
stante en premitre approximation). On peul tranquillement retenir

que 'arguament du sinus croit toujours. Le nombre des racines est
donc, en moyenne, pour un intervalle de longucur ¢,

o~ 0)

7?
c’est-i-dire, en donnant & ¢ la valeur T = —=—,

n—n
)

n—n'

59 Haalant & 2 2, on tire la relation cherchiée entre o et le moyen
0 =] bl Y
mouvement asymptotique o du neeud :

e
T
ot
(18) o= —{n—n")yy M.

s conclusion en est que le raisonnement elassique a besoin d’étre
complété sur le point 3°. Tel qu’il es(, il prouve seulement ceci @ Dos
qu'un moyen mouyvement asymplotique existe, il est nécessairement
donné par la formule (18).

Il parait par suite désirable de se débarrasser de toule restriction en
prouvant au préalable Ieffective existence d'un moyen mouvement o
du noeud. Cest ce qui réussit sans peine par une transformation con-
venable de I'équation (5). La quantité o se trouveraainsi définie d’une
fagon directe, préférable, en coneept, dlavoie détournée, quifait inter-

(1) Tisserand désigne notre g par £, et parvient & la relation (loco citato, derniére
ligne de la page 287)

l(n —n'y=n — mouvement moyen du neud.

C’esl bien identique & (18).
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venir les zéros de 5 (¢). Il est douteux toutefois, au point de vue numé-
rique, s’il y aurait avantage 4 abandonner les méthodes de Lindstedt,
Adams, Hill, Poincaré ('), qui conduisent & un calcul trés satisfaisant
de la constante caractéristique g de I’équation (5).

V. — Transformation canonique. Moyen mouvement du nceud.
Déduction abrégée.

Commencons par substituer a 'équation (5) un systeme canonique
binaire.

Il suffit pour cela d’associer & =, comme inconnue auxiliaire, sa
dérivée premiére =, et de prendre pour fonction caractéristique

oY ~2
(19) F=—(a+qs).
Le systeme
(20) ds _ OF ds . oF
20 R P F

donne lieu ¢videmment & 'équation unique (5), lorsqu’on élimine z.
Cherchons & opérer un changement de variables, qui, sans altérer la
forme canonique, laisse directement apercevoir ce qui se passe pour la
longitude du neeud.
Reprenons & ce but les équations (14) et (16). En posant

X ==—/Gsing sinf*,

(21) —
| Y= Gsinocost,

on peut les écrire

3]

:%(&X+n¥),
(22)

Ja

S =

(VeX 4V, Y).

(1) Poir, pour ne citer que des trailés : Tisseranp, loc. cit., t. III, Chap. XVI;
Avams, Lectures on the lunar theory (Cambridge, University Press; 1goo), p. 68-72;
PoiNcars, Ouorages cités : Lecons, ete., t. 11, Chap. XXVI; Les méthodes nouvelles, ete.,
t. I, Chap. XVIIL
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Il en résulte, entre 5, z et X, Y, qui seront nos nouvelles variables,
une transformation linéaire, dont le déterminant se réduit & Punité,
d’apres expression (17) de G. Ceci suffit & montrer que la transfor-
mation est canonique et que, par conséquent, le systéme (20), ot l'on
introduit X, Y 4 la place de s, z, conserve la forme canonique. Gomme

Eooq Ve V
(

—=> —=» —>» — ne¢ sont pas des constantes,
VG VG VG /G
mais des fonctions périodiques du temps (correspondant i la solution
S de M. Hill), on doit s’attendre & une altération dans lafonction carac-
téristique. Appelons H celle qui conviendra au systéme (ransformé.
Elle résulte de F (exprimée moyennantles nouvelles variables) et d’un
terme additionnel W, qu'on va calculer d’aprés une regle connue.
Yoici de quelle maniére :

Supposons que, dans les seconds membres des (22), on fasse varier

toutefois les coefficients

X, Y de dX, dY et appelons 2z, 85 les ineréments correspondants de
z,5. Supposons d’autre part qu’on fasse varier le temps ¢, qui y figure
par Vintermédiaire des coefficients ; et soient d, z, d,s les incréments
dus 4 'accroissement ¢ de . Les dilférentielles totales seront évidem-
ment

dz =035 -, 3,

(23)

b dz =03 4 dys.

5 N N ., \ ’ r a »
En remarquant que oz, o3 sont liés & X, Y par la méme transfor-

mation lincaire, & délerminant unité, qui lie X, Y & 5, =, on a

d’abord
1| 5 3 ] XY
2l gz o3| 2| aX Y]
¢’est-a-dire, d’apres (23),
'8 - (] s s | ] X Y
2 ds ds 2 dyz ds 2l dX dY |

- I . . . 1 . N
En remplagant — (s dé — 2ds) par sds — S @ (s%), et de méme

5 (XaY — YdX) par XdY — = d (XY),
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on peut écrire

(24) sds=XdY + W dt + d2,

ou I'on a posé, pour abréger,

1
W:’E ds ds |»
dt dt
I xr
Sl-:;(:s—.\\)

Il est bien (:ntendu que la dérivation l, appliquée iz, =, se rapporle
n Vg Vq

V"’VC’VG V&

On peut méme traiter \7(—-_' comme une constante, puisque le terme de W

aux coefficients > figurant dans les expressions (22).

provenant de la dérivation de G s’annule identiquement. En tenant
compte des valeurs (15) de Vi, V,, ¢’est-a-dire de

df dn )
-—C". — VE-{— II,I‘{'}’ ;ﬁ = V»,-‘ —_— Itlg,
il vient

U o (Ve 1) X o (Vo w0 Y] =5+ (X — V).

dr T \/f‘— VG
Les équations (3') donnent d’ailleurs

fl—V—E: n’V-rl-l—i).—<f—M-+U>,

dt adE\ r
(lV-q . '\ 0 /1\1
T == — I \q+()'/1 -;—+U),

et par conséquent

’f;;__\/_«(vx VrY)—f‘\/] [\'d,</M+U> Ydo <fM U)]-

Comme, avec les valeurs (22) de 5, z et (17) de G, on a

g 1 . . 1 .
| — (VX —ViY)s — —=(nX —EY)s | = —n/ (X2+ Y?),
”[W‘i(" Vs — o £)3 | =



374 © . LEVI-CIVITA.

Pexpression de W prend la forme

(25) W= —n'(X24+Y2)

+3i | X (G )+ (LR )| - 2o
2 /Gl deNr dn \ r 2

Or lidentit¢é différentielle (24), provenant de la transformation
canonique envisagée, montre (') que W est précisément le terme &
ajouter & 'ancienne fonction caractéristique I pour passer i la fonction
nouvelle H (X, Y, ¢).

On tire, partant des (19), (25) et (a2),

(26) W=F-+W==n' (X4 Y?)
-+ ;%E(QX—a-'r;\’)ix <[~\—l + J> +r/é-;|

[ g (G v) e,

et le systéme transformé, équivalent toujours a ’équation (5), prend
la forme définitive

., dX ol dY Jll
(20) — = T
ot oY’ ¢ oX

Avec les valeurs (9) et (10) de U et de ¢ (ordinairement adoptées en
négligeant la parallaxe) on a simplement

(;) <fM - U) 4 qE = 3n"E,

JM o
an <————~ -+ U> - gn= o,

-
et en conformité

(27) . Mo 2/ (X Y1)+ 2 2o EX(EX 4 Y).

Les nouvelles variables X, Y sont lides & o et 0 par les formules (21).

(1) Comparcz MorerA, Sulle trasformazione delle equazioni differenziali di Hamilton
(Rendiconti della R. Accademia dei Lincei, 5° série, t. XII, 1" semestre 19o3,
p. 113-122); ou bien PoiNcarg, Legons, etc., t. I, n° 12, p. 13-16.
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Il s’ensuit que le point représentatif des intégrales du systéme cano-
nique (20") a pour anomalic 0" + <. Mais ce systtme est linéaire i coef-

ficients périodiques. 11 existe done, d’aprés le Chapitre précédent, un
moyen mouvement asymptotique, toujours le méme, quelle que soit la
solution envisagée. Cest comme dire qu’il en est ainsi pour 0%, et par
conséquent aussi pour 0 = 0"+ 7/¢.

L’équation du premier ordre dans la seule 0%, provenant du systéme
canonique (20") d’aprés les valeurs (21) de X, Y, est (n° 3 du Chapitre
précédent)

dan o H

W T Gsintgo

Avee Pexpression (27) de HH, il vient

di* . oorin! . .
(28) — = n =30 P cose*sinf* sin(o* — 7,

ouwr, ¢, Gsont des fonctions périodiques de ¢ se rapportant 4 la solu-
tion X. En premiére approximation, ¢’esl-a-dire enremplacant la solu-
tion X par un cercle de moyen mouvement (absolu) 72, on a

M
G=1rn,

et en outre (en supposant que 'axe O passe par la position initiale

da mobile)
¢ = nt,

d’ou

p*=(n—n')t.
Avee ces valeurs de G et de ¢ I'équation (28) se réduita une forme
déja connue par Newton, qui avait su en tirer le moyen mouvement du
neeud & 2 pour 100 de sa valeur pros ().

Déduction abrégée. — Jai tenu i donner sous forme explicite le sys-
ttme en X, Y et I’équation (28), définissant directement 0.
Si I’on se contente de mettre 2 'abri de toute objection la relation (18)

(1) TissERAND, loc. cit., p. 2-43. .
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entre le moyen mouvement © du neeud ct la g, on peut se tiver d’af-
faire en peu de mots, ayant égard aux formules de transformation (22)
entre 5, 5 et X, Y. Les coefficients sont des fonctions périodiques,
ayant la méme période T des coefficients du systéme (20) en s, 5. 11
s’ensuit que le systéme transformé en X, Y doit avoirles mémes expo-
sants caractéristiques. D’autre part le systéme (20) a & son tour les
mémes exposants caractéristiques de I'équation (5).

On peut donc prendre, méme pour le systéme X, Y, &= 27 ig comme
détermination de ces cxposan(s.

(est assez pour conclure en toute rigueur (n° 2 du Chapitre préce-
dent) que le point représentatif X, Y, ou, ce qui revient au méme
d’apres (21), Pangle 0* admettent le moyen mouvement asymptotique

27T, - . . .
T (J %= &),/ etant un enticr. La comparaison avec le mouvemen( non

troublé montre immédiatement (¢f. n®2) qu’en entendant par g la
détermination voisine de 1,0808, il faut altribuer i 7 la valeur 1 et
adopter le signe —. Ce moyen mouvement est donc exprimé par

%"E(h-—é’) =(rn—n)(1—g).

L'identite
oz 0= n't

montre que ) posséde aussi un moyen mouvement asymplotique, o,
somme du précédent avee 2/, On a done

W= (i —n") (1 gy = (n—n')g.

Cest bien la formule qu'il sagissait d’établir.




