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FAMILLES DE LAMÉ COMPOSÉES DE

GÉNÉRAUSATIONS. APPLICATIONS.

PAR M. L HAAG,
Ancien élève de l'École Normale supérieure.

INTRODUCTION.

L'origine du travail que je vais avoir l 'honneur d'exposer remonte
à l 'étude de certains mouvements remarquables, auxquel j 'a i été
conduit incidemment , il, y a 2 ans, a la suite de considérations géomé-
triques sur les surfaces réglées. J 'ai fait de ces mouvements une étude
approfondie, qui m'a donné des résultats très intéressants. Mais,
bien que ceux-ci soient prêts à la publication, je ne puis ici que les
résumer brièvement, à seule fin de faciliter la compréhension de cer-
taines parties des Chapitres qui vont suivre, tout en me réservant d'en
développer autre part l'exposition détaillée. Je rappelle d'abord que
tout mouvement continu peut être réalisé par la viration d 'une surface
réglée (2) sur une autre surface réglée (2V). J'ai, d'autre part, donné
des formules simples qui permettent de déterminer, par des quadra-
tures, la surface (S') la plus générale sur laquelle peut virer une
surface (S) donnée, suwanî un pas également donné [C. jR. ( ' ) ,
24 août 1908]. Voici maintenant comment on peut définir les mouve-
ments remarquables auxquels nous venons de faire allusion. Soit un
Irièclre mobile Qxyz, dont la pos i t ion dans l'espace absolu dépend

( r) Nous désignerons par celle abréviation les Comptes rendus clé VÂcadémie des
Sciences.

Ânn. Ec. Norrn.j (3 ) , XX VIL — JUIN 1 9 1 0 , 33
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(l'iin certain paramètre t. Supposons que les rotations et translations
o, a, r\ S, Y], ï ̂  cetriêdre soient liées par 6—n relations linéaires et
homogènes distinctes. Nous dirons alors que le mouvement du triêdre est
un mouvement (G/,). Tous les mouvements dont les rotations et trans-
lations vérifient les mêmes équations consti tuent ce que nous appelle-
rons un groupe (^). Les quantités p , y, ... correspondantes sont
évidemment des formes linéaires à coefficients constants relativement
à n .fondions arbitraires de ' £ , A i , )^, . . . , X». Si l'on donne à. ces fonc-
tions des valeurs constantes quelconques, on obt ient les mouvements
hélicoïdaux- du groupe. Parmi ceux-ci, il y a lieu de distinguer ce que
nous appelons les mouvements de base: ce sont ceux que. l'on obtient
en donnant la valeur i à l'un des A^ et en annulant tous les autres.
Comme mouvements de base, on peut prendre n mouvements héli-
coïdaux quelconques du groupe, à condi t ion qu'ils soient linécurement
indépendants^ c'est-à-dire qi^ils ne fassent pas partie d'un même
groupe (^).

Suivant la valeur de n, les propriétés des mouvements ( " G / / ) sont
très différentes. Pour / î = = i , on a évidemment le mouvement 'héli-
coïdal et ses dégénérescences (rotation et t ranslat ion). Pour ri = 2,
on a des mouvements très intéressants, dont le plus général peut être
engendré par le glissement d'une surface gauche de révolution sur une
quelconque de. ses déformées par flexion (voir n être Note du i o aoû t 1<)o8
dans les (7. ,B.), ou bien par la viration d'un conoïde de Plùcker ('voir
notre Note du 24 août 1908). Il existe en outre des dégénérescences
très importantes, mais dont nous ne pouvons rien. dire ici.

Pourn == 3, tout mouvement du groupe peut s'obtenir par la viration
d'une surface réglée (S) dont les génératrices peuvent être choisies
arbitrairement parmi les droites d 'une congruence, le pas relatif à
chacune de ces droites étant en outre déterminé. L/étude de cette
congruence et des diverses dégénérescences est du plus haut intérêt
et, permet, comme d'ailleurs pour les groupes (^,), d'établir une clas-
sification naturelle des divers groupes (^).

Quant aux cas où n prend une valeur supérieure à 3, ils se dé-
duisent très simplement des précédents par la considération de ce
que j'ai appelé le groupe complémentaire d'un groupe donné.

L'importance des mouvements (G) résulte de'ce qu'ils s ' introduisent
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nécessairement dans toute question où, ayant fait usage d 'un irièdre
mobile à un paramètre ( l r), on arrive, pour exprimer certaines con-
dit ions, à une ou plusieurs relations linéaires en p , q, . . . , ^, dont
les coefficients sont, soit des constantes, soit des fonctions d'un ou
plusieurs arguments autres que l. J'en ai signalé, dans plusieurs
Notes aux C. ./?., diverses applications, géométriques ((7. /?., 3 et
iô août, 9 et 2'3 novembre 1908'). La plus importante est celle qui
est, relative aux familles de Lamé composées de surfaces égales. Au
moment où j'ai obtenu les résultats qui sont contenus dans ma Noie du
3 août 1908, j'ignorais entièrement que cette question eût été étudiée.
Ce n'est qu 'un peu plus tard que je me suis aperçu que je n'avais fait
que donner des formes nouvelles et, dans certains caSy plus élégantes,
à des propriétés déjà établies par divers géomètres. Néanmoins,
comme j'étais en possession d'une, méthode qui ne me semblait avoir
été utilisée par personne, je me suis mis à poursuivre mes recherches
dans cette voie, espérant apporter quelques contributions nouvelles à
l'étude d'un problème dont s'étaient occupés de nombreux géomètres,
dont quelques-uns des plus illustres. Je n'y ai pas réussi autant, que
je l'avais espéré tout d'abord. Par contre, j'ai été conduit, au cours
de mes déductions, a. imaginer certaines généralisations qui m'ont
semblé dignes d'intérêt et don t quelques-unes m'ont permis d'obtenir
la solution de certains problèmes non encore résolus.

Mon travail se divise en quatre Chapitres :
Dans le premier, je m'occupe des familles de Lamé composées de

surfaces égales. Je n'y établis guère de résultats essentiellement nou-
veaux. Néanmoins, la méthode que j'ai employée m'a paru digne d'être
exposée parce qu'elle permet d'obtenir très rapidement tous les résul-
tats connus jusqu'à présent et en outre parce qu'elle donne le moyen
de déterminer d'une façon commode les systèmes triples orthogonaux
dont elle démontre l'existence.

Le second Chapitre est une généralisation du précédent. Je me pro-
pose d'y déterminer toutes les familles de Lamé dont les différentes sur"
faces ont des représentations spizériques égales. Je suis arrivé à des

( l ) On pourrait peut-être faire une étude analogue pour les mouvements à plusieurs
paramètres.
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résultats d'une forme assez élégante, qui permettent d'attaquer par
une nouvelle voie le problème qui fait l'objet, du premier Chapitre.

Dans le troisième Chapitre, je me pose la question suivante: Peut-on
trower deux familles de Lamé composées de surfaces deux à deux égales,
mais placées dam des positions relatives différentes ? Cette question est
iîitiraeineïit liée à celle des familles de Laine composées de surfaces
égales et peut donner naissance à d'intéressantes applications. C'est
ainsi , par exemple, qu'elle m'a permis de déterminer toutes les familles
de Lamé composées d'héiicoïdes^ ainsi que celles dont les différentes sur-
faces admettent chacune un plan de symétrie, variable d 'une surface à
la suivante.

Enfin, le dernier Chapitre généralise le troisième, comme le
second généralise le premier, c'est-à-dire que je me pose encore la
question précédente, mais en supposant s implement que ce sont, les
représentations sp/iériy'ues cjui^ deux à deux^ sont égales.

J'aurais voulu développer, dans un cinquième Chapitre, l'application
à différents cas particuliers très intéressants des théories exposées
clans les quatre autres. Mais j'ai dû me borner, pour ne pas allonger
outre mesure ce travail, à indiquer sommairement les résultats obtenus
et ceux que j'espère obtenir.

l ime reste à adresser maintenant mes bien sincères remercîments
à M. Darboux, pour le bienveillant accueil, qu'il a constamment réservé
à mes recherches, ainsi que pour les conseils dont, il a bien voulu
m'éclairer dans le cours de ma rédaction.

CHAPITRE PREMIER.
FAMILLES DE LAMÉ COMPOSÉES DE SURFACES ÉGALES.

1. La recherche des familles de Lamé composées de surfaces égales
constitue un problème qui a été posé pour la première fois par
M, Darboux et qui a fait depuis l 'objet d'un assez grand nombre de
travaux. Dans ses Leçons sur les systèmes orthogonaux ( { ) ( n0" 50 à 53),

^ (1) Dorénavant nous désignerons cet Ouvrage, dont nous aurons fréquemment l'occa-
sion de parler, par l'abréviation (6'. T.).
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Fémment géomètre donne une solution qui repose sur la forme parti-
culière donnée par M. Maurice Levy à l 'équation du troisième ordre
dont dépend la famille de Lamé la plus générale. Il indique en même
temps les résultats obtenus par divers auteurs, pour lesquels nous
nous contenterons de renvoyer le lecteur à l'Ouvrage cité. Depuis, la
question a été reprise par M. Medolaghi. (Académie des Lincei, 1899),
qui a considéré seulement deux cas particuliers, et surtout par
M,. Deinoulin ((7. R., 22 juin 190,3)3 qui , après avoir donné une dé-
monstration géométrique d'un élégant théorème de M. Pétot, en a
déduit toutes les solutions connues jusqu'aujourd'hui.

Nous allons ici suivre une méthode dilférente, qui s'appuie unique-
ment sur le théorème de Dupin et sur la réciproque qu'en a donnée
M. Darboux.

2. Imaginons un trièdre mobile Oxyz, ou (T), dépendant d'un
paramètre^. Désignons, suivant les notations habituelles, parp, q, r\
S, Y], t ses rotations et translations. Supposons., d'autre part, que ce
trièdre entraîne avec lui. une surface ( S ) invariable de forme. Propo-
sons-nous de chercher quelles doivent être la nature du mouvement
du trièdre, ainsi que la nature de la surface pour que les différentes
positions de celle-ci constituent une f a m i l l e de Lamé.

Soient <x',j, z les coordonnées relatives d'un point quelconque M
de (S), supposées exprimées en fonction des paramètres u et v des
lignes de courbure, et, ce qui est évidemment permis, indépendantes
de t. Écrivons le théorème de Dupin pour les lignes (^) par exemple.
Il faut pouvoir associer ces lignes en surfaces orthogonales à (S) le
long de chacune d'elles. On sait d'ailleurs, grâce à la réciproque de
M. Darboux, que cette condition est suffisante. Or, rien n'est plus
facile que de la traduire analytiquement. Il suffit de supposer que P
est fonction de t et d'écrire que le déplacement élémentaire du point M
est perpendiculaire à la tangente à la ligne ( u ) qu i passe en ce pointa
ce qui donne immédiatement

( i ) G^4- A^=:o,

en posant
, . P 0 / àx \2 A 0 '̂z> / •r x' " àx\2' , n àx(2) ^ôW ' ^^(^y—^).
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De là résulte la condition nécessaire

à / ^\
( 3 } — ^ou \ {j I '- 0,

qui doit être évidemment vérifiée quels que soient u, ^, t. S'il en est
ainsi.. - sera une fonction des seules variables v et t, et Inéquation (i)
deviendra mie équation différentielle du premier ordre entre ces va-
riables, dont rintégration donnera les surfaces de la seconde famil le
du système tr iple orthogonal.

L'unique condition du problème est donc l 'équation (3), sans
oublier toutefois que les lignes (u) et ((•') doivent être les lignes de
courbure de (S). En raisonnant sur les lignes ( u ) comme sur les
lignes (^), on arriverait à une condition analogue

/ , . , à /B\( 4 ) — -^ =0(^ \ E

avec

^s^y- ^s^^- '•-'•)••
et l'on ramènerait la détermination des surfaces de la troisième famille
ii l'intégration de l 'équation différentielle

(6) 'Edu+}idt=o.

Cette nouvelle condition (4) doit a priori équivaloir à (3), si l'on
admet que les lignes (u) et Çv) sont lignes de courbure. La vérifi-
cation directe n'offre aucune difficulté. Si, au contraire, on suppose
simplement des lignes («) et ((.') qu'elles sont orthogonales, les équa-
tions simultanées (3) et (4) entraînent, pour ces lignes, la condition
d être lignes de courbure, et cela grâce au théorème de Dupin. C'est
ce qu'il est également facile de contrôler par un calcul direct. On
pourra enfin vérifier que, les lignes («) et (^ étant supposées lignes
de courbure, Fune ou l'autre des équations (3) et (4) est la traduction
analytique de l'élégant théorème de M. Petot : La droite qui joint les
centres de courbure géodésique des deux lignes de courbure qui, se
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croisent en M appartient au complexe linéaire attaché au mouvement
hélicoïdal instantané (p, y, 7*, E, Y], '€}.

3. Main tenan t que nous avons vu d'une façon bien netle quelles
étaient les conditions analytiques du problème, nous allons étudier
celles-ci d 'une manière approfondie. Nous pouvons évidemment nous
borner à nous occuper de l 'équation (3), car des résultats obtenus
nous déduirons par symétrie ceux qui sont relatifs à l'équation (4).

L'équation (3) rentre dans le type de celles que nous avons signalées
à la pa^'e 259 et qui conduisent aux mouvements ( G ) ; de sorte que
nous pouvons, dès maintenant,, énoncer la proposition suivante :

Si, en se déplaçante une surface (S) engendre une famille de Lamé\ ce
déplacement ne peut être quun. mouvement (G)y auquel cas la même sur-
face engendre aussi des familles de Lamé dans tous les mouvements (G)
qui font partie du même groupe que le précédent. En particulier^ si
n mouvements héiicoÏdaux linéairement indépendants répondent à ici
question^ il en est de même de tous les mouvements du groupe (g'n) ciuï

admet ces mouvements hélicoïdaux: comme mouvements de base.

Maintenant que nous avons déterminé la nature du mouvement que
doit prendre le trièdre (T), il s'agit de voir quelles doivent être les
équations de la surface (S) par rapport à ce trièdre. Nous avons évi-
demment à distinguer plusieurs cas suivant la valeur du nombre n
précédent.

4. PiiEMiER CAS : n = i . — La surface (S) ne peut engendrer une
famille de Lamé que dans un seul mouvement, qui est un mouvement
hélicoïdal (H). Nous désignerons désormais, par abréviation, toutes
ies surfaces de cette nature sous le nom de surfaces de la première
catégorie. Voyons à quoi se ramène leur détermination. Tout d'abord,
nous pouvons évidemment supposer le mouvement (FI) uniforme?
c'est-à-dire les quantités/.», q, ..., ^ constantes. L'équation (3) équi-
vaut alors à la suivante :

(7) A=GV,

en appelant V une fonction de la seule variable ^.
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Supposons ( F aborda ^=. o. Si l'on remarque qu'à la suite du chan-
gement de r en/(P), les quantités G et A sont divisées respectivement
par I/'C^)]2 et par/ 'C^)» on voit qa'>on peut, sans d i m i n u e r la géné-
ralité, réduire V a l'unité. Mais alors la variable v sera parfaitement
déterminée, pour une vitesse donnée du mouvement uniforme (H),
en négligeant du moins une constante additive. Nous lui donnerons le
nom de variable canonique. Avec une telle variable, nous avons

(8) A=G;

par suite, l 'équation (i) se réduit à

d^ 4- dt ==: o,

ce qui nous donne l'énoncé suivant :

Pour avoir une surface (p) de la seconde famille, i l suffit d'imprimer
à chaque ligne (^) de (S) un déplacement hélicoïdal compris dans (H ),
d'amplitude ( 1 ) égale à p — c, p désignant une constante, qui est le
paramètre de [a surface ( p).

Ceci nous donne une interprétation géométrique élégante de la
variable canonique v et nous montre en même temps que toutes les
surfaces (p) se déduisent de l'une d'elles par le mouvement (H).

Si l'on écarte le cas où B serait nul, on a de même une variable
canonique u, telle que

( 9 ) B==E,

ce qui donne, pour la génération des surfaces (p , ) de la troisième
famille, un énoncé tout à fai t analogue au précédent. Si donc nous
connaissons une surface (S) satisfaisant aux équations ( 8 ) et (q),
nous pourrons, par de simples calculs algébriques, en déduire un
système triple orthogonal dont les surfaces (p^) seront les différentes
positions que prend (S) dans le mouvement (H) .

( 1 ) L'amplitude est l'angle dont tourne la ligne ( ^ ) , si l'on a affaire à un véritable mou-
vement hélicoïdal ou à une rotation, et si la vitesse angulaire constante a été choisie
égale à i. Si l'on a affaire à une translation, dont la vitesse soit également l'unité, l'am-
plitude mesure le déplacement de chaque point.
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5. La détermination des surfaces (S) répondant aux conditions
précédentes const i tue un problème très ardu.

On peut le ramener, de différentes façons, à F intégration d'une équa-
tion aux dérivées partielles du troisième ordre à cleuo) variables indépen-
dantes. Citons par exemple l 'équat ion indiquée par M. Darboux (5. T.y
t. I, n0 51), qui détermine z en fonction de ^ ety. Il y a aussi, pour
le cas parliculier d'une translation, l'équation de M. P. Adam (G. IL,
t. CXXÎ, p. 812), qui conduit à l 'équation tan^entielle de la surface
en variables symétriques, ou l'équation donnée par M- Darboux dans
sa Thèse de Doctorat (Annales de l'École Normale, 1866, p. i23),
qui permet d'obtenir les p//, du système triple. En se plaçant toujours
dans l'hypothèse d'une translation, et partant simplement des équa-
tions (8) et (9), on peut en obtenir très rapidement une autre, que
nous croyons nouvelle. Si l'on prend l'axe des z parallèle a la transla-
tion, on voit de suite que le problème se ramène à la recherche des
surfaces dont l'élément linéaire est de la forme

( 1 0 ) ^= ^du^^cù^.
vu ôv

ce qui, en vertu d'une remarque faite plus haut (n° 2), entraîne la
condition que les lignes ( u ) et (v) soient lignes de courbure. Or,
l'équation (10) s'écrit
/ , \ ,7 o j e , àz àz - - f àz -, as \ï( ̂  ) duc- -(- dy2 •=. — du^ + — d^ — [ — du 4- — cv ) .

au àv \àu àc )

II nous suffît donc d'écrire que la courbure totale du second membre
est nulle ( f ) , ce qui donne l'équation

ôQ àQ
( 1 2 ) g !̂i_ à6 àlogp 00 à loge/ au 7h _

" au ôv au àv àv au Q °'

où l'on a posé
àz àz

P=^ q=^ e=p-^-q^i.

( 1 ) Cet artifice nous a été indiqué par îa méthode de formation de l'équation des aur-
faces applicables sur une surface donnée, découverte par M. Darboux en 1872 (voir par
exemple, T. S., t. iïl, p. 253). Nous désignerons dorénavant par l'abréviation (T. S.
l'Ouvrage de M. Darboux sur la Théorie des surfaces.

Ann. Éc. Norm., ( 3 ) , XX-VIL — JON 1910 . 34
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Avant ^, on aura x et y par l 'équation (n), c'esl-à-dire en somme par
la recherche des lignes1 de longueur nul le de l 'élément linéaire du
second membre.

On peut suivre une marche analogue dans les cas d'une rotcftion
autour de O.S., Si l'on passe en coordonnées semi-polaires, on. est
ramené à l 'équation

„ / a u , ,, àf^ , ^\d^-^ o'1 —du2— —d^-1 \ôu à^ j
OU

d^-r-d^ ôw , , 0^ , . ( àw , au ,\2

^ ——p—— -^^^^^"-^^^^^ <

II suffit alors d'écrire que le second membre a une courbure totale
é^ale à moins i, ce qui conduit , à l'équation

à0_ àQ

(^ QJ^^^^^^-^ ( n^-^+^V N ) ^)iiàv au ^ dr au C ' u /

avec
àfù àw Q

p=^ q^^' Q^p^g-..

Ayant co, on aura p et z par la recherche des lignes de longueur nul le
du second membre de (i3).

Si l'on a affaire à un véritable mouvement hélicoïdal, on ne voit pas
le moyen d'imaginer une méthode analogue aux précédentes; mais
cela a peu d'importance, car nous verrons, au Chapitre suivant, que
ce cas se ramène à celui de la rotation et à des quadratures.

Si l'on ne tient pas à réduire le problème à l'intégration d 'une équa-
tion unique, ce qui ne présente d'ailleurs guère qu'un intérêt
théorique, on peut encore suivre d'autres voies. L'une d'elles consiste
à rechercher la surface (S) par la méthode du trièdre mobile MXYZ
relatif au système des lignes de courbures, en partant des équations
(^) et (9)- ^ su^t ^ remarquer que l'équation (8), par exemple,
exprime que la translation de ce trièdre relative à MY et à (» variable
est égale au moment par rapport à MY du système de vecteurs qui
donne la distribution des vitesses du mouvement (H).

En introduisant les coordonnées de ce système de vecteurs par rap-
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port au trièdre mobile, cette condition s'exprime très s implement . Il
faut lui adjoindre les équations qui expriment que le système de
vecteurs en question demeure, quand u et c7 varient , équivalent à un
système fixe de l'espace. En partant de là, on arrive a une méthode
nouvelle de détermination des surfaces (S) cherchées. Mais nous ne
la développerons pas, car elle revient au fond aux méthodes générales
qui seront exposées dans le Chapitre suivant, si l'on se place du moins
à l 'unique point de vue des équations auxquelles on est ramené en
dernier lieu. Quelle que soit la façon d'attaquer le problème, on ne
saurait songer à le résoudre dans toute sa généralité. Tout ce que
l'on peut faire, c'est d'en chercher des solutions particulières. En
voici quelques-unes, qui ne sont d'ailleurs pas nouvelles. Citons
d'abord les surfaces qui satisfont à l 'équation aux dérivées partielles

C/.L— p\— v ̂  ̂  ^ ̂  ̂  ̂  ̂  ̂  ) -|- ̂  x -\- a', v 4- ^3 s -4- a;,,
V/I-^-r-^

qui engendrent une famille de Lamé dans le mouvement hélicoïdal
d'axe Qz et de pas K, et qui ont été signalées par M.. Darboux (S. 7\,
t. I, p. 86). On peut les caractériser par la propriété suivante, à con-
di t ion d'y joindre les surfaces analogues relatives à la translation :
Pour chacune d'elles^ il existe une sphère telle qu'en Ici prenant pour
sphère principale dans une transformation infinitésimale de Ribau-
cour (i ), la surface se transforme en une surface égale.

Dans le cas particulier, où la constante a,, seule est différente de
zéro, on obtient des surfaces que M. Darboux a caractérisées par la
propriété d'être superposables aux surfaces qui leur sont parallèles,
et dont il a intégré l'équation. On peut aussi remarquer, ce qui évite
toute intégration, que ces surfaces admettent deux hélicoïdes d'axe 0,s
et de pas K pour nappes de leur développée. Pour les obtenir, il
suffît de partir d'un hélicoïde quelconque, sur lequel on prend une
famille de géodésiques égales autres que les trajectoires orthogonales
des hélices (2). Les tangentes à ces géodésiques sont les normales de-
là surface cherchée.

( 1 ) DARBOL-X, <Ç. T., n°-tô.
( 2 ) Dans ce cas, on obtiendrait, comme surface (S) un hélicoïde, lequel glisserait sur
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On peut aussi, avec M. Demoulin (G. A., 22 juin 1903},, chercher
/<?.? périsphères qui engendrent une ^famille de Lamé dans un mouvement
hélicoïdal (H). L'application du théorème de M. Petot. montre de
suite que si S désigne le sommet du cône circonscril le long d'une
ligne de courbure circulaire, il faut et suffît que le plan polaire de
ce point par rapport au complexe (C) attaché au mouvement (H)
passe par la caractéristique ( D ) du plan (H) de la ligne de courbure
correspondante. Cette proposition permet de retrouver facilement les
périsphères de M. Lucien Lévy {Journal de Liowille^ 1892), qui sont
relatifs à la translation. On peut aussi en déduire tous les périsphères
qui correspondent à une rotation, et cela par des quadratures ( ^ ) .

Nous verrons, dans le Chapitre suivant , le moyen d'obtenir un grand
nombre de surfaces nouvelles répondant aux conditions du problème.
Pour l'instant, nous allons reprendre notre discussion.

6. Revenons à l'équation (7) pour examiner le cas particulier où la
fonction V serait nulle, et par suite aussi A. Les surfaces (S) corres-
pondantes, que nous appellerons surfaces singulières de la première
catégorie, sont caractérisées par la propriété suivante : Les tangentes
aux lignes Çu) appartiennent toutes au complexe linéaire ('C). Dans ce
cas, et dans ce cas seulement, l 'équation (i) se réduit à dv = o, ce
qui signifie que les surfaces (p) de la seconde famille sont des héii-
coîdes engendrés par les différentes lignes Çv) dans le mouvement (H) (2 ).

lui-même dans le mouvement (H) et ne donnerait pas par conséquent une famille de
Lamé. Ce cas est celui où la constante ^4 serait nulle.

(1) Si le point S n'est pas sur l'axe Oz de rotation (cas qui correspondrait à des sur-
faces dû Joachimstal d'axe Oz ; M. Carrus a donné un mode de génération élégant de
ces surfaces particulières : Journal de l'École Polytechnique, 1908, p. 85), il f a u t ([Lie
le plan (S, D) passe par Oz. On en déduit d'abord que D doit pusser par un point fixe
de Os et, par suite que les périsphères sont anncdLagmatiques par rapport à une sphère
clé centre sur Oz. Par une inversion, on peut alors se ramener au cas où la déférente
se trouve dans le plan des xy et l'on n'a plus qu'à résoudre un simple problème de
géométrie plane. On verra facilement qu'on peuL se donner arbitrairement le rayon de
la sphère en fonction de l'arc de déférente, celle-ci se détermine alors par des qua-
dratures.

(2) On peut démontrer ceci géométriquement d'une manière très simple, en remarquant
que, pour que la ligne (?) qui passe par un point donné M de (S) engendre dans le mou-
vement (H) un hélicoïde orthogonal en ce point à la surface (S), il faut et suffit que la
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Quant aux surfaces ( p i ) ? elles seront obtenues, comme au 11° 4, au
moyen de la variable canonique u. Il est en etiet impossible que les
tangentes aux lignes (î-5) appartiennent? en même temps que les pré-
cédentes, au complexe (G), car il en serait de même de toutes les tan-
gentes à la surface. La détermination de toutes ces surfaces singu-
lières est aisée dans les cas particuliers de la translation et de la
rotation. Ce sont en effet les surfaces moulures de noyau parallèle
à Ozy pour une translation suivant Os, et les surfaces de Joacfumstal
d'axe 0-s, pour une rotation autour de Oz. On retombe sur des sys-
tèmes triples orthogonaux évidents et bien connus. Mais il n'en va
pas de même lorsqu'on a affaire à un véritable mouvement hélicoïdal.
Nous verrons, au Chapitre suivant, que Ici détermination des surfaces
correspondantes équivaut au problême de la déformation de la sphère^
ce qui constitue un lien très curieux entre deux questions cjisi semblen t
a priori entièrement différentes ( i ).

7. DEUXIÈME CAS : n ==2. — , La sur/ace (S) peut engendrer une famille
de Lamé dans tous les rnowemenis d'un groupe (§'2) el dans ceux-là
seulement. Les surfaces de cette nature seront appelées surfaces de la
seconde catégorie. Si nous désignons par A^ et Aa les expressions
obtenues en remplaçant dans A les p , q, ... par les j ) , , q^ ... etj^,
q^, ..., coordonnées constantes de deux mouvements de base du
groupe, nous devons avoir

(i5) Ai==ViG, A^VsG,

où V^ et V^ sont deux fonctions de la seule variable P. Ces deux équa-
tions expriment, si l'on veut, que la droite de M. Petof engendre une
congruence linéaire, intersection des complexes linéaires (C^) et (Ça)
relatifs aux deux mouvements de base ( H < ) et (EL). On peut dé-

vitesse de M soit perpendiculaire à la tangente à la ligne (u), o i t , ce qui revient au même^
que cette tangente appartienne au complexe (C).

( ^ M . Gruichard a montré récemment ( C. ^., 6 décembre 1909) qu'on retombait encore
sur la déformation de La sphère en cherchant tes surfaces dont le.^ premières tangentes
principales sont tangentes à une quadrique. Il y aurait peut-êLre lieu de chercher un rap-
prochement entre cet énoncé et le nôtre. Cela conduirait peut-être à la véritable origine
delà connexité qui existe entre ces différents problèmes.
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<'luire de là certaines surfaces particulières de la seconde catégorie.
C'est, ce qu'a fait M. Demoulin ((7. J?., 22 juin 1903}. Ce géomètre a
signalé d'abord les surfaces de^eloppables dont l'arête de rebrousse-
ment est te l le que la normale principale (qui n'est autre que la droite
de M. Petot) appartient constamment à la congruence (G, , C^). Mais
il est clair que la recherche de ces surfaces revient à celle des surfaces,
autres que les hélicoïdes, qui admettent une famille de géodésiques
égales, problème qui a été résolu par M. Hazzidakis ( l ) (Journal de
Crelle, i883). M. Demoulin a indiqué aussi quels sont les péri sphères
qui répondent à la question. Ce sont les périsphères de la page 12
pour lesquels le point S décrit une droite A, c'est-à-dire qui sont en
même temps des surfaces de Joachimstal. Si l'on remarque que la
déférente est dans ce cas située dans un plan (P) qui contient A, on
voit qu'il est nécessaire que la droite A', conjuguée de A par rapport
à fC) , autour de laquelle doit pivoter le plan (S, D), soit perpendicu-
laire a (P). Comme A et à! sont les directrices du mouvement (G^)
auquel on doit soumettre la surface pour obtenir une famille de Lamé,
ce mouvement sera obtenu en considérant le cercle tangent à A' et d^ axe A
et en supposant que ce cercle vient coïncider successivement avec tous les
cercles de courbure d'une courbe à courbure constante ( 2 ) ; à moins
que A' ne soit à l ' infini , auquel cas on obtient soit un mouvement
de verrou, soit un aut re mouvement susceptible d 'une définition
élégante.

Nous avons pu déterminer, sans aucune intégration ni quadrature,
toutes les surfaces répondant aux conditions précédentes. Parmi
elles, citons la cyclide de Oupin dont les points doubles sont respecti-
vement sur A et A' (cas signalé pour la première fois par M. Cesserai :
G. R., juin 1897). Les périsphères précédents sont aussi les seules
surfaces de Joachimsîal capables d'engendrer une famille de Lamé
dans un mouvement autre qu'une rotation autour de leur axe, exception

(1) Dans une Note aux Comptes rendus (9 novembre 1908), nous avons séiiéralisé ce
problème et montré comment il se ratlache étroitemem à la théorie des mouvements (G),
ce que M. Hazzidakis ne semble pas avoir vu de façon neLle. Cela met en évidence la con-
cordance absolue qui existe enLre les deux manières de traiter la question des familles de
Lamé composées de développables égales.

(2) Foir J. HAAG, C. JL, 10 août 1908, p. 345.
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faite pour celles qu'on obtient en animant une tractrice d'un mouve-
ment de verrou autour rie sa base ( 1 ) .

8. Revenons aux équations ( i5 ) . Si, ent re elles, nous é l i m i n o n s G,
nous obtenons

(16) A i V 2 — A . > Y , i = r o .

Cette équation exprime que les tangentes aux lignes (u) en leurs points
de rencontre avec une même ligne (r) appcutiennent toutes à un même
complexe linéaire faisant partie du système à deux termes ( G { , C ^ ) .
Cette propriété, qui est une conséquence analytique du théorème de
M. Petot, peut aussi s'en déduire par un raisonnement géométrique
fort simple, que nous laisserons au lecteur le soin de faire. Mais i l
faut bien remarquer qu'elle ne renferme pas a elle seule toutes les
conditions du problème, car si les équations (i5) sont à la ibis néces-
saires et suffisantes, il n'en est évidemment pas de même de la seule
équation (16). Il n'en va plus ainsi si l'on remarque que la propriété
précédente doit s'appliquer encore si Von échange les deux systèmes de
listes de courbure. L'ensemble de ces deux conditions est alors suffisant.
Voici comment on peut le voir. Soient M un point quelconque de la
surface, MT et MT les tangentes en ce point aux lignes (u) et [ v )
correspondantes, G et (7 les centres de courbure géodésique respectifs
des lignes (<^) et (u).

La tangente MT appartient à un certain complexe ( G ) du système
(C^ Ça) ; d'après l'hypothèse et en vertu du théorème de M, Appell, le
pôle du plan TMT par rapport à ce complexe est le point G. De même,
MF appartient à un autre (\) complexe (G') du système (Ci, Cg), par
rapport auquel le point (7 est le pôle du plan TMT. Il suit de là que la

( 1) Plus généralement, imaginons une famille de Lamé composée de surfaces (S) dont
les lignes de première courbure ( u ) sont des cercles géodésiques. On sait que chacune de
ces lignes se trouve sur une sphère ( U ) orthogonale à (S) le long de (;/). Il peut arriver
d'abord que les sphères (U) const i tuent une des familles complémentaires da sysLènie
triple, ce qui donne des systèmes étudiés en détail par M. Darboux (S. 7'., l. 1. Chap . I l ) .
S'il n'en est pas ainsi, lorsque (u) engendre une surface de In seconde fami l le , la sphère
( U ) doit nécessairement admet t re celte ligne pour caractéristique. Les surfaces (S) sont
par suite des périsphères. Si l'on applique ceci aux surfaces de Joachimstal, on obtient les
conclusions énoncées dans le texte.
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droite CC tait partie à la fois de (G) et de (C'), donc de la congruence
linéaire (C^ Ci). Or, nous savons que c'est là une condition suffi-
sante.

Nous avions espéré que la proposition précédente nous pennettrait
de (Jéterniiner toutes les surfaces de la seconde catégorie. Malheureu-
sement, nialirré la diversité des méthodes que nous avons employées,
nous nous sommes heurté à des difficultés de calcul qui nous ont paru
insimnontab.tes et nous ont contraint à abandonner la question. Il est
d'ailleurs peu probable qu'elle admette des solutions bien étendues,
car le nombre de conditions imposées est surabondant. En dehors des
surfaces signalées par M. Dernoulin ci que nous avons énumérées pins
haut , nous n'avons pu trouver que les hélicoïdes à courbure totale con-
stante. Et. encore ces hélicoïdes conduisent-ils à des systèmes triples
orthogonaux déjà connus (DARBOUX, S. T., t. I ,p . 323). Néanmoins, la
façon simple dont. nous sommes arrivé à les délerminer et la forme
élégante sous laquelle nous avons pu mettre leurs équations méritent,
croyons-nous, d'être signalées ici, d'autant plus que les résultais
auxquels nous allons èl,re conduits trouveront, dans le Chapitre III, une
application très intéressante.

9. Nous nous sommes proposé de rechercher les surfaces (S) pour
lesquelles les premières tangentes principales appar t iennent toutes
au même complexe linéaire (C^), les secondes tangentes principales,
faisant également partie d'un même complexe linéaire (C^), différent
de ((!,). A la suite de calculs compliqués que nous ne reproduirons
pas ici, nous avons constaté que, la cyclide de Dupin mise à part,
il était nécessaire que les deux complexes eussent même ' axe
central Oz, h surface (S) étant un hélicoïde à courbure totale
constante d'axe Oz. Voici maintenant comment on peut retrouver
directement ces hélicoïdes :

^ Imaginons, d'une façon plus générale, une famille de Lamé composée
cfhéKcoïdes égaux et de même axe Oz. Tous ces hélicoïdes peuvent

^ (1 ) Le raisonnement serait en défaut si (G-) coïncidait constamment avec fC). Mais alors
^ est facile de voir que la surface serait nécessairement un plan, le complexe (G) étant
spécial et ayant sa directrice dans ce plan.
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évidemment se dédui re de l 'un d'eux ^S) par- le mouvement de verrou
le plus général autour de Oz. Donc, si nous considérons une îigne de.
courbure ( r ) de (S)., les tangentes aux lignes ( u) en leurs points de
rencontre avec cette l igne (^1?) appartiennent toutes, en vertu du n° 8,
à un certain complexe linéaire (€') d'axe central Os; d'où i l résulte
visiblement que toutes les tangentes aux lignes (//) appart iennent à
ce complexe (G7). De même, les tangentes aux lignes {v) font toutes
partie d'un même complexe (C) [nécessairement différent de (G')]
d'axe central 0^. Appelons p et// les pas respectifs de (C) et de (G').
Il résulte du n0 6 que les surfaces (p) sont les hélicoïdes^'a^r engen-
drés par les différentes lignes (a) dans le mouvement hélicoïdal (H)
d'axe Oz et de pas/^. De même, les surfaces ( p , ) sont les hélicoïdes
égaux engendrés par les lignes (t5) dans le mouvement (H') d'axe Os
et de pasy/. Enfin, les surfaces (p^) sont les surfaces (S), c'est-à-dire
encore des hélicoïdes égaux d'axe Oz et dont nous appellerons le pas
commun /A Nous avons donc un système remarquable dans lequel ,
non seulement les surfaces coordonnées de chaque famil le sont égales,
mais aussi toutes les courbes trajectoires orthogonales de ces sur-
faces. Au reste, il est très facile de déîerrniner a priori ces courbes.
Désignons par ( y ) ? (ï')? (V7) l^ trajectoires respectives des surfaces
(p), (p i )? (p.»)- Soit M un point quelconque de l'espace. Construisons
les vecteurs iMT, MP, MP", qui sont les moments résultants par rap-
port au point M de trois torseurs ayant pour axe central Oz et pour
pas respectifs p , p ' , p^ Ces vecteurs sont tangents respectivement aux
surfaces (p), (pi) , (pa) qui passent par M. Donc la tangente MT en M
à la courbe (y) issue de ce po in t doit être perpendiculaire à MF et
telle que les deux plans TMP et TMP' soient rectangulaires. Il y a
deux droites répondant à la question. On déterniine de même deux
tangentes MT et deux tangentes MT" relatives aux courbes (y') et (y"}.
En outre, on vérifiera sans peine qu'à chacune des deux droites MT
correspond un trièdre trirectangle unique formé par cette droite, par
une tangente MT et par u n e tangente MT'.

D'après le théorème fondamental des équations différent iel les , nous
sommes donc assurés que par chaque point M de Fespace passent deux
courbes de chaque famille, dont les tangentes en M forment , comme
il vient d'être expliqué, deux trièdres trirectangles, lesquels sont évi-

^/m. Éc. Norm., (3), XX VU. — JUIN 1910. 35
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dernmerîl symétriques l 'un de l'autre par rapport au plan qui c o n t i e n t
MF, MI\ MF'.

Cherchons, maintenant les équations des courbes (y), par exemple.
Les projections du vecteur MT sur les axes de coordonnées sont --y,
x,. p , en appelant x , y , z les coordonnées du point M. On en déduit
immédiatement les deux conditions

x dy — y d^c -h- /-' dz ==: o,

( ..y ch — // cl y } (,:r d^ — /// dy )

4- (f dz 4- p' dx} (y dz 4- //' dx) + (x dx 4- y dy )2 == o.

Introduisons les coordonnées semi-polaires r, co, z ; nos équations
deviennent

, ^ ! r2 du -i~ y.» c./-3 =: o,
/ ^^2+/)y /(^•2+r2^2)—(//^/y /)^r2^Q+/12^^

On en tire, sans aucune difficulté,
2^ ̂  _ r t t + / p " du
P ~ J ^ ^~f^
,._ [ ' ( i ^ p ' p ' ^ d u
^^— 8 ———.. .. —:——;

J v^-/^)en posant

7^== a, f(i,) =(„ + p ' p " ) ( „ ̂ ^^) ( „ 4-^V).

Les radicaux doiventètre pris avec le même signe dans les deax équa-
tions, ce qui montre que le double signe donnerait deux courbes M
issues du même point et à tangentes symétriques par rapport "an
plan tangent au cylindre de révolution d-axe Qz. On étudiera .ans
peine, sur les équations précédentes, les diverses formes que peuvent
prendre la courbe (y), ainsi que les courbes ( y ) et (Y), dont les
rations se déduisent de celles de (y) par permutations circulaires

auSî 6' à des calculs plus élégaiïts) introduis0^ ^ variable

^/2̂ V—/(^ )

du
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Nous avons alors

./«// / / Y ai / »/ i /7a
i r,) == — yj a — pp p " 1 — 4- &-»o

( î 8 ) ^ ' î{ (coo, ,5,,== COllSt.).
I 3 :=:•// /// a -4- / il dy, 4- ^o

II nous est facile à présent de calculer les équations du système
triple orthogonal. Nous savons en effet, que la surface (?) par exemple
est obtenue en animant d 'un mouvement hélicoïdal d/axe Oz- et de
pasjy, soit une courbe (y'), soit une courbe {Y}', les surfaces (p^) et
(p^) ont un mode de génération analogue. En partant de là, on trouve
sans peine qu'avec un choix convenable des arguments p, p^ pa, on

peut prendre comme équations du système

. r==v'^
\ , „ F dy. , ,,

^ ̂  ] ^ = — PP P J -77 — ̂  P4- P Pi -4- P P ^ ï -u

u cl a -" (p' p " p •+ p " ppi 4- /7^p2 )-i -/
sachant que

a =: p 4- pi -1- pa.

Si l'on veut introduire les fonctions elliptiques, on peut prendre

u -==./i -4- p ( i y , )

1 ^ —— /<. -7- ^\ r^ )

r± i I^E^-^)]
(20) < ; « "' p^/ao)10^!:^-^):^ ,; // jV ( /ao ) & cr11 /( a,, -T- a ) J [.}) ( i a,, ) •+• h == o ],

( // cl y. -=: h -a 4- i Ç ( ;a )

les lettres p, Ç, a1 dési^nantles fonctions bien connues de Weierstrass,
, 7 ^ i ' ï - P 1 P 1 1 -+- P' P -+" P/-^ ret A une constante égale a — ——————— • Les racines e^ e^ e^

relatives à la fonction p sont

( 2 1 ) e, = — ( h 4- p 1 p' ), ^ = — ( A 4- /^ " p ) , e.., = - ( h ̂  ppf ).

On peut se les donner arbitrairement (à condition, bien entendu que
leur somme soit nulle), ainsi que la constante A, car les équations (21^
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donneront alors les p rodu i t s p1' p\ p " p , pp\ d 'un l'011 dedumi h^>
nombres p , //, p " . Il faut t ou te fo i s , pour la rédilé. que !e p r o d u i t
(^ + À) (^ + ̂  ) (^i +• I1 ) soi! négatif.

Calculons encore Pélément l i n é a i r e de l'espace en f o n r î i o n de //^
^po ^pii- Pour cela, nous ca lculons l ' î l rc i n f i n i m e n t pehl ^/"î de hi
courbe (y) qui correspond à raccroissenient. ^/p. tlln s i» s e r v a n f dr î » î
formule

( 23 ) r/CT rr:; ^/-2 + ̂  d^ -i-" r/5'\

et tenant compte des équat ions (17) et. { j H )^ on ( ronve
d^ = : ( ?—/ / ) (^^ — ^y ) ( u -..}.,-. //^'" ) f / ^ ,

En ajoutant à <^cr les quar'jililes aî ialo^nes relal ives u (V} ^f ^ y"11 / » on
a l'élément linéaire cherché
(23) d s ^ { p ^ p l ) ( f / ^ p l l ) ( ^ ^ p )

U. 4" ///// . , 1 ( -h ff'1P , , H t ^/^' ,x ^7^^-+.^

On peut aussi le calculer, à titre de vér i f ica t iun , im , t j » [ d î f j i ï ; i î î i
directement la formule (22) aux valeurs (19; de r, ro, ?, < ;o î î i i , ï î . . . . , ; » î ( |
les fonctions de Lamé H, H, , IL, on sait en dédu i r e les nmHî^ dr ^ i t t r -
bure principaux des surlaces coordonnées el |»ar siiile l e i l î s r n n r h î î n ^
totales. On a (DAHÎÎOUX, S. 7\y t» I,, p, ,K)O)

iid!l̂  Hif-LII^ , (Hf l , ï l ^ -•n r> . "i^â f i i s - i . s i - ,Koi Moa= ^—— = ———— ::-:: 4
(So^os-X^^^W^^^^^^^^^^^^^ 1 1 1 ; 1 1 : : 1 1 ^ ' 1 1 ^ 1 ! } ( / • / 1 1 1 ' 1 1 / 1 1 ^

^VbA- héiicoïdes ont donc chacun leur courbure lola/e rw^/w^r.
^ Du reste, il. est facile, en partant de (^T), de retrmrver r^îwui
linéaire que M. Darhoux donne de ces systèmes d;iîis lïhivnr-r dei-i
souvent cité [S. 7, t. |, p. 322, éq, (t>2;J: hUmdui^n. î, (VNK^.m1.»
dont le module est donné par

^ ^ / L ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^"- p1 ?/><-:,-: •^")'/'lt^::£^

ainsi que les nouvelles variables

p^ = /^ p, p^ =: /% p^ p^,,-; ̂  p^ ,^^ ^^
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où fîi désigne, suivant la notation habitue lie, un pôle de la fonction sn,
et m une constante égale à ^/p^p —/ J / / ) - Faisons enfin une homothétie

J~Z
V D'^de rapport --———; notre ds^ devientP— P

, „ , , , ,, en2 a7 , ., dn2a / , ,„ds1 •== sn2 a/ dp^ 4- ——— dp ̂  4- 7-;——^ d^ .î,r s i î î 2 ^ r l k1 cos^E
en posant

a -^P +Pl +-P2.

s ln 2 e=^_^5 cos2^ -̂r"^

En supprimant les accents, on retombe bien sur l'élément linéaire
que donne M. Darboux.

Disons un mol, pour terminer ce paragraphe, des cas de dégéné-
rescence des systèmes précédents. Nous avons vu, à la page 273, que
les trois pas sont nécessairement différents. Il ne peut donc y avoir
dégénérescence pour la fonction u que si l 'un de ces pas devient nul.
ou infini.

Si p" est nul, on a

//- p p '(„{,,— — , — ^
cosKa^/Y./)

Par une homothétie convenable, on peut supposer p/V == — î . Les
équations (19) deviennent alors

^^ çoiTa5 ^=— (^P"+-^pi)^ z=—^—iUngiy.,

et montrent que la surface (pa) est une sphère de rayon î et dont le
centre, situé sur Os, a pour cote — p^. Quant aux surfaces (p) et (pi) ,
ce sont des hélicoïdes de pas p et p1 engendrés par une tractrice
de base Oz (voir la fin du n° 7). Si p " est infini, il faut remonter
aux équations (17). Nous laisserons au lecteur le soin de vérifier que
les surfaces (pa ) sont les plans tangents au cylindre de révolution
d'axe Os et de rayon \j— p p ' ; les surfaces (p) et ( p i ) sont des héli-
coïdes développables ayant leurs arêtes de rebroussement sur ce
cylindre.
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10. Revenons à la recherche des surfaces de la seconde eîî lé^urie
pour démontrer une propriété établie pour la première f o î ^ ()*!r
AI. Demoulin Çloc. eu,} : Si l ' o n excepte les cônes, (e cyaUitc de Dfifn'.n. a
trois plans de symétrie est Ici seule surface ffui puisse m^r'/ï.dn'r rw
jamille de Lamé en tournant successivement atifoin' de desrr ^.'m' ^ i î î t c ^
dans un même plan. En elïet, on sait que tous les complexes du sy^11

tème à deux termes (C.^ €3) sonfcy dans eeîle hypothèse , des com-
plexes spéciaux dont les directrices forment un f a i s ceau p lan ( J\ «I*).
Si l'on applique le théorème du n0 8, ou vo i l ( j u e les l îu i^en ips .111^
ligues (u) eu leurs points de rencontre îiver u n s » même l i ^ m ' ii. i1 ?
doivent, ou bien être dans un p,lau [ ) a s s ; în ( , par F, ^e q u i r n i i d i î i î n î î î î
cône de sommet F, ou bieu concour i r en nu p o i n t de <1^ Si i t D î p " ou
excepte les cônes de sommet F, i l l a u t que toutes leh li^He'. de < ^ ) î î r -
bure de la surface (S) soient des cercles ^eodesimieh ^ v î t i ï t {puis
centres de courbure ^éodésique dans le p l an <P. l.a c o u s i d r n î î j n î i (j^
sphères orthogonales à la surface le lou^ de ces l ignes moï î i re i ^ i ^ î i ï t ^
que ces centres de courbure géodésiqucs doivent ^ iecr i î -p ^^^^^,11 ri-
ment deux droites rectangulaires du p l a n ^ , c e q u i n'est po^ i t ih* ^n^
pour une cyclide de Dup in ayan t ses q u a t r e po in t s donbl»^ t hns r ' v .
p lan .

La démonstration précédente nous montre que la posilmn du p^u»l ( 1 : 1

dans le plan 1 est iridiflerente; d'où il resutle <( t i c /KI^Y(r;r^"^^-r/^^•/^
drera une famille de Lamé dam le nnilwwni m(^ ^is^mw/ du /dn^ <J '
sur une développa/de yfielcorwue.

Le cas que nous venons d'examiner est le .esil jusque ̂ ^ni ^nn11

lequel on puisse résoudre complétemeni le (^uï^hirmede h detemmKi-
tien des surfaces de la seconde catégorie ^mw^mâïmi ^ Hn ^m^
( g ^ ) donné. Disons un mot, pour terminer ce qui a imil .1 ̂  ̂ y.
faces, sur le calcul effectif des systèmes triples ori/H^wmr ^%mî^^
elles donnent naissance. L'équation ( î ) (^tdi. \n fw^

^•+À,IV,4^,IVI,l::--::o.

On ne peut dire, a priori, si elle sera inté^ilde, car elle «e p^f j-.frr
que pour des valeurs particulières des fûnclions A,, /„ w V1 V 1 1 fi^
verra facilement que les variables ne sont H^ ,̂S ̂  ir.r^H^ (p.
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tangentes aux l ignes ( u ) appa r t i ennen t toutes au même complexe
linéaire. Tout ceci s 'applique na tu re l l emen t a l ' équa t ion (6). En par-
ticulier, on peut affirmer que dans le cas de la cyc.lidede Dupin, on aura
les trois feimilles du système triple uriho^onai par des quadratures^ car
les équations (i) et (G) ont alors leurs variables séparées.

11. TROISIEME CAS : n = 3. — Ce cas et les suivants ont été complè-
tement élucidés par M. -Demoulio Çloc. c i / . ) . Aussi nous v attarde-
rons-nous le moins possible. En employant les mêmes, nota t ions qu'au
début du n0 7, nous avons les trois conditions

A.i -.== Vi G, Aa -: V^ G, A 3 =: V":, G ;

d'où l'on t ire
Ai ___ A. A,
vT-v^VT

équation qui exprime que les tangentes MT aux lignes Çu} aux points
où celles-ci coupent une même ligne (V) appart iennent a une con
gruence l i n é a i r e . Si cette congruence ne se réduit pas à un hyper-
faisceau, i l faut que la surface ( S ) soit développable. Une discussion
facile mont re qu ' i l ne peut alors se présenter que deux cas :

i° Pivotement d'un cône quelconque autour de son sommet ;
2° Déplacement d 'un cône de révolution tel que le sommet décrive

une courbe cont inuel lement tangente à l'axe du cône. Ces deux solu-
tions sont évidentes et sans intérêt. Si la congruence se réduit constam-
ment à un hyperfaisceau, il faut que toutes les lignes de courbure
soient des cercles géodésiques. Si l'on écarte le cas du pivotement d'un
cône, et si l'on s'appuie sur la théorie, des mouvements (G:s) , on
constate que les centres de courbure géodésique de ces lignes doivent
décrire des lignes situées dans un même plan €>. Le raisonnement-fait
au n° 10 nous montre alors que la surface (S) doit être une cyclide de
Dupin ayant ses quatre points doubles dans ce plan. Si l'on examine
ensuite les cas où n est supérieur à 3, on constate, en s'appuyant sur
ce qui vient . d'être dit, qu'à part la sphère et le plan il n'y a que
les cônes de révolution qui puissent engendrer une famille de Lamé
dans plus de trois mouvements hélicoïdaux linéairement indépen-
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dants. Un tel cône peut donner naissance à une f a m i l l e (le L.um» dans
tout mouvement hélicoïdal résultant de la composi t ion d ^ u n e Ir.iHsIa-
tion uniforme parallèle à son axe et d 'une rotai ion un i lb rmt* a u t o u r
d'une droite quelconque passant par son sommel, (^ q u i donm* im
croupe (g\r^ Mais cela est évidemment peu intén^sanL

En résumé, le problème des fami l les de Lamé composées d.r sur-
faces égales se i-amône à la déterminat ion des surlaces de l i t primum*
et de la seconde catégories. Nous avons vu que l était, le degré de d i f l i "
culte de cette détermination, s u r l a q u e l l e n o u s a u r o n s d ' a i l l eu r s Fon'a»
sion de revenir dans le prochain Chapitre.

ŒfAPÎTRE 11.

FAMÏLLRS DIS LAMÉ COMPOSÉES DE SIÎHFACKS A Y A K T DES nEH^SIWAÎIO^

SPîÏÉdïOl'IK-S ÉGAÏ.ES.

12. Avant d'aborder la question qui doi t la i re l ' ob j (* l . d(» r < » r ; tu t j î î l r (%
il nous est nécessaire de rappeler br ièvement q u e l q u e s poin ts j » r i î i < * i -
paux de la théorie générale des systèmes triples orilhogomrtix.

Soit MXYZ le triédre formé par les normales î i i t x H u r l a c ^ N ( ^ 1 ,
(p^), (py) qui passent par M'. Pour les accroisseoumis f/p, //^^ ^py»
ce triédre prend un déplacement i n i immen î . pe i i t .dont i^h rot^l ini iH rt,
translations sont ( i )

^ \ ~ ̂  4i + Pia 4^ Pao ̂  • ] - 1 1 - 1 1 (ios 4^ — ̂  ̂  -t 1 1 1 - !ÏN ^pi <
/ H^, ITi^,, 11,4,.

Les p ;̂ et les H^ satisfont aux équations suivantes :l2) ï=p"p- ^-^'-p-p"-" "/'.-",
(3) ^ --- H,?,,

f 1 ) ^oir, ainsi que pour ce qui suit, DAnmwx, ,S'. y'., p"" i0(y (*| M » U V .
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Soient X, Y, Z; X,, Y, , Z , ; X^, Y ^ , Z ^ les cosinus directeurs respectifs
de MX, MY, MZ par rapport à des axes fixes 0;ry^ et ̂ , y, z les coor-
données de M par rapport aux mêmes axes. On a la formule

(/i ) u = AïU ^p 4- HiUi ^pi •4- Ha Ua ̂

où /£ désigne une quelconque des quantités x , y , ^, et U, U.i , IL les
cosinus de même nom.

Il y a lieu d'introduire aussi les projections du vecteur (OM) sur
MX, MY, MZ, soient P, P,, P^. Ces quan t i t é s vérif ient les équations

(5) ^=p/-^

et l'on a les formules

(6) u-=. LTP + UiPi -+- U â P a ,

(7) H^^-h^A+f^P,.

Dès que l'on connaît un système de P//( vérifiant (2) et les cosinus
correspondants (qui sont donnés par l 'intégration d'un système com-
plet bien connu, que nous n'avons pas écrit), on peut trouver une
infinité de systèmes triples orthogonaux parallèles^ en intégrant l'un
ou l'autre des systèmes (3) et (5), pour appliquer ensuite l 'une ou
l'autre des formules (4) et (6). Il existe différentes méthodes pour
obtenir les systèmes parallèles à un système donné, pour lesquelles
nous renverrons aux deux Ouvrages déjà cités de M. Darboux.

Nous nous arrêterons seulement un instant sur la composition géomé-
trique des systèmes parallèles pour établir quelques propriétés^ d'ailleurs
presque évidentes, dont nous aurons à faire dans la suite un usage
assez fréquent : Imaginons/.» systèmes parallèles (S^), (Sa), ..., (S^);
et soient M,, M^, ..., M^,jy points homologues. Soient 0 un point fixe
et w,, Wa, ..., m^ p nombres algébriques quelconques. L'égalité vec-
torielle

(8) ( O M ) = m i ( O M i ) 4 - m 2 ( O M 2 ) - + - . . . 4 - m ^ ( O M / , )

défini-t un point M, qui décrit un système (S) parallèle aux proposés,
^nn. Ée. Aorw.j < 3 ) , XXVIL — J'JIN IQIO. 36
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ainsi que le montrent, avec une égale facilité, la Géométrie et l'Ana-
lyse. Ce système ne dépend, à une translat ion et à une homothétie
près, que de p — i paramètres, qui sont les rapports des m.^ à l 'un
d'entre eux. Si le point 0 est pris pour origine des coordonnées, les
quantités x, y, z , El,-, P, relatives à (S) sont données, en fonction
des quantités correspondantes des systèmes proposés, par la formule
unique

(9) Q == W?ié?i-h Wa^-h. . .+ nïpQp;

de sorte que la composition géométrique de plusieurs systèmes paral-
lèles revient en somme à une combinaison l inéaire à coefficients con-
stants effectuée sur plusieurs solut ions de l'un ou l'autre des systèmes
d'équations linéaires auxquels se ramène la recherche des systèmes
triples parallèles à un système donné.

Aux transformations que nous venons d'indiquer se rattachent aussi
les suivantes. Imaginons une inf ini té de systèmes parallèles dépendant
d'un paramètre a. Appliquons aux x, y , z , H/, P/ 'UP ^ ou l'autre des
formules

(10) ^^/«l,

( 1 1 ) ^== f ^/(a)^a,
J ̂

ûù/(a) désigne une fonct ion arbitraire de a, et a^ et a ^ deux con
stantes quelconques. 11 est facile de vérifier analytiquement que les
nouvelles quanti tés a insi calculées sont propres à déf in i r un système
t r ip l e parallèle aux proposés. Au reste, il est évident que les formules
(10) et (i i) sont comprises comme cas l imite dans la formule (^9); de
sorte que les nouvelles t ransformat ions que nous venons de définir
apparaissent comme cas particuliers de la composition géométrique.
On pourrait d'ailleurs les étendre au cas d'un système dépendant de
plusieurs constantes arbitraires; mais nous nous en tiendrons là.

13. Nous arrivons main tenan t au problème qu i doit faire l'objet de
ce Chapitre :

Trouver toutes les familles de Lamé dont -les dijf/erentes surfaces admet-
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lent pour représentations sphériques de leurs lignes de courbure des réseaux
sphériques égaux.

Nous avions d'abord essayé de le résoudre par une méthode directe
consistant à exprimer que le groupe doublement i n f i n i des trièdres
OXYZ parallèles aux trièdres MXYZ relatifs aux d i f fé ren ts po in t s M
d'une surface (p^ ) conseire une configuration invariable quand p^
varie. Mais, les calculs et les raisonnements sont plus simples et l'on
arrive, pour certains cas particuliers, à des résultats plus complets, si
l'on suit une autre marche, que nous allons maintenant exposer et qui
repose sur l'emploi d'un théorème général, qui nous a été communiqué
dernièrement par M. Petofc (1).

Voilà tout d'abord en quoi consiste ce théorème. Imaginons , sur la
sphère de rayon i, des réseaux sphériques (w) d é p e n d a n t d'un para-
mètre variable w, et proposons-nous de chercher à quelles conditions
doivent satisfaire ces réseaux pour quils puissent servir de représenta-
tions sphériques aux surfaces dune famille de Lamé. (Nousd i rons doré-
navant, pour abréger le langage, qu 'une telle fami l l e de réseaux est
une famille sphérique de Lamé. )

M. Petot est arrivé à une condit ion nécessaire et suff isante s'expri-
mant de façon fort s imple, à la suite d'une étude directe des systèmes
triples orthogonaux, reposant uniquement sur le théorème de Du pin
et la réciproque de M. Darboux. Nous allons arriver au même résultat
d'une manière beaucoup plus rapide en nous appuyant sur les pr in-
cipes qui ont été rappelés au début de ce Chapitre.

Supposons qu'il existe un système triple orthogonal dont les sur-
faces (pa) admettent les réseaux(w)pour représentations sphériques,
ce qui nous permet de prendre p^ égal à w. Sur chacune de ces surfaces,
les lignes de paramètre p correspondent à des lignes du réseau (w),
dont nous désignerons le paramètre par la lettre u. Il est évident
que o doit être une fonction de u et (P. De même, p i doit être une fonc-
t ion de w et du paramètre v relatif à la seconde famille de chaque
réseau ((^). Ceci étant, considérons le trièdre OXYZ déjà défini. Sa

(1) Dans les notes qu'il nous a transmises, ce géomètre indiquait d'ailleurs le problème
qui fait l'objet de ce Chapitre comme susceptible d'être traité par rapplicatkm de son
ttléo reine.
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position dépend des trois paramètres p, p i , p^ ou bien encore des
trois paramètres u, f, (P. A des accroissements inf iniment petits de
ces paramètres, correspondent des rotations élémentaires qui peuvent
inditÏeremment se mettre sous la forme (i) on bien sous la forme sui-
vante :

( ï s ) pu dç' +• pî dw^ q du -4- q^ fAr, /• du •+- î\ dv --h î\ dw.

En identifiant, nous obtenons

(i3)

S —pal——

P,o==

pio=-

/^

^?

dp
<7
^-ï

(̂

lÏp-5

au

pis

po.

poi

= p^-

==--7,4-

^'1
~ ^pi ?

^('

s ^'t—21 "~^— '' ow

B ^'Jîo^

avec la condition supplémentaire

( '4) /•2=:/*A--i- /vB,

ou 1

( i5)

'on a

A — ()w

posé ±
àp
du

àp,
B=:^àp^

àv

Réciproquement, supposons qu'on puisse trouver une fonction A de
" et w et une fonction B de v et w telles que l'équation (i/,) soit iden-
Uquement vérifiée. Déterminons p et p. par les équations linéaires (i5)
Si nous prenons en outre w = p,, nous pouvons exprimer u, v, w en
(onction de p,p.,p,.Le Tableau (i3) nous donnera ensuite un système
"û P/A parfaitement déterminé. "

Ce système satisfera nécessairement aux relations (2), qui ne sont
autres que celles que vérifient a priori les fonctions/^/,, a \\, //
<, ̂ , du fait que ces fonctions sont les rotations du trièdre OXY7'
Ayant les p,,, nous savons qu'il leur correspond une infinité de sys-
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ternes triples orthogonaux, lesquels admettront tous les réseaux (<?)
pour représentations sphériques des lignes de courbure de leurs sur-
faces ( p a ) -

Nous pouvons donc, avec M. Petot, énoncer la proposition sui-
vante :

Pour que les réseaux ((P) forment une famille sphérique de Lame\ il
faut et suffit que Ion puisse trouver une fonclion A de u et w et une
fonction B de v et w telles que l'équation ( î4) devienne une identité.

Il est évident que ce théorème ne cont ient au fond aucune propriété
nouvelle. Il ne fait que mettre sous une autre forme, provenant d'un
simple changement de variables, la condition, évidente sur les for-
mules (i), d'après laquelle, lorsque p^ seul varie, l'axe instantané du
trièdre OXYZ doit se trouver dans le plan XOY.

Néanmoins, il peut rendre des services dans l'étude de certaines
questions, telles que celle qui va nous occuper tout à l'heure.

Revenons un peu sur la détermination effective des systèmes triples qui
correspondent à une famille donnée de réseaux (w), pour laquelle
l'équation ( i4) ûst satisfaite. Une première méthode consiste à cal-
culer u, v, w en fonction de p, p , , pa, à former ensuite les P//c par le
moyen du Tableau (i3), pour appliquer enfin l 'une des diverses
méthodes qui ont été rappelées au n° 12. Cette méthode peut être
avantageuse dans certains cas; mais elle offre l ' inconvénient d'exiger
l'intégration des équations (r5) ou, ce qui revient au même, des équa-
tions différentielles

/ /,, du , dv -r,
( 1 6 ) — + A = Ô , —-+-B==o. •

dw dw

En voici une autre qui permet d'obtenir tout au moins les sur-
faces (p^) sans être obligé d'effectuer l ' intégration précédente. Si l'on
conserve les paramètres u, p, (P, les translations élémentaires du
tr ièdre MXYZ sont de la forme

c du -\- 'Eî dw^ rii dv -{- y^ ^p, Ç.̂  chv ;

et il suffi t d'avoir les fonctions "S, ^, ... de a, p, (P, pour en déduire
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par des quadratures les coordonnées de M en fond ion de u, <\ ^-
Or, si nous comparons les translations précédentes avec celles que
donnent les fbrnmies (ï), nous trouvons :

( 17 ) ^H^ :̂il̂  Ç.-1I.;

(18 ) ^=Ai;, •^=Hrh.

Donc, en dehors des relat ions classiques que doivent vér i l ie r les
translations de tou t t r iédre dépciulantde trois paramètres , n o u s n ' avons
que les deux équations (ï8).

14. Nous allons ma in t enan t a p p l i q u e r ce ( [ n i précède an cas où les
réseaux (w) sont tous é^aux entre eux. A. cet elfel, imag inons un
triédre Oooyz don t la posit ion par rapport a un ( r iédre (ixe (U^y,^
dépend d'un paramétre varialde (r. Su|)posous q u ' i l e n f r a m c dans son
mouvement un réseau sphcr ique dé te rminé (,v), doul les j ) n s i ( î o î » H
successives constitueront les réseaux {^) de tout à Fi ioure» î ) ^î^it.
de voir ce que dev ien t l 'équation (î/i}-

Appelons a, a , a " ; b, h\ h" \ Cy (f, (f, les cosinus directeurs respec-
tifs de OX, OY, OZ par rapport à O^ys. Ce sont des (o i i c j i^His de if
et c, que nous avons le droit de supposer i n d é p e u d a n f e s de ii\ Soie»!
p^ y, f ' y r^ les rota t ions du t r iédre O.XYZ (Ku1 rajq)orl il O^^sï ce wnl
aussi des fonct ions des seules var iables // et (\ l'h^ (dus , ou Hî i i t . f j l î i *
a, b, c; a\ b\ c'; (i!'\ / / / , (f cons t i tuen t ( ro is groupes de s u l u t i a u s du
système su ivan t

àcc i)ot
,__„.. •1«1•1"-•" j'\ / ' .„..,.,, • / / / ,,inins »"••"-•- (•f. fil

Ù l l " " ^ l<h ^ , - • 1 ^ "

/ , <)(•!> (YÙ(1< ) ) j,^-^'; ^=y/ / . - ^,,
<)•/ <)•/
^-a^ ^-••-P/',;

les fondions/^, y , r, i\ salis (a i saut, ellcs-niènies aux /•( j i t ; i ( ioi»,s

/,,-,i ôl)^ -- „,. d// d/' <)/',( ^o) -^ —- 7/ „ ^ = /y,, ^ - ̂ . .... ̂ ,.



FAMILLES DE LAMÉ COMPOSÉES DE SURFACES ÉGALES. 287

Appelons enfin 7<, p., v les rotations du trièdre O.rj<s relatives à son
mouvement par rapport à O x ^ y ^ z ^ De toutes ces quantités, il est
facile de déduire les rotations de OXYZ relatives à son mouvement par
rapport à Ox\y^z^ 11 suffit de considérer ce mouvement comme la
résultante du mouvement de OXYZ par rapport à Qxyz, et du mouve-
ment de Oocyz par rapport à O^y^i. Les quanti tés p^ q, r, r^ qui
figurent dans (12) sont évidemment les mêmes que celles que nous
venons d'introduire à l 'instant. Quant aux quantités/^, ç^, r^ on les
obtient en projetant le vecteur (X, p., v) successivement sur OX, OY,
OZ, ce qui donne

( 2 1 ) p2== a~k 4- a'fJ. + rt/S, ^2== bt -+• b1'^.4- ̂ , r^-=- CÀ -+•• c ' [ j . -h cS.

Par conséquent, l'équation (i4) s'écrit

( 2 2 ) c7. -4- c ' ̂  -4- c"^ = /•A. -h riB.

Si elle est satisfaite, nous savons, d'après ce qui a été dit à la f in du
n° 13, comment on aura tous les systèmes triples orthogonaux corres-
pondants. Ici se pose la question suivante : Cherche/' parmi ces systèmes
ceux pour lesquels les surfaces (pa ) sont égales. Ceci nous donnera évi-
demment une nouvelle solution du problème étudié dans le Chapitre I.
Voici comment on peut procéder. Imaginons un trièdre 0'' o c ' y ' ' z ' con-
stamment parallèle au trièdre Qocyz^ mais dont l'origine peut varier
arbitrairement, de telle sorte que, tout en ayant, dans son mouvement
par rapport à O x ^ y ^ z ^ les rotations ^, .̂, v, il possède en outre trois
translations )io, [j-o, v^, fonctions de w. Soit une surface (S) qui
demeure invariablement liée à ce trièdre et admet en outre pour
représentation sphériquede ses lignes de courbure le réseau (,?).

Cherchons à quelles conditions cette surface engendrera unefamil le
de Lamé. Pour cela, il nous suffit d'écrire les équations (18). Soient
x'\y\ s 'les coordonnées relatives à O ' x y z ' d'un point quelconque M
de (S), exprimées en fonction des paramètres u et p des lignes de
courbure. Appelons ^ et Y], les translations de MXYZ par rapport à
o^y^.

Ces translations, de même que x ' , y, s', sont des fondions des
seules variables u et ç\ Elles satisfont, comme on sait, aux deux cqua-
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lions
, .-.», àc ^i(„) ^=:-r^ ^-==/^

et l'on a en outre

^ . à Y' . , à^' , „
—— = ça, —— —.ça', — =-- ^a"
au au ôa. '

â^ , àf ,, à^——==r^^, ~—-=:r^//, —•I ^Y î ! u^ I I I=:r^b, -^-=zrnb\ —-= - f } ^ b " .
09 àv à^

Ces quanti tés S e t Y ] i que nous venons d ' introduire sont, év ic lernmeni
les mêmes que celles qui f igurent clans les équations (17) et ( i < S ) .
Quant aux quantités E^, ̂ , ̂ , on les obtient en projetant successive-
ment sur OX, OY, OZ le vecteur vitesse du p o i n t M considéré comme
invariablement lié à O ' ^ y z ' , ce qui donne

(a3) ^== a(7.G+ p,^—vy1) + af(^+ v^—1^) + ̂ (^4- ̂ f— ^^/),

y]2 et ^ s'en déduisant par le changement de a, a\ a" en b, !/ , h" et c,
c\ c\ En portant les valeurs de ^ et r^ dans les équat ions (18), on
obtiendra deux équations qui, jointes à (^3) et à (2,4), dé t e rmine -
ront, si cela est possible, les fonctions inconnues x ' , y, ^, ^, 7^, "X,,,
(Xy, Vo-

lÔ. Revenons maintenant à l'équation (22). Si l'on y remplace
successivement w par différentes valeurs numériques , on voit que
notre réseau (s) est caractérise'par un certain nombre de relaiions de la
forme

(2^) le-^ me'-^r ne" =z U/'-hVri,

où /, m, n désignent des constantes et U et V des fonctions ne dépen-
dant respectivement que de u et v. Telle est la forme simple à laquelle
se ramène maintenant notre problème.

H s'agit à présent cFétablir une classification des réseaux qui rem-
plissent la condition précédente, de les déterminer, si possible, et
d^tudier les systèmes triples orthogonaux correspondants. (7est ce
que nous allons essayer de faire, en prenant comme base de n o i r e
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classification le nombre m de relations distinctes de la forme (26}
auxquelles doit satisfaire le réseau (s).

Nous commençons par écarter le cas, sans intérêt, où m est nul,
c'est-à-dire où A, p., v, A, B se réduisent à zéro, car ce cas conduit
visiblement au système triple le plus général comprenant une famille
de surfaces parallèles.

Nous ne nous occuperons pas non plus des réseaux pour lesquels
une des fonctions r et ^ serait nulle, car un tel réseau comprendrait
une famille de grands cercles et nous conduirait à des systèmes com-
prenant une famille de plans, lesquels ont été étudiés d'une façon
détaillée par M. Darboux. Nous arrivons donc au cas, qui est de beau-
coup le plus important , où m est égal à i.

16. RÉSEAUX DE LA PREMIÈRE CATÉGORIE. — Nous donnerons aux réseaux
correspondants le nom de réseaux de la première catégorie. Ces réseaux
se divisent, eux-mêmes en plusieurs classes, suivant la forme de la re-
lation (26).

Réseaasc (o-). — Supposons d'abord que les trois constantes /, rn, n
soient nulles. Par un choix convenable des arguments u et v, qui
deviennent alors variables canoniques^ on peut ramener l'équation (26)
à la forme canonique Ç

(27) r •+- /'i ~~~ o.

Nous appellerons réseaux (o-) tous les réseaux qui satisfont à cette
condition. On peut aussi, comme l'ont fait Ribaucour {Journalde Liou-
ville, 1891) et M. Petot (C. ̂ ., 22 juin 1891), les caractériser par l'une
ou l'autre des propriétés suivantes :

î ° Leur élément linéaire peut se mettre sous la forme

, » à(û , , ÔQ . „
d^ == —- a^ ~ -r- — dv - ;au (7c

2° Ce sont les représentations sphériques des surfaces qui, rappor-
tées à leurs lignes de courbure, ont aussi un élément linéaire pouvant
se mettre sous la forme précédente.

A un. Éc. Norm., (3), XKVIÏ. — JUILLET 1 9 1 0 . ^7
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Ces deux propositions équivalent chacune H r équa t ion (°7,h s u i v a n t
qu'on tient compte de (20) ou de (23).

Nous ne nous occuperons pas ici de la d é t e r m i n a t i o n des réseaux (1! ? )»
qui constitue, comme nous le verrons, un problème fort d i f f i c i l e »
et nous arrivons de sui te a Fétude des systèmes t r ip les oTtbnpnumx
correspondants, que nous appel lerons syy/em^ ( Z ) .

La comparaison des équations (22) et ( 2 7 ) nous muii i re q«e h»s
fonctions À, piy v doivent être nul les , les fonc t ions A el B e t îu i t d ' a u t r r
part égales entre elles el se réduisant par sui te a une mèî»e i o î i r f î u r t
de iy, que, par un choix convenable do cette var iable , on peut h î îppo- te r
égale à Fumté. Nous pouvons alors prendre

(28) // s-:'p — pg, î pr"-ps.

et par suite, d'après le Tableau ( 13),

(29) (3^=p^=—^, jSoâ^Pa»^//, ^y^;,'.^^- r ^ r^

De plusy le fait que les fonctions A, y^ v Hmit n î i J l i ^ niïiï^ prmn"T
que le trièdre Oxyz demeure immobile et. par ^u i t -e ^wf^s / r s ^ur1

fwesÇç^ ont de$ représenlaiiom sphéri^tm mm milcfwnî ^i:^^ ^nt^
confondues»

I I en est évidemment de même pour les surfaces ( ^ } f t p^ur îe^ ^n r -
faces ( p ^ ) .

Nous retrouvons ainsi des systèmes signalée ( )0 i î r la yv^'n^yy Ïn^
par M. Darboux dans sa Thèse de Doctorat (Awfd^ fl^ tlw^ wmwù\
1866) qui a montre qu'ils é ta ient caractérisa par h coî i i l i i to î i ( * î

(30) Poi f ï î ï j î^^ i î t^^^sî»

Ils ont été étudiés depuis par diverg gérmielîTs, i^îire t i t î t r * » ^ J l t J i . i î î . 1 .
cour et,WLPetot(foc. ^-), et plus récemment j)ar MM. l^udie ( r. ^.,
17 janvier 1898 et 26 novembre Kpo), î^orow f r ^ / f , , w. w.v^^ ^^^,
et^4 janvier 1901) et Gtiiehard (Sur /^ ^u!m^ fr/p/rm^ff îm/^^
minés, p. 86; Gauthier-Villarg, 190.^), qui w ont. déeoinTri fi(^ j ,r<,.

(1) Cette ecmrîiiion équivaut à la 8ïîiva»le, gignalée par M- î)Gnwâm(C. ̂ ,, ^ j««i î » ^ , i . ,
Bo lKia^^ssR^B^î l .gp
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priétés très intéressantes, dont nous allons établir rapidement les
plus importantes.

17. La propriété fondamentale de ces systèmes consiste en ce que,
pour eux et pour eux seulement, les équations (3) et (5) sont iden-
tiques. 11 en résulte que de toute solution de ces équations on peut
tirer deux systèmes (2) parallèles, suivant que les fonctions qui consti-
tuent cette solution sont considérées comme des H; ou comme des P^-.
Si l'on désigne par des lettres sans accents tout ce qui est relatif au
premier système et par des lettres accentuées ce qui est relatif au
second, on vérifie sans peine les relations

(3i) ^=â^ y=â/, z^ê^ H^âH,, P^âP^H,,

en désignant par S le symbole opératoire-y- 4-—. -+- -y—-
Ces formules définissent deux transformations des systèmes (S) en

systèmes parallèles. La première, que nous appellerons la transfor-
mation (6 , ) , transforme un système (S) en un nouveau système (S,),
dont les P^- sont les H^ de (S), et qui s'obtient par de simples difïeren-
tiations, à savoir celles qui , dans les formules (3ï), donnent ̂ ,y\ z ' ,
connaissant x, y, z. Il est évident qu'elle est, à une translation près,
indépendante de la position de l'origine 0 des coordonnées par rap-
port à (S). Remarquons aussi qu'elle est sans influence sur la compo-
sition géométrique d'origine 0, c'est-à-dire que si (SY7) est la résul-
tante de (£) ^(Z/), (S';) sera la résultante de (S.) et (S,).

La seconde transformation, que nous appellerons la transfor-
mation (Q^^, est l'inverse de la précédente. Elle transforme un sys-
tème (S) donné en un système (SLi ), dont les H^ sont les P/ de (S),
et dont la détermination exige par suite des quadratures. De plus, si
l'on observe que les P/ relatifs à un système (S) donné dépendent
essentiellement de la position de l'origine O'des coordonnées par rap-
port à ce système, on voit que la transformation (ô-i) ne sera exacte-
ment définie qu'autant qu'on se fixera le point 0. Il en résulte que tous
les systèmes (S-Q qu'on peut déduire d'un même système (S) dé-
pendent de trois constantes arbitraires. Nous verrons tout à l'heure
en quoi ils diffèrent les uns des autres. Comme la transformation (61)?
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la transformation (0_i) par rapport à un point 0 déterminé est sans
iniluence sur la composition géométrique d'origine 0.

On peut donner de la transformation ( 0 < ) une interprétation géomé-
trique qui nous semble intéressante et qui permet d'établir simple-
ment certaines des propriétés découvertes par MM. Fouché et Egorov.
linaginons' un système triple orthogonal quelconque (S). A tou t
point M de l'espace, on peut attacher le vecteur (MF) dont les pro-
jections sur MX,. MY, WL sont H, H, , I-L, et que l'on peut considérer
comme le vecteur vitesse du point M dans un mouvement qui serait
défini par les équations

(3a ) p=i^-p\ p^^-t-p.^ p2=:^-+-p2,

où p", p [ , p^ désignent des constantes eU le temps. On peut démontrer
que pour que le point F décrire un système tri/île orthogonal dont les sur-
faces coordonnées correspondent à celles de (S), il faut et suffit que (S) soit
un système (I;), à condition toutefois de se borner aux systèmes réels.
Si nous supposons qu'il en est ainsi, et si nous menons, à partir d'une
origine fixe 0, le vecteur (OMi) == (MF), le point M< décrit précisément
le système (2,) dérivé de (£) par la transformation^^}. Quant au
point F, il décrit évidemment un système parallèle à (S), somme géo-
métrique de (S) et (S,).

Telle est l ' interprétation géométrique que nous avions en vue.
Elle nous conduit à introduire, avec MiM. Fouché et Egorov, les
courbes {G) que décrivent les différents points M de l'espace quand on les
soumet au mouvement (32) et qui ne sont autres que les courbes joi-
gnant les points pour lesquels letrièdre des normales garde une orien-
tation invariable. II est clair que les courbes {C^f]ui en résultent par la
transformation (ô ,) ne sont autres que les hodo graphes des courbes (C)
correspondantes.

Proposons-nous maintenant de voir en quoi diffèrent les systèmes
(SL,) et (S'^i) déduits d'un même système (S) par la transforma-
tion (ô,,) effectuée relativement à deux points différents 0 et O'. Intro-
duisons le système (T) différence géométrique, prise avec l'origine 0,
de (S.,,) et de (S^). Si Fon fait la transformation (8,) par rapport
au point 0, ce système (T) se transforme en la différence géométrique
de (S) et du système déduit de (S) par la translation (O'O), c'est-à-
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dire en le point 0'. Le système (T) dérive donc du point Q' par la trans-
formation(Ô-i) effectuée relativement au point 0. Par suite, pour un
tel système, le mouvement (3a) est un mouvement rectiligne et uni-
forme dont le vecteur vitesse est (00'). Il en résulte que Fon passe de
la surface (p^) à la surface (p^4-^) par la translation t^OO'). Nous
retrouvons donc les systèmes, considérés au premier Chapitre, dont les
surfaces de chaque famille se déduisent de Fune d'elles par translation.
Nous désignerons ces systèmes sous le nom général de systèmes (T).
Nous pouvons maintenant énoncer la proposition suivante :

Le système dérivé de (S) par la transformation ( 6 _ ^ ) effectuée relati-
vement au point (Y s'obtient en retranchant du système dérivé, de (S) par
rapport au point 0 le système (T) qui correspond à la translation (00 ).

Nous obtenons du même coup le moyen de calculer le système (T)
qui correspond à une direction de translation quelconque. Soient a,
[à, y les cosinus directeurs de cette direction relatifs à Oxyz. On peut,
à une homothétie près, les considérer comme les coordonnées du
point 0' précédent. Les H^ du système ( T) cherché sont alors

(33) H = ocX + (3 Y + yZ, Hi= aXi -4- ^Y.i + yZi, ïl,= aXs-h ^Y,4- yZ.,,

car ce sont les projections de (00') sur OX, OY, OZ ( i ; . On peut
obtenir la transformation ( O i ) comme cas limite d 'une transformation
plus générale, qu'on peut définir de la manière suivante. M. Egorov
a montré qu'une propriété caractéristique des systèmes (S) est dW-
mettre un groupe continu de transformations de Combescure. Effective-
ment, si dans les équations (32) nous considérons^ comme une con-
stante, nous obtenons b ien une transformation de Combescure qui
laisse invariante chaque famille du système (S). Soient maintenant
M et AF les deux points dont les coordonnées respectives sont p, p i , p^
et p', pp p^ . Si nous considérons le point M/' déduit de M et M' par
composition géométrique, ce point décrit un système (S") parallèle
à (S). Comme la composition géométrique introduit une constante arbi"

(1 ) On en déduit que tout système (T) peut se déduire p^r composition géométrique des
systèmes (T) relatifs à trois directions particulières quelconques non parallèles à un même
plan.
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traire, nous obtenons une transformation nouvelle des systèmes (2), qui
dépend de deux constantes arbitraires^ et. qu'il serait facile d'interpréter
analytiquement. Si en particulier nous supposons le point W défini
par l'égalité vectorielle

{OW)=. (MM1)

et si nous supposons que t tende vers zéro, nous retomberons évidem-
ment à la limite sur la transformation (ô^) . On pourrait aussi obtenir
des transformations nouvelles par l'application des formules (n), où
a serait le paramètre précédent. Mais nous n'insistons pas davantage
là-dessus, et nous nous contenterons d'avoir montré que toutes les
transformations des systèmes (S) retiennent en somme à une suite de
compositions géométriques, dont la véritable origine est la propriété que
possèdent ces systèmes d'admettre un groupe continu de transformations
de Combescure.

Nous ne nous attarderons pas non plus sur l'étude des systèmes,
dépendant d'un nombre illimité de constantes, qu'on peut obtenir par
l'application indéfiniment répétée de toutes ces transformations, et
nous renverrons pour cela aux Notes de MM. Fouché et Egorow. Nous
allons seulement, pour terminer ce paragraphe, résoudre un problème
dont se sont également occupés avec succès les géomètres précédents.
Ce problème est le suivant : Trouver tous les systèmes (IL) pour lesquels
les courbes (C ) sont des droites.

Pour que les lignes (C) de (S) soient des droites, i l faut et suffit
que les lignes (C, ) de (2^) soient des droites issues du point 0. Cela
suffirait pour montrer que le système (2^) ou bien se réduit à un point ,
ou bien se compose pour chaque famille, de surfaces homothétiques
par rapport au point 0. [Nous désignerons ces derniers systèmes sous
le nom de systèmes (H).] Mais nous allons arriver à ce résultat en pour-
suivant analytiquement la question. Pour que les lignes ( C ^ ) soient
des droites issues de 0, il faut et suffît que leurs tangentes passent
toutes par 0, ce qui se traduit par

a _ ï ï i _ H ^
H ~ Hi ~" H,

o étant une quantité auxiliaire. Si nous tirons de là les If. et si nous
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portons dans les équations (3), nous trouvons que les trois dérivées
de o- doivent être nulles. Donc o" est une constante.

Si a- est nul, (S, ) est un po in t , donc (S) est un système (T ). Si o- est
différent de zéro, on a, à une translation près effectuée sur (£),

x ' ^ y x , y ' ^ - a r , ^ ' = . G Z , H'/.=:'7H/, P/ .=crP/;

d'où, en vertu des équations (3i),

Su ==. o^, ÔH/= o-H/, SP,= crP,.

On en conclut manifestement que toutes les fonctions x, y , Z y H/, P^
sont à la fois des trois formes e^fÇu, ̂ ), e<7?^f^ Çu, v}, e^f^(u, ̂ ), ce
qui prouve que l'on a affaire à un système (H).

Il resterait toutefois à démontrer l'existence de ces systèmes. On
peut le faire en remarquant que les P^, par exemple, doivent satisfaire
àun système complet et en constatant, ce qui n'ofïre aucune difficulté,
que ce système complet est complètement intégrable, ce qui permet
d'affirmer qu'ï7 existe un système (H), et un seul, correspondant à des p//,.
et à un nombre a donnés^ et tel que la surface d'une des trois familles
qui passe par un point donné admette en ce point un plan tangent donné;
et aussi que tous les systèmes (H) de mêmes p .̂ et de même nombre cr se
déduisent par composition géométrique de trois quelconques d'entre eux 5
pourvu que les points homologues de ceux-ci ne soient pas dans un même
plan avec 0.

Si l'on connaît un système (H) pour chaque valeur de o-, on peut en
déduire une infinité de systèmes (S) par des compositions géomé-
triques variées; en particulier, l'application des formules (n) conduit
aux équations (9) signalées par M. Egorov dans sa Note du 22 oc-
tobre 1900.

Il existe encore d'autres propriétés des systèmes (S) pour lesquelles
nous renverrons le lecteur aux différents travaux cités. Nous revenons
maintenant à la classification de nos réseaux (^).

18. RÉSEAUX (cr<). — Supposons maintenant que les constantes /,
m, n ne soient pas toutes nulles. Par un choix convenable de Os, nous
pouvons réduire à c" le premier membre de (26 ). Nous allons consi-
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dérer d'abord le cas particulier où l 'une des fonctions U et V, par
exemple V, est nulle. Par un choix convenable de la vancible u, nous
pouvons ramener notre relation à la forme canonique

(34) c "=/••.

Nous appellerons réseau (^) tous les réseaux pour lesquels cette
équation est vérifiée. Comparée à celle des autres réseaux, leur déter-
mina t ion est relativement simple ; c'est pourquoi nous allons nous en
occuper de suite. Il existe différentes manières d'arriver au résultat.
Celle que nous allons indiquer n'est pas très intuit ive et nous n'y
avons été conduit qu'après avoir obtenu autrement la solution. Néan-
moins, c'est elle que nous préferons exposer ici, parce qu'elle est à la
fois la plus élégante et la plus'rapide, et en outre parce qu 'on peut
l'appliquer, quoique avec moins de succès, à la recherche des autres
réseaux.

Imaginons, sur la sphère de rayon i, un système de coordonnées
géographiques (6, o), l'angle 9 étant compté comme dliabilude à
partir de Os et l'angle 9 à partir du demi-plan z0x. A tout p o i n t de la
sphère, on peut faire correspondre un trièdre OX^Z^ dont les trois
axes percent la sphère en des points dont les coordonnées géographi-
ques sont respectivement ('0 + ̂  y ) , (0, o -h ^) et (0, y). Pour les
accroissements clQ, d^, les rotations élémentaires de ce tr ièdre sont
—sinû^p , f/0, cosOcfo.

Introduisons maintenant le trièdre OX'TZ' déduit du précédent par
une rotation de l'angle <î> autour de OZ,. Ses rotations élémentaires
sont évidemment

(35) sine^-sm^cose»^, cos^^-h sm0sm<D^p, cl^ ̂  cos^o.

Si l'on a maintenant un trièdre OXYZ dépendant de deux paramè-
tres u et p, on peut supposer qu'on prenne pour OX'Y7^ l'un des trois
tnèdres OXY2, OYZX, OZXY.'Les angles 9, y, $ seront alors" des
onctions parfaitement déterminées de ^ e t p e t l'on pourra calculer

les rotations du trièdre OXYZ au moyen de ces angles et de leurs dé-
m.es par rapport a. età. . Si l'on a alors à exprimer une'condition
quelconque a laquelle doivent satisfaire ces rotations, cette condiîion
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se traduira par u n e équation aux dérivées partielles entre 0, o, <&,
^, ^. On conçoit dès lors qu'on paisse appliquer cette méthode à la
détermination des différents réseaux qui se présentent dans ce Cha-
pitre (1).

19. Supposons que le trièdre OXYZ soit celui qui est attaché,
comme il a été expliqué plus haut, à un réseau ( c r ^ ) . Si nous le pre-
nons pour trièdre OY'Z'X', ses rotations nous sont immédiatement
données par les formules (35), exprimées en fonction de du et dv.
Or, nous avons ici les trois conditions nécessaires et suffisantes :

p=o, < / i=o , c"=î\

Elles nous donnent
àô (M)

/ Q r \ ^î? .A àu ôrQ "^(3(3) —.=_ col<!»——Tî _ ~ — — — ,ou s'\.n6 àv cosy

(37) -•— s i n ô cos€ï = s in^— — si i i0cose> î-^-ou au

En portant la première (36) dans (37), nous obtenons

(38) — =:— s în0 s in< ï> cos^,

moyennant ciuoi, la première (36) devient

à(D ^-— == cos2^.
au

Ecrivons maintenant la condition d'intégrabilité relative à y, en y
à6_

remplaçant sin<Ï>cos<I> par ——- / - ;nousobtenonsuneéquat ionquipeut

(1) Cette métiiode revient au fond à prendre pour variables les angles d'Euler du
trièdre OX'Y'Z", car si l'on désigne ceux-ci, suivant la notation habituelle, par Ô', cp', ^,
on a les formules

Ô^e, a/^^—Il, (L==y~+-7 : .
1 2 * 2

Afin. Éc, Norm., (3) , X X V Ï Ï . —- JUILLIÎT 19 ro. 38
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se mettre sous la forme

à f, à^\ à /, cosQ\àrA^^àTA^^)1

d'où, en intégrant et désignant par Y une fonction arbitraire de ^,

,,., , à^ ^ cos6
(09) ^-^iïn^

Ici se présentent deux cas, suivant que V est ou n'est pas nul.
Si V est nul, $ ne dépend que de n, et par suite aussi y. D'où il

résulte que, lorsque u demeure constant, OZ décrit un cône de révo-
lution dont l'axe a pour coordonnées géographiques ( - ? y-(- 7 T) et
dont l'angle au sommet est r. •— 2$. Par conséquent, le réseau (o-^) cor-
respondant est le plus général pour lequel les lignes ( u ) sont des cercles
de plans paraMé les à Os.

Supposons maintenant V^o. Par un choix convenable de l'argu-
ment 9, nous pouvons supposer V== — i, et par suite

(4o) (N& _ cos<9
àv """"" sin^

Dans ce cas, nous aurons notre réseau de la façon suivante. Nous
intégrerons le système (38), (4o); puis nous calculerons 9 par la for-
mule

(4i) ®= fcos2^^-}- . dv .
J sin^

Un calcul élémentaire nous donnera ensuite les neuf cosinus a,
a\ .... Quant aux rotations^ q, r, r,, elles sont données par les for^
mules (35); on trouve ainsi, en tenant compte de(38\ (40), (4i),

„„ ^m<+'^• ,=^c.s ,̂

r=-s\n9cos<&, ri= sin4>^ — ""i*.
àv sin 9 '

Toute la difficulté du problème réside donc dans l'intégration du
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système (38), (4o)- Or? si l'on fait le changement de variables

(43) s in0-=——!——y ws9== nang^' ~^ ct)» ^^Î-L
T — G) ° 2 2

co s ——""""
2

ce système devient
^(T4-

àv
à{r-

àu

co)

0.)
•I f^ V\ / iV 1 <• \ \

(44)

On reconnaît le système classique dont dépend la détermination des
surfaces à courbure totale constante. Donc la recherche des réseaux (cr^)
équivaut au problème de la déformation de la sphère.

20. Supposons maintenant que nous soyons en possession d'un
réseau (cr^) et occupons-nous des systèmes triples orthogonaux corres-
pondants, auxquels nous donnerons le nom de systèmes (Si). La com-
paraison des équations (22) et (34) nous donne

X == [f. = o, v == A ==. i, B == o,
puis

(45) ^=p—p2, ^=pi.

Ceci nous montre que la représentation sphérique de la surface ( p a )
s'obtient en faisant tourner le réseau f c r ^ ) de l'angle pa autour de Os.
Celle de la surface ( p ^ ) ( ^ ) est engendrée par une rotation continue de la
courbe (v= p i ) autour de Oz. Quantàcellede lasurface (p), on l'obtient

( 1 ) A vrai dire, on n'obLient pas de celte façon la représentation sphérique des lignes
de courbure de la surface ( p i ) , au sens qu'on attache ordinairement à cette expression.
Il faudrait, pour avoir celle-ci, faire tourner autour de Oz la courbe décrite par le point
directeur de OY quand le point directeur de ÔZ décrit (?) [c'est-à-dire une des deux
courbes polaires do ( ( ^ ) ] ; puis adjoindre aux courbes ainsi obtenues leurs trajectoires
orthogonales. Il nous arrivera encore dans la suite d'employer, par abréviation, le terme
de représentation sphérique d'une surface (p / ) pour désigner Fune quelconque des six
familles de courbes que décrivent les points directeurs des trois axes de OX.YZ, quand le
point M de l'espace décrit successivement sur la surface (p/- ) les deux familles de lignes
de courbure. Il sera toujours facile d'en déduire la représentation sphérique au sens véri-
table du mot.
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en faisant tourner chaque courbe (u) du réseau (o-^) de l'angle p — u
autour de Os (1) ; on peut donc la déduire^ par une rotation de tangle p,
de la représentation sphérique de la surface (p == o). Il est élémentaire
de calculer les cosinus X^Y^, ï-i en fonction de p, p^ pa, puisque l'on
connaît lésa, a ' , .... Quant aux p,/,, ils sont donnés par (i3), (21) et
(42). La méthode qui semble donc indiquée pour la recherche des
systèmes (S,) correspondant à un réseau (c^) donné est une de celles
du n° 12. Bornons-nous ici à rechercher ceux de ces systèmes pour
lesquels les surfaces (p.j) sont égales. Employons à cet effet la méthode
décrite à la fin du n° 14. Les conditions (18) deviennent

(46) ^ ?.o a + pLo a' 4- ^o ̂  = £ -4- ay' — a' x\
} Ào b -t- Mo b' -+• ̂  îf = b y ' - - b' x ' .

Si l'on donne à u et v toutes les valeurs numériques possibles, on
obtient un certain nombre d'équations linéaires en \o, [j-o, V o - Si ^a

surface (S) n'est ni une développable isotrope, ni un plan, il est facile
de constater que, parmi ces équations, il y en a au moins trois pour
lesquelles le déterminant des inconnues est différent de zéro. D'où il
suit que Xo, p.o, Vo se réduisent à des constantes et par suite que le
mouvement de 0 ' o c ' y 1 z ' est hélicoïdal et uniforme. Prenant 0' z ' et O z ^
suivant l'axe de ce mouvement et désignant le pas par la lettre /c, nous
avons
( 47 ) ka" == $ 4- a y1 — a! .^, kb" -= b y ' — // -r'.

A ces conditions il faut joindre les équations (28) et (24). Pour
écrire celles-ci, nous différentions (47) successivement par rapport à
u et à v\ il vient, en tenant compte de (47)-» (^^ (^3) et (24), les
deux conditions

(48) •^a'rp^cffr,)=kp„ ^^£(^-.A-).

Or, si l'on se reporte au numéro précédent, on calcule aisément
l'expression af/p^•+•c/rr^ et on la trouve égale à — V.

Examinons d'abord le cas où V est nul. La première équation (48)

( ' ) Cela nous donne une interprétation géométrique élégante delà variable canonique u
tout à fait analogue à celle qae nous avons indiquée à la page 264.
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nous montre que k doit être nul . Le mouvement est donc une rotation.
D'autre part, il résulte des équations (45) que la surface (S) est néces-
sairement une surface singulière de la première catégorie (n° 6); c'est
donc une surface de Joachmzstal d'axe Oz. Nous retombons sur des
systèmes déjà rencontrés et qu i auraient d'ailleurs pu nous permettre
de prévoir la solut ion singulière fournie par l'hypothèse V==o dans le
numéro précédent.

Supposons maintenant V == — i. Nous avons alors
£=A^.

Le pas ne pouvant être nul, nous pouvons, par une homothétie, le
ramènera être égal à i. Nous avons, dans ces conditions, en tenant
compte de ce que ( a ^ p ^ + c ^ r ^ ) est égal à i,

<c=^ JT^-^'1'

La seconde de ces équations n'est autre que la première (20). De la
première (2.3) nous tirons ensuite T], et, en portant dans la seconde,
nous obtenons une ident i té . Finalement, nous voyons quà une homo"
thétie près il correspond à tout réseau (o-i) un seul système pour lequel
les surfaces ( p^ ) sont égales et ce système est un de ceux qui ont été con-
sidérés au n° 6.

Il n'y a p l u s maintenant aucune difficulté à obtenir les équations
de ce système, car nous avons x ' et y ' par (47)5 puis ^ par la quadrature

z'^z Ça"^du-^~b"^dv.

On trouve a ins i , en désignant pa r^^y , , 5, les coordonnées rela-
tives au trièdre O^r^y^i,

àO
x^-=. -y-ces (9 - t-pa) — cotO 8111(9 + p a ) ,

àQ
y, •== — sin(9 4-p2) -hCOt@cos(9 + pa),

• / fsin2^ -{- sin€> cos<Ï> sin 9 — } du -h ( col0-— — ———~) r/p
J \ àv ) \ à^ si ri'y //';/-» r / ^ ^ \ 2 i "

,. / — COS2<2>^ 4- ——— ) — ———7i ^
.àQ 1 ? àv f sin2^

.-=-9.-hp,-hcot^+/ —————————^-^———————
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Quant aux H;, ils sont donnés par les formules

H=ç, H,=yii, H
dïi

_ dp,

;- .̂
ou

' à^H=-p,, H.= ,̂ H^p,,

Si l'on veut introduire les angles ^ et œ définis par les équations (44)»
on a

,„ àr ,,, au— e^— -+- Ê?-^—
^(î ov

X^ == î —————————————————?
T — û)2 ces ———

(49) 1 ^ =

e^-.--^
^P ^(?

T — œ2 ces———

i T — c o d ( T — ( û ) i rr . 7 / ^ ^ 2 ^ ^s.i= p + -lang——— ~—^——- — - M cos^ du H- — <^9
' a ^ a (^^ ' ^ J L \àv ) \

j /"r o . / ^ \ 2 , 1
— - \ COS2 Ci) ̂  4- ——— (^P ,

2 j L \^^ J

où l'on a posé

^.= (p + p^= — p + p^-l- pg-t- J COS(T + CO) <^ + COS(ï— Cû) dv .

Les quantités qui figurent sous les deux signes f de ^ sont des
différentielles exactes parce que T et œ vérifient tous deux l'équation

(^À——— =.—sin^cosÀ.au (}v

On pourrait aussi former les expressions des ̂  et des H/ en fonc-
tion des angles T et œ et de leurs dérivées; mais cela présente peu
d'intérêt.

21. Il est évident que nous venons de résoudre, autant qu'il peut
l'être actuellement, le problème de la détermination des surfaces que
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nous avons appelées, dans le premier Chapitre, les surfaces singu'
Itères de la première catégorie; et nous avons just i f ié l'affirmation
faite à la fin du n° 6. Nous observerons, pour terminer , que la con-
naissance d'un des systèmes triples précédents permet d'obtenir une
infinité d'autres systèmes analogues. On sait en effet que de toute
solution du ' sys tème (44), on peut déduire une infinité de solutions
nouvelles, grâce aux transformations de Lie et de Backlund. Il est
peut-être possible de trouver, relativement à nos systèmes orthogo-
naux, ou encore relativement aux réseaux (o-,), une interprétation
géométrique de ces transformations analytiques. Malheureusement,
nous n'avons pu rien découvrir dans cette voie, pas plus que nous
n'avons pu trouver la véritable origine du lien qui uni t la théorie des
surfaces à courbure totale constante avec celle des réseaux (cr^) ou des
surfaces dont les premières tangentes principales font partie d'un com-
plexe linéaire.

Parmi les transformations dont il vient d'être parlé, en voici une
qui, est particulièrement simple. De toute solution du système (44) ,
on peut en déduire une autre en changeant a) en — œ, u en v et v en u.
Cette solution, appliquée à la théorie des surfaces à courbure totale
constante, serait sans intérêt, car elle redonnerait la surface primi-
tive. Transportée dans les équations (49), elle donnera au contraire un
système triple entièrement di f férent du premier, car u et ^jouent, dans
ces équations, un rôle tout à fait dissymétrique.

On peut songer à appliquer tout ce qui précède en prenant comme
surface à courbure constante initiale un hélicoïde à courbure totale
constante. Cela revient, comme on sait, à partir des solutions du sys-
teme(44)qûi ne renferment u et pquepar la combinaison 0^-4-^= a,
a et b é tant des constantes. Ces solutions se calculent aisément
et introduisent les fonctions elliptiques. Malheureusement, elles ne
peuvent a priori que nous faire retomber sur les systèmes composés
uniquement d'hélicoïdes, car les H, ne dépendent que d'une seule
variable a (DARBOUX, 5. T., p. 32ô). Comme nous avons étudié ces
systèmes en détail clans le premier Chapitre (n° 9), il est inutile d'y
revenir ( ^ ) . Quant à ceux qu'on pourrait en déduire par les transfor-

( 1 ) Cela no peu t présenter de l'intérêt que dans le but d'avoir une vérification de nos
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mations de Lie et de Bâcklund, ils sont donnés par des quadratures
trop compliquées.

22. RÉSE-U'X (c^). — Revenons maintenant à l'étude de l'équa-
tion (26). Supposons encore / et m nuls et n égal à i ; mais cette fois les
les fonctions U et Y seront supposées foules deux différentes de zéro.
Par un choix convenable des variables u et v, qui deviennent alors
variables canoniques y nous pouvons ramener notre relation à la forme
canonique
(5o) c"-= r-+- rp

Nous appellerons réseaux ((T^) tous les réseaux pour lesquels cette
équation est vérifiée. Leur détermination est loin d'être aussi simple
que celle des réseaux (o\). On peut essayer de leur appliquer la mé-
thode exposée au n° 18. Si, pour conserver la symétrie des variables u
et t, on prend OX'Y'Z' suivant OXYZ, on trouve que G et <& doivent
satisfaire aux équations

( 5 i )
à^ à^ . F ^ à9 àQ 1^ + ̂  = cot^cot<D ̂  - tang^ j + ces 0,

à^Q .àQ àQ , ô^ à9 ,à^ 00-—— =:cot9—— +cot<^— ——tang^— —.ouà^ au à^ aie àv 0 àv au

Ayant 9 et <Ï>, on a ç par la quadrature ( { )

t ang<î>—<^—cot^— chau à^
sinô

Le système (5i) est beaucoup trop compliqué pour qu'on puisse
essayer de l'intégrer. Aussi, nous arrivons de suite à l 'étude des
systèmes triples orthogonaux, qui correspondent à un réseau (jg)
donné et que nous appellerons systèmes (£,>).

La comparaison des équations ( 22) et (5o) nous montre que A et B

théories. Et Fou constate effectivement, en développant les calculs, qu'il y a concordance
complète entre les deux façons d'opérer.

0) On pourrait appliquer la même méthode à la recherche des réseaux C Œ ) La Wïïe
différence avec le cas actuel consisterait en ce qu'il n'y aurait pas de terme en œsï an
second membre de la première équation (5r ).
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sont tous deux égaux à l 'uni té et qu'on peut prendre par conséquent

H = 0 — — p 2 , t ' = = p i — — ?<,;

tandis que ^ et a sont encore nuls et p égal à i. On conclut de là un
énoncé analogue à celui du n" 20, avec cette différence que les sur-
faces ( p i ) ont, elles aussi, des représentations sphériques égales. Ici
encore, on calculera sans difficulté les X,, Y/, Z^ et ^7, en fonction de
p, p i , pa et l'on appliquera la méthode classique pour la recherche des
systèmes (2^)- Comme tout à l'heure, nous allons nous borner à ceux
pour lesquels les surfaces (pa) sont égales.

Les condi t ions (18) sont, dans le cas actuel, analogues aux équa-
tions (46) et n'en diffèrent que parce qu'il faut ajouter"/], au second
membre de la seconde. Les raisonnements faits au n° 20 s'appliquent
encore et l'on peut affirmer que le mouvement de 0 ' o o ' y ' ' z est néces-
sairement hélicoïdal et uniforme. En prenant 0' z ' et Oz^ suivant l'axe
de ce mouvement et désignant le pas par 7c, on a

( 5 a ) /^=Ç+ af — a ' x ' , yW^rh-l- b^ — b ' x ' .

On pourrait, comme au 11° 20, en déduire les condit ions auxquelles
doivent satisfaire ^ et Y], ; en les joignant à (2.3) on obtiendrait un
système complet et complètement intégrable. Voici, une autre manière
de procéder. Les quantités x ' ety' doivent vérifier le système complet

1 ,)y./ /),y./

—— =: a [ a ' x 1 — a y ' + ko!' ), —— = b ( b1x1 — b r ' + k b " ) ,

(5 3 ) i u f ^
j ̂  -^a'^x'— ay'-^ka"), -T-= bl (.b'xt — b f •^ /^//).

dont les. conditions d ' intégrabil i té sont les équations (23) et sont,
comme on, le constate aisément, satisfaites identiquem.ent.

Ayant -v' ç i y , on aura ^ et r^ par (ôa), puis z ' par une quadrature
de différentielle totale, et enfin ^i,ju ^ en fonction de p, p i , pa. Quant
aux H/, ils seront donnés par les formules (17), qui prennent la
forme élégante ( ^ )

ir/^Â-z/4-^Y,-./iX,.

( l ) Ces fornuile.s nous ont étc communiquées par M. Darboux. On peut aussi les déduire
1res facilement des équations (8) eL ( 9 ^ du Chapitre I.

Ànn. Éc. Norm., ( 3 ) , XXV1Ï. — JUILLET 1910. SQ
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Le système (53) nous. permet d'énoncer sous une forme simple le
degré de généralité de la solution : Parmi les systèmes de pas donné, il
y en a un et un seul pour lequel un iriêdre MXYZ est donné. On peut
aussi en déduire la proposition su ivante : Soient p systèmes de pas
K,, K.^ . . . , K^. A/ecfous-les de coefficients arbitraires m,, m.^ .. ., m^
et composons-les géométriquement par rapport à un point quelconque
deOz. Nous obtiendrons un nouveau système de pas ̂ rn.îi^ Ceci peut

i

aussi se démontrer géométriquement delà façon suivante : Soient M, ,
R L , . . . , M^p points homologues de coordonnées communes p, p i , p,>-
Si l'on accroît chacune de celles-ci de la même quantité /, le point M/
tourne de l'angle t autour de Oz et s'élève de. K^; donc le point résul-
tant M tourne du même angle et s'élève de ^K^ =^^K/ , ce qui

i i

démontre le théorème.
Si p est égal à trois, on pourra obtenir, par l'application de ce théorème 5

le système le plus générale à condition toutefois que les extrémités des

vecteurs ̂ oml\ ̂ OM^, ( M ^ ne soient pas constamment dans un plan
KI K.2 Ka '

parallèle à Qz. Ceci peut se démontrer en déterminant m^ m^ m^ de
façon quele point M vienne occuper une position initiale arbitraire-
ment choisie, le pas K prenant en même temps âne valeur donnée à
l'avance. Cela résulte aussi de ce que la solution générale de (53) peut
s'obtenir en ajoutant à une solution particulière la solution géné-
rale des équations rendues homogènes par l 'évanouissement de k,
laquelle est» comme on sait, une combinaison linéaire à coefficients
constants de deux solutions particulières distinctes. Si l'on connaî t
seulement cette solution, relative à / c n u l , on aura celles qui corres-
pondent aux autres valeurs de k par deux quadratures de différentielles
totales, grâce à la méthode de la variation des constantes. Enf in , si
l'on connaît une seule solution de pas nul {ou, ce qui revient au
même, deux solutions non homothétiques de pas non nuls), on aura
toutes les autres par deux quadratures de différentielles totales, en
appliquant la méthode classique d'abaissement des systèmes d'équa-
tions linéaires. En résumé, nous voyons qu'z7 suffit^ pour avoir par des
quadratures tous les systèmes cherchés^ de connaître un seul d'entre eux
si son pas est nul, ou bien deux systèmes non homothétiques l'un de
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de l'autre si leurs pas sont différents de zéro. Ainsi se trouve justifiée
une affirmation faite au n0 5 d'après laquelle la recherche des surfaces
capables d'engendrer une famille de Lamé dans un véritable mouvement
hélicoïdal d ' a x e Oz se ramène^ à des quadratures prés, à la recherche des
surfaces capables d^ engendrer une famille de Lamé dans une rotation
autour de Oz.

23. RÉSEAUX DE LA SECONDE CATÉGORIE. — Nous avons examiné tous les
réseaux pour lesquels il existe une seule relation de la forme (26).
Supposons maintenant qu'il en existe deux. Nous appellerons les
réseaux correspondants réseaux de la seconde catégorie. On peut prévoir
qu'ils doivent être en nombre relativement limité, car ils sont soumis
à des condi t ions surabondantes (1). Si nous n'en connaissions pas des
exemples, nous ne pourrions même pas affirmer leur existence. Il
serait intéressant de déterminer exactement tous ces réseaux; mal-
heureusement nous n'avons pu y arriver. C'est pourquoi nous nous
contenterons de les passer très rapidement en revue.

Appelons réseau (cr/vc) tout réseau qui est à la fois (o^-) et (^/c), si
i •=jL /c, et (o-/) de deux manières différentes, si i =k. Il est évident que
tout réseau de la seconde catégorie est un réseau (o"^-)? ce qui va nous
permettre d'établir une classification de ces réseaux.

Réseaux ((7^) (2). — 11 n'y a pas de réseau (o-^), car si un réseau
est doublement (cr), les rotations ret r\ sont nulles. Il faut donc sup-
poser que i est égal à i ou à 2. Quelle que soit l'hypothèse faite, si
l'on prend les variables canoniques relatives au réseau (o-), notre
réseau (cr^-) sera caractérisé par les deux conditions

r+ri=o, ^^(U-V)/-.

L'équation (22) nous donne alors
-À==^==o , v==i, A = U - 4 - W , B = V + W ,

(1) Un réseau sphérique quelconque peut en effet être déterminé par une seule fonction
de deux variables. Or, pour un réseau de la seconde catégorie, cette fonction doit satis-
faire à deux équations aux dérivées partielles, dont il faudrait chercher les solutions com-
munes.

( 2 ) Les réseaux (o-o) seront les réseaux (cr).
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W désignant une fonction arbitraire de (P. Le calcul de ? e t p i est, dans
ce cas, subordonné à l'intégration des équations différentielles

dU y-r vrr ^ ,.. ,;,7.
-^ U 4- W == 0. -7- 4- ̂  -4- W =~- 0,

aw »(ï'

Si la fonction W est quelconque, les variables ne seront séparées
pour Fune de ces équations que si l 'une des fonctions U etV se réduit
à une constante, c'est-à-dire si l'on a un réseau (o^,). Comme nous ne
connaissons rien de ces fonctions U et V, nous n'en dirons pas davan-
tage sur ces réseaux.

Réseaux (cru ), (o"^)? C0^)- — L'un quelconque de ces trois types
de réseaux est (o^) ou (o-a) par rapport à deux directions différentes
(sans quoi l'on retomberait sur les réseaux précédents) et par suite
par rapport à toutes les directions qui sont avec elles dans un même
plan. Si l'on prend ce plan pour plan ^Oj, on aura donc

c == Ur -+- Vri, c'= Ui r + V.i r, ;

les fonctions U, V, U^ V^ pouvant d'ailleurs être simplifiées en partie
par un choix convenable des variables u et p. Nous ne voulons pas
faire cette simplification, qui exigerait une discussion longue et peut-
être inutile, d'autant plus qu'il sera toujours temps de la faire dès
qu'on aura obtenu un réseau particulier satisfaisant aux conditions
précédentes.

Si nous portons les valeurs ci-dessus de c et de c' dans l'équation (22),
nous obtenons

v=o, A==ÂU+^.Ui, B=ÀV-+-piVi,

\ et (JL demeurant des fonctions arbitraires de w. Ceci nous montre que
le mouvement le plus général du trièdre Qo^yz est, dans ce cas, celui qui
est engendré par le roulement sans glissement du plan xOv sur un cône
quelconque de sommet 0. Quant aux variables p et p , , elles sont déter-
minées par l'intégration des équations différentielles

du - — -.- dv ,,. ..^+7,U+^U,=o, : ^+).V+^V,=o,
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à propos desquelles nous ne pouvons que répéter ce qui a été dit sur
l'équation de la page 22.

24. APPLICATION A LA RECHERCHE DES SURFACES DE LA SECONDE CATÉGORIE. ——

II est évident que toute surface de la seconde catégorie admet pour
représentation sphérique un réseau de la seconde catégorie. Inverse-
ment, on peut se demander si à tout réseau de la seconde catégorie on
ne peut pas faire correspondre une surface de la seconde catégorie
l'admettant pour représentation sphérique. Pour étudier cette ques-
tion, il suffit de suivre la même marche que pour la première caté-
gorie. Nous ne voulons pas reproduire la longue discussion qui en
résulte et nous nous contenterons d'en indiquer la conclusion. Quel
que soit le réseau dont on part, on trouve toujours qu ' i l doit exister
entre les neuf cosinus a, a ' , ... elles rotations» q et /^ deux relations sup-
plémentaires, autres que celles qui résultent immédiatement des équa-
tions (19), (20) et des équations spéciales qui caractérisent le réseau
considéré. Dans le cas des réseaux (o-^), ces relations sont assez
simples ; malgré cela nous n'avons pu voir si elles étaient nécessaire-
ment vérifiées. Si elles le sont, il y a alors une surface et une seule
( a u n e homothétie près) qui répond à la question. Pour les autres
réseaux, les relations supplémentaires sontbeaucoup plus compliquées
et nous n'avons pas poussé les calculs jusqu'au bout.

25. Nous ne nous occuperons pas des réseaux de la troisième caté-
gorie, pour lesquels il existe trois conditions de la forme (26), car
leur existence est encore bien plus problématique que celle des
réseaux de la seconde catégorie. 11 en existe cependant au moins un ;
c'est celui qui se compose exclusivement de cercles, car ce réseau est
à la fois (o-) et (cr^), comme le montre la considération de la cy-
clide de Dupin à trois plans de symétrie (Chap. I, n° 11). Mais son
étude ne peut trouver place ici.

26. CONCLUSION. — En résumé, le problème que nous nous sommes
posé au début de ce Chapitre est subordonné à la détermination de
différentes espèces de réseaux sphériques, à savoir les réseaux (o-),
(o-O, (0-2) et(a,/J. Pour les réseaux (c^) seulement, nous avons résolu
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la question autant qu'elle peut l'être actuellement, ce qui nous a
donné du même coup les surfaces singulières de la première catégorie
(Chap. I). La détermination des réseaux (o-) et ('0-2) est au contraire
très difficile;, malgré la forme simple des équations (r -}- /\ == o ou (//)
qui les caractérisent. A chacun d'eux correspondent une infinité de
systèmes triples orthogonaux composés de surfaces égales dans chaque
famille. On les obtient par des quadratures, dans le cas d'un réseau (or),
et par l'intégration de deux équat ions simultanées de Riccati, dans le
cas d'un réseau (c'a). L'existence de ces systèmes particuliers permet
de déduire de fou/ réseau (cr) ou (cr;/) une infinité de réseaux analogues.
Pour un réseau (cr), on peut chercher les systèmes qui correspondent
à une translation isotrope (ou encore les systèmes homothétiques'),
puis les transformer par inversion. On aura un nouveau réseau (o-)
formé par la représentation sphérique du système provenant de la
transformation. En répétant indéfiniment cette opération, on aura des
réseaux (o") dépendant d'un nombre illimité de constantes arbitraires.
Si l'on part d'un réseau (o-^), on procédera de même, mais cette fois
sur des systèmes correspondant à u n e rotation autour de Os et en
prenant le pôle d'inversion sur cette droite.

Quant aux réseaux (or^.), nous ne pouvons rien en dire, si ce n'est
que toute surface de la seconde catégorie donne un tel réseau, sans
que nous puissions affirmer la réciproque.

27. Nous nous étions proposé d'étudier, comme application de nos
théories, certains réseaux particuliers et les systèmes triples corres-
pondants. Mais cela nous aurait entraîné beaucoup trop loin. Conten-
tons-nous de citer les réseaux que nous avons obtenus.

i° Réseau comprenant une famille quelconque de petits cercles de
plans parallèles à Oz. — C'est le réseau (o-) le plus général qui com-
prenne une famille de petits cercles. C'est aussi un réseau (cr,) singu-
lier (n° 19), donc un réseau (o-^) (1).

( 1 ) Voir à ce propos J. HAAG, C. 2iL, '21 mars et 2 mai 1910. On peut généraliser
la Noie du 2 mai en remarquant que tout système triple (S) dont les surfaces (ps)
ont leurs trajectoires orthogonales dans des plans purallèles à Oz est parallèle à l'inverse
d'un système triple composé de plans perpendiculaires à Oz et de cylindres parallèles
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2° Réseauoc (o-) isothermes. — Nous les avons tous déterminés dans
une Note aux C. J?., 21 mars 1910.

3° Réseaux (cr) représentations sphénques de surfaces à courbure
totale constante (Même Note que 2°).

On peut aussi obtenir des réseaux (cr^) composés de petits cercles en
prenant la représentation sphérique d\m périsphère de M.Demoulin ;
d'où l'on déduirait, comme nous le savons, une infinité de surfaces à
lignes de première courbure planes capables d'engendrer une famille
de Lamé dans un mouvement hélicoïdal de pas arbitraire (n° 22).
Y en a-t-il d'autres? Nous n'avons pas encore eu l'occasion de nous en
rendre compte.

On pourrait aussi chercher d'autres réseaux (0-3) comme par exemple
les réseaux isothermes. Mais nous ne l'avons pas faiL

CHAPITRE III. .
SUR CERTAINS GROUPES DE FAMILLES DE LAMÉ.

28. Nous nous proposons d'étudier, dans ce Chapitre, une question
qui est étroitement liée, comme on va le voir, avec celle qui a été
traitée dans le Chapitre I.

Cette question peut s'énoncer de la façon suivante :

Peut-on trouver deux familles de Lamé composées respectivement des
mêmes surfaces, placées dans des positions relatives différentes pour les
deux familles ?

Ce problème peut être résolu par la considération de l'équation du
troisième ordre à laquelle doit satisfaire le paramètre d'une surface
qui engendre une famille de Lamé, lorsque ce paramètre est consi-
déré comme fonction de x, y, z. Nous préférons suivre une autre
marche, qui aura l'avantage de nous donner en même temps les sur-
faces qui complètent le système triple orthogonal.

à Os. D'où il suit que la détermination de tous ces systèmes (S) revient à Pmtégration
de Péquation de Laplace relative au réseau plan orthogonal le plus général.
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Nous allons généraliser les raisonnements du n°2. Reprenons notre
trièdre (T) et la surface (S) qui lai est attachée. Mais, au lieu de sup-
poser que celle-ci est invariable de forme et de position par rapport
à(T), supposons au contraire qu'elle, peut se modifier arbitrairement
quand le trièdre se déplace. Ceci revient évidemment à 'admettre que
a?» y, s peuvent dépendre de î en même temps que de u et y ; mais cela
ne change en rien notre raisonnement et la famille des surfaces (p,)
sera encore donnée par l'équation différentielle

dv A
(I) ^^G=0'

avec la condition nécessaire et suffisante

^)-
Seulement, la quantité A est ici égale à

, n àx ( àx ., \A=^[7u+^cf3-f•y)•
On pourrait se servir de l'équation (2) pour la recherche de cer-

taines familles de Lamé composées de surfaces d'une nature particu-
lière; mais tel n'est pas ici notre but. Supposant cette équation satis-
faite pour certaines valeurs des fonctions/?, y, ..., imaginons qu'elle
le soit aussi pour un autre groupe de rotations et translations p,,
q^ ..., ^, sans que les fonctions x, y , z aient changé. Il est bien clair
que les nouvelles posit ions des surfaces (S) par rapport au fcrièdre
fixe O x ^ y ^ z ^ formeront une famille non superposable à la précédente,
à la seule condition que les fonctions p , , q,, . . . ne soient pas toutes
identiques aux fonctions correspondantes^, q, .... Nous obtiendrons
donc deux familles de Lamé différentes et répondant à la condition
que nous nous sommes imposée tout à l'heure. Tout couple analogue
de familles de Lamé peut être évidemment obtenu de cette manière;
il suffît en effetd'adjoindre, suivant une loi arbitraire, un trièdre (T)
à chaque surface de la première famille et de supposer que cette sur-
face entraîne avec elle son trièdre lorsqu'elle v ient faire partie de la
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seconde famille. On voit 'même qu'il y a indétermination complète
dans le choix du premier mouvement auquel est soumis le trièdre (T)
par rapport à 0^\y,i^,i ; nous aurons à faire usage de cette remarque.

Revenons à l'équation (2) et à l 'équation analogue relative à la
seconde fami l l e de Lamé

o) -f-(y)=^au \ (j /

Nous en déduisons, par soustraction,

(4)

en posant

à / A o \
àu\~Gl '-ot

(5 ) Ao-^(.o4-^^^S;)"^0'4'"'703 ~ r oy ) '
(6) pQ-=ip^—p, ^ / o = = < 7 i — < 7 , . ... Ç o = : ^ — Ç .

Or, si l'on se place à une époque déterminée t, l'équation (4)
exprime, d'après le n0 2, que la surface (S) de paramétre t engendre
une famille de Lamé quand on lui imprime un mouvement hélicoïdal dont
les composantes par rapport à (T) sont p o , <^, , . . . Réciproquement, si,
admettant l'équation (2), on suppose en outre que chaquesurface (S)
peut engendrer une famille de Lamé dans un mouvement hélicoïdal
déterminé, dont les composantes /?o, ^o» • • • relatives au trièdre (T)
correspondant sont par conséquent, à un facteur de proportionnalité
près, des fonctions déterminées de A on satisfera à l'équation (3) en
prenant
(7) p^p^-Tp^ y^^rp^ _ ^ ç^ç.^^

où T désigne une fonction arbitraire de t. Ceci nous montre de suite
que si l'on connaît un couple de ̂ familles de Lamé répondant aux condi-
tions que nous nous sommes proposées, on pourra en déduire tout un
groupe de familles analogues, c'est-à-dire composées des mêmes sur-
faces que les deux premières, mais placées différemment les unes par
rapport aux autres. Ce groupe dépendra d'ailleurs d'une fonction arbi-
traire d'une variable.

On arrive à des résultats particulièrement élégants si l'on suppose,
A'm. Ec. Norm.y (3 ) , XX Vil. — JUILLET 1910. 4o
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comme on en a le droit , qi'H'* !<111 p mil i c i " n jouve inen l . du ! rh*<i re i 1 t ^e
réduit au repos, ce (pli se t r a d n i l par révammisse inen i ile^ f o n e l t n » ^
/?, y, .... On peu t alors énoncer la proposi t ion su ivan t e , ij«e Je h^ t^ î i r
déduira sans peine des considérat ions q u i précèdent . :

Soient (/eux familles de Lamé ( V ) rt ( ¥ ^ ) WW/^.MW.V i/ï^ .m/"mr^ M/I-
faces placées dam des positions relatives d^/f^n'nir^ » ,'SW^w/ f S) r<^ (1 S';
deux surfaces i/f/lniment voùi/ies dfî ( V )^ ( S., ) cl ( S^ , ) 1^^ ^^//r/r^'s' /in//i^
fogues de(V^). Afnenons (S) ^/^ ctiïncideyiw ^w ( S, ; ^'^ r f ï î r t f î f î i - i t î f ( S'? ;
nous powof'îî nioi's fHî-sîîe.r (/€ fS ' ) // ^ ^ t 1 P^^' •^/71 /'ifoît^f^fn'n! /t^lu'f^-flal
infiniment, petit, r/ui ^/. par/ui/^m^n/ delcr/niné, S^ l'^/f w^/^/^r ^ /•«: .wr'-
/î:/c^ fS) ^^ m.oiwc/ncnf' fiélicoÏdut- •aonU/tii cofnp.nînif/il 1^ pn'fn/r/f/^ on
obtient néa^ss(nr(ïrwni une Jofnïlic df9 t.^intt\

HécipîWfuerncnf^ yupposonîi ^u^ c/m^u/' wr/w'^ ( S j f/'^/îr /rti//îf//ff dr
Lamé (F) pnÙH^ engendrer une autre j'^ mil l^ d^ f^///^ •i/^/^ un wwv1-1'
ment liéliaoïdal de pas K autour t^uny droit-f A» ^fu/ i 1, ,1 //r .wr/wr
réglée engendrée par les différentes droùt^ à,. l^ihonK r i r t ' r rrf/f ^ifr/'f^'^
suwuni le pus K sur la fîur/ace (Ï/ ) IM p/.u^ ^é/i^ndi' f/fu pa^xr rt^/^'rnîr ^
cette mmUon. Sil'oufi^ da/^ l'^prtfW (^{unu^/fr/f/r/^ î •S 1 ffu na^nf'f-it/ tfi/
la droite A cor répondante (^t uw in^la/U^n^ /rx nffUiT//r^ f»f^iî^/fv f/^
ce^urfucfi}! aoustUtwnt une /(miille f/fs /^imt\

Si). Reveîlons à l 'équaf.ion ((1) q u i donne b ^^î îeni l î rHi i j i*« 1 . Hî ir l '^em
( p i ) dn preniier aystéîne. l^e^ Hurhiec^ ( p , ) i Jd î 4 t * r t » î î f i ^^ ' ^ ( e î i i ** % f » î î }
données par nne écjnal ion ana l f^ î ic , on A est, H i ï M p l e î m m l r r ï î j j î j ^ r ' r
p a r A ( . t^onr (ino les deux é^ j ï l a i ions soient Hie î î lh jw*^ ii liNit et wWî
que A(» soit nul . Donc, pour qu^ (es ^ur/ww ( ^ j du ^ww^/ .ti^^rwr
//-//^/r? wiant engendrées par ((^ mflm^ (î^w f/w /^ ^ii/tirT^ 1 :.. ^ dn
premùr^ •il fuut et il. mj/ù f/uc les lun^nê^ uu.r / / ^ n ^ ( u} f/r r / f i ^ / m '
surface (S) a/^ar/^/i^^,^ ^^ cwy^r^ linfwnU^ K1 ) , A i i t r ^ î ï N ' i i l < l î ( ,
les surfaces (S) doivent être ee ( { n e noîi^ a v n r i H . ({ i j îe le , m premier
Chapitre, des mr/ufw singulière d^ /a pnw/w r/ifé^Wf\ Ïùï }» ; i r l t -
c'ulier, si le pas K est corîstaîi ï tnent n n l , (^ lâ f j î l e mrÏw^ CS î ^mi r tre
mie sartace de Joachirnstal d/aKe à. No^ ^111*011^ î î î i j ïe» ph^ i ^ , î î 1 » î»
atilisor ces remarques. Pour l inslant , reveî to-n^ ,111 ai^ ^eîipr. i i .

30. Il n'est pas certain a prion qn l l prbte t i < » M t^î î t î l ! t -" i ^^ I . i i t î i .
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telles que (F). Nous pouvons néanmoins l'affirmer, car nous en don-
nerons plus loin des exemples.Auparavant, nous allons montrer com-
ment on peut ranger toutes les familles de cette nature en groupes tels
que deux familles d'un même groupe se composent des mêmes sur-
faces et que deux familles de groupes différents se composent de
surfaces différentes.

Groupes (G,). — Imaginons une famille de Lamé (F) dont chaque
surface (S) puisse engendrer une famille de Lamé dans un seul mou-
vement hélicoïdal, que nous désignons par le symbole (A, K), dont la
signification est évidente. Toutes les familles de Lamé composées des
mêmes surfaces seront obtenues par la viration la plus générale d'une
surface (S) parfaitement déterminée, suivant un pas également déter-
miné. Elles formeront donc un groupe, que nous appellerons un
groupe (G^), qui dépendra d'une fonction arbitraire d'une variable.

Dès que l'on connaîtra une famille du groupe, on aura toutes les
autres par quadratures; de sorte qu'il suffira de chercher une famille
particulière, satisfaisant à des conditions pouvant simplifier cette
recherche. Si l'on se rappelle par exemple qu'il existe une surface
(£') de cône directeur donné capable de virer sur (S) suivant le
pas K (*), on voit qu'on pourra toujours supposer que les droites.!,
si elles ne sont pas parallèles entre elles, ont des directions données à

l'avance, entre autres celles d'un plan fixe.

Groupes (G.,). — Supposons maintenant une famille (F) composée
uniquement de surfaces (S) de la seconde catégorie (Chap. I). A
chaque surface (S) correspondent une simple infinité de mouvements
hélicoïdaux (A, K). Prenons une surface (S) composée de droites A
choisies suivant une loi arbitraire, ce qui introduit une fonction arbi-
traire d'une variable. Faisons virer (S) de la manière la plus générale
suivant le pas K affecté a chaque droite A. Nous obtenons de cette
façon toutes les familles de Lamé composées des mêmes surfaces que
la famille primitive. Ces familles forment un groupe (Ga), dépendant
de deux fonctions arbitraires d'une variable. Comme tout à l'heure, il

( i ) C. R., 24 cioûl 1908.
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suffît de dé le. r mi n er u n e f a m i l l e p a r t i c u l i è r e de chaque ^rmipe j u r i i r
avoir les autres par (tes quadra tures ; et Fon peu t encore p r o ( H ( * r ( les
deux fonct ions arhi Ira ires pour s i m p l i f i e r le p roblème, Crsj a m ^ î que
si l'on vou l a i t cl'xercher toutes les famil les (le Lamé eompoM^s de
cyclides de D u p i n , on p o u r r a i t se borner au cas où b p e r p e m h e n h i î r e
commune aux deux l ignes de p o i n t s doub les de chaque ^ r l i d e îî î i n e
d i rec t ion i n v a r i a b l e .

Groupe!! ((x;,). — Nous savons q u ' i l part . le cas peu i ï i l e r < ^ ^ ; i ï î f < i i 1 ^
cônes, i l n 'y a que la cyel ide de I ) r i j ) i n h (.rois p l a n s de s y m é t r i e < j i î î
apparl ienne a la i rois ierne catégorie» I.es ( a i H i l l e s d ' U î t ^ r r î ' u l î e t l ^ )
se coinposeni donc u n i ^ j u c i n e n t de evdides di* e e î t e î i a t t i r e . l ^ t ^ î î r " -
face (S) peu!, èire choisie a r b i t r a i r e m e n t . , a la seule emnihum tT^tre
tangente a I.OUB les plans (11} < j u i e o n f i e n n e n j Ie^ q u a t r e ' j H ï i r î l ^ d i i î î î i j t » ^
de chaque cyelide. On doit, e n s u i t e déformer ertie -^ir^ire ^n^ dé l i e r -
mer ses génératrices^ chaque (dan ( " I I ? e î i f r a h u î î i l i f i l ' v e f i f j e 1 f f îm 4 1 ^ 1 " -
pondanle. Cela i n t r o d u i t l.rois Conet io î î s a r iH t ra i r i ^ d ' i i f i r î , t r î ^ J î i e ,
Pour la reclieretie d'une ia m i l l e ( ) a r ( , i e u l i p î " < » dii g i " o î ï j » < % mi ( H ' u î t • s t î j î 1 -
poser que les plans (II,) wni tous emtfmîdî î î^ Mili^ î i n i i ^ î r p i i d i r ^ î ^
pas plus lon^ à ce suje ts c a i ' n o u y a l l - o n ^ i r o u v ^ r i î î î jwu j i t î i^ l ^ iu i j ï H l ^ ^
les (anii l les de Lamé compo'séoH de cvei i^Je? '» de J N î p H » , ( ^ î î ; t î î t ; i î îx
groupes d/ordre plus élevé, nmiH n'en ( u : t r ) e r ^ > i i H p»î^ ) H î î % i i t i * î i * » î t i ^
comprendra ien t <(ue des f ami l l e s de j ) i a î i s u i î < l e N jd î é r<*^

31. I l peut seml»I(*r\ au premier abord, que la t héo r i e < } Ï N * î»mrH
venons d'exiïoser ne présente un reid i î i lé ré l q m i u l î ï î î t i j î i i ^ i^nu a t î i ^
trouvé des t a m i l l e s de l'.îimé comjn»sees e x d l l H i v e î î î e l î l i { < * H î i r t ^ r » - ^ *|i*
la première ou de la seconde catégorie. Comme (a i l é l^ rmImî tH»» t î i *
ces sur faces cons t i tue un problème 1res d i fde ih» , i ( p ;» r ; t i t jwn rum-
mode d 'entreprendre, dajis l.oute ^i géj tént l i ié , J;i r^rt î^relîe1 d t»^
groupes ((:;,) ou (G^. Malgré eda, le^ (*f« ï^ id ,én»j i iHi^ t j i î ï {N-^r 'nJri i t ,
peuvent être d'une grande ut ililé !omjîfmi w } i - r « » { H ) ^ i » d^ t rmîvp r J r ^
iami Il'es de Lamé qui saimfoni it des c o f s d i f k î » ^ ^j îéei ; î t t^ , î i f i j N ^ ^ i ' H ;j
l'avance. Deux exemples vont le montrer d ' t n i i c fa^ri tri^ ï î ^ t t » * ,

Familles de Lamé cwnposÀes (rfiélicmdc^ .-- Pr(q»r^(îîiM. nw^ ( l 'aiNij^J
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de recliercher toutes les familles de Lamé composées exclusivement d'héli-
coïdes. Nous sommes certains qu'i l en existe puisque nous en avons
déjà trouvé de très intéressantes aux Chapitres 1 et II. On peut ima-
giner des méthodes directes pour résoudre ce problème ; mais toutes
conduisent à des calculs très longs et très compliqués. Nous allons au
contraire arriver tout de suite au résultat en utilisant la théorie précé-
dente.

Soit une famille de Lamé (F) dont chaque .surtace (S) est un héli-
coïde d'axe Qz et de pas k. Faisons subir à la surface (S) de para-
mètre l un déplacement hélicoïdal d'axe Os, de pas & et d'amplitude 9,
fonction arbitraire de t. Nous obtenons une surface (S<) qui est
évidemment superposée à (S); de sorte que l 'ensemble des surfaces
(S^) constitue encore une famille de Lamé. Nous rentrons donc dans
la théorie précédente. Prenons pour trièdre (T) attaché à chaque sur-
face (S) un trièdre quelconque dont l'axe Oz soit précisément l'axe
de (S). Si/?, ç, ... désignent, comme tout à l'heure, les rotations et
translations de ce trièdre, les quantités analogues p , , q,, ... relatives
au second mouvement se déduisent des précédentes en remarquant
que la nouvelle position du trièdre au temps t se déduit de l'ancienne
par un déplacement hélicoïdal d'axe 0,s, de pas K et d'amplitude 9. Un
calcul élémentaire donne

PQ=?^—p -==.—p -+-/5COS9 4- q s in®,
^o-=çi— q~='—q —P smqî -i-çcoso,

do
r.=r,-r=:^

'EQ=: 'Ei— Ç ==— ^ 4- ccos® -4-yî si no -h Â-y( q cos<p —p sino),
Y]y==-/ ] i—r \—=-—r[ — ^ si no -h-YîCOSo 4- Â'©(--^ sine? —/-^cosç) ,

.-. ,-^î}.Ç o — ^ i — ^ — ^

11 faut que, quelle que soit la fonction 9, la surface (S) puisse engendrer
une famille de Lamé dans un mouvement hélicoïdal continu dont les
composantes seraient /^ Ço» • . . . Or, si un hélicoïde d'axe Os engendre
une famille de Lamé dans un mouvement hélicoïdal d'axe A, il en est
de même dans tous les mouvements du même pas et d'axes A' déduits
de A par le m ouvement qui fait glisser l'hélicoïde sur lui-même. D'après
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le Chapitre 1, ceci exige, en écar tant les cy l indres , que1 A ^oil. OH M'en
à l ' inf ini , , oa bien c o n f o n d u avec 0^ Mais A ne peut- être a r i o f h i l

th . , . rquel que so i t^ , car on peut toujours supposer que ^ < e esl-^um* /'^
n'est pas rml. Reste ( loue Fhypolhese de A confondu avec <h",» q u i ^e
traduit par

/ /O: 1 ' : . ^^ , , '—— 1 àH^ '^^U ' " 1 1 1 ' 1 < > "

Gomme ceci doi t avoi r l i eu quel que soit ç', on eu roue lu l que h^
quau t i t e s / ^ y, ^, Y] do iveu t être u u l l e s » e'est-iMiire q i î< 1 1 » f^.iy 'Ds ^^^
refiler fixe.

Ici , i l nous faut d i s t inguer deux cas.

Pré/mer (w. — Le ruouveuieut (o, (h ^»» 0» <1^ ^ i » ) ^t- e î ^ t î i q u i f i î î l
isser l 'hélicoïde (S) sur lui"îuêï:ue. On a alors la e o m i i l N mg'

ce q u i n'a lien que si à e^l iwlépcndant. fie f^ Nous îTtoriiîhrmH N i i r
systenies triples orthogouaux étudiés eu d é t a i l au «^ âth

|t*!-i

Deuxième cay. — Le mouvc î ï ï eu t (o, o» ^^ (h ^» y ,»} ue (a i t . j ) î i ^ git^er
l'hélicoÏde (S) sur lu i -meine , ( îeei exige ( n^' 9} que .̂ '.y /it^w^/r^ / 'S )
noie/il toif^ à courbtfre IffUilc €i)n,f>lan^^ Si l'ou a u î i c t a t ï t i l l e de I.^îîic
cont()osée de semt))ables sur faces^ w^ ^r/r^ ^f/ ^mupr «i, ) <{^ fi^nî/lt^
analogues fn ifnprimMnt à a/utf/w mrfacc unr fmw/^l/fm ^rl/îfmiry ^fif-
M^U SO/l (lîVC.

Nous somrues donc tinui^m^îii raïneriég au prablèî î î i^ wîy^ni î {'/wr-
cher toutes hs familles dfî Lufïiê co/n/.nmw (,t7i.é/wH//^ ft ^ïur/'Utr ff^/tt/r
constant fi (h n^rne aw.

C'est ce problème que mous allons m a i î î l - e n a î î l rènoudrr, tlîi { N * Î Î ( . î
arriver en reniar<juant que l'on a allaire à dm gplemeH tii* N. ( î i a t t ^ I i î ,
Si l'on part par exelnpiedes équatioriB (^5) de rOuvra^ de M, Ihir-
boux (^lemes tripla orthogonaux, p. 312), oîi î r f N i v c » q H ' f . i i î JN»»!.
prendre

:»os û) rs en ( /' -{- pp^ -t.... p^ )̂ ^ î î ( /- -4- pp^ -4- ^^ },
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r étant une fonction arbitraire d e p ( 1 ) . On peut ensuite obtenir les
équations du s}7•stème triple en termes finis. On a des calculs plus
simples et l'on arrive à une interprétation plus élégante des résultats,
en adoptant la marche suivante.

32. Si nous annulons p dans les équations (19) du Chapitre I, nous
obtenons les équations de l'hélicoïde le plus général qui ait sa cour-
bure totale constante et dont l'axe soit Oz. Si nous supposons mainte-
nant que p , p , p " soient des fonctions quelconques d'un même para-
mètre t, et si nous admettons en outre que la quadrature fudy.
renferme implicitement comme constante additive une fonction arbi-
traire de î, nous aurons évidemment la famille la pi us générale composée
de tels hélicoïdes.

Nous allons écrire que cette famille est une famille de Lamé. Pour
cela, nous allons nous servir de l'équation (2) (n° 28). La fonction G
est ici le coefficient de dp^ dans la formule (2.3) de la page 276, c'est-
à-dire
(8) G=c/(u-r-pp')^

en posante pour abréger

^ = ( P - P " H p ' - P ' f ) '
Quanta A, c'est le demi-coefficient àedo^dt dans l'élément l inéaire (2)

du2

(9) ds2= -,— -+- ud^-^r-d^,
^u

où l'on considère à la fois les accroissements r fp , , d p ^ , dt. Désignons,
pour abréger, par ô, et 6^ les dérivées par rapport à t et a d 'une fonc-
tion quelconque 6 de ces deux variables. Posons en outre

P=:J-^, y ^ j u d c c .

P = P \ P , ' J ^ p [ p , - } - ^ ( p / / p " ) , ^ p P f p l r ^ .

Q = {pp" )i pi + ( pp' )i pâ + 7 1 ;

( i ) Le module de la fonction sn est K.2 = ï -+- —; (m === const.). Il y aurait aussi un cas
de dégénérescence correspondant, à K2 == ï.

( 2 ) On suppose quo p , q, ,.., Ç sont nuls, ce qui est permis.
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nous avons alors
du rr a^ c'// -h //a ^s

, r/a.« ̂  -,-, ! ^/// ~ .^p' ,,/pt -h/^/p, ' -l P^,

c/^ —; ^ rfe 4-1" p( /^ //r^ ;••11+"1 p 1 ^p^ ) l'- ^O ftf-'.
f/y. "::•:::. ^/pi 1:J- r'/pg*

En portant dan^ (;))^ on trouve

d'où,
.* ..̂ ..̂ ('2..̂ ,.,,.,.. .t p/^ î n1^^ ^^»». ,̂  ..̂ ., , ,̂/ ..^. ^j

i» 1 1 1 " 1 1 ^// [/^a(u -h //// )

Ecrivons l'équiition (2 ) , , îlutnHitcnt d i t ^ a n n u l o n s ht dprrw* i l ^ . i . j ^ i r
rapport à p , i . Pour faire aisément l i ^ c u l c u l , il (•oîmi*»} ( I H H^ j i^ r i^ r lt^
termes qui renfenmml u^ des aulrm, (îar ( » i * i î x - - r i s^îils g t î î î t - t j « * H j 'ini^^
tions algébriques (te u. A cot dtet^ OP j»os^

4 ( {.t -î1- //// j / ^ l t t

on reinar( |uc e r i H u i t i * qiii'ori a

/^/î r^/,^ r^ ^.ïf f)''/^»
f}y f)/. ùfi

On trouva alors cormno oo'cff icJ^nt d^ ^i

^( t j / / , ) ^ ^ ^/^'/[//S,.,.,......̂ .̂...,.

yi l^oii se rapix*!!^ qiit*

/^ ::=- -•". 4 /( H ) -^ — 4 ( ̂  -t1- ///^ ) ( ̂  -î-1 /^// ly ) s u -^ /f/^ i,

on voit que ro (îo^ffici^nf, est ukmtiqoemnit. nnî. 1 1 1 1 0 1 1 ^ ri*Htf î^fjmi-
tioî'ï

Ï î ^1' ^1'!? i, ! f n : P" i /fff'p" hU -.̂ .:. .....h/.̂  ,/̂  4--.(/^)r4" •/— ^,.l-:o,
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Or

v^= 877(^7) ̂ [-v(")]•

L'équation précédente devien t donc

- Tu [(t{ - ^ P P " ) ( P ' P " ) ^ ( » - p ' p " ) ( p p " ) ,

-^.^/"-^'^"-^l
^ -h /'̂ P J

^P••P\-r-(PP")^p"(pp/')l=0.

Elle doit avoir l ieu quels que soient u et t. Comme les trois pas sont
nécessairement différents, il faul déjà que ( p p ' ) ^ soit nul. Par raison
de symétrie, il doit en être de même de ( p p " } i ( ' )• L'équation est
alors satisfaite identiquement et nous avons le beau théorème suivant :
Pour que nos hélicoïdes forment une famille de Lamé, il faut et suffit
que les deux produits pp' et pp" soient constants.

Ecartons les cas où p est nul ou i n f i n i , qui "conduisent à des solu-
tions évidentes (voir les cas de dégénérescence du. n° 9). Nous pouvons
alors prendre

p r= —y p' == m^ t, p" === /«a t.

La quantité h du n° 9 est alors égale à — înx ~r'w^4" m^m^ ,
•D

En outre, nous avons le droit d'ajouter au second membre de la troi-
sième équation (20) du même numéro une fonction arbitraire de t,
soit T, ce qui nous donne bien un groupe (G, ) conforme à notre tlièorie
générale.

Il ne nous reste plus qu'à chercher les deux familles complémen-
taires du système triple orthogonal.

La troisième par exemple nous est donnée par l 'équation ditïé-

( 1 ) D'une façon plus précise, cela résulte de ce qu'on a aussi

à / B \
^Ê)^

D'ailleurs, on arriverait à la même condition en annulant la somme des termes indépen-
dants de u dans l'équation ci-dessus.

Ann. Éc. Norm.j (3) , XX VIL — JUILLET 1910. ^ 1
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rentielle
do^ A

Oo) -^fr4-^0-

Pour c a l c u l e r — » remplaçons-y 0, p a r a — p ^ ; puis faisons a == o, ce

qui est permis, puisque — ne peut dépendre que de î et p^ . Nous avons
à voir ce que devient, pour a == o, l'expression

A I ( </i^ ./ \
_- •̂ r ————————————————————— J -——————:——— -F /y? ^ ( /7îq — m î ) G.)
G. ( ̂  _ ,̂_> ) ( J — m^ l ' 1 } \ 4 // ( ii -+- /"î ) L ' f '

-4- m^m^ -+- / / / i / ^ 2 / P i ] -+- 71 + T7 .

Dans ce but , nous nous servons du développement en série de la
fonction p au voisinage de l 'or igine, ce qui nous donne

u = h — — — Ci a2 -+• Co a4 —. . .,
a"

les coefficients ^,, c^, ... étant des polynômes en t puisque ce sont,
comme on sait, des polynômes par rapport aux invariants ^, g ^ . Si
nous admettons qu 'on puisse intégrer et différentier terme à terme,
soit par rapport à a, soit par rapport à î, ce développement en série,
ainsi que celui de -i" (*) , qui s'en déduit aisément, il n'y a aucune dif-

ficulté à calculer la valeur des différents termes de A Si l'on prend
toujours pour Se ty les valeurs précises définies par les formules ('20)

( ] ) Les développemeiils de u et de l- sont des séries entières en a, dont les coefficients

sont des polynômes en /. Quelle que soit la valeur donnée à t, on peut toujours l u i faire
correspondre un intervalie ( — e , ^-.s) poar a où ces deux développements soient unifor-

mément convergents. Or, supposons qu'on veuille la valeur de À pour t == ^.Considérons

un intervalle (^ i , ^) comprenant to. On peut trouver un nombre 0 tel que pour ^ = = 0 , cha-
cun des polynômes précédents prenne une valeur absolue supérieure à celles qu'il prend
dans l'intervalle ( t i , ^), car le module d'un polynôme en t croît indéfiniment avec t. Si
Pou considère rintervalle (-s 4-2) qui correspond à ^ = = 6 , il est clair que les séries
seront iinironnômeût convergentes dans l ' intervalle — £ , - + - £ ) pour a. dans l'inter-
valle (^, ^) pour r. On pourra donc dans ces intervalles, intégrer et différentier terme
à terme, par rappor laux deux variables.
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du n° 9, on trouve

A___ m., t ______T______
(y rn^ t'2 — i l 2 ( //^ — m,2 ) ( î — m^t2)

L'équation (10) est linéaire par rapport à p,> et s'intègre a vue, de
sorte que les surfaces de la troisième famille sont données par

— — — — î /- T^
o^ ymc) t — l — ————— / — =: const. =: o.,.1 " m^-~ ^hj </m,^-—i

De même, celles de la seconde famille sont données par

/——;—— ^ F T7 dtPi v 7 7 1 ! t "— 1 — ————— 1 — --= const. = p..• v m,—m,J ^^_i rl

Enfin, il n'est pas difficile de calculer l'élément linéaire de l'espace
en fonction de d p [ , d^ et dt. Il suffit de partir de la formule (9), en
se rappelant que 2Â est le coefficient de d p ^ d t . Mais on n'arrive pas
a u n e expression qui semble bien intéressante; c'est pourquoi nous
ne l'écrivons pas-

33. FAMILLES DE LAMÉ COMPOSÉES DE SURFACES AYANT UN PLAN DE SYMÉTRIE

VARIABLE. — M. Darbouxa donné (Systèmes frip les orthogonaux^ p. 110)
une condition nécessaire pour que des surfaces ayantun plan de symétrie
variable puissent engendrer une famille de Lamé. Notre théorie des
groupes (G,) va nous permettre de déterminer toutes ces familles.

Posons-nous la question plus générale suivante : Étant donnée une
famille de Lamé (F), prenons la symétrique (S') de chaque surface (S)
de (F) par rapport à un plan (II) variant avec (S). A quelles conditions
la famille (F' ) des surfaces (S') est-elle une nouvelle famille de Lamé?

Prenons les symétriques (S") des différentes surfaces (S) par rap-
port à un même plan (P); nous obtenons évidemment une famille de
Lamé (F") qui sera composée des mêmes surfaces que (F'), mais
placées différemment. Nous rentrons donc encore dans notre théorie
générale des groupes (G^). Choisissons le plan (II) comme plan
des ccy du trièdre (T) attaché à (S). Soient p , q, ... ses rotations et
translations. Soient (T) et (T) les symétriques de (T) par rapport
à (II) et à (P). Les rotations et translations de (T') sont évidemment
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les mêmes que celles de (T). Quant à celles de (T), on reconnaîtra
sans peine qu'elles sont - p, —q, r, E, Y], —Ç. D'où l'on conclut que
la surface (S) doit engendrer une famille de Lamé dans le mouve-
ment hélicoïdal (s.p, -ici, o, o, 0,2';:). Or, ce mouvement n'est autre
qu'une rotation autour de la droite caractéristique du plan (II). Nous
avons donc le théorème suivant :

Pour que la famille (F') sou aussi une famille de Lamé, il faut et
suffit que chaque surface (S) puisse engendrer une famille de Lamé en
tournant autour de la droite (A) suivant laquelle le plan (II) touche son
enveloppe (S).

Si cette condition est remplie, nous obtiendrons un groupe (G, ") en.
déformant la surface (S) sans déformer ses génératrices et en entraînant
chaque surface (S) avec le plan (H) correspondant. On pourra en parti-
culier amener tous les plans i II ) à coïncider, et par conséquent se borner
à chercher les familles de Lamé dont chaque surface peut engendrer
une autre famille de Lamé en tournant, autour d'une droite convena-
blement choisie dans un plan fixe, par exemple dans le plan des ,ry.

34. Nous allons maintenant supposer, avec M. Darboux (for < - i f )
que chaque plan (H) coupe à angle droit la surface (S) correspondante
tout le long d'une ligne de courbure (A) qui ne soit pas une ligne sin-
gulière, ni une ligne d'ombilics. Par chaque point de cette ligne passe
une seule ligne de courbure autre que (A); elle admet nécessairement,
e plan (II) pour pian de symétrie, et par suite, si l'on prend toutes les

lignes analogues pour lignes ((Q, on se trouve dans les conditions du
n° ±). On en conclut que la surface doit dre de Joachfmstal relalù-e-
ment a ladroàe (A). Ecartons le cas peu intéressant où la droite (A)
est fixe. D après la Note de la page 27 « , la surface, doit être en mftme
temps unpénsphère, dont la déférente est nécessairement dans un plan
passant par (A), plan qui n'est autre que le plan de symétrie. Sni)no-
sons maintenant que, par déformation de la surface (S) on ait ramené
tou les plans (II) à coïncider. On retombe alors sur un système
cyclique de Ribaucour {voir par exemple D™ux, S. T n ^ ) Cop;
nous permet immédiatement d'énoncer la proposition su'ivante : ^

Choisissons arbitrairement une surface (S.) à lignes de première cour.
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bure planes et un plan (.II). Construisons le périsphère surface de Joachi-
mistal (S ") engendré par les cercles normaux à f ïT) et normaux à (S,)
le lon^' (Vnne li^'ne de première courbure^ dont le plan coupe (II) suivant
une certaine droife (A). Déformons en suite le plan ("II) sans déformer les
droites (A) et supposons que le plan tangent relatif à chaque droite (A)
entraîne avec lui la surface (S) correspondante. Les. nouvelles positions
de ces surfaces constituent la famille de Lamé la plus générale composée
de surfaces à plan de symétrie variable.

Si l'on se reporte main tenant , au n° 29, on voit que les surfaces ( ' p i ) ,
qui sont également des périsphères sont engendrées par les mêmes cer-
cles, quelle que soit Ici façon de déformer le pl.czn (II). Par suite, si l'on
revient au Cc'ss où ce p lan n'a pas été déformé, on voi t que la déterm.a-
tion des surfaces (p ; ) écfuivclut à celle des lignes de seconde courbure de la
surface ( S, ), c est-à-dire à l'intégration dune éqiKîtîon de Ricccitt ( i ) .
On peut même se donner la surface (S,) sous une forme propre à
éviter toute intégration et tonte qnadrature( 2 ) . Q.uautaux surfaces C'p),
on sait, d'après la théorie générale des systèmes cycliques, qu'elles
seront, elles aussi, données par une équation de Riccati, ce qu'il ne
serait d'ailleurs pas difficile de vérifier directement en formantToqua-
tion analogue à Féqualion (i).

35. Nous avons écarté le cas où la li^ne (A) est une ligne d'ombilics.
S'il en est ainsi, le raisonnement précédent est en défaut, car nous ne
sommes plus certains que par chaque point M de (A) passe une ligne
de courbure orthogonale à (A) et symétrique par rapport au plan (II).
Bien au contraire, si l'on applique la méthode indiquée par M. Darboux
(T. S., t. IV, Note VII ) pour l'étude des lignes de courbure au voisi-
nage d'un ombilic, on reconnaît que par chaque point M de (A) pas-
sent, outre (A), deux lignes de courbure symétriques, inclinées à 45°
sur (A). Il peut donc très bien arriver qu'une surface (?) soit formée
par certaines de ces lignes sans que les lignes symétriques forment en
même temps une trajectoire orthogonale des surfaces (S). Mais, si

(r) Foi/', par exemple, J. HAAG, Nouvelles Annales de Mat/iématic^ues, 4e série, t. VIII,
août 1908.

( 2 ) DAISBOUX, T. .51., t. IV, n08 1004 à 1007.
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l'on app l ique un (Jléoreïue (Je M » Levv sur !es l ignes o m h i l î ^ î l ^ î w^*
S, 7\ n ^ f î O ) , on voi l que la surface engendrée par ( A ) dmt Hn' l . i î î - 1 1

^ente à (.11) le lon^ de celte l i^ue» l a q u e l l e ne peut dum* ^îre que h
droite (A ), caractérist ique du p l a n ( I I } . Dans ce eus, h^ p o î H Î ^ < ( ^ ( A;
ne sont plus à propjmumit parler di^ on i tu l i c s ^(. j H ' < ^ ^ i i l < * î » f . <t^ ^ i i ï ^ u -
la r i . t és<(u i vont . Jusqu 'au qua i r i^ lu i* (H 'dn»? ,} . I l l a î i d n i i i jN^ t -^^r t w i t î î *
coup plus l o i u l'ai)!)!^)1!!!1^;^^1)!11! daus l ' ^ l , u î l ( * <l^s li^i«^ ^ i * * < ^ H î î 1 I H î î < ^ îm
voisiuasc di* c f ^ s |K)iu(.s ( » o u r i )ouvoi r ( î o u t i l H ï ^ î * . A î î ^ s i , .h t î^mm-. - î imî^
de cô(,é ce cas pur f . i cu lH 1 ^ ( j u i <»si !<* seul q u i i i u u s { T l î N j q x s

3(L Nous ne vonlous [)a,i4 eniroiH'eudi^ i ' ^ i u d i * d^s t ^ H u i l l ^ ^ d^ l < ; j î » ^
dont, nous vonons de u i o u l r ^ r l ' (*x is l (* î ïCÉ^

Ou pourra i t , eu p a r t i c u l i c T îTtrouv^r Ir^s s i î N j î i ^ t î i m l I tHî^ î t » ^ ri '^^iîl"
tat^ é(.a!»lis par AL Dart^oux daus deux Mémoire rémîl^ ^ur I t*^ f î i H u l h ^
de l.auu'* (îouq.Hj^pos de cydides dp I ) u ( ? i u . tS/ /'r/^ fyt/f f/i ^ / / r f / / i / f
cfuuilia mrfcwî ('S) soit uw (yrlide da Dupin, il f-cn^f ri î l ^ïfffiï ^ f H t ' (n
surface ( Si} de ifotr^ îliéurcync ^énénit ^oif un ^rn^^/^^r; i rn I i ^ n ^ ^ ^i"
courbure circylaircs j o u a n t le roh1 d<*B J i ^ u p h rh» jn ' ^ î ï l i p r i* < * i . » î . î r J » i i r r * *

Bornons-nous à t a in* voir comment, on p«nî(. dNî iw» d^ lii l ' i ' I f ^ a î t t
théorème su ivan t que* M*I)ar lHHix ad 'onnmia î i s ^011 ^ruml A I r ' î ï K f i r * 4 :

Po/^/* y^r' îl^ (yclldf^ de Dtijïiu cng^ndrrfît. î t / î f fts/niHr //f /.af/ift\ ^/
faule^uffit f/t/^ i/t(n f/^ mv/^ foi'ïtiw f/iî c/mf/i/^ wlfi/f fff'f ffm' m^r-
(oppe à d(îu.ï' brandies ^ { t i l toiwft^ en r/r^r /mM n r / ̂  //ï/î xif/r/êf t/r»^.'
poirfl^ dMbl^a de la cY^lide.

Kn <*(?(*( . , considérons h H p l î l * r < » (.v; (imil ! 'e t îv«*i tHî jN 1 » ^%l l,t ^nr-
iac(»(S^ II ^s(. aiséde v o i r q u p I ^ ^ e i ï l f ^ C K i ^ u i v a t î l i ^ i j ï i e i ^ « » t t ^ ^p iN-r^
couple I < * plan ( " I I ; i^i u n cortdf11* t o ( » a l di* hi c v ^ l i f l f 1 » r ' o r r t ^ j N m d ï t n I f ^
Les deux pointN douj)!^.^ a et a" qu i ^ ( rouv i*n l s î i r c ^ r ^ r d p ^ f » î î î ; î t i ^ % î
Hur le cerele s u i v a n t lequel ta gpiiere Ly; Amélie ( S/):; w tmiit. f j i i i j i1 1 1

les jpo in îH l i în i icm du oerele ( " K L Un outre, iV ^* lr(»im*îit, ^nr J;i

f 1 ) Sî O.s esipri» jîour droile I Â J (îl 5 (U pour p h « i ( I î ^ 1 'ér j î îa î ioï i tte în « î î i r l ^ r ^ * % ,
oal de la îwnw

^^^f(^^),
fêlant uno fbiieli«ri rôgyîlère on ton» îeft iwmt» <ifî Os,
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droite (A), de sorte qu'après la déformation du plan ('11)9 le cercle
focal (K) touchera en a et a' la courbe provenant, par déformation,
de son ancienne enveloppe, ce qui démontre que la condition, donnée
par M. Darboux est nécessaire. Pour montrer qu'elle est suffisante, il
suffit de remarquer que les sphères (s) qui passent par le cercle (K.)
dépendent d'un paramètre, comme les cyclides de Dupin qui admettent
ce cercle pour cercle focal et les points a et a' pour points doubles.

Remarquons encore que dans le cas actuel, chaque surface (S) étant
de Joachimstal, les surfaces (?) e f c ( ? , ) seront données., en vertu du
n° 29, par deux équat ions qui sont indépendantes de la façon dont on
a déformé le plan (II). Or, lorsque celui-ci n'a pas été déformé, les
surfaces ( p ) sont obtenues sans aucune quadrature (règle du rapport
anharmonique, S. T., n° 3'2). D'autre part, si l'on amène les seconds
plans de symétrie à coïncider ( ') , les surfaces ( p , ) sont données par
une équation de Riccati dont on connaît deux solutions [on ne con-
naît plus forcément le périsphère (S,)j , donc par une quadrature. En
résumé, si Fon a une famille de Lamé quelconque composée de cyclides
de Dupin y on est sûr de pouvoir calculer chacune des familles complé-
mentaires par des quadratures.

37. Pour terminer ce Chapitre, nous signalerons deux propositions
analogues à celle du n° 33. Posons-nous la même question qu'à la
page 32,3, mais en remplaçant le plan (II) soit par un point 0, soit par
une droite D. En raisonnant tout à fai t de la même façon qu'au n° 33,
on démontrera les deux théorèmes suivants :

CAS D'UN CENTRE DE SYMÉTRIE. -— Pour que la famille (F') soit une
famiUe de Lamé y il faut et il suffit que chaque surface (S) engendre une
famille de Lamé dans une translation parallèle à la tangente en 0 à la
courbe ('y) décrite par ce point.

Si cette condition est remplie, on aura un groupe (G-i) de familles
analogues en remplaçant la courbe (7) par une courbe quelconque ( y ^ )
de même cône directeur, et le point 0 relatif à (S) par le po in t de (y,)
où la tangente est parallèle à la tangente en 0 à (7).

( 1 ) Ce qui se fait par la déformation d'âne développable, c'est-à-dire par des quadra-
tures.
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CAS D'UN AXE DR SYMÉTRIE. — 5o^ (B) /a surface, gauche (ni dévelop-

pable, engendrée par (D). Pour que (F') soit une famille clé Lamé, il
faut et suffît que chaque surface (S) puisse engendrer une famille de
Lamé dans un mouvement hélicoïdal autour de la perpendiculaire au
plan asymptote de (R) menée par le point central, avec un pas égcil cm
paramétre de distribution changé de si^ne.

Nous laisserons au lecteur le soin cl'examiner le cas où il y a plu-
sieurs é léments de symétrie et de voir en particulier ce que d o n n e n t
l 'application et la comparaison des théorèmes précédents pour les
familles de Lamé composées de cyclides de Dupin à deux ou à trois
pians de s vin é trie.

CHAPITRE IV.
SUR CERTAINS G R O U P E S DE PAMILLF-S SPHÉRÏQUES DE LAMÉ.

38. De même qu'au Chapitre II, nous avons généralisé le Chapitre I,
en nous plaçant uniquement au point de vue de la représentation
sphérique, nous allons généraliser le précédent en résolvant la ques-
tion suivante :

Peut-on îrower deux familles de Lame composées de surfaces ayant
deux à deux pour représentations sphéfiques des réseaux sphèriques
superposables, mais placés dans des positions relatives différentes?

Reprenons les raisonnements faits au n° 14. Seulement, au lieu
d'admettre que le réseau ( s ) qai est entraîné par le trièdre Qxyz est
indépendant de (P, supposons au contraire qu'il n'en est pas ainsi.

Dans ces conditions, lorsque w varie seul, le trièdre OXYZ se
déplace par rapport à Qxyz et possède des rotations/;»,, y,,, r, qui sont
des fonct ions parfaitement déterminées de u, v, w, si l'on s'est donné
chaque réseau {s} par rapport à la position correspondante de Oxys.
La condition (14 ) de M. Petot s'écrit, alors

( l ) i\ -h cl -h c'y. 4- c"^ ~. rA -h r\ B,

A e t B désignant, comme nous le savons, deux fonctions dépendant
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respectivement de (^, w) et de (^ ^). Supposons maintenant 'qu'on
imprime au trièdre Qocyz un autre mouvement dont les rotations
soient)^, y ^ y v , , mais qu'au trièdre de paramètre w corresponde tou-
jours le même réseau (s) que tout à l'heure. Nous obtenons une nou-
velle famille de réseaux, qui sera une famille sphérique de Lamé si
l'on a

( 2 ) rg,-4- CÂI-+- ^^1-4- ^^1= rAi-4- /'iBi,

Ai et B, désignant deux nouvelles fonctions de (u, w) et de (^5 w) res-
pectivement. Si les relations (i) et (2) sont vérifiées, nous obtiendrons
bien deux familles sphériques de Lamé répondant aux conditions que
nous nous sommes imposées, et nous aurons le couple le plus général
de cette nature, car il suffît, pour le voir, de répéter ce qui a été dit à
lapage3i2, en remarquant en outre qu'on peut choisir arbitrairement
le premier mouvement du trièdre Oxyz. Cela posé, retranchons ( i )
de (2), nous obtenons

(3) c7o+ c/p.o-+" C"^Q-==I rAo-+- r.iBo,

en posant

Ào==?4-—^ ^o==P-i—^ ^ 0 =

-HT f 1 » i ^ • /"Nous retrouvons l'équation (22) du Chapitre II. Nous voyons donc
qu'il est nécessaire que le réseau (^) de paramètre w engendre une
famille clé Lamé en tournant autour de la droite dont les cosinus direc-
teurs relatifs à Qxyz sont proportionnels à \^, p-o, Vo.

Réciproquement, supposons une famille de réseaux vérifiant la rela-
tion (i) et telle en outre que chaque réseau (s) engendre une famille
de Lamé en tournant autour d'une droite déterminée A. Nous aurons
alors une relation de la forme (3), où Xy, p.o, Vo seront des fonctions
de w proportionnelles aux cosinus directeurs de A relatifs à Oxyz. Par
suite, l 'équation (2) sera vérifiée, si l'on prend

\-=1 -+-WÀQ, pii==^-h Wp.o, ^=^-1- W^o,
Ai=A-+-WAo, Bi==B-+-WBo,

W désignant une fonction arbitraire de w. De tout cela on peut
Ann. Éc. Norm., (3), XXVII. — JUILLET 1910. 42
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déduire un énoncé complètement analogue à celui de la page 3i4? que
nous laisserons au lecteur le soin de formuler. La seule différence,
c'est qu'ici la. surface (S) lie.u de A est Lin cône, que l'on doit faire
rouler sans glissement sur le cône le plus général de sommet 0 (1) .
ïl faut cependant signaler un cas particulier, qui ne se présentait pas
dans le Chapitre précédent. C'est celui où les quantités Ao, p<o, v^
seraient toutes 'nulles, sans que A() et B(» le soient* Dans ce cas, la
relation (3) nous montre que chaque réseau ( s ) est un réseau (cr).
Ecartant le cas peu intéressant des réseaux qui comprennent une
famille de grands cercles, nous pouvons supposer que, pour chaque
chaque réseau, les variables u et v sont les variables canoniques, de
sorte que les fonctions Ap et B^ se réduisent à l 'unité. Nous pouvons
en outre supposer nul les les quantités À, a, v, et alors l'équation (i)
se réduit à la suivante :

r,==r(A~B).

Si elle est vérifiée par les fonctions A et B, elle le sera aussi par les
fonctions

A i = A 4 - W , B i = B + W ,

W désignant une fonction arbitraire de w.
Il, s'agit d'interpréter ceci. Remarquons tout d'abord que nous n'avon s

plus deux familles de réseaux différentes, comme nous nous l 'é t ions de-
mandé au début de ce Chapitre. Il semble donc à première vue que si. l'on
veut considérer les familles de Lamé composées de surfaces admettant
les réseaux actuels pour représentations sphériques, on doive retomber
nécessairement sur la transformation de Combescure. Mais il n'en
est r ien ; car, si l'on considère deux systèmes triples orthogonaux
qui correspondent à des valeurs différentes de la fonct ion W, pour ces
deux systèmes les surfaces (?,) ont bien deux à deux la même repré-
sentation sphérique, mais il n 'en est pas de même pour les surfaces (o)
ni pour les surfaces (p , ) ( 2 ) , comme le montrent les équations (ï6) du

( 1 ) De même qu-au 11° 29, pour que l'équation des surfaces (pQ soit indépendante du
mouvement de (S), il faut et suffît que Bo soit nul, autrement dit que le réseau fs - ) soit
(cri) relativement à la variable u.

W D'une façon générale, étant donnés deux systèmes triples orthogonaux quelconques
(b) et (S ), on peut toujours établir entre eux une correspondance telle qifen deux points
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Chapitre II. On peut choisir pour représentation sphérique ( ^ ) d'une sur-
face Çp^) par exemple une famille de courbes (u) choisies suivant une loi
arbitraire parmi les différents réseaux (^), car cela ne fait que déter-
miner la fonction "W.

39. On peut , comme dans le Chapitre précédent, définir des groupes
de familles sphériques de Lamé tels que deux familles du même groupe
se composent des mêmes réseaux, deux familles de groupes différents
se composant au contraire de réseaux différents.

Groupes (^). — Supposons une famil le sphérique de Lamé (f) se
composant exclusivement de réseaux (a-,) ou (o"^). Toutes les familles
de Lamé composées des mêmes réseaux s'obtiendront par le roule-
ment sur un cône arbitraire, du cône (S) l ieu des droites A relatives
aux divers réseaux ( s ) de (/*). On pourra en particulier toujours
ramener ces droites A à être dans un même plan.

Croupes (^2)- — Supposons ma in t enan t une f ami l l e (/) composée
uniquement de réseaux (cr^), i et k étant différents de zéro. A. chacun
de ceux-ci correspond un plan (11) lieu des droites par rapport aux-
quelles ils sont (a-,) ou (cr^) . ,Prenons deuxcônes arbitraires (S) et(S'),
de sommet commun 0. Faisons rouler (S) sur (S'), et imaginons que
les réseaux (.?) soient ent ra înés avec (S), mais chacun d'eux restant
fixé sur la sphère dès que l'axe instantané de rotat ion se trouve dans

homologues M et M^ les normales aux surfaces coordonnées soient deux à deux parallèles.
Cela résulte de ce que le trièdre que nous appelons OXYZ peut en général prendre toutes
les orientations possibles, puisqu'il dépend de trois paramètres. Si (S) et (S') sont quel-
conques, lorsque M décrit la surface coordonnée normale en iM à MX, M' décrit une sur-
face quelconque. Ce qui caractérise la transformation de Combescure, c'est que M' doit
au contraire décrire lui aussi la surface coordonnée de ( S') qui est normale en M/ à M/X;
ceci ayant lieu également quand on remplace OX par OY et OZ. Autrement dit, la trans-
formation ponctuelle de l'espace définie pa r l a correspondance (M, M') doit transformer
les surfaces coordonnées de (S) en les surfaces de même nom de ( S ^ ) . Ce qui caracté-
rise au contraire le cas examiné dans le texte, c'est que les surfaces ( p a ) seules se trans-
forment en les surfaces ( p a ) . S'il y avait en plus une seule surface ( p ) ou ( p i ) qui se
transformât en une surface (p ' ) o u ( p i ) , on retomberait sur la transformation de Com-
bescure, car, d'après les équations (16) du Chapitre II, la fonction W serait la môme
pour (S) et (S').

( 1 ) Au sens général défini à la page '299.
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le plan (II) correspondant. Les nouvelles positions de nos réseaux con-
stitueront une nouvelle famille de Lamé dépendant de deux fonctions
arbitraires cFane variable. Toutes les familles ainsi obtenues cons-
tituent un groupe (§'2). Pour la détermination de ces groupes, on peut
se borner à considérer le cas où les plans (II) sont confondus. Il suffit
en effet de prendre pour (2') un plan et pour (S) le cône inscrit dans
les plans (II). Nous ne nous occuperons pas des groupes (^3), puisque
nous ne savons pas s'il existe des réseaux qui sont (o^) ou (0-2) par
rapport à trois directions non parallèles à un même plan.

Il serait peut-être intéressant de faire un rapprochement entre les
groupes que nous venons de définir et ceux du Chapitre précédent. A
tout groupe ( G) correspond évidemment un groupe ( g ' ) . La réciproque
est-elle vraie? On pourrait, pour le voir, essayer de généraliser la
méthode qui, au Chapitre II, nous servait à trouver les familles de
Lamé composées de surfaces égales. Nous n'avons pas eu, jusqu'à pré-
sent, le temps de nous livrer à cette recherche.

40. La théorie que nous venons d'exposer donne lieu à des appli-
cations tout à fait analogues à celles du Chapitre précédent et que nous
allons maintenant développer.

Familles de Lamé composées de surfaces dont la représentation sphé-
rique des lignes de courbure est de révolution. — Ces familles de Lamé
sont évidemment la généralisation des familles de Lamé composées
d'hélicoïdes. Aussi allons-nous, pour les déterminer, suivre la même
méthode qu'au n° 31.

Imaginons une famille sphérique de Lamé (/), dont chaque réseau (s)
soit de révolution autour d 'une droite que nous prenons pour axe des z
de notre trièdre mobile Qxyz. En faisant tourner chaque réseau (^),
autour de Faxe Oz correspondant, d'un angle 9 fonction arbitraire
de w, on retombe sur la même famille, et par conséquent sur une
famille de Lamé.

Si nous nous reportons au n°31, nous voyons que les quantités appe-
lées précédemment A,o, [J.Q, Vo sont données par les formates

Ào==—À -h ^coscp 4- ̂  sinîp, p.Q =:—jut .—À siny •+" jui cos(p; ^0=:—^-



FAMILLES DE LAMÉ, COMPOSÉES DE SURFACES ÉGALES. 333

II faut que, quelle que soit la fonction ®, le réseau (*?) engendre
une famille de Lamé en tournant autour de la droite A (^o? [^o» ^o )? et

par suite aussi en tournant autour d'une quelconque des droites
déduites de la précédente par rotation autour de 0^. D'après le Cha-
pitre II, il faut donc, ou bien que A coïncide avec Os, ou bien que A
soit perpendiculaire à Oz (1). La seconde hypothèse, qui se. traduit
par V Q ===o, ne peut avoir lieu quelle que soit la fonction 9. Reste donc
la première; elle exige que À et a soient tous deux nuls, autrement
dit que tous les réseaux Çs) aient le même axe de révolution. En outre,
chacun d'eux doit être (0-2) ou (o-J par rapport à cet axe. Mais un
réseau de révolution qui tourne autour de son axe ne cesse pas de
coïncider avec lui-même; donc notre réseau doit être en même
temps (a).

Considérons alors les équations (5o) du n° 22, le terme en cosO du
second membre de la première étant supposé supprimé, de façon que
cette équation exprime que r-+"r< est nul et non égal à c " . Pour que le
réseau soit de révolution, il faut et suffît que <& soit fonction de 0. Avec
cette hypothèse, nos deux équations s'écrivent sous la forme

, àQ ^àQ à^Q ., àQ àôA—-t -B—==o, -5—— ==L — -r-5
au àv ou ov au ov

A, B, C étant des fonctions de 6. La seconde s'intègre à vue et nous
montre que 6 doit être une fonction convenablement choisie de
(U+V), U et V désignant deux fonctions arbitraires de u et v respec-
tivement. La première devient alors

AU7 -+- B^ =: o.

Différentions, en supposant (U-+-V) constant,

AlyV-.-BV^U^o.

On constate aisément que A et B ne peuvent être tous deux nuls. On

(1) Nous admettons qu'il n'y a pas de réseau capable d'engendrer une famille sphériqae
de Lamé en tournant autour d'un diamètre quelconque de la sphère, ce qui est infiniment
probable.
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doit donc avoir
(j.̂  y"
^Ti^-^Ti =const.=m;

d'où
i i .

—y== — mu -+- ^, ,77 = wc -4- ïi.

&* m== o, Q est une fonction de oc=au-+-bv, a et & désignant deux
constantes. La considération du système (T), dont les H; sont définis
par les formules (33) de la page 293, où l'on ferait a= p==o, y=== i, et
sont par conséquent des fonctions de la seule variable a, nous montre
que le réseau est dans ce cas la représentation sphèrique d'un hélicoïde à
courbure totale constante, car le système (T) en question est un de
ceux qui se composent exclusivement d'hélicoïdes, parce que ses H/ et
par suite ses jS^ n^ dépendent que de a (DARBOUX, S. T., n° '176).

Si m^o, on peut supposer

U^ ==--!-, V^^;
U V

d'où
U-hY==log^.

Donc 6 est dans ce cas une fonction de-^- Si l'on considère, cette fois
encore, le système (T) relatif à la direction Oz, on n'obtient plus un
système composé uniquement d'hélicoïdes. Donc le réseau n'est plus
la représentation sphèrique d'un hélicoïde à courbure totale constante. Il
ne serait pas difficile de former les deux équations différentielles en
9, $ et a==^, qui permettraient d'obtenir un tel réseau. Il faudrait
ensuite voir si l'on peut disposer des constantes arbitraires dont
dépendent ces réseaux, ainsi que les précédents, pour les associer en
une famille sphèrique de Lamé. La question apparaît donc comme plus
compliquée que la question a-nalogue du Chapitre III et, bien qu'elle ne
nous paraisse pas insoluble, nous préférons nous en tenir là, par
crainte d'allonger par trop notre travail.

4 l . FAMILLES SPHÉRIQUES DE LAMÉ COMPOSÉES DE RÉSEAUX POSSÉDANT CHACUN

UN ou PLUSIEURS ÉLÉMENTS DE SYMÉTRIE. - Nous allons maintenant géné-
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raliser les n05 33 à 37. Supposons d'abord que, partant d^une famille
(/") de réseaux Çs), on en déduise une autre (/ /) en prenant le symé-
trique (Y) de chaque réseau ( s ) par rapport à un plan variable (r:). La
première famille étant une famille de Lamé, gué faut-il pour quil en
sou de même de la seconde? En répétant le raisonnement du n° 33, on
trouverait ([U'il faut et il suffit que chaque réseau Çs} puisse engendrer
une famille de Lamé en tournant autour de la droite § suivant laquelle
le plan (î;) touche son enveloppe (o" ). Si cette condition est remplie, on
pourra, par déformation du cône (cr), amener tous les plans (*n:) à coïn-
cider, sans cesser d'avoir une famille de Lamé.

Dans le cas particulier où le grand cercle suivant lequel le plan (-70)
coupe la sphère fait partie du réseau (' }, il est évident que, de même
qu'au n° 34, les lignes (^) qui sont orthogonales à ce grand cercle et
par suite symétriques par rapport à (11) devront être assemblées de la
même façon dans (/) et dans { / ' ) pour donner la représentation sphé-
rique d'une surface (p i ) . Il en résulte, d'après la note de la page 33o,
que le réseau devra être réseau (o-^) par rapport à (S) et relativement
à la variable u. Or, revenons au n° 19 et supposons que le réseau (o-^)
qu'on y considère admette le plan z ( ) x pour plan de symétrie, les
lignes Çu) étant deux à deux symétriques par rapport à ce plan. A tout
point mÇu, v) de la sphère correspond donc un autre point m'Çu', ^)
symétrique du premier, dont les angles 0', y', ̂  sont respectivement
égaux à 0, — 9 , — <&. Par suite, si dans l 'équat ion (39) nous chan-
geons uen u1', sans changer ^, nous obtenons

_ ̂  — v çlose '
" ^ s Ï n ^

et cette équation a lieu quels que soient u' et v, donc aussi quels que
soient u et v. En la comparant avec l'équation (39) elle-même, nous
en déduisons que V et — sont nuls, et par suite que les lignes (u) sont
des cercles de plans parallèles à 0-s. Mais alors le plan des ocy est, lui

( 1 ) Autrement dit, les surfaces qui admettent ce réseau pour représentation sphérique
de leurs lignes de courbure doivent admettre "un plan de section principale parallèle à (TC).
Bien entendu, nous supposons, ici encore, que cette section n'est pas une ligne d'om-
bilics.
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anss iy on plan de symétrie de la même na ture que sO^ Si doue o» m'
veut pas non plus qu ' i l demeure tixe^ i l t a n t que les l ignes ( ^ ) soient
aussi des cercles. F ina lement , u l'on, écarte le euy ou lw^ le^ n^eau'v
comprennent une famille (le petits cercles normaux ù ^(h^ ef deu,v n
deux symétriques par rapport à un plan. passant par Os, et vanant ^ un-
réseau à l'autre (1), il est nécessaire (fuc o/uu/ua nwau ^ aompiw •rw"
c/uement de cercles.

Plaçons-nous donc dans cette dernière hypothèse. Supjn^onH que
z()x et z()y soient les deux p lans de symétrie du réseau. Le î«oim»-<
men t du trièdre Oxyz par rapport a O a ^ y ^ z ^ doi t éire tel que s0.r
touche son enveloppe suivant (11)^ et ,s()j1 s u i v a n t (.)r. «î'i^ deux e ^ î î -
d i t ions rentrent l 'une dans l 'autre, d'après la théorie d^ eoïH^ H i ï j ) - 1

plémenta'ires.) D'autre part, chaque reseau (^) est ( T ^ ) par n îp jmr t it
0^." et à Oy; nous pouvons donc déduire un groupe ( f f ' y ) <1!^ î î^rir t1 '
f ami l le (/) (n0 39). En par t icul ier , nous pouvimH îui je î ler inu^ î^?»
plans .t'Oy à être confondus. Mais alors i l eu sera neeehhai jTUHml 'fie
même de tous les plans ^0<r et de tous Iw p l a n n 5<h'% i H î i ^ j i î ^ r'^^
plans doivent admettre respectiveinfônt ()our caraef^rbt . iq tii^ (.h:.r et. ^ ̂ r.
2Vow arrwïm alors à une famille ( f ^ ) parjaiicinvnl dnt'munr^ ; r / / r
comprend tocu' les ré^eûw compo^é^ finùnnî/neni di* welys ilfm-î lf^ /fifêt^
wnl respectivement parallèles à{)x e t ( ) y ( < A ' ) . Cette fan î i i l l e eM( d ^ t î l J e î i r ^
uni* fami l le sphérique de Lamé» comme on n'en aNsyre en pr^miirl
l 'inverse du système triple fo rmé par des cyl indrea îu}îîN*tt»«it . j N N i r
sections drrHtos les cercles de deux faisceaux !phmH orti îugm'ulîix < » t
par les plans perpendicula i res au'x génératrici^. En fwsnnî W^AT /r
plan. îï;()y sur un cône arl-ntmirc cl en jl,vant à chaque in^hêfït sur Ifi:
sphère, suivant une loi. arbitraire^ un réseau de ( f^ !, ifn. offfïmf/tiï Ift
famille spfiérique de Lamé la plus générale composée e.velu^twffienî r/r
réseaux de cercles.,

( 1 ) D îm'm la uofce1 do ia page SH^ iw ftygtèïîle» lri|»ï<»» em<mH|wrî(:!i^»l» wnïi ^,nftU^îw
aixi inverstôs par rapport à 0 do» ayetèmes ooïlîpreirMïnl yno fttï î î l î l^ ^îft m'NrNÎr^N p!îrrtîl^î<m
à O-Si et admettant chacun un plati de gyffîéf-rie |)agi4aîît |»ar Osi et v«riiihh tVnn ^y l î î i t î î ' ^
à l'aulrfâ.

(*) Ces réseaux ne dépendant qiie (I^iîi a f î î t î pantinèire, r|<n ««^t JMII* ^xoînj)îft î { 1 » rr»îrï 4?*
la droite par où passeni IOB plen» d(i eeretoa parallèle» à ()»r* 11 iMNirraii arrîN'r *i t iN<4î f j i jd
tous les réaeaux dô (^0) fusaont eonforïdiï^y ear cw rêwwK mml H jn, im» <:wîa iw ^^.mr
goraït rien à ce qui va stiivro,
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11 ne serait pas difficile de montrer , en s'appuyant sur le n° 36, que
la famil le ainsi obtenue peut servir de représentation sphérique à la
famille de Lamé la plus générale composée de cyclides de Dupin , ce
qui nous donnera i t la démonstration d'une propriété établie récem-
ment par M. Darboux, à savoir que le système triple le plus générât,
comprenant une famille de surfaces dont toutes les lignes de courbure
sont planes y peut être obtenu comme système parallèle à un système com-
prenant une famille de cyclides de Dupin.

On pourrait aussi montrer, d'après ce qui précède, que, pour un tel
système, les surfaces des familles complémentaires se déterminent par
des quadratures, car chaque réseau (s) étant (cr^) pour les deux variables
ii et v, les quantités A ou B ne changent pas quand on déforme le cône
lieu de Qx ou de Oy. Mais nous ne voulons pas entreprendre ici
l'étude de ces systèmes particuliers et nous terminerons là, en même
temps que notre travail, l'étude des applications de la théorie exposée
dans ce Chapitre.
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