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A N N A L E S
SCIENTIFIQUES

DE

L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE.

SUR UNE IMPORTANTE SIMPLIFICATION

THÉORIE DES ONDES
QUE PRODUISENT,

A LA SURFACE IHJN L10UIDE,

L'ÉMERSION D'UN SOLIDE OU L ' IMPULSION D 'UN COUP DE VENT:

PAR J. BOUSSINESO.

SOMMAIRE. — Ï. Sur la manière dont le potentiel dos vitesses, dans le pro-
blème des ondes, dépend de Pelât in i t i a l . — II. Intégration par la formule
de Mac-Laurin en séries toujours convergentes, pour un canai sans extré-
mités et pour un bassin horizontalement indéf in i en tous sens. — ÎIL Propa-
gation verticale du mouvement aux grandes profondeurs, dans ces cas
d'un canal ou d'un bassin horizontalement indéfinis. — IV. Manière de
traiter, au moins dans certains cas, le même problème des ondes pour des
bassins horizontalement limités : non-extinction du mouvement par le bas.

Ï. — SUT la manière dont le potentiel des vitesses,
dans le problème des ondes, dépend de l'état initial.

1. Le résultât le plus intéressant des solutions originales que Poisson
et Cauchy ont simultanément données, vers i8i5, pour les problèmes
des ondes inf iniment petites par émersion ou par impulsion super'fécielle
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10 J. BOUSSmESQ.

produites au sein d'une masse l iquide profonde (1), a consisté dans
les séries convergentes c[U'ils ont obtenues pour y exprimer, enfonct ion
des coordonnées oc, j, .s et du temps t, le potentiel ^ des vitesses et la
dénivellationh^ dans rhypothèse d'une mr/aced'émersion on d'impulsion
infiniment petite et d'un bassin indéfini latéralement comme en profon-
deur. Or leurs démonstrations de ces séries sont fort complexes; et
comme l'emploi de celles-ci reste à peu près indispensable., même dans
la solut ion plus récente que m'a donnée, vers 1880, une tout autre
méthode (:i), il était bien à désirer qu 'une voie beaucoup plus courte,
pour arriver aux séries en question, fût découverte. C'est précisément
ce que vient de faire, dans sa Thèse, un j eune docteur es sciences
mathématiqnes, M. Vergue, ingénieur des Arts et Manufactures ( ; î).

Je me propose ici de réduire à sa plus simple expression cette
démonstration de M. Vergue, en l 'étendant, p o u r cela, dans son esprit,
au cas d'un bassin limité quelconque, et de montrer que les formules
de Poisson et de Cauchy peuvent être, elles-mêmes, étendues aux
ondes de bassins indéfinis en profondeur, mais latéralement limités
par certaines parois verticales. Je pourrai me borner aux ondes par
émersion, au calcul desquelles celui des ondes par impulsion se ramène,
dans tous les cas, en remplaçant simplement la fonction o par sa
dérivée relative au temps t.

2. Commençons par rappeler les équations fondamentales des oncles
dont il s'agit, produites au sein de la masse d'eau que l imi ten t supé-
rieurement, à l'état de repos, le plan horizontal des <ry, et, inféî'ieure-
ment ou latéralement, des parois fixes, rencontrées en un point (que
nous supposerons d'abord unique) par toute verticale descendante
émanée de la surface libre ^==0.

( 1 ) Le travail de Poisson est au Tome 1 des Mémoires de la nouvelle Académie de,s'
Sciences de Paris, eL celui de Cauchy, au Tome 1 du Recueil des Savants étrangers eu
des Mémoires présentés par divers savante à la môme Académie.

(2) Vou\ par exemple, mon Cours d'Analyse infinitésimale pour la Mécanique et la
P/ynqw, t. II, fasc. 2, p. 4.96* à 5i5*.

(â) Contribution à la théorie des ondes liquides, p. 47 à 5o. Paris, Gauthier-Villars,
1909. Le présent Mémoire, bien que paraissant seulement dans le numéro de janvier 1 9 1 0
des Annales^ était presque entièrement rédigé dès le '27 mai 1909, jour de la soutenance
de la thèse de M. Vergue, dont j'avais été Rapporteur à la Faculté des Sciences.
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L'axe des r. é tant dirigé vers le bas, le petit potentiel 9 des vitesses,
qu'il faut déterminer;, sur eliacune de ces verticales, pour les valeurs
de .̂  comprises entre zéro (à très peu près) et l 'ordonnée posi t ive du
point correspondant du fond, est une fonction astreinte à vérifier
l'équation de Laplace

, r/2 o? d2 Q d'^ o
As 9 •== 0 OU ——— -+- -y— •+• ——— == 0

ds'2 d'y' dz1

(ou à être harmonique), et à avoir, de plus, contre toute paroi fixe, sa
dérivée -2- dans le sens normal nulle, mais, sur chaque élément de la

surface libre z==o, sa dérivée analogue — égale, en tous les instants

t positifs, à sa dérivée seconde par rapport au temps, €—^ si l 'on admet,
comm.e nous le ferons pour simplifier, un choix d'unités de longueur
ou de temps qui fasse égale à i la gravité g\ A celte même surface libre
^==0, la dérivée — exprime d'ailleurs {^.petite dénivellation h, abaisse-
ment actuel, sur la verticale (^*, j), des molécules superficielles au-
dessous de leur situation d'équilibre.

Enfin, les conditions d'état initial sont, d 'une party que, pour ^==0,
les vitesses s 'annulant partout, leur potentiel o s 'annule, tandis que,
d'autre part, la surface d'émersion /^===/(.z*,y) étant c o n n u e , la
dérivée — reçoit alors, pour5==o, des valeurs données/(<r,j), nulles
ou insensibles hors de cette surface d'émersion, c'est-à-dire hors delà
région du plan des xy occupée primitivement par le solide émergé (1 ).
Toutefois, dans le cas d'un bassin limité latéralement, c'est-à-dire ayant
une aire supérieure totale finie, c'est la valeur moyenne de/(^, y)

( 1 ) En louLe rigueur, si l'on appelle, par exemple, e la plus grande valeur (absolue)
des dénivellations initiales //o données, et que Pon pose

//o ou f(^,r) = £FC.r, j), y == £<ï^

la véritable fonction de x, y, s, t qu'il s'agit de former est ^ à la limite £ == o, et non
pas y qui s'annule alors identiquement; la fonction F(<'^ y ) reste une donnée arbi-
traire.
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sur toute cette aire, qui, seule, s'annulera, en raison du choix de la
surface libre de repos pour plan des «ry ( {V.

3. Les équations ci-dessus, difîérentiées un nombre quelconque m
de fois en t, entraînent évidemm eut, pour toute dérivée de Q par rapport
au temps, la relation A^ y == o, avec les conditions—^ =o(aux
parois) et
/ ^-t-2© _ ci €Ï^Q
V I / ^^-^'rfZ^ (pour3=o).

Autrement di t , en premier lieu, la fonction (^— est harmonique,
comme le potentiel ç, et vérifie aux parois la même relation monôme
que ce potentiel. G r i l suit de là, comme on sait, que les valeurs de
d^1 cp•-^ a tous les niveaux z seront entièrement déterminées par ses valeurs
à la surface libre s = o, et que, par suite, leur dérivée en s, au niveau
s = o ou a tout autre, en résultera. Donc, en particulier, pour m = i,
les valeurs initiales de la dérivée première — dans tout le fluide, ainsi
que leur dérivée en z pour -s ==o, dépendront des seules valeurs
données f'(.y, y ) de cette dérivée première, relatives aussi à la sur-
face s == o.

En deuxième lieu, la condi t ion (i) montre, si l'on y fait m= i^
que cette connaissance des valeurs initiales de-j-au niveau ^=o, y

entraîne f ina lement celle des valeurs initiales de —; d'où Pon déduira
de même, en taisant successivern eut m == 3, ==5, = 7, . . . , les valeurs
analogues, pour ^==0 et ensuite pour les divers niveaux z-y de toutes
les dérivées de 9 en t d'ordre impair.

Quant aux dérivées d'ordre pair, elles sont initialement nulles. En
effet, les valeurs initiales de y étant données égales à zéro à la surface

(1 ) Elle s'annule aussi sur Faire infinie totale d'un canal ou d'un bassin illimités, mais
se confond alors pratiquement avec l/ordonnée négative, insensible, des parties de la sur-
face libre initiale extérieures à la région cTémersion.
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libre et, par suite, dans tout le fluide, la dérivée de ç en s est alors
nulle pour z ===o et l'équation

/ / . , c^o clo(i bis) -^- = -^ ( pou r 5=0 )

montre que la dérivée seconde de o en t, €—^ se trouve, dans le même
C u l ' ' '

cas, nu l l e à la surface et aussi, par suite, à tous les niveaux z. D'où
l'on déduit, en faisant successivement m ==2, =4? = = 6 , . . . , que
toutes les dérivées paires de o en t ont, pareillement, zéro comme
valeur initiale dans tout le fluide.

En résumé, le potentiel o des vitesses, considéré au point fixe
quelconque (\r, y, z) du champ qu'occupe le f luide, a initialement
toutes ses dérivées par rapport au temps, d'ordre impair, calculables
à partir des seules valeurs qui soient données, f (^, r), de la dérivée
première — à la surface z =o, pourvu qu'on sache, pour tout le champ
(à ordonnées z positives) qu'occupe le fluide et qui est constamment le
même (a des écarts près négligeables^ infiniment petits^ au voisinage du
niveau z ==o), intégrer l 'équation A^ == o des fonc t ions ha rmoniques ,
sous la condition d 'obtenir , pour la fonction cherchée, des valeurs
arbitraires à la surface z ==o, avec une dérivée première partout n u l l e
aux parois suivant le sens qui leur est normal . Et ce même potent iel o
aura initialement, encore au point fixe quelconque ( x , j, z ) , toutes
ses dérivées d'ordre pair, par rapport au temps, égales à zéro.

Si donc nous appelons cpy, y'J, ç^, ... les valeurs initiales, en ( y , y, z ) ,
i do d3 ® d^ o . . i i / ^ . - i /. /- A 7d e — 3 —, —j-, ..., ainsi calculées à partir de f\oc, y}, ces Dateurs

régleront la manière dont y naîtra la fonction (D ; car, pour t assez petit,
elles donneront, en vertu de la série de Mac-Laurin,

0=ç^+0^+^^^^ 4-.. . ,

avec une approximation indéfinie pourva que 9^, o^ o^, ... soient
finies et ne s'aimaient pas Identiquement* Et si cette série converge
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quel que soit l^ elle constitaera évidemment l'intégrale générale du
problème (1).

( i) II peut être bon d'observer que, le plus souvent, les équations aux dérivées par-

tielles déterminant dans l'état initial, comme il vient d'être dit , les dérivées c-^-^,cit'^
d'ordre impair, en fonction de leurs valeurs à la surface z =• o, s'intégreront par des
sortes d'intégrales définies du genre des potentiels d'attraction, qui exprimeront ainsi
chacune de ces dérivées et aussi, par suite (en les difïerentiant), sa propre dérivée pre-
mière en z pour s === o, à partir de laquelle se fera de même le calcul analogue de la dé-
rivée impaire suivante. Or, il résulte de là que les valeurs initiales des dérivées impaires
successives de o? contiendront:, dans leur expression, des nombres de plus en plus grands
de signes j , ou qu'elles constitueront des intégrales définies ayant leur degré de multi-
plicité de plus en plus élevé. Donc le calcul effectif des ternies de la série ci-dessus, obtenue
pour représenter le potentiel y des vitesses, exigera, généralement, de plus en plus
d'intégrations à mesure que s'élèvera leur rang : ce sera une série dans le genre de
celles qu'Emile Mathieu, le premier ou l'un des premiers, a données pour exprimer
l'équilibre d'élasticité du parallélépipède rectangle, et avec lesquelles se familiarisent
actuellement les géomètres, à la suite de Fredholm et de M. Volterra, mais sans avoir pu
encore, ce semble, aboutir au calcul effectif d'aucun résultat (numérique) nouveau, ni
même, d'une manière générale, à l'élucidation purement théorique du cas fréquent où se
présente, à la frontière du corps étudié, une discontinuité soit géométrique, telle qu 'un
sommet ou une arête, soit seulement physique, dans le genre, par exemple, d'une annu-
iation de vitesse avec changement de direction. Et il continuera probablement à en être
de même, jusqu'à ce que celte belle théorie ait reçu quelque complément capital, suscep-
tible d'en simplifier et d'en étendre l'application.

Quant à la difficulté spéciale qui s'y présente dans les cas de discontinuités à la fron-
tière, les analystes ne paraissent y avoir remarqué que celui des discontinuités géomé-
triques. Mais un problème que M. Emile Picard a rattaché, très ingénieusement, à la
méthode de Fredholm, savoir, celui du pouvoir refroidissant d'un courant fluide bon
conducteur normal à l'axe d'un cylindre solide immergé dans ce courant et maintenu à
des températures constantes ( Annales de l'École Normale supérieure, 3e série, t. XXV,
1908, p. 089 à 591), montre que la discontinuité peut être, suivant les cas, ou géomé-
trique, ou physique, sans que la question change essentiellement au point de vue analy-
tique. Car, en posant ce problème dans un Mémoire du tournai de Mathématiques pures
et appliquées (6e série, t. f, 1905, p. 29,5 : Calcul du pouvoir refroidissant des courants
fluides, p. 295), j'ai reconnu que l'emploi de deux coordonnées curvilignes a, j3, orthogo-
nales et isothermes, dont la première, a, est le paramètre caractéristique des filets fluides,
y ramène le cas d'un cylindre quelconque, circulaire ou elliptique par exemple, au cas
d'un mince plateau tangent au courant. Or, pour un tel plateau, la discontinuité, purement
géométrique, consiste dans la courbure infinie des deux sommets de la section droite,
infiniment aplatie^ de part et d'autre de laquelle glisse, en se bifurquant sans se dévier,'
le filet fluide médian ou central a == o, tandis que, dans le cas où la section est, par
exemple, une ellipse de courbure partout finie, la discontinuité consiste dans la brusque
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4. Les expressions de Oy, o,p c^p ... se simplifient notablement,
quand, le bassin étant assez profond et la fonction ç s'évanouissant,
avec le mouvement, pour les grandes valeurs de s, les seules parois
qu'il reste à considérer sont des bords verticaux, à normales dn paral-
lèles en tous les points (<r, y) de chacune de leurs ordonnées z ; de sorte
qu'on puisse, le long d'une même ordonnée, différentier par rapport à

•i i , • clo , . - d doz la re la t ion — = o, ou écrire — - - — = o.a/i du dz
Alors, si l'on appelle T la fonction, évidemment harmonique, — — {—^

non seulement sa valeur pour z i n f in i , c'est-à-dire au fond, se trouve
nu l l e , mais, de plus, sa dérivée suivant les normales horizontales dn
aux parois le sera; et comme, en vertu de (i bis), ses valeurs à la surface
^==o sont aussi nulles, cette fonc t ion harmonique s 'annulera identi-
quement. La condition (i bu) deviendra donc, pour régir y, la nouvelle
équation indéfinie T = o, c'est-à-dire

(2 )
d2 a ci^
"d^ =: A"

C'est ce qu'avait, déjà, au moins pour les bassins indéfinis latérale-

déviation (avec arrêt momentané) de ce filet f lu ide central a = o, aux deux points opposés
où il aborde, puis quitte, la section droite et entre lesquels il s'est bifurqué pour en dé-
crire de chaque côté un demi-contour. L'emploi des coordonnées curvilignes a, p y
transforme donc, sans changer l'ordre de grandeur de la difficulté, les deux points angu-
leux affectés par le filet central en les deux sommets qu'offrait le contour du plateau mince.

Toutefois, deux articles récents de M. Léon Lichlenstein, insérés dans les Comptes
rendus des séances des 18 octobre et 29 novembre 1909 de l 'Académie des Sciences
(t.' CXLIX, p. 624 et 977), permettent d'espérer que cette difficulté relative aux discon-"
tinuités pourra être levée; car le second article, du '29 novembre 1909, la lève déjà pour
un contour anguleux, sous les deux conditions restrictives que les angles y diffèrent de
zéro et que la fonction dite noyau n'y devienne infinie que de certaines manières (condi-
tions malheureusement irréalisées dans la question précédente du pouvoir refroidissant
d'un courant fluide sur un plateau mince et dans d'autres problèmes intéressants de Phy-
sique mathématique). D'ailleurs, une extrême complication, presque décourageante pra-
tiquement, subsiste dans les calculs.

Pour en revenir à la question de nos ondes, on verra ci-après (n° 4) comment l'hypo-
thèse d'une profondeur inf inie réduit aux dérivées successives en z d'une fonction
unique //o les résultats des intégrations de plus en plus multipliées destinées à donner
cpjp cp^, <?^, . . . : heureuse circonstance, sans laquelle le calcul des ondes d'émersion
serait probablement, jusqu'à ce jour , resté inextricable.
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ment, remarqué Poisson, qui avait d'ailleurs reconnu que cette équa-
tion (2) exprime la constance de la pression z — -? exercée durant
tout le mouvement autour de chaque moléculeiluicle. Appelons Z l'or-
donnée verticale în^snT^nthydrosiciîiquemeni cette pression invariable,
ordonnée nulle pour les molécules superficielles; et regardons l'abais-
sement actuel, z — Z , de la molécule au-dessous du niveau hydrosta-
tique de sa pression effective, comme définissant sa dénivellation pré-
sente A, que Fon considérera ainsi pour les molécules intérieures non
moins que pour celles de la surface ( i ) . Nous aurons donc, d'une

(1) Los diverses particules fluides, supposées garder ces pressions hydrostatiques Z,
seront évidemment en équil ibre si, annulant leur vitesse; on les relève respectivement
d e / / ; et elles conserveront en même temps leur volume, grâce à de petits déplacements
horizontaux convenables, pourvu que, à tous les niveaux s, la valeur moyenne du relève-
ment h soit la même; car alors tous les feuillets fluides actuellement horizontaux, dont
l'aire, j ch\ égale la somme cr' des divers éléments dv1 du plan des xy correspondant à

la surface libre, décrivent dans leur relèvement un volume constant / hcl^\ produit de a-'
par ce relèvement moyen, et conservent ainsi entre eux, pour v loger la couche fluide
intermédiaire, une capacité invariable.

Or la somme j h d v ' y ou j —da', est bien indépendante de s; car l'équation A g Â = o,
c'est-à-dire

/ ^ .f^A^y dïh

\d^ "̂  dp^} 'Tlî -r' ̂

multipliée par dx dy QM d^, et intégrée dans toute l'étendue or' de la section du bassin
faite au niveau s, donne, pour ses deux premiers termes, par une méthode bien connue,
en appelant ^ le contour de cr\ f — ( —Ï ) dj, somme à éléments nuls en vertu de "la<y,y w^ \ cit /""/
condition aux parois. Il reste donc simplement

r ^ ^ ^ r . . - , ^r d^h , , cî^ r
i ^^-^^=0 OU -y— /
}^d^ d^J^

d<j' =o ou -7— f h dv' == o ;

et le volume f hd^ est une fonction linéaire de -s. Or, comme le mouvement s'évanouit
«-/(T'

asymptotiquement pour z infini, ou que i—L s'y réduit à une constante, cette constante,

multipliée par cr^, exprimera partout le volume / h dv'.
».7(r

Le choix fait de la surface supérieure d'équilibre du fluide comme plan des xy obligeant
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manière générale,
,, d^

^ '^TIÎ-
Or, si nous difFérentions des nombres pairs de fois l'équation (2)

par rapport au temps, il vient successivement, vu, fînaleinent, cette
équation (2) elle-même,

d^ d ^ ? _ ^ 2 ? ^ 6 ?_ dî dîQ „^3':? €lïn^ ^,dn^
~7rF = ̂  ~dî7 ~~ ~dz~^ ~dF ~ dT2 77F '""' ~d^' "" ~dt^ ~~ Th^'

et, en d i f îe rent ian t une fois de plus par rapport à ^

^"+I? „ ̂  do^c^-h
^ 4 ) ^.-2/^1 — ̂  -^7 — -̂ r •

Faisons ^-= o dans cette équation (4) et désignons par Â.o la valeur
ini t iale , au point quelconque (.r,j, z)^ de — ou A, laquelle se déduit,
comme on l'a vu, de ses valeurs données ,/(^yj) relatives à la surface
libre. Il viendra évidemment

,, dh^ .. d'-h^
Po^^o. ^o'^^7 ^^'d^' > t ' ;

et .le développement du potentiel y des vitesses par la série de iMac-
Laurin, valable du moins pour les valeurs assez petites de ly sera, en
tous les points du f luide,

^ dh^ t9 ^Ao ^/l•+î ^Â,
(a) © == ^4 •+- —- -—- -+- ——— —— -4- ...-+" ——7——-,———- —— -h....

• ' 2 .3 dz 2 . 3 . 4 . 3 ^ ^ - 3.4.. . ( ss ̂  -4- J ) dzri

Ainsi se trouvera exprimée directement, en fonction des dénivella-
tions initiales clé toute la masse, fluide^ la suite de ses états ultérieurs.

d'ailleurs la surface libre (pour la conservation du volume total) à avoir son ordonnée h
moyenne nulle, on aura identiquement f h dv' == o.

En résumé, la différence z— Z ou — exprime l'abaissement actuel de chaque molécule

fluide au-dessous de son niveau d'équilibre.
Ann. Éc. Norm., ( 3 ) , XXVÏL — JANVIER 1910. 3
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II. •— Intégration par la formule de MaiC-Laurin, en séries toujours
convergentes, pour un canal sans extrémités et pour un bassin
horizontalement indéfini en tous sens.

à. Quand le bassin proposé est horizontalement indéfini soit seule-
ment dans le sens des x (tant négatifs que positifs), avec largeur cons-
tante un suivant les y, soit aussi dans le sens des y^ et que, dans le
premier cas, le solide émergé étant, sur toute la largeur, un cylindre
à génératrices parallèles aux y, la variable oc est la seule coordonnée
horizontale qui do^e figurer, la dénivellation initiale h^ s'exprime ai-
sément par le moyen d'un potentiel ou logarithmique, dans le premier
cas, ou newtonien, dans le second. De plus, ce potentiel est relatif à
une matière fictive s'étendant soit, en file étroite, le long de l'axe des
Xy soit, en couche mince, sur le plan des ocy, avec une densité, par
unités ou de longueur, ou d'aire, égale au volume d'émersion donné,
qui est/(^), ou/(;2?, j), aussi par unités ou de longueur, ou d'aire,
de la superficie du bassin.

Appelons d'abord ••d'une part, S; l'abscisse, dans le plan vertical des
xz, d'un point quelconque de la région cylindrique d'émersion conti"
gué à l'axe des x, ou, dans le second cas, ^ Y] les deux coordonnées
horizontales d'un point analogue de la région alors non cylindrique
d'émersion; et, d'autre part, {x, z) tout point du plan vertical des ;r.^,
sous l'axe des x, dans le premier cas, mais (^,y, z\ dans le second,
tout point appartenant à la masse fluide, c'est-à-dire situé sous le plan
des x y , à une distance quelconque z de ce plan ; enfin, r la distance
\jz^+(x — ^)2 ou y^2 + {x — I;)2 + (y — -15 )\ de ce point intérieur à
l'élément quelconque dm =/(^)rfç ou /(^ Y]) d^cl^ de Vaire ou du
volume (Fémersion.

On sait que le potentiel logarithmique /(logr) dm, dans le cas du
plan, et Se potentiel newtonien f -^ dans le cas de l'espace, étendus
à tous les éléments /dm de l'aire ou du volume d'émersion contigus
au lieu z =o,. satisfont respectivement, hors de ce lieu, avec toutes
leurs dérivées partielles, à l'équation correspondante

^^^^a mi ^ o ^ À o ^ o
d ^ ^ d y - - 0 ou ^^^y4-"^^1
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des fonctions harmoniques, vérifiée par la dénivellation Ao. De plus,
leur dérivée en s,

r^m__ f" ^/(:^)^
J /" ^^---(^-O2

ou
^/U /'1 y'4"" ^/(t,^W^/Y]-r-^-ff ^+(^^+(j-^p

devient, en y posant soit

soit
£ -^=R,

g — ;y == R cos co, D — j == B. sin co,

et adoptant alors les coordonnées polaires B, co , '

rzdm r".^/(.:r4-R)^R-.dm _ /^.V(.:r
r2 ~ / ^:i^:i + M2

' ; dm F ̂  , f œ z /'( .y -h R cos r,), r -t- R sin G.) ') î;{ f^Rr^dm r^ . r06.-./-J-^=-^ ^ ^ ——~ -=. — f du S ———————————————5———————— •
r3 ' / - - , î^^

/, '---r h - ) -

Or, si l'on prend R == ^r/ (d'où ^R == ^r/y) et qu'on fasse:* tendre vers
zéro la valeur posit ive de ^,, il vient, à la limite ^ = o,

f5^ f^Zii-l^-- /T r^
j^^j^-^--^^

•dln- ^d. ^f^vyld{i——-f^^-c^^-r d. rf^y^^
J r ^o / (î-t-^n'2

ce qui montre que la fonction cherchée ho, qui doit se réduire à/(;r)
ou/(..;r,j) pour s == o, aura l'expression

soit -y ; dm

/iQ=} . i r^dmsoit ^.r-[ ^J r6

pourvu que ces expressions tendent asymptotiquenient vers zéro aux
grandes distances r== \j^ -hR'2 de l 'origine. Or, il est clair qu'elles y
tendent en effet.
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Done on aura, pour exprimer la dénivellation initiale h^ dans un
bassin profond et horizontalement illimité, les deux intégrales défi-
nies

(6, /,—r^
71J /'

pour les cmdes propagées homontalenient suivant un seul sens, et
/-. \ j i r s dm( - 1 ^^j-^-'
pour les ondes propagées horizontalement en tous sens, c'est-à-dire
en largeur 11011 moins qu'en longueur.

G. Appelons 0 l'angle fait avec la verticale descendante par le rayon
vecteur r émané de l'élément quelconque dm de l'aire ou du volume
d'émersion; ce qui permettra d'écrire

0086 "^vT^ï^'
R2 étant soit (x - ̂ ), soit {oc - ̂ ^(y - •^.

Et, devant évaluer les dérivées successives en= de h, pour les por-
ter dans la tormule (5) du potentiel des vitesses, cherchons à difle-

rentier . fois en . l'élément, s-̂  ou î  de l'intégrale, c'est-à-dire,

plutôt, son tacteur variable c-̂  ou c^. Or, celui-ci est fonction de .

parnntermédiairede.etde 9; et, de plus, une diffère ntiat ion en .
.e tait sans que varient x m y, ni, par suite, R : de sorte qu'on y a

rcos9=s, /•sîn9=laeonst. B;d'où

^--cosô de sm6^-cos@, ^=-

Les différentiations en . se feront donc par la formule symbolique

(S) â=-^-^â=-Vcos.^^^^.
d-

r
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Les deux expressions àdifférentier,-^^-? ^r"? étanthomogènesen ^
de degré entier positif, et leur dérivation en r accroissant d'une unité
ce degré, tandis que leur dérivation en 9 ne le change pas, mais
introduit un facteur — sin9, il est clair, par cette formule , que chaque
dérivation en ^ produira un polynôme en -T: également homogène, mais
ayant son de^ré plus élevé de ï , et aussi un polynôme en cosO d 'un
degré également plus élevé de i que le polynôme ditîérentié, mais non
homogène, à raison du facteur sin^i^ i — ces2 9 introduit , vu la
forme de (8), par la dérivation en 9 de ce polynôme. Comme les puis-
sances de cosô s'expriment linéairement parles cosinus des multiples
de 9, le résultat sera donc, après ri dérivations en ^ l'inverse de r71'^
ou de r724-2, multiplié par une somme de termes respectivement pro-
portionnels acosO, cos^O, cos36 , . . . , cos(724-i)9.

7. Coi'mnençons parle cas des ondes cylindriques, où l'expression
a différentiel' n fois par la formule (8) est ^— En employant le
troisième 'membre de (8), une première di f ferent ia t ion donne

^
—— ^— -~(cos0cos61 -— si,n0 sin '5) ==— —; cosa^;

dz r2 r-

et il vient ensuite, en appliquant de même le troisième membre de ( S )
à — - ^ c o s û û ,

^œ^
——?_ ̂  J ^ ( c o s ^ c o s 2 0 — sia9s'm2Q)=l•J—^cos30.

II est clair qu'on aura, de proche en proche,

^c^
—^— = (- I)' }'2^'n ̂ n + 0 ̂

Par suite, vu que, en vertu de (6), ho a l'expression f î-^-^m, et
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aussi qu'on a
ï . 2 ,3 . ., n i r

i. 2.3. .. ( 2 n -h i ) ï . 3 .5 . . . ( a n -+-1 ) 2n'

la formule (5) de Mac-Laurin (p. 17) deviendra

. , rtc/mFcosQ cos^Q ^ (-•.os3@ /' ^ \ 2

(9) ^J^L-^'-'T^^^T^^^J"''1-
-4- C O S ( ^ ~ i - l ) ^ /cos(/z ^-ï)9 f ̂  'y _ 1

L 5 . . . ( 3 / Ï 4 - ] ) ^ 2 7 ; - ^ - • • • J *î . 3.5 . . . ( a /; 4- ï ) \ 2 r

C'était précisément la formuler à obtenir de Poisson, sous la forme
que lui a donnée M. Rousier dans sa Thèse ( î ) et dont la dérivée en l
exprime les dénivellations h :

dm \ . cos 2 Q ^ . cos 3 ̂  / r2 \ 2, . , / dm F - c o s 2 @ ^2
( ï o) h==. I — cos y — ——— — -i-J '71:7' L ï ar71:7' )_ î 2 F 1 .0 \ 3/',

C O S ( / ^ 4 - l ) 0 / £2 \"/ ^ N " -1

W ^"'J-î . 3 .. . ( a ̂  — î ) \ 2 r

Les séries placées sous le signe f , dans ces formules (9) et (10), se
trouvant visiblement convergentes non seulement pour les très petites
valeurs de t, mais pour t quelconque, il est clair que ces intégrales
définies constituent la solution générale du problème.

8. Passons au cas d'ondes d'émersion initialement limitées en tous
sens et produites dans un bassin horizontalement indéfini. Ce sont
alors les dérivées successives en z de ^°-^- qu'il faut prendre. La for-
mule (8) donne, en utilisant son troisième membre,

,cos^d——
(n) ———=— ^ ( cos 2 ^— ^-sium' ds r3 \ 2 /

1 . 2 / 3 , I\
=~^(jCOS20+^

• ̂  î- -rCOS^Ô 4--1- î- + ——COSt— 26) .
^" L2 4 2 2 2 4 s 'J

(^ Ondes par émersion, p. 4,1. Paris, Gauthier-Villars, 1908.
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Posons, en général,

\ 2 4 2 fl

/ N i^ / l ^ 2/1 — I \ .( r 2 ) i\ =:-- . . . ———— cos /z ^
v • ',. 0 /. 0 /î /

) COS(/l — 2 )0
/ i \ /i 3 2 / À - 3 \

+ - - 7 t t • —————— COS ( /l -— 2 ) 0
\ 2 7 \ 2 4 2 /î — 2 7

/ î 3\ / i 3 2 / z — 5 \ , , , „
+ - y - y - - - — — — — — F COS(/l — 4)^-4- . . *\2 47 \^ 4 2 ^ — 47 '

/ ' I 3 2 /-? — I \ / 1 2 H — 2 ? — I \ , , „4- - -... -J——— -... ————i——— Qos{n—2p)0\2 4 ^ p 7 \2 2 / 2 — ^ p }
/I 2 /? 4-- I \ / ï 2 /2 — 2 p — 3 \ , „

-h - • • • —'———— - ... ——————i————) COS(^ —• 2» — 2)0 4- . . .
\2 2 ^ - h 2 / \ 2 2/2. —— 2p — 2/ J

/I 2n — 1 \ . -/ I 2 /î — I ,-,I- ( _ . .. ———— cos(— nt
\ 2 2/1
f _ ... ———— cos — nQ).
\2 2/1 /

L'expression ——, d'où l'on est parti, et la relation (n) se trouveront
comprises dans la formule générale

d^ c0^
(^ ̂ ) -^—— =(-i)^ i-'̂ ——1 P..

Il suffit donc, pour démontrer celle-ci, de faire voir que, si elle est
vraie pour une valeur de n, elle sera vraie aussi pour la valeur suivante.
Or, la formule (8) de difTérentiation, appliquée, toujours de la même
manière, au second membre de (12 bù)y donne

^cole ^
^^-.^•^•'(P.c.s^^),

en sorte que la relation à démontrer est

/ 0\ -II ^ /•> s ln^ ^P«( i 3 ) p^^p,cosô+-^-^^.

Effectuons le calcul du second membre de(i3) sur l'expression (12)
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de P^. Il vient

( - . .. ^——— ) ( cosnQ cosQ — —— sinnQsinQ ^ -{-...\, a . 2 n ] \ . n -4- i /

^ {"^ ... ̂ P—^ (i ^ . . in'—^p—ï\
\ 2 2 /? / \ 2 2 /Z — 2 p )

x cos( /? -—2/3)^cos0— /j "~ a^ S î n Ç / i — a / ^ ô ' s i î i ê

/ L ^P •+• î \ / î 2 n — 2 / ) — 3 \
\^ 2 2^9+2 ^,/ \ 2 2/^2 — ^ /) — 2 /

x cosO — ^ p — 2)9 cosQ — n^ 2P ~ 3 s i n ( / z -— a/? — 2 ) ^ s i n ô +.. .

^ ( ^ ' " 2^7I ) l^^- " @ ) cos ç - ̂ j^ sin (— ne) sin ̂

ou bien, en remplaçant tous les produits soit de deux cosinus, soit de
deux sinus, par de simples cosinus, au moyen de la formule double

rcosacos^-sin^sin^^0 0^^^^^0 0^^-^,
2 2 '

puis ajoutant les termes affectés d'un même cosinus et n'écrivant
explicitement, avec les premier et dernier termes du résultat, que le
terme général intermédiaire où figure en facteur cos(n— ^p— i )0,

/'" J 2 n 4- î ^ cos(/i~i- i)Q +.. . .
„ 2 2 n -+- 2 ,

/ ' I 2 /7 -4 -1 \ / 1 2/l — 2 n — jr \

(..r--,-77T^^(^--- ^.-3^ Jcos(«.-2^-i)e+...

^...^^^^(.^.ô).
.^2 2 /Z + 2 7 x /

C'est bien, précisément, ce qu'exprime la formule (12) de P,,
lorsqu'on y remplace n par n 4- î (1).

( 1) La relation ( i 3 ) , joinle à rexpression cos6 de Pi, permeL de reconnaître que Pn est
Ifâ coefficient de x» dans le développement en série, par la formule du binôme et sui-
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9. Il importe de remarquer sur la formule (12) que chaque terme
de Pn atteint sa valeur absolue la plus grande quand 0 = o, ou quand
ie cosinus y vaut i, et que, tous les termes étant alors positifs, P^ est
maximum. Or, la valeur nul le de 6 correspond à z == 7-5 et la déri-
vée n — i^"16 en z de —— se confond alors avec la dérivée 7^Kime en r

d e — ^ c'est-à-dire avec (— i)^ l ^^ , ' ! i ; ce qui, d'après (12 bu)-,
donne P/, = r . Ainsi, toutes les fonct ions P^ de 6, qui sont, au fond,
des polynômes en cosO, se réduisent à l 'uni té pour 6 = o et acquièrent
alors leur valeur absolue la plus grande.

La formule (12 bu) se trouvant ainsi démontrée et la dérivée T^"30

en z de l'expression (7) de h^ (p. 20) étant, par suite,

(ï^ ( H" I . 2 . 3 . . . ( / Z - + - l ) rPn^dm
{Ï4) ^^ ———————1^—————— / ,.n-2 5

vant les puissances de ^, du radical

( a ) "; , ' =r = i -+• Pi.r — Pa.^2 -4- . . . -T- P^.r^-h P^-i .z^-f-i -+- . .. .
y ï — 2./; cos 0 -h . '̂2

En effet, d'une part, le terme en .^ du second membre est visiblement .rcosO. D'antre
part, les deux différentiations respectives en ,r et en 0 de ( a ) donnent

_3-(ô) ( ï—-2 , r cos0 -4- .y2) 2 ( c o s 6 — ^ )
== Pi 4- -aP^.y -+- . . . -4- 7AP^.^-i+(/2 -+-1 )P,,4-i.^-+-. .. ,

( c) ( ï — 2 .y cos 6 4- .r2 r^ (— ̂  sin 0 ) = ̂ pl .y -+- ̂  .,.2 -+-...+ €lpn ̂  -+...,.<'/t) cw c/6

Ajontons les trois relations (a), (^ ) et (c), après les avoir multipliées respectivement
par cos 9, par x cosO — ï et par sin6. Il vient

o =(i Pi cosO—^P.- t - ^PI sin6') .r-+-.. .\ '" d^ j

• [(71 4»i)(P/ ,cosO - P^Q-i- ̂  s inôl .̂L a9 J^0

Or l'annulation, qui doit être ident ique, de tous les coefficients des puissances de .%-,
revient bien à poser, entre deux fonctions P consécutives, la formule générale ( i3 ) .

Les polynômes, de degré égala l ' indice n, que fourmssent les coefficients F du dévelop-
pement ( a ) , quand on les exprime au moyen de la var iable cosO, sont par définit ion,
comme on sait, les polynômes dits de Legendre.

Ànn. Éc. Nonn., (3 ) , XXVII. - JANVIER 1910. ^
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la formule (5) de Mac-Laurin (p. 17) dorme, pour le potentiel o des
vitesses,

.̂ .CT.-̂ .aœ'-
ï"&

(i5) 9==— —— P,-— --+—— ~ —. . .
27: J r2 L 3 r 4^V7

P . / / 2 \ fi ••}
^ _____________A /^-t-l^_____________ ( 1 \ ——

(^ H- a) (/?,"-r- 3) . . .(2^, -4- i) ^r/ - î - ' - ' J 7

et, pour sa dérivée en ^ expression de la dénivellation À, le dévelop-
pement

c°) /,=^[p,-p,^^y-j^y....
± p-1 t ^ } - ]

( , , + 2 ) ( / Z + 3 ) . . . ( 2 ^ ) ^ / ' ; -4~"•J<

Considérons, dans cette dernière formule (par exemple) la série
placée sous le signe /. Le rapport, au terme général qui s'y trouve
écrit, du terme suivant où n+i remplacerait n, y est, en valeur
absolue, abstraction faite des facteurs P^,, P^.a au plus égaux à i,

(^+^2^4-2) T ou sensiblement, pour n très grand, ̂  quantité
tendant vers zéro quelque grande que soit la valeur actuelle de L Donc
les séries sous les signes /de (i5), (16) sont toujours convergentes;
et ces formules expriment la solution générale du problème.

C'est sous cette forme que l'a obtenue M. Vergue dans sa Thèse
(p. ̂ p et 49), après avoir reconnu que l'équation indéfinie (2) (p. i5)
indiquait le développement (5) par la formule de Mac-Laurin.

Déjà Poisson, plusieurs années avant de faire son Mémoire sur les
ondes, avait eu l'occasion de voir que l'intégrale générale de l'équation
binôme (2) se composait de deux parties, comportant, chacune, une
fonction arbitraire, et que l'une de ces parties avait précisément le
développement (5) par la série de Mac-Laurin. Mais, lors de la rédac-
tion de son Mémoire sur les ondes, et quoique il y ait remarqué l'équa-
tion (2) dans le cas d'une profondeur infinie , il ne paraît pas avoir
songé à en faire usage. Cela aurait cependant bien abrégé sa démons-
tration de deux formules fondamentales du n° 34 de son Mémoire,
qui, ensemble, reviennent aux nôtres (5) et (7) ci-dessus. Il n'en a,
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du reste;, pas dégagé explicitement l'intégrale du problème, sous sa
forme définit ive et complète (i 5), due à M. Vergue, s 'étant contenté
de trouver, au n° 38 de son Mémoire, les expressions en série de y et
de h à la surface libre ^ = o.

.10. Les valeurs les plus importantes des fonctions P sont justement,
à part leur maximum i at te int pour 6 = o, celles qu'el les prennent a
la surface libre, c'est-à-dire à la limite 9 ==-^. Tandis que, dans le cas
des mouvements à deux coordonnées ^, z- auquel répondent les for-
mules (9) et (10), les facteurs cos(n~h 1)6 s'interprètent immédiate-
ment soit à la limite 0 = o, qui leur faity pareil lement, atteindre leur
maximum i, soit à l'autre limite 0 = = ^ î qui leur donne la suite des
valeurs o, — 1,0, + i, . .., les valeurs numériques correspondantes
des facteurs analogues P^ , P ^ , . . . du cas des trois coordonnées ^",j, s,
dans les formules (i3) et (16), ne résultent pas simplement de l'ex-
pression générale (12) de P^. Mais on les déduit facilement e.l directe-
ment de(7) .

C'est ce qu'on a déjà vu, au commencement du n°9, pour l eu r valeur
commune i à la l imi te 0 === o. Et quant à l 'autre limite ,9 = -* ou z == o,

il suffit de supposer z très petit dans la fonction ~» c'est-à-dire dans
l'expression

z / ^ X ' 2 _ i / i ,̂  ï 3 ,s4 i 3 5 ^
R V ^ ' R V ^ R ^ ^ Ï W ^ ^ l W ^ ^ ^ e W ^ ' ' '

_ ï 3 ï p — ï -s2/-' \^-2 r" ^ p R^ ~ " r
pour voir que sa dérivée /z^0, nulle à la limite z = o si n est impair ,
devient, à cette même limite, quand n prend la valeur paire 2 p ,

s P I 3 2 /.) — I ( 2 p ) ( 2 p —— 1 ) . . . 3 . 2 . î ,-, . , , . p{ — ï ) - T - - - — — — ——ï————* hn identmant cette expres-v ^ 2 4 à p r'^4-1 1

sion, changée de signe, au second membre de (12 bis), qui représente,
ci^ ^3

en général, — — et qui est (— i)"~' I'2'.0.^ ' " Pn pour toutes les
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valeurs positives de n, mais seulement ———^—-Vn pour les valeurs

paires, il vient, à la limite 0 == ^ ou z == o,

p,,.,=., p,,̂ -,)4|...̂ .
Ces valeurs de Pn portées, par exemple, dans (16), donnent, pour

les dénivellations h de la superficie, d'abord^

^-L^r-p^-^ff!)3-...
27T / r2 [ ' r o.b \ / - /

________P^_______/^yp4-i_ n
( 2 ^ 4 - 3 ) ( 2 7 ^ - h 4 ) . . . ( 4 / ^ - ^ ) \ ^ / " J '

puis, en remplaçant P^, P/,, . * . par leurs expressions numériques,
observant que le dénominateur du terme général contient alors le
produit

2.4 .6 . . . (4 /?+ 2)=:22 / ?-1-1[J .2.3. . . (2p-4-l)]

=2 ^ ^- 1 (2 .4 .6 . . .2^)[ I .3 .5 . . . (27^-1-X)]

et supprimant enfin haut et bas les facteurs impairs communs,

, . . i rdfnYt^ i f^Y
(17) h=i— / —— —— —^ — -+-.../ 27TJ /^ [ 2 / ' 2 .0 \ 2 / - /

±_______^_______/^y.- -i
(2.4.. .2^)(2/?+3)(27^+5).. .(4^+i)\2ry • " * J 7

formule obtenue par Poisson au n° 38 de son Mémoire.

III. — Propagation verticale du mouvement aux grandes profondeurs,
dans ces cas d'un canal ou. d'un bassin horizontalement indéfinis.

11. La méthode que j'ai suivie, vers 1880, pour traiter la question
des ondes par émersion ( ^ ) et qui consiste à diviser la difficulté, en
faisant intervenir successivement diverses équations aux dérivées par-

(i) Foiî\ par exemple, mon Cours cl'Analyse infinitésimale pour la Mécanique et la
Pîijwjue, t. II, fasc. It, p. 496* à 5 1 0 * .
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tielles du problème (dont rime est du quatrième ordre), conduit à
mettre le potentiel Oy dans les deux cas du problème plan (à coordon-
nées x, z} et du problème à trois coordonnées x, y , z, sous une forme
commune

<,s, ^^"[^.-^)«"/(?.^)M^)''".
où i (y) désigne la fonction particulière, évaluable de diverses ma-
nières,

^ r^r^1

(19) ^ ( y ) == / Sin9) ^(y)==: s in(y—fJL-2 )^ , donnant i{/(y):=^ cos(y~^2)^,
Jrt ^O

et où/, fonction paire de sa première variable, se trouve définie par
l'une des deux formules

/(T, x, z ) = F(.r 4- T, .') ̂  F(^ - 1\ --),

(20) - / ( ^ ^ , J ^ ) = ^ ^ ^ Teos^

fî'T:

^ P(^ -4- ï cosfJ. cos 0, .r -4- Ï cosfJL sin6', ^) d9,

de manière à donner soit

dîf_^f ^/-^/.^.
JT^ ~" d^ dT1 ~~ dx1 • <r2

Enfin, la fonction F(.r, ^) ou F(^,j, ^), dont dépend l'expression
de/, désigne la dénivel lat ion init iale h^ que représentent ici, d'après
(6) et (7) (p. 20), les deux intégrales définies

( 2 î )

On peut voir, à l 'endroit cité de mon Cours d'Analyse infinitésimale,
et aussi dans un Mémoire du Tome XIII (4e série; i885) de la Société
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des Science^ de l'A^ricubure et des Arts de-Lille ( i ), que cette méthode
facilite notablement Fétude des ondes visibles, c-est-à-dire des phéno-
mèrïes produits à la surface s==o (â). Mais elle paraît moins avanta-
geuse pour le calcul des phénomènes intérieurs. Je vais montrer néan"
moms quelle fait, assez simplement, connaître les circonstances
produites, sws la région crêmemon, aux grandes profondeurs r?,
^est-à-dire aux distances s de la surface très grandes par rapport aux
dimensions de cette région, circonstances qu'avaient étudiées déjà
Poisson aux paragraphes IV et VII de son Mémoire de i8i5.

12. A ces grandes profondeurs z, ie volume d'émersion est évidem-
ment assimilable à un simple élément dm, dont la verticale sera prise
comme axe des s; en sorte que, dans (21), F(^, z) et F ( ^ , y , s )
deviendront

3 cîm z dfn
- -— et, -—————————- -

T^^~hlî?/ 3^(^-+-^+^)2'1

Le^ valeurs (20) de la fonclion /, où x ety pourront d 'ai l leurs être
âmniléÂ- puisqu'on se. meut u n i q u e m e n t , ici, le long de l 'axe des .^,
deviendront respectivement, la première,

<»> /lT•0.3'=î&
et, la seconde,

/(ï,0,0,.)=^»- -̂J^^L-.

" :/« (5 î+ï iCOS2^)2

Après avoir remplacé, sous le signe /, T2 cos2 y. par P — P sirr ;x,
prenons comme variable d'intégration le produit Tsin ;j.== À Cd'ou
Tcos(x.rf,a==fi?À); et il viendra successivement, par l'eiïectuation de

(') Application de., potentiels à l'étude de l'équilibre et du nm,wment d<'s s<du(^
^W apec^A^ étende wdl^p^ de Plysiqae wahén^w r. i
et, ^înayse^ p. î>^b a b5r* '

^^s^^pâges 634 à 63t) de ce Mémoire'où sont ét"^i<>- ̂  "^
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l 'intégration indéfinie,
zdm d F7 ^ .^î^_ r^ï—^p^

^ ^1 Jo

^ dm à__ rÀ^^-T^—Pr^T"" _dm_ ̂  T
' " T r ' ^ T L ^ T T ^ j ^ o " " ' TT r /T^+T2 '

/(T,o,o,-s)=

Oïl a donc, en définitive,
,/,» -2__T2

/•/nn , c(:'//t ^ J

/( 1 , 0, 0, Z ) = -̂ - —i( 23 )
7T (^^T.)2

lît les deux formules (22), (23), où il reste à remplacer T par ̂
réduisent les deux expressions f i8 ) du potentiel <p à celles-ci :

<%"-

(24) 2 \/2 r//n 2 .

^4-
--

s2-

^(-^f \ " ' 1
4 \

a4 ~
~f•4-^y2
4 ^

'(
/'i \

^-,)2 a2 y r/a

'1.3. Cherchons, par exemple, la dénivellation h, dérivée de y en t.
Une règle de differentiat ion exposée aux endroits cités donnera immé-
diatement, en appelant p le quotient de t par a,

(25)
- 2 V 2 ^/)^h=—————

2 S

/4

4^

{ P,!t•4l-' 4P\
^ - .̂

Posons, pour abréger, avec M. Bousier dans sa Thèse de doctorat,

(26) 23

puis , mult ipl iant haut et bas, respectivement, les deux fractions entre
crochets, par '^— et par son carré, c'est-à-dire par y-^ et par son carrée

c -"ï

nous aurons

'•=î^{".^•^^M^-
Remplaçons

y2^
T^F ( ) a r

i+y^4
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/^(y^-l) ^ ^ 3 a

(-/'S1 + I l' I181' I - i-)-..^j3» 4- ( l+y2p* )S ''

île plus, rappelons-nous que, parmi les propriétés de la fonction 'V
signalées aux endroits cités, se trouve celle-ci,

r ^ i y -1 " T ^3==——.ï ) -iv'a

-VHIS aurons («nfîn, pour les deux formules respectives de h,

,^ i^/ ^^ r^'(ç)^
^i - ./ ^T^^^r^ [7T?k)?

t-: Ïî :̂ ; ramené à celui de deux ̂ ^ ̂  -n-
/^so /',32\

(»S) ,„/ ^^
^ (r-hy2^'

I4- D'aprcs la seconde ̂  (P. .9), cette formule revient à poser
_?_

i ̂  r cis, /"v-1 /g2
" ./ ^w^J, ^[T-^)^.,

ou bien, en écrivant p=vî, et ̂ =^^,
(29) i^-^r—^—r / ,

^ (iTîT^J cos('•'î--^2)â?,u.

^Ï'te ̂ ÎS:;:1 de°,x »»^nn.̂ ec ,̂. ,.,„-„.
formule, de tr,,,,»^ ,̂;00"10"'6'8 P»111"" P °t " ïu'i.,li<,°n,,nt 1^tion

y == p,cos&3.]y ^==psinû).

^""""'̂ "^"-"^"^eUec^,,,,0 (
p lui-merne
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constitué par l'espace compris, dans l 'angle des coordonnées posi-
tives v, p., entre l'axe des abscisses v et la bissectrice ;x==v de cet
angle, se trouvera l imité , de p == o à p == ce., entre les deux angles po-
laires a) == o, co == — 11 viendra donc

4
T:

r C " 1 C^ cos(p2 cos2û.)).p dp
• ^^j, ,̂(. (t+4rP-COS^-

Adoptons, au lieu de la variable d'intégration p, le produit
a , dy.

a = ( a y cos2 c«j ) p2 ; d ou o' == ————-—3 p ap =: 7———— ',
' ' / r l 2 y cos2 œ l ' ^ y c o s - ^ c o '

et posons, pour abréger,

(30) x=-^^-=-(i-tan^c,,)).v ' 2 y cos2^ 2 y o /

L'expression de 1 .̂ sera enfin

__ i ^ ^ /-cos(Xa)^
( 3 1 ) n~~~^J, ïos^^ ( .4 -a- ) -

Or la valeur de j cos(, . ' a^ ^.a^ ^^ ^^ paramètre X est essentielle-
Jo (, l -4- ^")

ment positif entre les limites o, ^? de co, se déduit, p a r n — i différen-
4

t iations en X, de la formule de Lapkce, bien connue ( 1 ) ,

^cos(Xa)^^^

' / Jo l -^ a 2

après qu'on l'a multipliée haut et bas, sous le signe f, par X2, et
écrite alors (grâce à la notation Xa == u) sous la forme

r-^udu _T:
J, X^^-^ x •

Une première différentiation en X, qui nous suffira ici, donne, en

(r) Fuir, par exemple, mon Cours d'Analyse infinitésimale pour la Mécanique, et la
P!iysique^ l. Il, fasc. Il, p. '263*.

Ânn. Éc. Norm., ( 3 ) , XXVII. — JANVIER 1 9 1 0 5
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divisant finalement par — aX,

r^ co&il^îl _ _ ^ 6^ /__ V—2__ \~-1 ).
^ (̂ "T^ —-""" i a x v '

Et il en résulte, par la substitution inverse de Xa à u, avec multi-
piicatioïi des deux membres par X3,

f ̂  • r* ^og(X^)^a _ î: _^ i + X
^ "( i^a2 )2 ""1e ^ a

Donc, pour ^ == i et pour n. == 2, les formules (3i), (32), (33) et
(3o) donnent, si l'on pose finalement tangco = ^,

(34) î^——— I e"1^^ î,=L[^———— f e"^~{î-^)d^.
^yV^^A) t 2 lôyVsJo

Et les deux expressions (27) à évaluer de h (p, 32) deviennent enfin,
après quelques réductions évidentes^

1 i dm 1 ^ f1 -ï^ \,., l'—i-^' "4
I , dm f a / ' -l-± i /•I -1^: 1
f^^^--^ c - • ^+^5^ ^ ^(l-^)^.

15. Les intégrations en '^y subsistant peuvent s'effectaer en série d e
(Icnx manières, suivant que l'on veut avoir le développement de Mac-
Launn de h etretrouver ainsi les formules (10), (16) (p. 22 et 26),
spécifiées pour 9=o, ou suivant qu'on a en vue les séries les plus
avantageuses pour le calcul de /;.

Dans le premier cas, on développe l'exponentielle e~^ suivant lea
puissances de-!^±; et l'on est conduit à évaluer les intégrales de la
forme

,,i
(36) Jp= / (I__d,2)/'^

^''0

où^ prend successivement les valeurs ï, 2, 3, ... Comme Jo == i , et
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qu'on a évidemment, grâce à une intégration finale par parties,

J^j^-^-f^^i-^)^^^— [ J \W(i-^=--—J,;
«--' 0 " ' i '••' 'b=-Q "'

à9 où résulte là formule de récurrence

•''=^7 ••-.••
il vient successivement

2 , _ 2 4 y _ S 4 2^
Ji=^ ^--sô 5 • ' " ^-35""27TT

On en déduit très vite, pour les deux formules (35),

_ cîm f \ i i i i l \
-KZ \ 1 7 i .3 y'2 î . 3 . 5 y3 ' ' ' ' , / '

, clin i a i 3 i , n -i-1 i \
ri ———— _________ / r ___ _ __ _L_ _______ ___ ___ -4— .___________________________________ .___ ——— j

' 27: z2 \ î 7 ' i • 3 y'2 * ' ' i . 3 . 5. .. ( 2 n — i ) y" ' " ' i '

^ . f2Coïïime l'inverse de Y désigne ici., d'après (26), —< la première de
ces formules équivaut bien à(io). Quanta la seconde, en y remplaçant

l £'2 •l'inverse de Y car -—,3 le terme général de la série devient aisémentA j- 2 r D

^ i .a .3 . . .(/i -4 -1 ) /^Y _^____i___/^!V\
~~ j .2 .3 . . . ( 2 / ï ) ^7 ) 5 ou )len ~" (n -4- 2) {n -h- 3) . . . ( 2 / z ) \ r ) 3

et cette formule est alors identique à (16) (p. 26), où les fonctions P
valent ici i.

16. Mais il est préférable de faire sortir des signes J\ dans (35), le
- JL. ^ ,^2

facteur e 2Ï et de développer alors, suivant les puissances de —? l'ex-
^ . . . 2y

ponentielle e2^ restée sous le signe j\ ou son produit par i — f^2. L'in-
tégration terme à terme se fait immédiatement; et, en posant, avec
Poisson,

(37) ^=<7 ou ^=^,
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il vient

l'-ïn.—'^T^T^- ....)],
1.2.3. . . ( r t — l ) ( 2 / t — I)

(38) ' / ^ r / .// '/3 -.- ^ +^-"ST?!1-46 (//-" 7^X5 + 7-^3^+---
?"

"r' J . - 2 . 3 . . . ( ^ — • 3 ) ( / ^ — I ) ( ^ ^ — 3 ) ( < 2 ^ — I )

La vitesse descendante ̂  des molécules étant— ^j, c'est-à-dire ̂  ̂
la differentiallon des expressions précédentes donne respect ivement

dk tdîîi f a ç2
— = —— e^ - i + / 4- ——^€// 7:3^ ' \, 3 i . a . 3 . 5

(7"4- _________/—————————— 4-,
i . -2 .3 . . . n{ 2 n — i ) ( 2 /^ -h- i )

(39) dh ici m , / c/2 g3

- e~'î \ — î + qdk 7:^ ' \ ' a.5 ^.3.5.7
__________3/7"
(2 .3 .4 . . . n } ({2f^—3)(9.n—î)(2n^ î ) ' ' ' '

Ces formules avaient été obtenues tout autrement par Poisson a u x
n^î? et SI de son Mémoire de i8i5; et il en avait déduit que, sur la
verticale du lieu d'émersion, le mouvement , d'abord asccmdant, m*
s'annule, pour devenir ensuite descendant, qu'une seule fois d a n s I n
cas des ondes cylindriques d'un canal, tandis que, dans celui d'ondes
propagées en longueur et en largeur, il redevient une fois encore
ascendant avant de s'éteindre. Et, en effet, la parenthèse des seconds
membres de,(3(.)), négative p o u r y = o , mais sans cesse croissante
dans la première formule, y devient déf ini t ivement posit ive dès qu^ l lo
s'est annulée ( t ) , tandis que, dans la seconde formule, elle a s.a déri-

( ' ) M. Bousier, dans sa Thèse de Doctoral, a étudié assez complètement ce phénomène
pour lequel il a suivi la méthode ci-dessus, dont je lui avais communiqué l'idée f o , ,6
a ^8), et ou il s^t servi aussi de la formule (10) (p . 42 et 43). Il a donné encore, en 'y
^mm la même formule (w), quelques détails sar la propagation du monvcrnoni
toujours dans le même cas d-un canal ou de deux coordonnées ^ ., le long (Tune droite
inclinée à 45° sous l'horizon, ou pour laquelle on aurait 0 === î.
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vée première en y d'abord positive, mais sans cesse décroissante; en
sorte que cette parenthèse redevient elle-même déf ini t ivement néga-
tive après s'être annulée deux fois. Le mouvement n'y est donc des-
cendant que dans l 'intervalle des deux racines (trouvées, par Poisson,
voisines de ï , 1.37 et. de 5 ,72) (1).

IV. — Manière de traiter, au moins dans certains cas, le même
problème des ondes pour des bassins horizontalement limités :
non-extinction du mouvement par le bas.

1.7. Quand le canal, au lieu d'être indéfini dans les deux sens des.z?
tant négatifs que positifs, a sa section x ==o occupée par une paroi ver-
ticale, s'étendant depuis la surface libre jusqu'aux plus grandes pro-
fondeurs, et n'est ainsi indéfini q u e du côté des ,2' positifs, ou quand
on barre de même., du côté, par exemple, des x négatifs, un bassin
indéfini, par une paroi verticale occupant le plan .r==o, il suffit
d ' imaginer le canal ou le bassin prolongés de nouveau, indéf in iment , du
côté des'.z' négatifs où ils n'existent plus, mais avec une région et un
volume d 'émersion qui y seraient exactement symétriques de la région
et du volume d'émersion réels par rapport au plan de la paroi, pour
que cette symétr ie supposée des circonstances du mouvement main-
tienne, à tonte époque /, dans le plan x == o, même en l'absence de la
paroi, le f lu ide que celle-ci oblige effectivement à glisser sur sa sur-
face, et pour qu'elle assure ainsi la vérification par ce fluide, dans le
cas où la paroi n'existerait pas, de la condition, que son existence en-
traîne, d 'annulation de la composante normale de la vitesse. Donc le
problème pourra se traiter comme dans les cas précédents où le canal
était sans extrémités et, le bassin, horizontalement indéfini en tous
sens, mais avec surface et volume totaux d'émersion comprenant,
outre les surface et volume d'émersion vrais, leur image vue à travers
le plan de la paroi comme miroir. Et la reflexion du mouvement par la
paroi se trouvera ainsi remplacée par la propagation directe effective, dans
le canal ou bassin réels, des mouvements censés issus de l'image, qui se
superposeront aux mouvements directs analogues émanés de la vraie
région d'émersion et non encore sortis du canal ou du bassin effectifs.

( l ) Les parties précédentes de ce Mémoire viennent d'être résumées dans trois Notes insé-
rées aux Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences ( L CL, p. 491 , 377 et 655 ).
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18. Le même raisonnement ramène encore le problème au cas d'un
bassin indéfini, avec surface et volume d'émersion quadruples des
vrais, si l'on introduit dans le bassin une seconde paroi verticale per-
pendiculaire à la première, nouvelle paroi dont le plan, assimilé tou-
jours à un miroir, donnera, en arrière d'elle et de son prolongement
au delà de son angle avec la paroi précédente, encore une image tant
du bassin effectif que de son image à travers cette première paroi. Car
les deux nouvelles images ainsi introduites se trouveront symétriques
aussi par rapport à celle-ci; de sorte que le phénomène, dans le bassin
indéf in i» comportera deux plans verticaux rectangulaires de symétrie,
susceptibles dès lors de limiter le f luide à la manière de vraies parois.

Et si la seconde paroi, au lieu d'être perpendiculaire à la première,
fait avec elle un angle égal à la n1^ partie de quatre droits, mais que,
de plus, le volume d'émersion soit symétrique par rapport au planbis-
secteur de cet angle, il est clair que n volumes pareils d'ômersion,
dont l'un sera le vrai, régulièrement disposés, dans le bassin indéfini,
tout autour de l'arête verticale suivant laquelle se jo ignent les deux
parois, amèneront, par raison de symétrie, de part et d'autre du plan
de chacune de celles-ci, l'annulation en tous leurs points de la compo-
sante normale de la vitesse, comme si ces deuxplans limitaient effective-
ment la masse fluide et la réduisaient à ce que contientleur angle dièdre.

19. Mais qu'arrivera-t-il si n devient infini , ou si les deux parois
verticales sont parallèles, qu'elles se trouvent, par exemple, construites
suivant deux sections normales, x = o, œ = a, d'un canal à une dis-
tance donnée a l'une de l'autre, la région cylindrique d'émersion étant
d'ailleurs quelconque entre elles. Concevons alors qu'on prenne suc-
cessivement, dans le plan longitudinal des xz, un grand nombre ik
d'images de l'aire effective d'émersion, savoir, les deux premières,
symétriques de cette aire effective d'émersion par rapport aux deux
parois, puis, les deux suivantes, symétriques de ces deux premières,
chacune, relativement à la paroi par rapport à laquelle son image n'a
pas encore été formée ; et ainsi de suite, jusqu'à deux dernières, cons-
tituant le Â:1^'couple d'images, restées sans symétriques, chacune, par
rapport à une des deux parois, mais qui se trouveront évidemment très
distantes du bassin donné (compris entre ces deux plans x = o, x = a\
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Si l'on supprime alors les parois, en rendant le canal indéfini des
deux côtés des x tant négatifs que positifs, et si l'on adopte comme
aire totale d'émersion l'ensemble de l'aire vraie et de ses 2^-images,
le défaut de symétrie des causes du phénomène, de part et d'autre de
chaque plan de paroi en particulier, ne tiendra qu'à l'existence de celle
d'entre ces deux images éloignées qui manquera de symétrique par
rapport au plan en question, mais dont il est clair que l 'influence dans
l'intervalle des deux plans devient insensible, en raison de cet éloi"
gnement même, à mesure qu'on prend k de plus en plus grand. Donc,
ce qui se passera au sein du fluide indéfini , entre les deux abscisses
x == o, x == a, différera aussi peu qu'on voudra des phénomènes qu'y
offrirait le canal l imité, pourvu qu'on fasse croître suffisamment A\ Et
il est inévitable, par raison de continuité, que les solut ions précé-
dentes., soit en série [formules (5) et (6), ou même (9) et (lo)], soit
sous forme d'intégrale définie (n0 1.1, p. 29 et 3o), subsistent à la l imite
k = co, de manière à embrasser ainsi le cas d'un canal de longueur finie.

:20. Effectivement, cherchons ce que devient alors l'expression (6)
de la dénivel lat ion initiale/^ (p. 20), savoir<4»> /,,,=y'̂ = ;̂̂ ^^r;̂ ^-,
où/^y-j- R) est maintenant une fonction périodique, de période 20,
et a valeuç moyenne nulle (comme on a vu à la fin du n° 2, p. 12).

Reconnaissons d'abord que cette intégrale reste f inie et déterminée,
malgré son champ d'intégration devenu inf ini , et sans même qu'on
ait besoin d'annuler la valeur moyenne de/(^), que nous appellerons
plus généralement M. En effet, dans les éléments de l'intégrale qui
correspondent aux grandes distances /' == ^/^-(-(i; — x)\ comme sont
notamment tous ceux où ± R est très grand, le facteur-^ ou ,„ _^ ...?
peut, avec une erreur relative négligeable, être censé constant sur
toute l'étendue d'une période 2 a; ce qui permet d'y remplacer, sous
le signe /, /(a? -4- R) par sa valeur moyenne M. Ces éléments devien-
nent donc Md arc tang -^ différentielle de signe invariable quand R
croit de — =c à ce. Or ses valeurs on t en tout la somme T: M.

Ainsi l'expression (4o)de /^, même dans l'hypothèse de M différent
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de zéro, ou en ajoutant les valeurs absolues clé ses éléments, reste
finie et déterminée, malgré une valeur alors infinie de l'aire d'émersion.
Seulement la dénivellation initiale h^ ne s 'évanouirait pas aux grandes
profondeurs js, comme elle doit le faire, si la moyenne M n 'é ta i t pas
nulle. Car, aux points (^, s) très profonds, les distances r sont
constamment assez grandes pour permettre de remplacer, dans tout le
champ d'intégration, f(x + R) par sa moyenne M ; et la formule (4o)
y devient, à une première approximation, À o = = M . L'évanouissement
asympfotique de h^ pour z infini est donc assuré dès que M = o.

21. Dans le cas analogue d'un bassin indéfini en tous sens, avec
volume d'émersion s'étendant sur tout le plan des xy et composé de
parties limitées dont toutes auraient la même ordonnée moyenne M, cas
où la formule (7) (p. 20) donne

. / , ^ , _ i r z d m _ _ r ^ d w r ^ z /(.r-hRcosco, y 4-R s inco) R rfR(4i) h^^j^^ ^ -—————————^—————————,

on pourra de même, aux grandes distances r == \/s2--{-R2 du point
(x, y , z ) pour lequel on évalue h^ regarder lefacteur-^ comme constant
sur l'étendue de toute partie limitée du plan des xy où la valeur
moyenne de/^î;, Y]), ou de/(^+ Rcosco,j-4- Rsinœ) , sera ainsi M.
Alors, hors d'une première circonférence ar.Ro, décrite dans ce plan
autour de son point (^,j) et sur laquelle r aura déjà une assez grande
valeurro ==v^2-^R;;, la somme des éléments de l'intégrale s'évaluera
encore, très sensiblement, en remplaçant par M le facteur/(S, "/]); ce
qui, vu finalement la relation RrfR = rdr (qui résulte de s2 + R2 == r2),
donne en tout la valeur approchée, finie,

• r^du f^MR^R .- r^Hr zM

J. ^^————^^i^^^'

Donc l'intégrale totale reste encore finie et déterminée, malgré les
étendues, devenues infinies, tant de son champ que du volume
d'émersion.

Et elle satisfera toujours à la condition exigée de s'évanouir aux
grandes profondeurs ,3, pourvu que M se réduise à la valeur zéro.

En effet, r^ y est, alors, déjà très grand, égal à s même, quand on y
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prend Eo = o; et l'expression complète (4 i . ) de Ào devient ainsi , avec
erreur absolue inf in iment petite pour z i n f in i ,

r^ci^ V^MR^R ,, (^dr ...

^ .̂/ ————^^i ^=M?

de manière à faire évanouir asymptotiquement Ào si M s'annule.

22. La formule (4i) s'appliquera donc, en particulier, à un volume
d'émersion périodique, composé, par exemple, de parties à bases ou
rectangulaires, ou triangulaires équilatérales, ou hexagonales régu-
lières, égales et pavant tout le plan des xy, avec symétrie de deux
parties contiguës quelconques par rapport à leur plan vertical de
jonct ion. Cette symétrie par rapport à certains plans se réalisera dès
lors aussi pour Â() et annulera évidemment la dérivée d e A y suivant, leur
normale; ce qui permettra de transformer, si l'on veut, ces plans, en
tout autant de parois verticales.

On aura ainsi çxprimé les dénivellat ions initiales ho pour des
bassins de profondeur inf inie , mais complètement limités suivant tous
les sens horizontaux. Car, d'après ce qu'on a vu aux n08 3 et 4 (p. i3
et 17), le calcul séparé ou préalable de Ao se ferait alors en intégrant
l'équation indéfinie A.^/iQ=Oy de manière que ^ o ^ / Ç ^ ^ v ) pou r^==o
et sous les deux conditions, analogues entre elles, —== o aux parois

verticales, —==o à la paroi inférieure (horizontale par exemple)
^==00, c'est-à-dire sur le (ondy où est d'ailleurs censé régner ici le
calme. Et le volume d'émersion pourra encore, dans certains cas,
notamment dans celui d'un bassin rectangulaire, y être quelconque,
c'est-à-dire dépourvu de tout plan de symétrie.

23. Une fois la dénivellation initiale Ao déterminée, par les relations
(4o) ou (41)5 soit pour un canal ou un bassin indéfinis, mais ayant
leur surface supérieure composée de parties restreintes à ordonnée
moyenne d'émersion nulle, soit pour un bassin l imité par des parois
verticales, la formule (5)deMac-Laurin (p. 17) s'applique et en déduit
encore les expressions (9) et (10), ou ( i5 ) et (16), de o et de À. La
raison de continuité invoquée à la fin du n° 19 (p. 39) permet d'em-
ployer aussi, dans ces cas limites, ma solution constituée par les for-
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mules (18), (19) et (20) (p. 29), où la fonction auxiliaire F(.r, y, z)
n'est autre encore que la dénivellation initiale /?o. Aux grandes pro-
fondeurs s, o et À s 'annuleront asymptotiquement comme h^ F et leurs
dérivées, tant en vertu de (5), qu'en vertu de (20) et (18).

24. Mais une particularité propre au cas d'un bassin ou limité, ou
indéfini et comprenant, par exemple, une infinité de concamérations
périodiques, consistera en ce que le mouvement nés y éteindra pas pour
t infini. D'une part» on conçoit que la durée des mouvements sensibles,
aux endroits peu distants du centre d ' une région d'émersion très
étendue, croisse avec les dimensions de celle-ci; de manière à pouvoir
devenir in t ime quand ces dimensions le dev iennen t et quand, d'ailleurs,
les parois, s'il y en a, sont censées immobiles^ ou, l'atmosphère super-
posée, maintenue à une pression sinon nulle, du moins invariable.
D'autre part, si le bassin est limité latéralement, l'énergie de mouve-
ments produits par émersion et toujours insensibles aux grandes pro-
fondeurs.. ne peut s'y dissiper vers le fond en quantité appréciable, à
travers les sections horizontales du bassin qui y sont de grandeur restreinte.

Par suite, en raison de la non-participation des couches les plus
profondes au mouvement, le fluide (censé parfait) contenu dans un tel
bassin est assimilable à un système élastique, fini (en étendue), de
points soumis à leurs actions mutuelles simples fonctions de leurs dis-
tances. Or, on sait que le petit mouvement le plus général d'un tel sys-
tème se décompose en vibrations pendulaires et synchrones, c'est-à-dire
produites simultanément (sans différence de phase ou sans propagation)
dans toute l 'étendue du système. Ces vibrations on oscillations s ^.pçellmt
des clapotis, quand il s'agit d'une masse liquide; et leur ensemble cons-
titue une agitation indéfiniment persistante. On sait que/dans chaque
clapotis simple, quand la profondeur est inf inie comme ici, la coor-
donnée verticale ^ n'entre, dans les expressions du potentiel o et des
petits déplacements (comme la dénivellation À), que par un facteur
exponentiel, de la forme e^3, beaucoup plus rapidement évanouissant,
pour z assez grand, que les facteurs, inverses de s ou de z\ figurant dans
les .expressions (38) de h (p. 36), relatives aux dénivellations qui se
produisent sous un corps émergé d'un canal ou d'un bassin indéfinis.


