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SUR FÉOUILIBRE
DES

PLAQUES ENCASTRÉKS'^:

PAÏI M. Aimnm KORN..

Dans ce Mémoire nous al lons résoudre le problème propose (l'une
manière générale pour un couleur quelconque, soos la seule snpposi.-
(.ion (jiul (ïoss^lc îui e i s î i c i i î î de. ses poinis iiiK1 l.aîi^'enl,e unique cl un
rayon (le cou rhsa re bien (lel^rrnirie cl (lificri^nl., ( 1 ( 1 zéro.

Nous nous servirons de la. ntélhode des approximations successives,
ei nous résoudrons d'abord a raidc de celle niélhode le problème sui-
vani :

Trouver deux f onctions U cl V continues avec leurs premières dérivées
à ^intérieur (lu contour G" et satisfaisant aux conditions :

(0)

Q <

^ J ^ r
1 ) - - ' ^ T y j ,

i ô rV -= ~ — — /
'Â'K OX jt/ t

AIJ^:--^
•27r

AV-.-—
•^71

^f/^>
— 1 /IO^-A).̂y J, /'
/^V ^ U \ , f ,— lo^- d(,)
\()^ ()y ) ^ r

/ôV ()U\. ï ,
-r- ~ —— ) log-aci\<Àr ^y/ " r

à l'mlôneur,

au contour a,

( ï ) Mémoire couronné par l'Académie (les Sciences (Prix Vaillant, 1907).
A nu. /'.c, /\orm., ( .^) , X X V . -~ I)(-;(.i';Mi!rti-; 1908. G'J
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ei à la condition que

A. K O R N .

ô\ àU
Ôx ôy

soit harmonique à l'intérieur de o\

Ce problème résolu, on trouvera sans diff iculté que les fonctions

:3 )

TT ' ô r (à^ ( ) u \ , 1 /u ^= U — — — 1 —— — — lo^- d(,},
27r ôy J . \()-L- ôy f ° /•

v x ^ /7(}v à{]\ , ! /^ =: V -+- —— —— / „ Jog-f/G)
îîTr y^,y. \ (}-y à y J r

sont les dérivées d'une fonction 'p(»T, y ) :

<?9 )

w ôx

ÔQ

^y

i r / à i ] ()v\. i ,, cp -=:—- —— 1 ———-{- -— lo^-^/r,),•27r,7 \6>.z- ^^y 0 /•

satisfaisant ti l 'équation

/^ ^9(5) ^+^6^9 ^^-P ^'"Ç—^ 4, a --~~J-~ 4» -—L —. f ^ i inlérieni,
Ô.jc* ()x~ ( ) y 1 ( } y 1 v 9

et aux conditions limites

(6)
o =:o

<)o
^=0 au contonr o-.

Quant a la fonction donnée f(x, y), nous la supposerons f i n i e et in té -
grable et telle que

(7) A^/j(^r7^:~::—^/ ( 1 ) .

( 1 ) Cette condition sera rernpiio, par exemple, si/ 'est continue (on continue par inter-
valles), de manière que. pour deux points f el, 'A quelconques (lu domaine fou d o s e s
nUei'valles) (loni nous désignons la distance prir /'la,

( 7 ' ) 1/2 —/i I = consL f in . /•^ ( À > o).



SlIK S. EOUILU!!^ DES PLAQUES ELASTIOÎT.S K.NCASTKr.ES. ^1
Dans les Chapitres 1 et II, nous donnerons la solution générale du

problème et nous démontrerons que ce t t e so lu t ion est unique ; nous
ajouterons qudques remarques e,oncern;iiî( le cas où. le conloiir n'est
pas de courbure continue, par exemple pour le, cas d'un contour rec-
tangulaire.

Dans le Chapitre III, nous nous occuperons d'un problème hydro-
dynaîinque tout à fait analogue au problème propose, du problème
d'équilibre d/un liquide doué de frot tement au cas de deux dimen-
sions.

Nous terminerons ce Mémoire, par un aperçu, sur les mêmes pro-
blèmes dans l'espace à trois dimensions.

CHAPITRE PREMIER.

APPLICATION DR Ï.A MÉTHODE DES APPIWXÎMATIONS SUCCESSIVES ;

.LES IINTEGHALES ly.

1. Pour résoudre le problème (i) et (2), nous nous proposons de
trouver deux fonctions U et V cont inues avec leurs dérivées premières
à l'intérieur du contour o- et sat isfaisant aux condi t ions

(8)

(9)

h F intérieur de a,

au contour o-,

en désignant par A un paramètre réel, et à la condition que

ày__àU
àx à y

soit harmonique à l'intérieur de a.
Nous formerons successivement les fonctions U/ ,Vy (/===o^ ï, 2y ..,)
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définies par les équations suivantes :

i ... î <^ r / . , ï
( i o a )

(10 ^)

(n a)

\
(n 6)

^=-^^.[flo8L•dw

A V - I <) r^^---iï^j/
A(J,=:o
AVy=0

rv.v ^ — —

Uo == o
Vo=o

1

2

* " ^27T àxj.^

- i

r —

à r
^ à . y J ,

< )g" — du

au contour a

== j , 2, ... à l ' intérieur de cr;

Y^v^.. du^,
\ ^^ 6?y

Y^V^ ^[J,,..,
\ ^^ ^/

a rinié r ieur ck

5

) 'og^^

) lo^'-;^)

^ \

j 7 27T: Ô^J^ \ ÔX

i ( /==i, 2, ... au contour o").

Il est évident que les séries

U=r:[Jo+ÀUi4~P[J2-4-.. . ,

V=:Vo+XV,4-PV,4- . . .
( 1 2 )

seront les solut ions du problème (8) et (9), si 1/on [Huit d é t n o n t r o r I;
convergence absolue et u n i f o r m e de ces séries et de leurs dérivées
premières dans l ' in tér ieur du contour o- et la propriélé de

^v _ (W_
()^ ôy

d'être l i a r m o n i t j u e à r in imeur d t * cr.
Nous démontrerons ces proposi t ions pour le cas où

(13) | À =;l.

Le cas spécial

(14) À=:i
nous conduira aux solutions

U=Uo4--Ui+U, •+-...,
V- :Vo- i -V,+V,+. . .

du problème proposé (i) et (2).
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l'OINous examinerons d'abord les propriétés des fond ions succes-
sives Uy, V j et surtout, les inlé^-rales

( -6) i^nY^^^j^-^^-^y'^JJA ̂  .̂r 7 \, à^ ày ]

pour lesquelles nous dYmsontrerons dans ce, Chapitre, les isse^al i tés

(17 ) ly^ consl. fin. L7,

OÙ

( 1 8 ) o - : L< ï .

2. Pour examiner les propriétés de, conî imi i le des ronchons succes-
sives [L, V, et de leurs dér ivées, rappelons (Hieinue.s théorèmes connus '.

1 ( 1 ). Les premières dérivées d'un pôle ni ici

- /•i
V -= E lop; ~ </^),

^/c^// /a (lensifd li ^.v/ supposée, //f/i'c et i i i l é ^ r a l î l e ^ son.l confi/iftes de ma-
méf'e (lue, pour f/ei/.î' poi/ds i ei '2 du pldfi ffucico/ulues do/il nous dési-
gnons (a distance /w r,^

^v
J7/' , . . co i i sS . lin. lïidi x. ;(hs. E/^,,,,< ) / { i \

ou À esl un nonil/re posuif (/ueleofKpie s a l i s / d i s a n t à Finén'dUté

<-> -C ^ -< i ,

é'/ ou la e o n ^ l c i / i l e finie ne ( l é i ) e n d fine du f'offtof/.r cr el du e/ioix de / ,
A dé^iiï.ncinl (ine dire 'lion (fueleofffnic ; on (Mirci tou/ofif's

()\
'(Th.
—,- ,.. ( 'ortsi. î in. inax. ai) s. fi^,
()h

où la eonslarUe flide ne dépend nu.e du contour cr»

( ï ) ( J f . A . K,<)I(N, ( f l i . f . < î i ' su ( ; l i i i / i ^< ' n . zu.r ull^'ni.eisuîu 'ff'/Kîoi'ia (/ee Pote/i lUt-Uî voit BLà-
cficfi (uni fïànitK'n ( SUzn.n^sfn'rn'./il.c f/<'r l ' i ayc r i sc lu i l i . /(kndeime <lcr iViafîerischûften.,
t. XX.XVÎ , 1 <)()(>, () '-»/')). On tronvof 'a dinis co Moinoiro lo llicorèrno analo^iie pour l'espace
à Lrois ditiKiiisiolis. ^ oir aussi moit Ml'îlnoiro Stir les équations de i'élastloité {Ânn. de
L'Éc. Worm., 3e série, t. XXIV, 1907).
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II ( ^ ). Les secondes dérivées d'un potentiel

•y =-- ^Elo^/r,),

rfo/<?/ /a densité E es/ supposée continue de manière que, pour deux points \
et 2 de a» quelconques dont nous désignons la dislance par /•,,»,

1 E..!—EI | ^Ar^ , A représentant u n e constante f i n i e , o < ?. < i,

.w^ continues et à ^intérieur et à l'extérieur de c^ de manière que, pour
deux points \ ci 2 quelconques de l'intérieur et deux points î et 2 quel-
conques de l'extérieur de G- dont nous désignons la distance par r,^

\\ 6^V ^V
àh~ô1t'

= (const. ( i n . A + const. f in. m;<x . abs .E) / -^ ,à h ôh1

ou les deux constantes Jimes ne dépendent que du contour rj a du
nombre^, h et h' désignant deux directions quelconques; on aura tou-
jours

r
^ ..̂  const. f in.A4- const. fin. m;»\. ahs.E,

(PV
ôTTôTi'

où de nouveau les deux constantes finies ne dépendent que du con-
tour <j et du nombre À.

III ('). SoU 0 une fonction quelconque continue sur le contour rj dont
les dérivées premières sont continues sur Œ de manière que, pour deux
points î et 2 de cr quelconques dont nous désignons la distance par r,,,

abs. àQ_
ôa

à6 I ^
— — > ^ Ar71.àa ^ - 1 - A représentant une constanle finie, o < ?, < i;

alors la fonction harmonique 0 de l'intérieur de rj possédant /^ valeurs
Imutes 0 au contour a aura des dérivées premières dans o. continues de
manière que, pour deux points î et 2 quelconques de œ dont nous dèd-

( 1 ) A . KOHN, Ibid., p. '2-2.
( 2 ) Ib., p. 19; la constante V f igurant dans co tticorème peuL être posco = À.
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gnons la distance y/ar r^,

ô0_
àh

ÔO
Wiaê)s. ;: (consl. fin.A. 4- consl. fin. in;»x. abs.ë)/*'^,

où les deu.v consldu tes /mies rie dépendent nue (lu contour cr et (lu
nombre À, // dessinant a ne direction (me /connue..

Les fonctions Uo, Vy déf in ies par les équations ( 10 a) et. f io />) auront ,
en raison des théorèmes 1 et, 1 1 1 , des dérivées premières eonhimes
de manière ( jue, pour deux, points i et '2 de (o quelconques dont noiss
désignons la distance par /'^,

( 1 9 )
ai)S.

;« i ) s .

<V/
^Vo
^//

<^
<)//

<)v"
( î h

consl. (in. max. at)s.y/'^.^,

consl. fin. ni înx. abs.y/'^ ,

où A est nn noinln'e j)osit i f quelconque satisfaisant a riné^alhè

( 20) o -< ^ <; ï ,

et où la constante finie ne dépend que du contour rj et du choix de À,
h désignant une. direction quelconque.

Déplus, il est év ident , en raison des équations (10 a) e t ( ï o A ) qui,
définissent D(,, V<», que la fonction

^o_^,
àx à 'y

e s t ,11 a r r n o n i ( j ( s e à 1 ' i n t ('' r i (k 11 r de cr ( k

^Vo <)Uo •onsS. fin. max. ahs./,( 2 1 <)y

la constant<1 f in ie ne dépendant que du contour G".
On déduira mainlenant des équations ( 1 1 a), (n A L qui définissent

Uy, Vy ( j -= i, -2, . ..) \\ l'aide d f ^s j l iéoréines 1.1 et III successivement,
que pour un j quelconque fini les fonctions U / et Vy auront des déri-
vét^s premières continues de manière, que, pour deux points ï et 2 de oo
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que lconques dont nous désignons la distance parr^?

(^)
a h s.

l ̂
ï , ôh

^
ôh

(XI,
'̂

^
6^

^ C / rnax . abs./r^ s
>

^Cy rnax. abs./r^ |

où la constante Cy est f in ie pour un j f i n i quelconque e tnedépend que
du contour cr, du choix de X et dey.

De la ineine manière que Vjy Vy (y == i, 2, ...), les fonctions

^ _ ÔV^ ^Vy (MJy
^^. ^y ^ .̂ ^y

sont harmoniques à l ' i n t é r i e u r de G", et l'on a

(23)
(JVy <)[Jy

àx (}y-
J- ^c/ max. abs.y,

où la consl'anle <"/• esl, finie pour uny'fini <{uelconque et ne dépend, que
du conlour T e( dey'.

3. Fonn o n s i (^s i n terrai es

w ^^n(^^W^?--(^\\^
./„ LV àx ()f ) \ (),v <)y 1 \

alors une transformation de Grecn ( ' ) nous donnera

i._ r\ n l ' ^ (^j àv/ à (<)\j ^u,\-|
/ '" "^ ( J 1 ̂  \'^ "^^ "' ̂ ' \^ ~ ^7yfJ

-.v.f-L^+^U^f^-^li^
L^7 \ àx ôy ) <).r \ ()x ày ) \\

r „ \ ( ^ j àv/\ , (< ) \ j ()V.\ , ,1
• » • u/ —— -t- ~T' cos((^a;) — -—/. — —— 1 cos(cy)Jo L\ {)x ^ ) ' \<)œ ày ) ' J 'J

„ [' fàVj àVf\ , , fôNj à\Sj\ , ~\} ,
-1- ̂  L(^ ̂  -ày-) ctis{vy) + (-^ - -ô7) cos("a•)Ji rf^

( î ) Pour procéckir en loule r i gueu r , on fera d 'dhor f ] la t ra i i s formaLian pour rintogralely
étendufâ sur l ' in iér ieur d ' un contour ^ lout intér ieur de o-, et on laissera ff' s'approcher
indéf iniment de T.
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donc, d'après (i i <i '} et (i t ^),

i r( /rfL), à\,\\ ^. r/ '^_l_^^A_l^lo^-'^c<>s(<^r)
^•^"^..^t \ r f^ ''7/r\'| <).r.l,,\ àx ày ) • '•

t ) r / ' ^ ,^ . <)U,-ï

en (Icsisiiant |m' v l;i iioriii;<lc inlcr'K'urc de v, on, î» l ';ii<l«- <l'"ix1 nou-
vellR (ra<islorm;t( i (»r> de (jirecii,

(9,5)
••/,)V, ^U, \ / ' ^V,l .-ff^/

' . L \ à.vô.r <)y f ' ()•'••
^\ ̂ .

<>.r 1

De œllc idciilil.c noils coridiirons, < - ) i nous servant, de l'inc^dil.c de
Schwarix,

c / <w, <) (iy \î ̂ , r ( <^^ _ <^_i \ " ̂ ,
<)r î ' .L\ <)•'; '^ '( ' ( < ) v j

J \7Tr

•/"y^ - •w'•\',l„„'d <)v 1

donc

(a6)

Si nous [ X H I V O I I S d e i n o n i r o i ' l ' i i ie^ 'a l i tc

r ( . ) \ ,̂ _^-.)\/.,^(^+---,̂̂  ^y / ' J,,' '^ ^y(27 )
1 - ̂ Y/A,,,

où la constant,»' f inie c ne dépend que du contour T, on aura

(•28)
( ^L.l,-,,

où L est. un nombre positil" sal.isl'aisaiit, îi l'ine^alilé

(29) o-Lo
^n«, /;•(.•. A'."™., ('',), K X V . - l)ii<-KMi"n. ri""-

68
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et ne dépendant que du contour Œ. Alors on aura, en raison de (26),

Î^L.I/.-i
et

(3o) L^loly:; consL f in . ( m a x . abs./)2!^,

où la constante f in ie ne dépend, que du contour cr, n u l l e m e n t de y.
Nous n'avons donc, pour d é m o n t r e r l ' i n éga l i t é impor tan te (3o),

qu'à démont re r l ' inégalité ("27), ce que. nous ferons dans le numéro
suivant.

4. Nous démontrerons l e l e m m c suivant :

LEMME. — Soient U, Vdeux fonctions harrnomques de l' intérieur co dea~
dont les dérivées premières soient continues de manière que, pour deux
points î et 2 de co quelconques dont nous désignons la distance par /"^,

0 < À < ! ,

,„„. \
„„.,.;

ai]j/r
()V
àk

,-
.."

ai]
ôh
âV
ôh '

» co î i s t . fin. /'^

^ consl. îin./'^
(3 i )

( al)s- i | ̂ , |, | àh |i <

h désignant une direction c/uelconqua, cl, supposons

.{(^)"-1-
alors on aura toujours

'àV àUYf(. , „ ( ' ( ( ) { } ()VY. dw^c 1 — -h — dw,àx àv ! ' / \ cÀr ^î '(33)

où la constante finie e ne dépend que du contour Œ.

Voyons d'abord que l ' inégalité (33) est vraie pour un cercle de
rayon B a y a n t sors centre dans l'origine. En raison des supposi t ions (31),
nous pourrons représenter les fonctions

<)V ai] 6>U ON
ûx à y ôx à y
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en séries iTi^onométriques :

àV àU ^ . . , . .-, . .
~ôx ~ <h~ ~ ^ / r / (A/ cos/? ^ B/ sm^*

(34)

en posant,

(35)

__ -^ -— - /\^.4,_ \ / / • • / ( A . y s in /<o — 1^- c o s / c p ) ,

( ,r' "~~- /' cosa),

( y --: /• s i î i cp,

où les A.y, Bysoni (les eonsiantes en ayais i e^'ard a ('k> ) e( aux identiiés

^
j^

f)

Th^

leinra (\c

L
L

f()V
\^
f()V
[^

(<)\
\~àl-
(< ) { }
\<).ï

(R}

'\r
fW

~"ùy,

W)

(W\

< > y ^
<)V

<>y i

\- <)
) "~~^

)-.+^/ - <),,•

^^-.j^
N 2 , y) dw - 2<

(
(
/

/

()\\̂+

(){]
</r "h

TT

9. /' -1- ^

TT

9. / "1- '--S

^v\.^J
^")^r y

H 2y-4

HV-* -2

;• (lans l'i

(Aj+!{j),

(AJ+I^)+

iil^l'iciir

TTR 'AS;

donc

(37)
r f ô N ()VY -,/Y^17 f}v\<^

la constante c est pour le cercle es'ale à l 'unité.
I^rocedons m a i n t e n a n t a un conto'sir cr quelconque, sous la seule

s u p p o s i t i o n qu ' i l possède ( in c h a c u n de ses points une tangente unique
et ( î i s rayon de courbure b i en d é t e r m i n é et d i f F é r e n t de zéro. I l est tou-
jours possible de t rouver une t rans fonna t ion ( ^ p a r laquel le l'inté-

( l ) M. S^incdrc s'est servi do pi»roilles transforma! ions (hms son Mémoire : La méthode
de Neu.rnann cf. le probU'mc de f î i r i c / l i c t , ( /ïcta rnalfiefn.ntfca, t. XX, ifS'gî). On ne saurait
()as tonjours l.ronver cns Irsinsforinniions (liins l'csimco d trois dimensions, niais eôs difiï-
eu \\('w n'existent pas dnns le pl;ui ; l'oxislonce de ces transformations dans k1 plan peut
être ri^ourensomont (iémontrc^* (A. KOHN, fx/irbach dcr PotefUiaUheorie, II, 6** l^artie ;
Ferd. Dummier's Verl<i^sbuchhandliing, Berlin, 1 9 0 1 ) .
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rieur de o" est transformé dans l ' i n t é r i eu r d 'un cercle 2 de rayon fini R
dont le centre est situé dans l ' in té r ieur de a-, une t rans format ion

(38)
X=:X(.:r,j),
Y=Y(.^y),

jouissant des propriétés suivantes :
X et Y sont des fonctions de -r, y con t inues avec leurs premières

dérivées à l 'intérieur de G", et les premières dérivées sont con t in nés de
manière que, pour deux points i et 2 de co quelconques dont nous dési-
gnons la distance par r^,

àX
àh
àY
ôh

o\
ôh.
(H.
1)h

^ con st. fin. r^,abs.

abs. j
(3g)

^const. fin. /'^,

où X est un nombre positif quelconque sat is fa isant à l ' inégai i té

(4.0) 0 < À < [ ,

et où la constante .finie ne dépend que du. contour o- et du choix de À,
h désignant u n e direction quelconque.

oc et y sont des fonctions de X, Y contimies avec leurs prennéres
dérivées, et les premières dérivées sonl. c o n t i n u e s de manière, que,
pour deux points i et 2 de û quelconques dont nous désignons la dis-
tance par r^,

(4i)

àx
àïi
à^
dH

ôx
"(M,
à^
<m.

abs. ^ con s t. f in . /"^,

abs. - ^const. f in . r^,

H désignant une direction quelconque,
àX àX (H àY . ,
J x ' J y ' à x ' 'ûy ne .Peuvent s annuler en même temps dans aucun

point de œ.
àx àx ôy ày , ,
JX' à y ' jx' 'àY no P^^^'11 s a n n u l e r en aucun point de û en même

temps.
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Chaque fonction harmonique de co esl transtormée en une l'onction
harmonique de, 0, et, r/rc rcrw.

La transformajion sal is fa isanî a toutes ces conditions esl h transfor-
mation conforme

(^ a} X- ! -<Y=- / (^+<fy) ,

OÙ

— F lijo^l,»-- ^ - ( - / i .v - r j i ) ^7
( [\ 2 ^ ) ^/>(' ,z1 -4- /j ) -= |" .r — a \- i { y — h )"| <? J " ,

a, & représf^nlani les coordonssces dîs. centre do S, ci $, "/[ les coor-
d o n n é (k s ( 1 e 1 ' ('t 1 c r si (ï î \ \ . r/o", 1 1 ^ 1 a d \\ \\ s i i ('î ( ,1 (..ï G r c e rs ( 1 ) d u c o î s i o 1.1 r o
corres|)ondant an {)oiiH, a, h (2).

On sai j , (ji ie œllo. (,raiisforni;iliori sal.islail a tontes les conditions
citées ci-d.essus, si nons siii)()osons, une s[i[)posi.l,iors Ots'on lail, dii
reste, [)onr toutes les investigations < le la j.licorie dsi potentiel,
qn^aiioune droi(,e- ne peut couper a dans un nombre indeiini de points.

Soient maintenant U et V deux, ionc l ios is harmoniques déco qui sont
transformées en deux (onctions 1 1 et V également harmoniques de û ;
supposons que 0 et, V satisfont a u x condi t ions ( ' i r); alors 0 et, V sa-
tisferont a de pareil les condit ions il rinte.rieur du cercle H; supposons
encore Pénalité C'i^); nods ne pourrons pas conclure qu'on aura aussi

( <)\' <n} \ —
^Ijx-^^--0'L

pan^e < j u e r e l emen t (lw t r ans fo r î ï i e d ' u n é lérnenfc dw de l'intérieur

( 1 ) L?» (lonsilé do Groon Hc est définie par l'équaLioo

/ !!,. lo^ -t d<j === \o^ —
Jn " /' w

poiir chaque ()oinl $, r; dn (T. si nous dési^rnjns p;<r îl la distance

(a, h ) — (^ '(^ ) .

(2 ) Cf. A. KOHN, Lchrhucit de r Poi.cntla.lth cor u^ II, p. 'J .̂
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de où n'est pas égal à ^/co, mais on aura

(43) ^co--/c2 A),

où

-©'-^y
est fini et différent de zéro pour tout l'intérieur de cr.

Soit C une constante choisie de manière que

VdV ()U ^\—L^-—— — —— -4- C du -=• o,à se à y !

et posons

.,„ , ()V àV ^ „ ( à\ f)V\()X. {àV à'V\()X ,
(46a) ^-^^^^^-.JY^-l^-X-'-d-Y;^--^

,,,,, (^U àV (àU ()V\âX /^V ^ÏÏ'\ <?X „,
(46&) ^ + dy = ̂  + <7Yj ̂  4- V^X - ÏJY; Jy =:l1 ;

alors on aura, pour l 'intérieur du cercle S,

àW „ ^
dX '''"" ^Y 7

(47) 1 <jy ___ _ à^
i ^v :''~' -TV-;( ÏY "^""^dX:7

(48) f^^r^O,
^û

et l'on conclura comme auparavant (p. 5^9)

(49) f<ï>2^ f<ï>2<:/^^ ^ y^/o).
Û ^û^<;2 ^Q

L'égalité (32) entraîne l ' inégali té suivante :

r / à y _ _ <M[\2

^v7^ "^yj
r/àV àW

dw ;; ^ <3D2 </^,
!»-/ y.k

(x'(^-^y—x—'^"3".
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si nous désignons p^ï*^' le maximum de P. D'autre part, on a

(5•) /^«r^+ ̂ '•'-
si nous désignons par g ' le maximum, de —^ donc

/ . , rfàv âuy , .. r/w ()VY ,
(;)2 | „ dr,): ( • f —— -+- —— ,̂),J^\(}^ ày ) J^y^^ ^y )
où

(53) c ^ ^ '

est une constante (inie ne dépendant (|ue du. contour Œ.
(L Q. F. I).

5. Pour démontrer l'inégalité f^^ ' ) , de laquelle nous avions besoin
pour arriver an résultat(3o^ il nous reste a. prouver que les fonctions
successives U^ Vy satisfont à la condition

.,.. n^j < ) { } j \ i( 54) f —— - - -— ^) - o.
.A.» \ ^•z< ày !

D'après ( lo /^ ) , Uo et V\) s 'annulent au contour o"; on a donc

/Y ̂  - ̂  ) ^) - ri: Oo cos { v y ) - Vo cos (^)] ̂  =: o,
».. ,̂) \ ' ' ,' / •,' 3'

et l 'on aura , d'après (n A),

J^ _ ̂ J ,/,, ̂  ^[[j, cos(.j)- V, cos(^)| ̂ ,

/Y^v / ^ i î / \ , * rr / ^ [ ' ( ( ^ ' 1 ^ l î / ' \ i I // -—— — 7— ^» - : — 1 cos( v ) )— [ —-— — —,—— Io^- - ^/c.>
JoA(/r ^ / ''^^L ^.AA ^J7 ^>' / /'

^ / 'Y^V/-- ! <^^/-- i \ , I / 1 ,4-- cos v.r ) — / -———î — ——— lo^- - d^ (h,
^..AA ^; ^/ / "r J '

OU

fW_^)^^/Y^-^)^,.
J,<,v ^-c ^j / Jo, \ <À^• ^y /
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on trouvera donc en effet, successivement,

f/Wy à l ] / \ , , . ,
(—————)dw~==:o /--= 1 , 2 , .. .);,^\ ̂  dr /

la dérnonstration des inégalités (3o) est complète.
Nous avons démontré rigoureusement que les fonctions successives

V j , Vy défîmes par les équations C'io) et (i i) satisfont aux. inégalités

(^ î CM^i ^/V ( ^ J àl]/Y~] , - . . r r . - o , . ^ï /(55) l^yj(^+^4-(-^--^ J^^I,L.:,B(rnax.abs,/)-U

ozi B ^?^ ^//(° constante finie ne dépendant que du contour a et ne dépen-
dant nullement de j , et L un nom.irre positif satisfaisant à l'inégalité

o ^ L < i .

CHAPITRE II.

SOLUTION ( . É N É n A L E DU P î l O î i L K M S Î P I î O P O S S ^ POIÎK UN < K ) N T O n t t 0 OIJEL-

CONQri-:, SOUS !.,\ SEUIJ^ SUI^^^SITION Q U ' I L POSSÈDE D A N S C H A C U N DE

SES POSNTS UNI1; T A N C E N T K U N I Q U E ET U N H A Y O N DE C O U H Î S U K E P/IËN

BÉTEHMUNÉ S<:T DIFi - 'EHENT DE ZÉIIO.

•I. Pour tirer de (5;'>) des concl(îsioi is concernant la. convergence
des séries ( ï ! ) ) , nous înirons besoin des (.héorérnes soivanis, dont la
démonstration est: connue pour l'espace de trois dimensions :

1 ( { ) . Soit k une fonction continue sur a- de manière (fue, fiour deux
points î et •î de a quelconques dont nous désignons la. distance par r^ ( i ),

| /fg— A'! | ^A/'^, A représenlanL une coDstante f i n i e , o <; À << î ,

et posons
W= f^-^^Zl^;

Ja r

( ' ) Cj\ le iVIcinoire cité îniparavant (|). 533} .
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alors la fonction

W,= ^(w.+w.y^^^

<w/"a ^/f-y<7 des dérivées premières co ni innés dans tout l'inférieur de G-, de
manière (fue, pour deu.ï' points i ei 'i de o) (fuelconques dont /tous dési-
gnons la dis lance par r̂ ,,,

()W, (m, ^ ( c i A + c^ rnax. ;ibs. À - ) / - ' -àh ( ) h

ou c,, c., soni des eonslanl,es finies ne depen fani (fue d/f contour n el
de À, e/f désignant par If une direction (fueleofï(fne.

II ( 1 ). Sof/ 0 une fonction nueleo/Hlue continue sur G" de manière due,
pour deux poi ni s i ei '2 de cr r/iuï/co/u/ues ( 1 ) ,

^2 — ^i I 'A7 '^, A rc|»rcscnlanl nrK1 ( •o l ls î ,^<nl ( k linh1, o <; ̂  <; ï ,

/?/ ,y^</ 0 la fonction harmoninae de co ayani les rat eu î s limites 0 au con-
tour o"; alors Ici fonction

^ r(hï J,.71 Û^

sera eontinne sur a de manière (jue^ /^our deux points \ et, 2 de G" quel"
conaues dont, nous désignons la dis lance par /^,

1 .A—/i | ^ÊA -l- '̂ inax. abs. 0\ r^,

£ étant, un nombre posai/ qu on peuL c/ioisir aussi pelit (ju'on, veut, et en
désignant par c âne constante jlnle. ne dépendant que du contour a et
de À.

Les d^mons ind . ions ( l e ces Ihwrcmes sont a h s o l u r n e n t identiques
a u x ( l e H i o n s I r a l i o n s d( is (J léoreï ï îes analogues pour l'espace à trois
d i m e n s i o n s ; nous n ' avons qu 'a expliqiKT pourquoi , nous devons

( 1 ) Cj\ l(i Meinoiro cil,6 aui)<ir;ivanl ( [ ) . ')33;.
,•/////. /'//.•. .\orm., ( 3 ) , X K V . — DKC»..Mr.nK i()<)hi. 69
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poser, pour le plan,

A. KOKN.

/• ft 94 àî rf=6~ï ô^ 1 '
6 \og-dw ,

pendant qu'on doit poser

f^-'-^f^J TT ôv2 J r

pour l'espace à trois dimensions.
Il suffit, pour s'assurer de cette modificat ion, de démontrer le théo-

rème pour un cercle; l'extension à un contour cr que lconque , qui
ne suffit qu'aux condi t ions qu'il possède en chacun de ses points
une tangente un ique et un rayon de courbure b i en dé te rminé et dif-
f é r e n t de zéro, est absolument i d e n t i q u e à l ' ex iens ion du théorème
ana logue pour l'espace à t rois d i m e n s i o n s d 'une sphère à des surfaces
plus générales.

Dans le cas du cercle de rayon R, nous pouvons développer 0 en
série de Fouricr pour chaque point (^ ̂  ) de l ' intérieur :

e = ao 4" JE/ (ïr)(a/ ̂ ^ïi+ Py ̂ vyi ).,R

x == r, ces 91,
j== r, sinepi,

en posant

et en prenant l 'origine pour centre du cercle,
Alors, on aura

R2 R'V- (aycos /cp 4- pysin/y)TrV/.
VU + i ) \ p /

^/<
"lyû>

log' -du

-e-2
rc

à2

<)v2

TTOCo

f.

4-

0 1 c

71

2

3g

I;/(^
l

- dw
r "Trao;
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on arrive donc au résultat r e m a r q u a b l e que l 'expression

0 — ï ^ feioû'-1-^-^^" .LTT (S^/- / /•

est cons tan te au cas de la sphère, si 0 est h a r m o n i q u e à I1 in le r ieur , et
le théorème est démont ré pour le cercle; l ' ex t ens i on a u x con tours
plus f fénéraux se l a i t a b s o l u m e n t de la même m a n i è r e q u e , dans l'es-
pace à trois d imens ions , l 'extension du théorème analogue à des
Pi

surfaces plus générales.

2. No u s a 1.1 o n s d é s n o 111 r e r m a i n t e 11 a n I, ( [ u ' (.k n | ) o s a n t

(56) I>^-^' ' ô.r ôy

(57) ,I> =V/P^ /p/-

la série P est a b s o l u m e n t et u n i f o m m m e n t convergente dans tout
l ' i n t é r i e u r de cr et qu ' e l l e re.présente u n e fonc t ion continue de ma-
nière que, P0!!!" deux poin ts .1 et 2 de co qiudcon.ques,

(58) [ p ^ — p, [ , a m a x . nbs.//-^ ( o < ' Â < i ) ,

e-n dés ignan t par a une cons ta t s te f i n i e ne d é p e n d a n t que du c o n t o u r or

( e t du choix de A qu'on peut poser par exemple = = - ) •

La convergence de la série P dans l ' i n t é r i e u r de cr, à une distance
f in ie , mais aussi p e t i î e qu'on veut de cr, peut être tirée directement de
l'inégalité (55), d'après laquelle

f P] (h,) ;; consl. f in . ( max . at)s./)2!^ (o < S. < i).
«-Ai»

Car nous n 'avons qu 'a construire, au tou r d 'un tel point ( x , y ) sé-
paré de cr par une d i s t a n c e linie, un cercle de rayon R tout intérieur
de G"; alors on aura

p^,,.^)^^yp^



548 A . K O l i N .

où l ' intégrale doi t être étendue su r l ' i n t é r i eu r du cercle : donc

(59)

p.(-^)l^//lPJ^/^=^/^

f p j 1 ^ ̂  "^- abs./.V (o = A -==. \/L < i),

si nous désignons par r la distance la pins pe t i t e du poin t en quest ion
au contour cr, et par [3 une constante f i n i e ne dépendan t q u e du con-
tour cr. La série P est donc, en effet, convergente pour chaque point
séparé de cr par u n e distance f i n i e .

Mais cela ne suffît pas; il f a u t démont re r aussi celte convergence
quand on s'approche indéf in iment du contour cr.

D'après la définition (n) et la méthode de la moyenne ar i thmét ique
de M. Neumann , on aura

^ Lr^^r.)
(60) ^ ̂  /'

en posant

(6r) <F

y . '
7T

r/- ' n•' ^J,S

r^v,
J. à-i

^)V/.,
^ à.v

cos ( / ' ^
r

<HJ./- i
ôy

) ,
- da ~4-

\ i,.,,,1 10^

X,/,,

- </^),

où l f - s inf.éyr.iles ^(loivi-nt, ftfcre rendues sur (ous les (VIcKicnf.s^^, y;)

< 1 " co iKour^N, on X,,, X,, soul, d(>s foncl.ions coiilinucs avec leurs
prentirres dcrivécs, (le manicro (iac, pour deiix poiuls i et -2 <le co
quolconquns (lunt nous dôsignorts la distance par r.,,

(62) -•i
„,„.;

^X,,
d/i
/̂.,

()/t

.

2

rfX,,
()A

^
()A

/ = const . fin. max. < < b s . Py^, /•^ J

;îconsi. f in. inox . abs. Py_ir^ |
0<À<I ,

où la constante finie ne dépend que du contour Œ et du choix de À, h dé-
signant une direction quelconque. En efîet, d'après la définit ion (61 )
l i • • . 'W • (W '
les (Icrmies -^, -^ sont commues sur ^ de manière que, pour deux



r. <.S11K L^Ql i ïL IBRE DES PLAOl^S 5<L.\ST1011FS S ^ N C A S T I Œ E S . ,y | ()

points i: cl 2 decr que lconques dont l î o n s dés ignons la d i s t ance pa r r^ ,

abs.

abs.

(W, ^¥, . consl. l in. n ia \ . ; i l )s . 1^ , i r\
^

^F,
ôl

()W.n ^ ï -coi is l . iin. !tî;)i\. abs. IP,_i r^.,,
^Tj 2 ^

d'âpres le théorème 1 (p. ^3'^; on ( i r e , de ces i n é g a l i t é s , les inéga-
li tés ( ( )2) , à l 'aide du, théorème 111 (p. ^4 ) et des équa t ions (60).

ly'nitre i)<Trt ()—^ '_•z sont les fnnchons l iariïîoniî ines de l'exté-1 ' î ().£ <h'
<îW • <W •rieur possédant les valeurs l imites '-— •> -^ au con tour a; on a donc

aussi, d'après la méthode de M. Neumann,

(63)

â^
<)y
à^,

'h -i- Y

ôx

i r (W j (•(>s_[/-^
TT ,./^ ^ ^'
ï.. r^^^^-^y,
n.)-. <)'c. r^Ja ^

;i l ' c x i é r i t ^ m 1 (ie o",

où les fonclions Yy, , Y/, jouissent des mêmes propriétés (62) de con-
tinuité a rexîér ieur que les fonct ions Xy,, Xy, à l^inlérieur de Œ.

A l'aide du théorème II (p. ^3/i , e ld^-s inégalités (22), on s'assurera
facilement de la validité des formules

') f^^^J^l,/±
^.

<).
^.

C
i,

ô^j
"ù'i
(Wi
(hi

(.o^( /•y )
/•

ros ( / "^ )
/ •

if'7

, - l r j '
^.t '~àT r

^ r < ) W . cos ( / • y )
6/(7

et l 'on t rouvera a i n s i , a l 'aide des équa t ions (60^ et (63),

(64)

où les l 'onction s

^ ....-"7J7 ~il'
^-
<^

ff^r/
ôy <}v
(P-W ,

+Zy,,

+ z,.,

^x / /;Y,
^•^ /• à^ \e

7^= \ ( ) X ^ ^1
^v

72
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sont continues sur a-de maniè re que, pour deux points i et 2 de o-quel-
conques dont nous désignons la distance par r^?

(65)

Comme on a

} |Z / i ja—|Zy i [ i j ^const. fin. max. abs. Py^i^^

j | ^72 U— J Z/2 |i j ^const. fin. max. abs-Py-.i r^-

V/+

u/-

ï

27!:

1

27T

c) r^v,,
^^A àaa

à r/àV^
àx J^ \ àx

(?U,.,-,^
ày ,

à U , ^
ày .

\\ J 7» lo^ ^a)==o

\ ï 1 /log'- MO) , , o
au cou touc o,

" 27T C^J \ <te

on aura du côté intérieur de o-

A l v . _ . A /Y^./-

donc, sur cr,

^v/' _ ̂  - ̂ ^-i _ ̂ rl ^Y/ /./^
^ ^y àx à y àv

v v / / . (/ u / .4» ^ ces ( ̂  ̂  ) — —^ ces ( v y )

^— ^1
'27r ^v2

âV,^ ( ) [ ] / ^ \ , ï ,
——^ — __LJ, log- <;/G)
f^ ^y / 0 /•

^
(}v

ou, d'après (64)?

àVj _ ^Uy <JV
^^ ày

j - \
^<3?

(66) P,==-P^

^Uy_, l ^ 2 »^ ^^ r/
^ + —r— . -+"r/^ ces (v.^) — Zyi ces (v y),^v2ày r^

^ (^ r
7T ^^ï

, j Py_i IO^^/GJPy,,_,l 10^ - ̂ C..) •4- Zy (J -=, 1 , 2, ... ),

où la fonction Zy est cont inue sur Œ de manière que, pour deux
points ï et 2 de cr quelconques dont nous désignons la distance
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parr^,

(67) abs. | [ Z y l a — | Z y | i } ^ c o n s t . On. rnax. abs.Py.-i/^â (o < Â < ï ) ,

la constante f i n i e ne dépendant que dn contour cr et de X.

3. Nous savons, d'après (22), que

(68) a h s . j | Pj [2- | Py | i } ^ bj max. ahs././^

et ( . /^o» » > 2» • • . ) »
(69) | Pj 173 ay max. ahs./

où a, et /^ sont des constantes f i n i e s pour chaquey f i n i , ne d é p e n d a n t
que d n conlour cr et de / ; a P a i d e de fG6), ^(^ ) et du théorème II
(p. S/s-^ ), nous a l lons déinonl .rer les inégal i tés

(70) ( a J ï y l ^
> h^yl^

ou y est, nne constante nnie ne de
où
où y est n n e constante f i n i e ne dé [ ) endan t que du contour cr et de À, et

(71) o^<ï .

Nous t i rons de (66), à l 'aide de (67) et du théorème II (p. 545),
l ' inégal i té suivante :

(72) ^ " f - +£)^-i-+- ^ay_,,.2 / ' - e

où c est une constante f in ie ne dépendant que du contour a et de À,
et où £ p e u t être choisi aussi petit qu 'on veut. Nous choisissons £
assez, petit pour que

(73) p.=^ -4 -e< i ;

alors on aura

(74) bj ̂  p. bj^ + v aj^,
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où v représente une constante f in ie ne dépendant que du contour cr et
de À.

Soient main tenant 0 un point quelconque de o-, 0' un point de sa nor-
male in tér ienre séparé de 0 par la dis tance ry; alors on aura , à cause
de l ' identi té

1 j> 1 _. 1 j) j , U g) | [ 0 | /
| j .y |o— | .i-./ |o'+ j | 1 j |()~ | 1 j | o ' »

et en ayant égard à (59), (68) et (7/1 L

(75) a^ P-A^-+ {[j.b,^ 4- ̂ -i)r).
' j

Choisissons un nombre posi t i f / /2 de manière q u e
/.

(76) A^/^-A771^,

et posons
/ —V

r.^-lA1^^ ;
/ _V

(77) r,=:[A1^) ;

alors nous pourrons écrin1 l'inégalité ( ^5) de la manière; suivante :

( 78 ) a j ̂  [ p -+- ( [J. bj i -1- v ay i )] rnJ.

Addi t ionnons (74.) et (78), après avoir mul t ip l i é (78) par ^; alorsy.
on trouvera

(79) ^y+ ^^/=:F(^--l-^- ^a / -1 ) -+• \^ -^ ^ (^,-i+ ^ay.^) ^./,
r' \ r- / L r- \ V' / „!

ou, en désignant par / un nombre satisfaisant à 1/iiségalilé,

(80) F" < /< i ,
m

et en posant

(81 ) ^^^^,+^^, ^-^<.,

( 82 ) ^, ̂  ̂ ,.̂  + ( A -4- 5^ ,̂ ._.i ) //./,

où nous désignons par A et B d e u x constantes f i n i e s ne dépendant
que du contour cr et de À.
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Après a v o i r ob tenu r inè^ ' a l i t è (82), nous nous servirons d ' u n e
méthode employée par M. L i a p o u n o i r (' ) à une occasion s e m b l a b l e ;
nous écrirons (82) dans la forme su ivan t e :

^^^(^-^^^(t+B^),

et nous en l i rons

^+ t ̂ o+ ̂ ) ( ' + B/') ( « -t- l ï l ^ ) . . . ( ï + IS /^ ) .

Le p r o d u i t
Q = ( î ~ [ - U / ' ) ( î ^ H l ' 2 ) ...

est conver^^^'il,, puisque i<^ ï , eS. l 'on aura

A / A \ ,,^^,..,^Q;

donc

(83) ^,r,

où I-1 est u n e cons tan te l i n i e ne/ dépendan t que du contour o"(1 ' ) , et
l'on trouve, d'après (81),

U^^a^Tl^

W)
[ ^<r,/. )
l ^r^ i

où F, ( ^ t 1\ sont des constantes ( i n K ï s ne dépendan t que du contour cr;
donc

(85)
;»bs . | ^v,

ôx
0\}j

ôy 2

à
<

()V, <)I,Jy

^.z- 0}
V, .XI/
/r; ^y

/

/
i ;

^ fi m;»x. a!)s. /^',

^ ^-r.max.abs./^/^ ( 1 ) .

(^e résu l t . a t ob tenu , nous t rouvons, à l ' a i d e des tîiœremes I, II

( 1 ) \A \ ro UNO FI-'', Sur cariâmes qucsiion^ qui ,s'c* l'dlLacheiil €IUL problème da Dirichîet
(./o{f.ni. de Mallt., 1898, p. -278;.

////,//. A'c. r\u rm., ( 3 ) , X X V . — DK<;i,viiiiŒ 1908. 70
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(p. 533-534) et d'après les définitions

(86)

/ I U / 1
|Vy

abs.

abs.1

à^
àh
àV,
àh

.~

,~

à^
àh
àV,
~àh

àU,
àh

àV,
àh

i

-.G

^C

- < c

deU, ,V, ,

max. abs./^',

max. abs.//7,

max. abs.//7' /

où h est une direction quelconque, G une constante finie ne dépendant
que du contour o".

4. Nous avons ainsi obtenu le résultat :
Soit /(^, y) une fonction donnée à l ' intérieur de Œ, f i n i e et inté-

grable, et telle (2) que

à (fU}s^du=—^nf;
^(x)

alors on peut toujours trouver deux fonctions U et V continues avec
leurs premières dérivées à l ' intérieur de cr et satisfaisant aux condi-
tions

W=-^^à f/log^) j
^ à x J J ^r |

à l'intérieur de o-
AV==--1- à f/log-^ (^ à y j ^ "r ]

n-^ I à r fàV c)U\. i , ]u — — _ i — IQ^ _ ̂  j
27r ^A> V^ ^ / r \

^r x à rràV rJU\, 1 -
v=-^^^^^)10^^

au contour a,

( 1 ) N ) i i s i)ou vous choisir, par exemple, X = - pour ne plus avoir toujours à répéter
que I'' est aussi dépendante de À.

( 2 ) Cf. la remarque pa^e ''530.
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et à la condit ion que.
^ _ âV
àx à y

soit ha rmonique à l ' intérieur de o-. Pour trouver ces (onc t ions on doi t
former successivement les fonc t ions Uo, V,,, Vj, Vj ( /= i, '2, ...) déf i -
nies par les équations

AUo=-

AVo^-

Uo=o ^
Vo=o (

AUy = 0 (

A V , ^ o (

l.J,=

V,=~

alors les

^^,//lo^f^>

J ^ f/lo,^^ |
" • ^ ^ y J » ' ' '

'1 au contour o".

à l'iti té rieur (le

r <j r^)v^
2 TT <^y ,/̂  \, àx

i <) /Y^7 -1 ^u /^.-1^-
2 7T .̂2- J^^ \ ÔX

sér'Kîs

> a l'iiilérH^ur de o-,1
cr.

^-^los1-^
ôy ] "r

^ y"b,.—

au
contour o-

(,/==:!, 2, ...);

[J=:Uo-hUi4-U2-4-...,

V=:Vo+V,-t-V2+...

seront les so lu t ions du problème proposé.
La convergence est absolue et uniforme pour ces séries, ainsi que

pour les séries
^U ^(Jo ^Ui d(J,
()/i ~~ àh ôh àh

<?Y __ âv, (T^ âv^
ôh ~" ~àh + ^A + àh

h désignant une direction quelconque, et les fonctions

w àv
àh ' àh

sont continues de manière que, pour deux points i et û de co quel-
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conques dont nous désignons la distance par r^^

abs.

abs.

OU \ àU
àh àh

^consî. fin. maK. abs.//'^,
àVi |^V
à/i àh

où X est un nombre positif quelconque satisfaisant à la cond i t i on

0 < À < t ,

et où la constante finie ne dépend que du contour Œ et de À ( l ).

5. Deux fonctions quelconques .'^, y continues à l'intérieur de o", s'an-
nulant au contour a-, peuvent être représentées de la manière suivante :

(87)

i à r/àu ôv\, î , i à F àv ()u\, î ,'.^=— — — l -4- | o^ _ c{^ ~+- — — 1 ———— |o^ _ c4),
'2^àxJ^\ôx ôy ) "r 2TC àyj^\àx Oy ) ^r '

î à F/au ô v \ , î , î à r ( à v ()u\ , î ,^— — î 4- lo^-act) — — — 1 — — — OS'-C/GJ,
2 TT ày J^ \àx à y j 0 /• 2 TT fte ̂  yto ày ) b r '

si les premières dérivées de u, v sont continues de manière que, pour
deux points î et 2 de co quelconques dont nous désignons la distance
parr^,

, ( au an ) / ,, i l
abs. TT ~~" TT ^const. fin. r\, \\ àh 2 àh î ) - 1 2 f

<^
^A

1̂
àh

.-
r

au
àh
<}c
àh , 1

^const. (in. r}^

^const. fin. r}^
(o<À<i)

abs.

donc, si nous posons

(88)

î à rfàV àU\, î ,u=v — — — l — — — ) loff-c/cx),2^ àyj^\àx ày ) ^ r J

, v^ I ^ ^Y^ ^"N. ' /v = Y -+• — -.- f - — - » — ) lo^ - ûfûo,
27r ^J.,\^ (}y/ "r '

(1 ) Si / remplit la condition

I /2—/'i|^const. fin./1^, ( o < X <i),

on peut inôrne dcmoiitror la continuité dos deuxièmes dérivées -— J ———;; mais nous^ ̂ ^. ̂ ^^ ̂
n "insisterons pas sur ce point.
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on a u r a

(89)

ï à r /a i ] ôv\, i ,U -=—— —— —— / ———— + —— ÎO^-^),
2 TC ()jc .j^ \ <)x ôy f r

^ <) F i (W ()V . , ï .
t ' r _ — —— —— f •—— -1- .— lo^-^o,2 TT ôy ,/.. \ .̂r à y 1 r

[ u~=-o
(00} im contour o".
'• *-7 / J ri ,——— / ï l

Puisque les premières dérivées de

f/rMT àV \ , 8
1 —— 4- ".— lo^'-^»./„) \ ̂ •r :̂y / ' r

ne soi î t ()as ( l iscontinues en pass^nl cr, on a. auss i

à r / ( ) { ] ( )V \ , ï ,!L I ( (-— 4- (— ) 1 ()<'•- ^/r,) rr: o, au contour o";
^J \()x ô y ] ^r
_ 1 -_ -4- lo^-- ^o) r= o, au (
(}vJ,\()^ ()y ) ^r

donc
(01) Ç ( à ^ -F à—\ lo^ 1 ^r,) = o, au contour cr.

.7^ \ àx ()y / r

Enf in on a, d'après (88),

fou (^ \ . ( ( î ^ ()V\ A / ^ U O . ^Vo\
(^) A(^ + ̂ ) -A^ 4- ̂ ) -A^ ̂  ^-^ -/.

La fonction
^)U JV\ , ï^^4-^10^.

satisfail donc aux conditions

/ q ^ ) AAco ==/', à l ' i i n t é r i e u r de o-,

i ^0 /
(g5) ' ^cp / au co îi tour cr,

et nous pouvons énoncer le théorème suivant :

THÉORÈME I. — Soit fÇ'T^y) une fonction donnée à l'intérieur de a,
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finie et intégrable, et telle ( { ) ^ê

A y/log^CO==— 27T/;
«^ai

a/or.? on peut toujours trower une fonction continue avec ses dérivées pre-
mières et deuxièmes à l'intérieur de a- et satisfaisant aux conditions

AAcp •==/, à l ' intérieur de a-,
cp =: o

ào) au contour o".
__L —— r\

àv

Pour trower cette/onction, on doit former successivement les fonctions
défîmes par les équations suivantes :

AUo=-

AVo=-

Uo =r 0

Vo=o \
AUy=0

Ay^=o

u,-

VJ ^ à x j ^ àx ~ày ,̂.̂ )

alors la fonction

—— —— /JO£--^CO27; à x j j ^r

— —- / /log-c/co27r ^y^ r

au contour cr;

à l'intérieur de cr,

i ^ r/àv^ àv,A ,
27T <)j7^ <te ^ /°^^

' ^ /Y^v,., r f u , , \ , , ,

y--. • ( y ^ ^ j ^dy^^1^T ^j^\àx ^ à y j ' ^ r ^

• à l'i ntérie tir de cr,

au contour (T
( . /=ï, a, ...);

représentera la solution du problème, et ses i/ériçées secondes seront eonti-
nues à l'intérieur de (T de manière que, pour deux points i et 2 de l'intê-

(1) Cf. la remarque page 53o.
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rieur quelconques dont nous désignons la distance par r^?

. (| rPcp ^cp ) . i ,. )
'^\\W^1 ,- ^^ J^onst.fin.max.abs./^,,

où À ̂  un nombre positif quelconque satisfaisant à l'inégalité

0<^<I,

et où la constante finie ne dépend que du contour cr et du choix À, lih' dé-
signant deux directions quelconques ( ^ ).

6. Voyons enf in si. le problème proposé peut avoir une autre solution
que celle donnée, en haut.

Supposons que ^ et y,, soient deux fonctions con t inues à l ' intérieur
de cr avec leurs dérivées premières et deuxièmes, et qu'on ait

(96) A ( 9 2 — 9 i ) h a r m o n i q u e à l ' in té r ieur de 0',

( ?2— y i^o 1
(97) ^ r c p - c p )~o au colltour^( JT;^ 9 i ) — ° ^

alors on aura

/ o , / * - . / ,,. / r\ <^(œ,-- <pi) 6?A(92"- 91 )( 98 ) M A ( 92 - 9, ) J2 <A,) !- - / ——^—— ^————t—
.//' «/ ; ' L

< ) ( ? 2 — 9 i ) r3A(9^—©Jl
4- ———,———— ———3———— a<^

^/ oy J
r<)(cpa— c&i ) A / ^ ,7-J -^^_lZA(9,~-9i)^

ou

(99) ^[A(„-„)1'^^[(.,-„)dA(^î•) - ̂ ^At^-cp.)]^,

si z7 est l ' in tér ieur d'un contour <r' tout intérieur de a.

( 1 ) Si y rompliL la condition

I.A —fi 1 ;7 con^t. ïïn. r}^ (o < X < i),

on pout incmo défiionLrer la conLmuitô des troiyièiïies dérivées de o à l 'ititérieur de (T.
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Supposons le contour or' construi t de telle manière qu'on marque
sur toutes les normales intérieures de cr les points ayant ia distance p
de o-, en choisissant p assez petit ; alors on aura sur Œ

(<?2- ?l)<7'= ( ? 2 — — ?l)-7-4- ? ^î~~^l) -(- g jàv
OU

(1000) (92—-9 i ) fT '=£p ,

où £ sera aussi petit qu'on voudra, si l'on choisit p assez petit ; d'autre
part, comme A ^ a — c p ^ ) est harmonique à. l ' intérieur de cr, on aura
sur o-'
, , , ^ A ( c p 2 — c o i ) _, „ max. ;ibs. A ( œ « > — © , )(1006) —-1-——-—• ^const.fin.———————--^——- t-^-,à-}) " p

où la constante f inie ne dépend que du. contour cr. Approchons mainte-
nant a i ndé f in imen t de cr; alors on tirera de (99), en ayant égard
à (100^) et ( iooÀ),

(K)I) f [A( .92— 9i)p^)=:o;
'•' ^)

donc

(102) A(cp2-- 91) r=,o,
(103) (pg— 0), zrr o.

ConoLLAïRE DIÎ I. — // ^y a qu'une seule fonction y(^, y) continue
avec ses dérivées premières et secondes à l'intérieur de cr satisfaisa'd aux
conditions

Ai? -4-. — j f\o^~d^ harmonique à rintérieur de o-,
"7T •A> ' r

9=0 \
àcD ) au contour o";
5Î= 0 )

/a solution du problème proposé ({année par le théorème ï est un/que.

7. Nous ne ferons qu 'une courte remarque concernant le cas
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où le contour no sera pas do. courbure c o n t i n u e , par exemple le cas d 'un
contour rectangulaire. Une démonst ra t ion complète des théorèmes
anal o g u e s p o u r c c s (.'.as d e i n i a in d e ra i t', y r é a 1 a b 1 e i n e. n1 u ne, ex l e n s i o n d e s
théorèmes II. (p. S'^^), du lemme (j). :')38) et des théorèmes ï et II
(p. 544 et 5/8^) pour les con tours possédant des sornmets ; on verra sans
d i f f i c u l t é qu 'o is ne. pourra, p i n s demander q u e les p remières dér ivées
des s o l u t i o n s U et V, c'est-à-dire les deuxièmes dérivées de y, restent
con t inues dans tout l ' i n t é r i eu r , mais on devra permet t re aces dérivées
de devenir i n f i n i m e n t grandes en s'approchant des sommets, mais de
manière que toutes les in tégrales é tendues sur l ' in tér ieur de a don t
on a besoin dans la démons i ra t ion donnée ci-dessus soient conver-
gentes. En t enan t compte de la représenta t ion cortforme

(p

di^Z=-
^ ( z — c ^ ) ( z - — c ^ ) ( z — C 3 ) ( ^ — c/,)

(Ci , c^, c^, c!, représentant des constantes complexes de môme module),

par laquel le l ' in té r ieur d'un contour rectangulaire peut être transformé
dans r in l é r i en r d'un cercle, on peut prédire que le théorème I avec son
corollaire sera aussi vrai pour un contour rectangulaire, avec la seule
dilTérence qu 'on doit permettre aux deuxièmes dérivées de 9 de devenir
i n f i n i e s , mais d 'une cer ta ine manière , en s'approchant i n d é f i n i m e n t
des sommets.

CHAPITRE III.

SOLUTION D'UN PROBLÈME H Y Ï ï K O D Y N A M ï y i J E , ANALOGUE AU PROBLÈME PROPOSÉ.

1. Supposons un l iquide doué de frot tement dont l'état ne dépend
que de .T, y, mais qui se trouve fon t à fait indépendant de z ; soit le
contour cr la frontière du l i q u i d e dans chaque plan parallèle au plan
des .T, y.

Le problème classique du mouvement stationnaire, pour le cas où
des forces données X, Y agissent sur chaque particule (.r,j), se ra-
mène au problème analyt ique suivant :

Ami. Éc. Norm.., ( 3 ) , X X V . •— DÉCEMBRE 190 8. 71
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Trouver deux fonctions u et v continues avec leurs premières dérivées à
//intérieur du contour G" et une fonction p continue à l'intérieur du con-
tour satisfaisant aux conditions suivantes :

(10^)

( io4^)

(io5)

1 ^ = ^ x
àx

\k^^àP-^\ à l'intérieur de o-,ày
au à^
— + — =0àx ày

( u •=. UQ ^
au contour o-.

Ici X, Y représentent les forces agissant sur chaque particule {x, y),
u, v les vitesses, p la pression hydrodynamique, u^, ^ les valeurs
données de u, ̂ au contour o-, el l'on né^li^e tous les termes qui sont de
second ordre par rapport aux vitesses et a leurs dérivées; k est une
constante inhéren(e du liquide on question.

Nous supposerons les fondions X/Y f i n i e s et inté^rables, et telles (')
q u e

( A / XIo^-^^^-aTrX,
(,o6) J(l)

f Y log ~^dw •= — 2A / Y d(f) •=: — 2 7C Y ;
^(û f

quant aux fonctions u^ v^ nous supposerons qu'elles so ient cont inues
avec leurs premières dérivées sur^, e t ( (ue les premières dérivées soient
continues de manière que, pour deux po in t s i et 2 de a quelconques ,

(107)
, au.,abs.\ ——

[\ àa

abs.j|^
M àa

,~
—

au,
as
àv,
àcr

.j^'-'-l
,jsA.t,

A représentant une constante finie
( o < À < x ) .

Nous résoudrons ce problème d 'une manière générale et complète

( I ) Cf. la remarque page 53o.
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pour le cas d 'un contour o- q u e l c o n q u e , sous la seule s u p p o s i t i o n qu'il
possède, en chacun de ses p o i n i s u n e (angente u n i q u e et un rayon de
courbure bien d é t e r m i n e et d i l l e ren t de zéro.

Ï. Pour résoudre ce problèine, nous nous proposons d'abord de
trouvera l 'aide de la méthode des approximat ions successives deux.
fonctions U et V continues avec leurs premières dérivées à rintérieur
de o" et satisfaisant, aux conditions

AU -=, - - X.
( 1 0 8 ) à l'intérieur de cr,

AV •=-- - y Y/c

i à r ( ( W ^ v \ , i , \
—— —— / -y- •-1- -.- l()g-C:/0) j'271 ôx j ^ \ àx <)y f r i

i à r/W ( )V \ , i , (
— "F- / -,- -+- —— lo^'-^)'277: ô y , / vÀr ^y / /• '

U -::. u,
au contour cr.O0^))

V: '277: 6 '̂ .^ V^A- ^y

Ce i)!^.)!)!^»^1 résolu, on t rouvera sans d i f f i c u l t é que les fonctions

( I IO )

représenteront les s o l u t i o n s de notre problème hydrodynamique, si
l'on peut encore vér i f ier l ' iden t i t é

ce q u i ne présentera aucune difficulté pour les solutions que nous
donnerons.

Nous formerons successivement les f o n c t i o n s Uj^jÇj =o, i, 2» ...)



564 A. KORN.

définies par les équations suivantes :

,AUo=^X

A V o = — — Y
A

Uo —-— UQ

V o = ^ o

A U , = o )
AV,=o |

/ 27T à^J^\ ÔX

Y.—
y 27T ày J^\ àx

au contour o",

à l'intérieur de

1 à /Y<Wy, ,

• à /Y^U, , ,

à l'intérieur de o-,

°'i
( ) V y i \ , 1 -——- \og-duày ) °r
^ V , - , \ , i ,——- log-rf»G>y / "/•

( î ï 2 a)

(112 b)

( i î 3 a )

Çîî3b)

II est évident que les séries

(n4) U:~.U,+[J^- t -U,+. . . ,
V=VO+YI-+-V,+. . .

au contour u.

seront les solutions du problème (108) et (109), si l'on peut démon-
trer la convergence absolue et un i fo rme/de ces séries et de leurs dé-
rivées premières dans l ' intérieur du contour a et la propriété (ï 11) de
la fonction

àU c)V^. _.
ax ày

Pour résoudre ces questions de convergence, nous nous occuperons
d'abord, comme au Chapitre Ï, des intégrales

ois) ï,- rrf^+^zv+f^ ^V1^>-
'"Jjl^ + à y ) ^ ^ - ^ ) J^9

nous démontrerons les inéffâlités

( i r6 ) ïy^const. f in. L^,
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ou

( 1 1 7 ) o^ L < ï .

3. Les fonctions Uo/Vo? définies par les équations (1120), ( i i 2^ ) ,
auront, en raison des théorèmes 1 et III (p. 533 et 534), des dérivées
premières cont inues de manière que , pour deux points i et 2 de Q) quel-
conques dont nous désignons la distance par r^,

( 1 1 8 )
abs.

abs . .

i>v«
àh
^
< ) l i

^ U < )

~Jh

^Vo
àh

\ ^CoCr^,

où la constante finie Co ne dépend que du contour a et de X, et où la
constante f in ie G dépend des fonct ions X,Y, UQ, ̂  (1 ), h désignant une
direction quelconque.

On déduira maintenant des équat ions (u3a), ( i i 3 & ) , qui défi-
nissent U^V/(7 '= ï , 2, ...) à l'aide des théorèmes II et 1.11 (p. 534)
successivej'nent, que pour un / q u e l c o n q u e fini. les fonctions Uy et V,
auront des dérivées premières cont inues de manière que, pour deux
points ï et 2 de œ quelconques dont nous désignons la distance par r^,

0 * 9 )
<ihs. •

abs.

<)h

^ll
ôk

Ô\\j

'j/T

à̂/i

^:,(:r^ (J

où la constante Cy est f i n i e pour un,/ Un i quelconque et ne dépend que
du contour a, de X et dey.

Formons les intégrales

(120) -û 'àV,
. àx

^VZ^2

ày Ï^CP-/ \ àx

àUA
ày 1

2 - 1
dw ;

C 1 ) On peut poser C égal au maximum absolu de X, Y, M O , ^o? —? — ^t c^ ̂  c(>n""
stanle A figurant dans les inégalités 107, pa^e 56%.
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alors une transformation de Green (1) nous donnera

u r à / ̂^L^v^"
_^ / ^ ^VA ^ /àVj àV/
àx \ àx à y ) à y \ àx à y ,

îj=

V ^±(^1± (àu! + ̂  + jLt^ _ à^
^ L ^ y V ̂ôy \ àx à y ) ôx \ àx ôy )

fà\]j ()V,\ . , fàN, a i ] ,
—— 4- —— COS(v^ ) — -—— — ——

^ àx ày f \ àx àv"/[(i-f)-'-'-^-^)—'r ,, rfàu, ()v,\ . ,
/ ^ -T-^ +-»— CûS V^)J^ ^ L ^ àx ôy ' }

v/[(^^)-(v)-(^-^)-("•']!•-ôV. à^/\ , , /ôV,
^——L _|_ ———i. \ pot, ( ^ v ^ _4_ / „__i

ày

donc, d'après (i i3 a), (i i3 b),

^)l0g-^)
^y / & / -

——1 4- y '""1) log^ df,) c o s ( v y )
ôx ày / r J •

ïL^^» —'••'] j""
en désignant par v la normale intérieure de o-, ou, à l 'aide d'une nou-
velle transformation de Green,

( . 2 1 ) J,=

De cette identité nous conclurons, en nous servant de l'inégalité de
Schwartz,

donc

(122)

r(<w.
^J \à^

IJ

1

, . 'IV,
ày

^I-X(
<(°

\ 2

) ck)

à^j-
àx

'Uy-,
àx

L
i ,

+

,̂ u,-,
\ àx

àV^
ày

à^j-.\
ày )

, ^/-i'
ày .

\ 2

» du ;

2

(̂ ÛL).

\2

^ c/a),

(1) <y. la remarque page 536.
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Si nous pouvons démontrer l ' i lK'^. t l i le

< ) { } ,rv^^^Y^.^-Y^,
( f 23 ) f^.--^)2^^./^

.A)\ <À/" ^' ^ .AoV^ )' (ÀZ* ÔY

où la constante f i n i e c ne dépend que du contour u, on aura

(IC^x<
X(

^MI,-.,
\ ôx

^<)U,,
^ (/a-'

, ^-,
(/.»'

, ^V.-,
' ày

\ 2

<î/r,) ;?

C/G) =- LI

c
-h C

y - l ,

(ia4)
</.y 1 ^y

où L est un nombre satisfaisant à l ' inégali té

(125) o I . < I

et ne dépend que du contour G". Alors on aura , en raison de (122),

et

( 1 ^ 6 ) l / ' i o l ^ ^ c o n s t . f i i i .C2!^,

où la constante f i n i e ne dépend que du contour a, nu l l ement de y.
Nous n 'avons donc, pour d é r n o n S r e r l ' inéga l i t é i rnportante (126),

qu'à démontrer l ' inégal i té ( s 2 ' i ) , ce que nous ferons dans le numéro
suivant.

4. Nous démontrerons le lernme s u i v a n t :

Soient U, V deux/onctions harmoniques de F intérieur œ de a dont les
dérivées premières soient continues de manière que., pour deux points î
et 2 de oj quelconques dont nous désignons la distance par r^,

; l t )S. ^

;<bs.|

(){]
7^
(}\
()h ,~

JU
Wi
ÔV
<)h

t const. fin. r\^
i)

f :: consl. fin. /•^
(127) o < l < i ,

h désis.fia/'U une direction quelconque, et. supposons

(128) ('(w + ()l\
j.,^^ à y )

do == o ;
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alors on aura toujours

A. KORN.

0.9) nw 'vv '()v àuy clo,
,àx à y ) < J^\à^ ày

où la constante fi me c ne dépend que du contour G".

Voyons d'abord que l ' inégalité (129) est vraie pour un cercle de
rayon R ayant son centre dans l 'origine. En raison des supposi-
tions (127), nous pourrons représenter les fonctions

àV_(W ^U dV
ôx ày àx ày

en séries trigonométriques

àU àV ^ . . . ^ . . ,
^ + ̂ ; ̂  — Z/ r j (A^ cos/ V •+- B/ ̂ J ? )'ày

<KJ
àx ày

(130)
àV àU , ^ .,, . .
j^ — , - •= Ao -4- J^/ ̂  ( Ay siry ? — By cos/ y ),

en posant
.r == /• ce sep,
y == /' siû îp,

( 1 3 1 )

où les Ay, By sont des constantes, en ayant égard à (128) et aux iden-
tités

(l32)

J^(à^__(W\^_ ^_ /^U ^V\
^^ \ ^^ ày ) ^/ \ .̂z' à y 1
^(à^_(W\
à y \ô^ à y )

à fàV àV^
àx \ àx ày\

dans l ' intérieur de o-,

On conclura de (i3o)

n^^àN p, = v, __-_ ̂ ^ _, ̂J^ \ôx ôy ) ^ 2 / 4 - 2 ^ J ̂  s j h

X^-^)2^"^^1^2^'^1^-^^^^
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donc
/ Q^ C ((w ^V / - C /()v ( ) { } Y f( 1 3 3 ) 1 + d^ > 1 — — — d^ ;

J ^ - 0 ^ à y I J ̂ \^x <fy 1

la constante c est pour le cercle éi^ale à Punité,
L'extension dn théorème a tous les contours rs se. ( a i < de la même

manière que l 'extension du lemrne (p. ">.%), sons la seule supposition
que le contour possède en chacun de ses po ints une (al imente unique
et un rayon de courbure bien dejermine et dill'erent de zéro.

5. Pour dernonirer l'inégalité (i'2'}'), de laquelle nous avions besoin
pour arriver ail résullat (,i'2(),), il nous reste a prouver que les fonc-
tions success ives Uy, Vy satisfont à la condit ion

(I34) .[(S^^}^-0 ( / ^ • ^ • • • ) -
On a d 'abord

( ((r^ .+ ̂  ) ,/.,. ,, „„ j [ II,, < .os(^ . r ) + V,, cos(^ ) • ) ] </<7-: o;
. / ^• / ' ^y ! J ̂

les fonct ions données u^, Co doiveuî naturel lement ot)éir a cède condi-
tion, a cause de rincompressibil ité du liquide.

D'autre part, on a, d'après (s i3 h ) ,

l Ï!^Z i, ̂  ) d^ - - f | (J, cos ( ̂  ,r ) 4" V , ces ( v y )\ (la,
J \ (),L- ()y / J ̂

/ • /^[J, ^V/\ , i /'T , (î f.^ll/-, à\ •, ,\, i ,
i __^ .4.- —— d^ -:-.. —— 1 r.os^./'} — | 1 ———• -4- —-— lo:^ - dw
j^, ().c ôy ) '^.AL f)•J[''f^\ ()'r ( ) r ' r

. . ô /Y^t1/-! ^v, / , , i , 1 ,-h cos ^ r) — I ——- + —./— lo^' - ^) do-,
^•ÀA <)>y ^ / r J

OU

(,3r» rf^ + ̂ •')^= ffî^^- -i- '̂ î /,;' > J.,A^ ^.y/ ^,,1. li•': ^y i
on (,r(»iiv(ii';t donc en ('fï'cl,, successivement,

(^G) ^YS^>-- (./=o^,^...)--
la démonstrat ion des inégal i tés (126) est comi)léte.

. / / / / / . /'•'c. î\'orni., {?>), X X V . - Ï)i.;> r.Mr.iti.; K)O'S. 7%
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Nous avons démontré rigoureusement €[ue les fonctions succes-
sives Uy,V^ définies parles équations (112), (n3) satisfont aux inéga-
lités

(.3,) 1,= f[Y^ .- Çz)2-.^ - W] .^BC^,
JœlA àx ày / \ àx ày 7 J

où C est la constante finie définie dans la remarque (p. ,%5) et B une
constante finie ne dépendant que du contour o- et ne dépendant nu l -
lement dey, enfin L un nombre positif satisfaisant à l ' inégalité

o = L < i

ne dépendant que du contour cr.

6. Nous allons démontrer maintenant qu'en posant

(i38) ^^4^
ôx ày
w

('39) 9 -=^i0,,
()

la série 0 est absolument et un i fo rmémen t convergente dans tout l ' in-
té r ieur de G- et qu'elle représente une fonction c o n t i n u e de manière
que, pour deux points i et 2 de QJ quelconques,

(^O) |^~^|;;^Cr^,

en désignant par a une constante f inie ne dépondant que du contour G-
et de À.

La convergence de l à série 0 dans 1/i.ntérieur de o", à une distance
iinie mais aussi petite qu'on veut de o-, peut être tirée directement
de l'inégalité (137), d'après .laquelle

f Qj dw :; const. fin. G2 U ( o ̂  L < i ) ;
^(ù

car nous n'avons qu'à construire au tour d'un tel point (x, y ) séparé de cr
par une distance finie un cercle de rayon I{ tout intérieur de Œ; alors
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on aura
^(.^y)

7: II
• / Qjci^,

où FintéHrale doit être étendue sur rintérieur da cercle; (loue

(i40

/^^j^^v/y'^^-»^^(-^.y)

^I^CA./ (cXA^S^i),

si nous désignons par r la distance la plus petite do point en question
au contour G-, ei par [j une constante linie ne dépendant. ( [ IK? du con-
tour o-. La série 0 csi donc en ellel, convergente pour chaîim^ {)oint sé-
paré de o" par une dislance (inie.

Mais cela ne siif'iil pas; il lani déinonirer aussi celie conver^etice
quand on s'approche inde.finii.nenl de cr.

D'après la definilion (i ï . ' i ) et, la méthode de M.. Neurnann,on aura

(i^)

en posant

^43)

i r <)W, cos( /^ ) da 4- Xyi ,
/" ^J. ^

„- s r ô W ^ cos ( r^ ) , „
v^--,j^-——^^-^

...., ^y,-i\, t ,^-^x• f()i]./_! ^ —-LJ. lo g ^ ̂ ,^.:_

où les intégrales ^ doivent être étendues sur tous les éléments rfo"(Ç, Y])
«7,7

du contour cr et où Xy,X/,> sont des fonctions continues avec leurs pre-
mières dérivées de manière que, pour deux. points i et 2 de oj quel-
conques doni nous désignons la distance par r^,

( ,hs ^ ^1 ^1 t 1-i
;,Ls. j

^X,,
^A

^X,,
^A

./-

2

^,-
(^/t
^^

rfA ^ 1
( ^ 2 " ^ 1 , -( ï 4 4 ) ; ' / . f "^ cou s t. nn. rrlax. abs. yy^ir^,

où la constante finie ne dépend que du contour a" et de À, h désignant
une direction quelconque. En effet, d'après la définition (î43), les dé-
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àW^- àW,
_______•' , _______•' 0 /rivées-,—? —— sont continues sur G- de man iè re que, pour deux points i

et 2 de a' quelconques d o n t nous désignons la distance par r^,

(W,
^

()W,
or,

à^¥,

àW,
or}

;»Sjs. ^consl. i în . in9x. ;ii)s. 6iy-._^r^,

a h s. = consL fi i i , i n a x . ;i!)s. û'y_i /•^

[d'après le Ihéjrèlne 1 ( i ) . 533)];

on tire de ces inégalités les inég dites (i44) à l'aide du théorème II]
(p. 534) et des équations ( i4 2 ) -

ytjf ÏlîT

D'autrepart, —^ —— sont les f jnc t ions harmoniques de l'extérieur

possédant les valeurs l imites- ,—' —— au contour cr; on a donc aussi,
d'après la méthode de M. Neumann,

(i^)

()W_
~ôÏ̂

^-i m^^^^a^^^ \
; TrJd ^ r \

()W, _ i ràW, cos(r^) ,—-— •:— — — i —-— ————— ((y -i- y ,o
^r ^Jcr ^ /'

a l'extérieur de cr,

où les fondions Yy,,Y^ jouissent des mêmes propriétés (i44) de con-
t inu i t é à l'extérieur que les fonct ions Xy^ X/a a l ' intérieur de Œ.

A l'aide du théorème II (p. 534) et des inégalités (i 19), on s'assurera
facilement des formules

() r ô W j cos(r^) .
-r- / —r?" —————— daàvjy ai, r

à^ F ûWj_ cos(r^)
àvjy an r

à^ r àWj cos( r^ )^x ^àv

à FàWj cos( rv)± r
à-J.

da
\^Ja à-n

et l'on trouvera ainsi, à l'aide des équations (142) et (i45),

(x46)

(}U,
'w

à̂^

^ V,
ÔJD àv
à^_
ôx à^

-^Zyi,

"ya?
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où les fonctions

573

z^= à\.
<h

d\

^
~<h
^Y/ .>

sont cont inues sur G- de manière que, ponnimix. points s et, 2 (le 7 ( j i i (d-
conques dont nous désignons la distance par r^,

( '47)

Comme

r T i I

•/ '2 TT

V l I

'^UTI

1

|

^

( ) j

()

ô^

'l-n
Xy.

^l-/ 0)

f /

7 \*-/ (i)

2 —

2

'^n./

. ^.

^)U/
^ ih

/,,

%y.

-i
/'

— 4
c

i ̂  cou si.
i ."::: c/onst..

<)V, ., .
<):y )

^v,-,^ )

Hn. maîc. al)s.
(in. max.. <i$js.

i" /̂'

.̂ .
on aura du. côté intérieur de a

. ^ / . - . - i / ) a ,

«ni coti loi ir (T,

^ v / ,, i ^ / / ^ i ) / i ^v^i \ , i ,Z .+- — ——^ ï „——— -4- ———1 i^^du ,
' '.-ÏTC ( } , { • (h J \ <),c à y / r

( ) V , i ô'1 r i ôv,., àN^
•:.=: cos ( ' vy ) -— -h — -,—r- 1 —— — l l o ^ - ^ ) ;

17 <JZ» a T: <J}'' ^^ J^ \ ÔX ^ / r

donc, sur a-,
àV,., ai],( ) { } j ( ) V j _ <^U

<À/; ôy

ou, d'apriîs ( i 4 ^ > ) ?
<JUy ^V,
<J^ ^/

(i43) 0y=

^u/.., </v,,
— - -.- - -1 - . '"r"Ox ày

^y-.,-1
2 y 2

e, ̂  - ̂
•/ TT

f/^ry
^î;

^/0y-iio^^
^(^ ^

,+ <)2 ^Fy

rjv3 +z,
/
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où la fonction Zy est continue sur or de manière que, pour deux points i
et 2 de o- quelconques dont nous désignons la distance par r^,

049) abs. ; | Z y Zy 11 [ ^ c o n s t. !î M . in a x. a b s. Q /_.. .1 r\ „ ,

la constante f in ie ne dépendant que du contour G" et de À.

7. En s'appuyant sur les inégalités (14.1) et les relations (148)
et (149)» o^ démontrera tou t à fait de la même manière qu'au n° 3
du Chapitre II les inégali tés suivantes :

( ) { ] . j ^ représentant un nombre
~^~ ^ 1 positif s a l i s r a i san ! h l ' iné-^ ,^c^ f gulué

( l w ) ' -^ } t o</<,

(*t ne dépendîHU qn(i clï]
contolir cr,

où h est, une d i r e c t i o n quelconque et C une constante f inie ne dépen-
dani que du contour Œ.

De cette manière , nous voyons que tes séries

|Uy
IV.

^
/

.,.,.
„„».;

rfl)/.
^/<
^
^/(

,~

.~

^"/
àh

ÔV,
Ùll

<W,
d/i

àV,
à/i

,
(

=€(}?'. 1

,i
!?<£€/ / / • } , ,i)

^(îrc^',

i/
^cc^/->,,,

(i5i)
U===Uo-hUr+- U,-4-...,
V=:Vo4-V , - t -V , -4 - . . .

sont a b s o l u m e n t et. un i lo r tnément convergentes dans tout l ' in tér ieur
de G-, a ins i que les séries

( 1 6 2 )

ôl]
ôh
àV
àh

<w»
~~ ~ùh ^

àV»
~ àh ^

àU,
1 - - ^ 4

dV,
'~~àh~

()(i.,
1- àh
, dV ,

àh

4- . . . ,

+. . . ,

h désignant une direct ion quelconque, et les fonctions

àU à^
Jk' à h
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sont continues de manirre que, pour deux points î cl. 2 de co quel-
conques dont nous désignons la dsstance par r^,

(^3)
a h s,

;»hs.

^U
/V/

à̂/i

(MI
ôh.

ù\__
~ôh

Nous avons ainsi obtenu le resulhtf suivant :

II. Soient X et Y deux fonclions de rinlérieur de Œ, finies et mté^

arables, et telles que

A ( X. lo^-!-;^) — — ^TrX,

A f Y So^-^^ -^—^^Y,
•y ri)

.-/ ,vo/m/ //„, (•„ deux fondions continues sur v el. possédant des dérivées
premien's conUnues de manière, que, pour deux points î et •î de. v quel-

conques dont tions désignons la distance par i\.^

;ibs.

;il>s.

"A^ ,
,\ ( • < t l l r • ( ' > . s e t l l ; ^ l l l . n in1 cuns la iHe f i n i e , o< / .< î ;

A/- ' - ,

alors on peul fou/ours trouver deux fow-tions //, v contmues avec leurs
dérivées premières a l'intérieur de ^ et. satisfaisant au.r conditions

^-^-X
Ô:V

/ ,A . -^ -Y \\ l'inteï'iotir (So cr,

on à^
à.r ()y

au contour o-,

en^mhie n^ec une fonction p commue dans tout rintérieur de o. Pour
trouer les trois fonctions inconnues u, ̂  p, on doit successivement former
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les fonctions Uy,V, défîmes par les équations suivantes :

AU^X

A V o = - ' Y
A'

Uo= ^o
Vo-^o

AU,= o )
^ à l'intérieur de cr

AVy=0 )

n J ^ /"/^Uy-i f)V^\ , i ,[j . — — — M —•—— 4- ———- log- - dw•' 2 TT .̂r ^/^ \ ^^ ^y / 0 r

v r ^ r/^Uy-i ^v,..i\. i ,,V — I I l 1 no" n{t\
2 TT ôy J^ \ àx ôy J 0 r

> à l'intérieur de cr,

au contour o',

' au contour o-

û'/»/'̂  /e,y fonctions

/ ( / = I , ' 2 , . . . ) ;

-v / fu . I ^ ^Y .̂̂ ),o .̂4--^'r^ ^^./ t^r
-v. y -4 I () n0^-' ^ V / \ , i , }

-^-)^J^^~^1 ' • / +

^^^^

/ V 1 ' ̂ j à\,\i ) •^z — /,• > / ——J- -F ——J- \1 ^à' \ Ox r (}y )
O

représenteront les soludfms du {problème.

8. Voyons enf in si le problème peut avoir une autre solution que
celle donnée en haut .

Supposons que u^^p. et i^v^p^ soient deux systèmes de so lu t ions
de notre problème; alors on aura

^(^.o:^^,

(i54) { Â - A ( ( ' i -- (^ ) : à (pi— pï)
ày à rintérieur de a',

()(ui— u^) à^\— t^)
ûx ày

(i55) u^ — u.^-=. o,
(^ — ('2 = 0.
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On aura donc

/ ' ( ^i-^r, r^i—^iii2 ^ r^j-^iii21 ^ ( ( ' 1 " 1 " ̂ r
Jj ,——^——J + L ôy \ + | ^ J '' , <)v .

r / ( j )

•=—— j [,( Ul —— ̂  ) A ( //i - - «2 ) + ( ̂  —— ^ ) A ( (' i —— (^2 )] d^

^w

si o/ est l'inSérieur (l'iiîi contour c/ loul ininriciif" de cr. Eti approcli;ml
çr' indé.finiiïioljl de o", on tr'ouvora

x ^("i - « ï )
<u

~ à (* ' , -••- .>)
, ^./. .

"4-

2-|-

( } ( f l , - i l . , )

^y
' <)(^- < '2)

,)y
donc

^(f^^.//.^ ^ < ) ( i i ^ — { ( ^ } _ ^ ( r ,— t^ ) ^̂ llî Lil,)

COHOLLAHŒ S)E II. Le proldé/ne liydro dynamique proposé n'a (/uunc
seule solution.

CHAPITRE IV.

APEKCU SUll LES DEUX MI^MES Pl^Oîîî .EMES, QlJîî INOIIS AVOISS liESOi.lîS l'OUll I.E l»!.^^,

DAINS Î /ESPACE DE T î îO îS DIMENSIONS.

On peut se proposer les deux moines prohiernes q u e n o u s avons ré-
solus pour le plan à l ' a ide des théorèmes 1 et .1.1, pour l'espace à trois
dimensions.

On trouvera a l'aide des meUiodes analogues les deux jhéoremes
suivants :

r. Soit œ une surface fermée posséda/a eu c/iacu/i de ^es points un
,-lnn. Kc. Norm., ( 3 ) , KXV. — Di^.i^inHi.; i()oft. r"0
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plan tangent unique et deux rayons de courbure bien déterminés et diffé-
rents de zéro, et soit f(x, y, 5) une fonction donnée à l'intérieur de œ,
finie et intégrable^ et telle que

^ --U/;

alors on peut toujours trouver une fonction y continue avec ses dérivées
premières et deuxièmes à l'intérieur de co et satisfaisant aux conditions

AA<p ~=- f a r in lé r i e i i r de G),
ça =10 \

( ) Q ) a la surface o).

Pour trouver celle fonction, posons

ô\], ()V ^W,
Uj -.-

Ity -.

l'/ ^

w / — —

().r

(m
ôy

<njy
àz

ÔV,
().L

J

ûy
<}V,
()^

()W,
ÔJ-

(Wj
ày

ô^

/

et ^formons successivement /es fonctions U,, Vy, W définies par les équa-
tions suivantes :

=--± rf±AU» = .-± rf±
[\v: ôx J . " /•

j_ ô_ [' drj ̂

[\TI <)3C J . " f

AVo

AWo==

47r à y

-=:_ _Â r f^,dï
' " " ^TT àz ./. 7 r

Uo =o
Vo •=" o / à la surlacc ?',);
Wo.--=o t

à l'intérieur de o),
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el

U, =
V, ==
W,=

U, =

V, ---.

w,--..

( ^ !
o i

ÏTC 1

^

'
471

à

^ ^
^

^ <)

Tz

( ( )

[ f)^

l'iniér

/ ^--i
J i^.
.f-

ieu

<:/T

/•

(h
r

(h
r

r de G.),

--^f^J,
Â f
(W,
^r
^.y.^

Dy-l

W y l

"y-i

^T\
7-^
./T\

' • y
<!t\
T )

f

à Sa surface ^

i;

alors la fonction

- [y,6/-^f^J. ̂  J r

( . /^1,3, . . - ) ;

représentera lu solution, du problème; la solution esl unic/ae, si nous vou-
lons que

A * r /ch
^^•^J/T

soU harrnonicfue à l'intérieur de o->.

IF. Soie ni, X, Y, Z trois fonctions de l'intérieur de oûy finies et mté-
grcibles, et telles ijue

Afx^:-.-^X,
/•

^T

/•
A ^ Y

«.//

A F Z

rY^^-4^Y,
«.//

f., ch . „
, i / __ ̂  _ 4^^,

ch
f

<?/ soient / /o, P(,, (P() trois Jonctions continues sur co el possédant des dérivées
premières continues de manière (/ue^ pour deux points î e^ 2 </<3 QJ quel-
conr/ues dont nous désignons la distance par r^,

-A/^ A î • ( k I ) ^ é s e I l l ; l l l ( (n ie constan(e fi nie
( < > •< /. < 1 } ;
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alors on peut fou'ours trouver trois/onctions u, {\ n> continues avec leurs
premières déniées à l'intérieur de co et satisfaisant aux conditions

àp _ y |A^^-^-Xàx

/ ^ = ^ Yôy
^
^
àw

à l ' intériel ir de c<j,
A - A w :

^ u àv
àx ày àz

^ == «(,
tt la su rtncc ^),

ensemble avec une fonction p continue dans tout l'intérieur de oj. Pour
trouver les quatre/onctions inconnues u, y, w, p, posons

. àU, ()\ , f)W0 — J 4- -^ ̂  _.̂  ( ̂  ̂  ^ , 3 _ ^ ^
<À-r/" ^y ()z ' " 7 '

et formons successivement les fonctions'Uj, Vy, Wy définies par les équa-
tions suivantes :

AU,, ^—\\. \

A \ '(» — — , Y ') h 1 ' i 1 1 1 e i • i c 1 1 r ( 1 ( ; r, >

AWo^-. - .^Z

Uo ^^,,
y, =r.. f

W,, -= n,, 1

AU, =o ,

<'i l;ï su r face Q),

AV/ :;::: o , à l'iuléneiir de û)
AWy~:<> 1

li ' ^ /\ ^^ .

^ — — ^ , u j ^ - 7 \

\r ' f) (' r (/•r Iv /=-^^./^ •T, - y la surface &j

( /==! , 2, . . . ) ;

w, <) t : <.h
• j - - i 7-
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alors (es fonctions

V / T T î <) F n dr\
U == ^ / Uy -+- 7— —— / ^ —— p

^^ V / 47T àx J J r j
o v /

V ( ^r I <) C r (h\r :-=>/ Vy + — -y- / ^•— .
^ \^ y .^TT d/.^. •/ / • ;

^ / î à i dr \
•"^[^^•^T.j/^T)'

-k\,0,

représenteront les solutions dii problème ; le problème ri 'admet pas d'autres
solutions.

La seule dinicullé qu i reste à vaincre pour démontrer ces deux
théorèmes d ' une maniè re a b s o l u m e n t analogue aux démonstrat ions
des théorèmes 1 et I I , c'est la démonst ra t ion des deux lemmes suivants,
analogues aux lemrnes des pages 538 et 5(:>7 :

LEMME I. — Soient U, V, W trois fonctions harmoniques de l'intérieur
de co dont les dérivées premières soient continues de manière que, pour
deux points î et 2 de i quetconyues dont nous désignons la distance
par r\^y

.„..)
abs. 1

a h s. ,

^
()h

()V
'ôT'
(W
àh

./"
, -
2

( ) { ]

Tiït

<̂)h

()W
TiTT

i, (.i,n
A représenlanî (ine conslante finie

(,0</<i),

A désignant une direction c/uelco/ique, et supposons

/'o\\' ( ) y \ [ ô \ ] f)w\ . ,„_ ces ^.y) 4- — — —— ces ( v y )
\ <}y </s / \ ( } z ùx ]

^)V ai] "\ , , , ._^ — — cos(z' /s) ==o a la sunace co; ,
s ̂  ày )
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alors on aura toujours

A. KORN.

/M
ôw _ ^vy

~àz) ~
^u <wv

ôz àx
'âv (Mjy
^ /^ Jy / <:/T

, / /^U ^V 6/WV ,r /^u âv àwv^ c ^ 4- + --^ dT,
- J^ \ àx à y àz )

où la constante finie G ne dépend que de la surface oo.

LKMME II. — Soient U, V, W trois fonctions harmoniques de l'intérieur
de œ dont les dérivées premières soient continues de manière que, pour deux
points ï et 2 de i quelconques dont nous désignons la dis lance par /'^,

-A/^

abs.

abs.
t

. (pwabs. -Y7-( ] à/i

OU
ôh

(}V
7)h

—

.~
,~

à{]
ôh
àV
J/I
<m.
ôh

. 1
\
,!

A représeiilaril i i n c constante (inie
(o<7>< i ) ,

h désignant une direction quelconque, et supposons

r / ( W ()v f)\vft^J, \^ (IT ::̂ r <) •
Ô.JC Ôy

alors on aura toujours

où la constante finie c ne dépend que de la surface oj.

Là démonsiralion des lemrnes analogues pour le plan i i l 'oUraitpas de
grandes difficultés, parce qu'après avoir démontré les lemines pour
un cercle nous pouvions les étendre aux contours plus généraux à
l'aide de transfonnations qu i pe rmeUaien i de transformer l ' intér ieur
de ces contours dans l ' in tér ieur d 'un cercle. Dans l'espace, la démons-

^tration de ces lemmes est bien plus dif l ici le, parce que l 'extension des
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l emmes d ' u n e sphère a des surfaces p l u s généra les ne peut pas é i re
faite de la. même manière. Ces ques t i ons o f f ren t , une grande analogie
avec la démons t r a t i on de la méthode de iVI. N e u m a n n , ({ûç.cielafnoyc'nnc
arithmétique. P e n d a n t <iue la d é m o n s t r a t i o n de la mé thode de A l . Nen-
i n a n n d ans 1 e [ ) 1 a n p e i1 ( è t r e d o n n é < * a 1 ' a i d e des i n e i ï i e s t ra 1 1 s f< ) r i ï\ a t i o 11 s
([in pe rmet ten t de t ransformer P i n t e r ' i e u r d'un c o n t o u r p lus généra l
dans l ' i n t é r i e u r d 'un cercle ( } ) , la d e m o i i s t r a t i o n d a n s l 'espace a (rois
d i m e n s i o n s a ollert des d i f f i c u l t é s b i en p l u s g randes , et ce n'est que
^race à un théorème de, M. Zaremba ( 2 ) (|ue la d i f f i c u l t é a pu être
vaincue. On peut prédi re due nos deux l e m m e s p o u r r o n t être démon-
trés a l ' a ide d ' une méthode semblab le a celle emp loyée par M. Zaremba.
Nous n 'essî iyerons pas ici à enirer dans ces q u e s t i o n s ; nous v o u l i o n s
seu lement , après avoir d o n n é les so lu t ions complè tes pour le p lan, du
m o i n s i n d i q u e r le c h e m i n q u ' i l f a u d r a su ivre pour résoudre les deux
problèmes aual.oî.çues d a n s l'espace a trois d imens ions ( ; t ) .

( [ ) A. KOKN, 1 ^ ' l i r h t i c / i dcr Polcntialtlicoric., Berlin, 1 9 0 1 , ^<: Partie, p. 30'A.
( y ) S. ZAHKMBA, •S'///' In théorie de i'cff unt ion de Lap/ace et l.es incthodes de Neurnci.nn

et de /îo/nn ( fhdï. de Craeovie,, i()oi).— A. KOKN, /Ibliartdiun^en sur Poleritialtheoric,
lîcriin, KJOI-I^O'A; .5. AI)II;>II(HHII^ ; (Icber cincn S(((.z von Zarc/nim und die Méthode des
a.riilimcUscftcn Mittal^ i i n Haunic.

( ''{) t'ouïes ces (picsi ions oui eto olucidéos dans mes Moinoiros : Âll^crnc'me Loswi^
des (x/i a/'/fioiif'.vc/icn Prohicm^ irn fîaume ( fîiill. d<î 0'racovic, 1907) ; Âllgenieiue Lôsuii^
c/<'.s' ProhLi'ms kic'lncr, sfaUoiificrer Jîc<.\ 'c^'un^'an ni rcibendcn Fdïfîsi^kciten ^Rendiconti
dcl Cire. Mal. di. Palcrnio, 1 9 0 8 ) ; Uebcr die Gos^erat'sclien FunktionentripeL unci Uire
//iK^'cndun^' in dcr /^la^li.cif.(tC(s-Tli(!orfc ( /ic(-a înalfnïaiica, 1908).


