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SUR LES I N V A R I A N T S
DES

S Y S T È M E S D I F F É R E N T f E L S ,

PAR M. ÉTIÎ E DKLASSUS.

INTRODUCTION.

Dans dos Mémoires an té rieurs ( 1 ) publiés en i8<)() et 180)7 , je me
suis occupe des systèmes différentiels quelconques, et le Mémoire
actuel est le développement de résullals que J'îH ohitiiiiis récemment
en reprenani l'étiide ( l ( t c^^s ( j ( i ( îs( ions. Aussi, sans qu'il soit iKîcessaire
de le rappeler chaque fo is , j 'emploierai conslammeni les notat ions,
locutions e(, résultais contenus dans ces Mémoires, et notamment dans
celui Sur l'exien.îilon du l/iron'me de Cauchy Clux systèmes les plus ^ené-
raux d'éyuaUo/is aux dériwcs parUcllcs.

On reconn^ut inirnédialement qu'un même système (lillerentiel peut
éire mis de diverses façons sous for/ne ca/ionu/ue et que ces diverses
formes conduisent, a des façons bien différentes de déterminer l'inté-
grale au moyen de fondions et constantes initiales. Par exemple, le

( r) Sur /,'e.i;l<tm•lon du 1/iéorcr/fc f/c Oflucfff aux s/stèmcf; les pliu ynéraux d'équa-
tlorin au,r (U'r'wwK parlîcllcs {An finies de l'Ecole Hormcdfi supérieure, 1896) .

f 2 ) Sur to transi ()rinfUlons et l'intégration des .sjsternes d/j/'é/'enilelv (.//finales de
l'Ecole Normale supérieure, 1 8 9 7 ) .
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système canonique

au àv Ou, , „ . , ,— ==o, — -= —— (^, p fondions (le .r, y, 3)ûx ox ôv "

déf in i t , par app l i ca t ion du théorème de Cauchy généra l i sé , u n e i n î é "
grale au rnoven de deux fonc t ions i n i t i a l e s d é p e n d a n t toutes deux de y
et z. Mais ce système peut être mis sous la forme c a n o n i q u e

à'2 u 0* n à1 u à2 n ()2 F
~J^ 1= °7 7)^)y ^ oî (Ï^h ̂  oy "ô^ =: ~^"^y '

à2 if à12 f r)2 (? _ ( ) ( / __ ôd û^
1}V7}ï ̂  j-ïT^ î J^ """ oy r7ï ""̂  oî 'ôy ^ <7^î

et, sous celte nouvelle forme, le même théorème de Cauchv géné-
ralisé détermine une intégrale par trois fonctions in i t ia les , deux
dépendant de y et s et une dépendant de ^.

Existe-f-il des relations entre, ces divers systèmes de fonctions et con-
stantes initiales fournis par l uppitcalio/i du théorème de CaKc/iy généra-
lisé aux diverses formes canonu/ffes d'un mfime. système (/i/férentici?

Si l 'on se place au p o i n t de vue a n a f y ( i ( | n e p u r , on s a i t ( j u e les fonc-
t ions a rb i t r a i r e s e n ( r a n t < l a n s l ' i n t é g r a l e ^ 'énérale n ' on t , ii la r i g u e u r ,
a u c u n e i m p o r t a n c e , ne c o n s t i t u a n t q u e des moyens p lus ou m o i n s
commodes de grouper les c o n s t a n t e s î i r h i l r a i r e s en n o m b r e i n f i n i q u i
f igurent dans r i n t é ^ r a l e générale. Mai s , si l 'on s ' assn je t l i t , à n ' i n i r o -
du i r e que des fonct ions a rb i t ra i res acceptables sous la seule c o n d i t i o n
d'être ana ly t iques , on o b t i e n t déjà des g roupement s p r é sen t an t i ncon -
tes tab lement u n cer ta in intérêt , et s i , en ou t r e , comme cela se pré-
sente pour les systèmes initiaux de Cauchy f ou ru i s par le théorème de
Caucby général isé , ces fonc t ions i n i t i a l e s se s u i v e n t s u i v a n t u n e lo i
régul iè re et ont u n e s i g n i f i c a t i o n géométr ique évident , ces ^ ronpe-
m e n f s s ' i m p o s e n t et l e u r é lude est nécessaire.

La réponse a la q u e s t i o n q u e nous venons de poser nous est f o u r n i e
. par des invariants, c'est-à-dire par ce r t a ines q u a n l i t é s formées avec
les nombres f o n d a m e n t a u x des (ormes c a n o n i q u e s et q u i r e s t e n t i n v a -
r ian tes q u a n d on passe à u n e au t re f o r m e canon ique . J ' a i exposé d e u x
métbof l e s pour les o b t e n i r ; la p remière est p lus s i m p l e et les donne
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simultanément, mais j 'a i néanmoins } e n n h exposer la seconde, oui
les donne de proche en proche, car c'est elle qui m'a condu is a celle
notion d ' invar ian ts et. qui m'a permis de ( rouver leur loi de f o rma t i on
an moyen de ( o n c t i o n s qui se p résen ten t dans l 'analyse coinhinatoire
élémentaire.

Ces invar ian ts ne font pas que donner la réponse a la quest ion
posée. Ils ont, une portée bien plus considérable, comme on le verra
déjà dans ce Alémoire, et ils semblent, devoi r jouer u i î rôle impor tan t
dans la (béor ie des sys tèmes d i f f é ren t i e l s , pr incipalement a propos de
leurs t ransformat ions.

I. •— Formules et remarques préliminaires.

I. SlïK LES EOHMIÎLES DE COMBINAISONS.

i. Nous poserons

, z ( z 4- l ) . . . ( 3 4-- p — 1 )( :i ^ ,3 ^ :- : —————————————L———— .
1 . - . . ./>

Cette fonc t ion de ^?, qui n'est dé f in ie que pour les valeurs ent ières
et posi t ives de l ' indice />, est un polynôme ent ier de de^'ré p en s, e t ,
pour c" en t i e r et positif, elle a pour valeur le nombre des combinaisons
de z o b j e t s ^ » a / ) avec répél i( ion.

On vérif ie imméd ia tement la formule de récurrence

( ^ ) ?/.».. i ( S -h « ) — ̂  +. i ( ̂  ) -h ^p ( ̂  -1- i ),

et, si on l ' a [ ) i ) l i < ) 0 ( 1 success ivernent ;<

^, z +- i, . . ., •; •+• // ( A ent ier positif),

on obtient

( 3 ) ^ p ( ^ ) ~-\- ?/, ( ̂  4" î ; 4-. . . 4- ^p ( -3 4- A } == 9/,..̂ .i ( s + A ) — 9 .̂,,.i ( ̂  — j ),

et, |»lus particulièrement, en faisant z == i, h •== A — i,

( /; ) ?// ( r ) "i- ?/' ^ 'lî ) -^ - • • +1 ^ r ( /tl' ) ̂  ^/^<")1 ( /1 )•
y/M//. /';r. ./V^/vr/., (3), X X V . -- JriN 1^08. 33
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2. La formule d'addition de In fonction ̂ /^) étant nécessaire pour
la suite, nous l 'établirons de la façon suivante :

Puisque o,, s^, ... sont des polynorues ent iers de degrés succes-
si fs i, 2,..., on peut successivement exprimer ^, ^, ... linéairement
au moyen de ^, de 9, et 9^ • ' • ? (tl t()ul polyi^î»^ entier de degré/.»
pourra s'exprimer l inéairement an moyen de c/, , c^, ..., 9^. En parti-
culier, a étant une constante,

9 / / ( ^ +^)

sera un polynôme (le de^ré p et l'on pourra écrire

( 5 ) 9,,(^4-^) =9/,(/<) 4 -A Ï9 i ( . s } "t-A;9^) 4-. . . A;;9/,(:0,

les A. étant des fonctions de a variant avec / ) et qu'il s'agit de déter-
miner.

On aura de même

(6) 9^,.,.i(^4-CT) =9,,.,.i(a) -4" A y 91 ( ^ ) +• A ï 1 1 ^Js) 4-. . .-h A};;:; 9,,, i ( s ) .

Supposons maintenant que a soit un entier et que ^ soit un autre
entier assujett i à l 'unique condit ion

( 7 ) Z 4" ^ / > I .

lAsxpression cp^,f^+a^) pourra s t ^ calculer par l î ( (ormule ( ^ } ;
mais puisque, en vertu de (7), ^ "h ^ es( un entier supérieur à l 'unité,
elle pourra aussi se calculer par l 'application de la formule ( f \ ) :

9/,..,H ( ^ ••4- a ) =: o/, f l ) • t- ^p ( 2 ) 4" . . . 4- 9// ( s 4- ^ ^.

Par rapplicafion de la formul(k ( ;*> ) on a

c p ^ ( i ) = 9 ^ ( 1 •— a -4- ^) -= 9/,(^-) 4- A/i' 9 ) f i — ^ } 1-111^-1 A^ ̂ .A \ — a) .-h...-1}- A.{; ̂ p( i .--.^),
9^ (2 ) :=9^ ~a4" r/) ==o,,(^) -+• A^if '-! — ^ ) -(- AC^^ ' Î - - " ^ ) l-r-...+A{;9/,(^ — a),

9^ ( ̂  4- ff ) ^ 9/^ a ) 41" A.ï 91 ( z } "•i-- AÏ 9;; f ^ ) 4"... 4- A {; 9,/ ( z ).

Si l'on additionne par colonnes, eu tenant compte de la formule
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sommai oi re ( 3 ), on a n r a

9^+1 ( 3 4" rt ) := ( .3 -+- r/ ) o/, ( a ) -l- A// [r^ ( 3 ) — 9a (— a \
L // I" r'1,

yp+Ï \ ̂  -r- f< ) — ^. -' -T- < i ) y/, \

+ A7: 1 ^ ( 3A/;' [ -?;, ( 3 ) — 9..; (-—- a )] -4-. . . + A ;; [ o/^-. i ( ^ ) — cp^-i- i (,— ^,)],

ou, en re marquant que

^ ^ / , ( a ) "^ 91 ( .3) 9/^),

( 8 ) y/, .M ( .,3 -t- a ) == 0 ( ̂  ) 4- 9/, ( </ ) 91 ( .3 )
-h- A ̂  (;; ) ^- A ï ? "> ( 3 j -i-... -+- A (; 9 /„. i ( 3 ).

Los expressions ( ( i ) cl ( ^ ) de 9/,,i (s •-+" a/) ^^nl égales pour uin1

infinile (It* v î t i eu rs en l ieres de ^ soill. i de i» ( i< j i i e ine i t l e^des, piii^qîi^
ce sont, des polynômes. Celle iden( i (e s 'expr ime en écrivant Pénalité
des eoe f f i e ien îs des c^, <^es î -a -d i re

^, i ( ^ ) =: 0 ( ^ ) »
A^'^-?^^) ,
A^ 1 i-::.Aï,
A7;" •, : " . : AÏ,

A /' i 1 .„„ A ^
• ' / ' l 1 --" • * / ' •

En ; ( j ) [ ) l i q î i a î i l et^ c^-ali les aux valeurs i, 2, ..., p -- - i aitribuées
à />, on ohl iendra les e^ 'a l i jes s i s i van ies :

y; -=^, , (^) ,
A7: -^A/" lr:..r9^.„„,,(a),

M ^A'; 1 := A/'-2-::•:. ^/,-. :;(^;

A ;; '-1 rr::: A ;; " l =: . . .== A ï •:-= A ï ̂  9, ( «) ,
A$; -= A;; l- l^-. . . •"A;•- l l l l : • l l- :Ai.

Qnani a la valeur de A ] , elle resnile de l ' identi té inanifeste

9^ ; -i- ^ ) ~- ^^ a ) 4" 9i ( 3 }.

An moyen des coe f f i c ien ts A a ins i t rouvés, la (bnnule (^) donne

(9) 9,, (3 4-- a) •= 9/,^/) + 9,, i (^; 9 1 ( 3 ) 4-.. . -h 91 (^ 9/;-i (^ ) 4- 9 / / (3 ) ,
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et cet te formule d'addit ion sera vraie, quelles que soient les valeurs
des deux variables indépendantes ^ et a.

3. Par définit ion on a

^ ^4-0...(^-h/^i)j ^ . ) ^ ^^ ^

Supposons ^ ent ier positif; en multipliant li^ deux (.(U'UK^S de la
f rac t ion par

i . - ; > , . . . ( . -—i ) ,

puis les divisant tous deux par

i. 9 . . . p,

( p 4 -1 ) f p •i- •>- ) . . . ( r -i.. .-,̂ (, ^ :,:: ———^_^^——

e/est-a-dire
9/.^) ̂  ?^^/-* -4- ï ) ,

vraK1 seiileinent [)onr z (ai l ier j^ts i l i l * .
Soit 1)^ le noini)!^1 î o l a l des dér ivées d'ordre //. d ' ( j t i ( 1 fonct ion de

fn vai* iables; ee sera le nombre des combinaisons avec répéti t ion de
rn objets pris //. a H; ce sera donc

l);;/ :•:,- " j , , ( ni ),

mais, m et n étant des entiers positifs, on a, (Papres ce qui précède,

9^( /n ) == 9,,/,,.i(// -+- ï ) .

On pourra donc écrire déf in i t iveinent

D;;/^ 9/ , / , , , , ( / / 4 - î ) ,

d cette fornie [n'esonte Favanta^ de fairî1 figurer (•oinm<1 argument
dans la fonction ^ précisément celui des deux nombres m, îi qui ulté-
rieurement sera considéré comme essent ie l lement variable.



SUR LES ÏNVAKIANTS DES SYSTÈMES DUTERENTiELS. * 261

I I . NOMlirJS DES T E H M E S D ' U N E N S E M B L E CANONIQUE DE DÉIUVÈES,

i. Si un ensemble canonique E, forme avec des dérivées d'ordre n
(Fune fonction de m variables es! complet. l ( ï nombre de ses termes
est

I);;,-=^/« i ( / / 4 - l ) .

Supposons qu'un ensemble canonique E ait pour indices

^0, ^1, . . ., G/^ 1,

et qiK1 e soit l î ( t nse în l ) l ( t eonijtlénK^nlaire, [ ( ^ s nomhres T et / de leurs
termes seront ev idenîntenï lies par la relation

T-4^-=!);;/.
Si a,, == i on a

a, 'T-: (7^-=. . .•= a/// . ,1 =:o,
e t T est mil.

Supposons a^ :== o < » ( , eherehons a eale-uler /.
On commencera a j ronver en enl i t^1 , dans ^, tous les ^rou[)es (j,

correspondant aux exposan ts o, i, ..., ry^ — i de ôj^ ; le, nombre
d^^s termes du ^roiipe (;, cori^ïsi ïondant à rexposant i étant le nombre
des dérivées d'ordre //. — / d'une fonct ion de //?. — i variables, c'est-
à-dire,

I ) / / /
" / n i i

nos divers groupes ( » , donn f î ron t lin nombre de tennes

î } " »L_ l } ' 1 ' 4- .4- ( ) / / - % ] 4-1
"/// l 1 î / / / t 1 ' • • " ' "ni 1 »

c'est-à-dire

9//, .,,.2 ( // -t- l ) 4- ?///-2 (' fl ) -+- • • • 4-9/// 2 ( ^ — 0 1 + ^ ),

ou, en vertu de la formule de sommation

o/,, ..i { n - i - î ) --• ^///.„„.! ( //. 4- ï — V'\ ) •

Dans la portion restante de e nous trouverons eu entier tous le&
groupes Gy qni correspondent à l'exposant a, pour àx^ et aux expo-
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santso, i, ..., a ^ — ï ponr^r^ el jamais nous ne trouverons on entier
le groupe G^ qui correspond aux deux exposan ts a,, a^. Lo nombre
dey termes de ces groupes G^ se calculera comme précédemment en
remplaçant

m par / /? — i,
n, i);ir fi — ai,

ai p<ir a,),
ce (jui donnera

?/// • 2 ( l l -r- ( — 5<i ) — ?//^--^( ^- 4- i — ai — c^ ),

et ainsi (le snile. Le caleul s 'a|) j ) l i ( | i ier<i jns?]!! '^!^ ^roii|)es (« / , / , .? <|ni
donruM'ont,

rp^ ( // ̂  i ̂ - ^, -— . . .....-,- y , ^ _ ^ ) — ̂  ( //. ..+- i — a, — . . . ••— a//,..,...; ).

Enfin les ^'rounes <«„/ i ne e o n f î t ^ n d r o n t eliaenn ( s n ' i i î t e dérivée, ei,
coninie le nonil)!^1 de (•es ^Tonp^s est a,,/^.,, on ob t iendra eonnne
nonjl)re de (erines

y'ni i.
ce (jd'on peiit ec r i l ^ *

t^{ n ,,4.» ï .„.. y^ ̂  . _ __ y,^, ̂  ) —— ^ j ( ̂  -.-;.- I —— ̂  —— . . . —— a,/,.., î }.

Finalement nous oblenons la forninle

( i o ) // = cp//,_,.t ( //- -h l} — 9///,.-„ i ( // -h ( — %i )

"+• ^m ^ n •4- 1 —— 0] ) — O// / , „,. (' // 4- i 1-1-11- ^i --- ^î }

+ 9 ^ ( / z 4- i — a, — . . .— a//,-...;;) — 9^ n 4- i — a, — . . .-•- a^,-^)
-4- 9i ( / / -t- i — ^i — . . .— a///,.....} — 9 i f //. -|~ î — ^i — . . .-- a/^.,,, ).

En nietlani / / an liesi de / parée que celle lorînule ini donne pas la
valeur de t dans tous les cas, si a^rrr; o on a

t =:: ^;
si a,, = î on a

/ = Ç'//,~-.i(^ 4" î ) , ^•—.- 0.
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'î. Po soi"! s alors
c7,, =-= a,,,

o-i == </o-+- ai,

0-2 == a,)-4- ai -r- a^,

cr/// î -= a,, 4- ai -t- . . . 4- a//, ...,i,

(il Dr oi) osons-nous de dèmoutrer (jue l'on a, dans tons les cas,

( r î ) ^= q ,̂ ( //- -h î ) — 9//<, ( //- 4- î — o-,, )

-4- 9//,-i ( //• i" î — cr,, ) — o/// . 1 (' //.. -)- î -— o-i )

-4- 9,; ( // 41- î — '7,i, :{) — ^2 ( /^ 4- î — CT //,„.>/)

4- cpi ( //, -h î --- o-,/, ..J — ^1 (//. -h î — ^,n î )•

II surfil do, (h'tnionhTr ( [ (Hï , si a,, = î , cllo (lonn^ 9//^,(^4-ï) , el
(KK*, si a,) =r o, (die. s( t r ^d i s i t a la formule Û°)-

Si a,, —: î , tous les aulr^s 7, soni i s s i l s ( î f l 'oiî a

0-., 11-",;: O-, .ir::- . . . •—. <7,,, ̂  .:::= f .

Donc, < l a t i s IVxpiTssion do /, a |)ar(ir (b la s o c ^ o ï K l î - li^'ne, les termes
se détruisent et il reste

9^(/ / . 4- î ) —cp^ (//,},

qui, eu vertu (le la formule (oudameutale ( 2 ) re la î i ve aux fonctions ̂
se réduit hieii a

^,n.-.^n 4- U.

Si, au < 1 outrai re, r/^— o, ou a

o-,, ;-.::;: <•.),
^•i •=-ai,

a., — ai 4- ̂ ,

IPS deux larmes di1 la^ première li^ue <le / se détruiseut et les a,ul.re&
se réduiseut aux ( e r i t K î S (•oi 'r i^iîOil i lauts de / / ; aiiisi / se rédi î i tà^, ce
q 1 1 . i a cil è ve, la d <'.; i t i o î » s I. ra t i o u.
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3. L'expression de / peut se mell;re sons une forme beaucoup plus
intéressante.

On peut l'écrire

t = ©^ ( / / -h i)
-1- 9^_ i ( /< 4- r — c7(-, ) — ©/ / / f /z 4- i — 7,, )

4- 9/,,,..2 ( //- 4- t — 7, ) • - 9/^.. i f / / . 4~ t •~- 7i )

_ 9 ^ ( //, ̂  ( _ r j ^ . j — 9^ ( // -h î — C7,// ,.^ )

— ^i (//. -r- i — o"///......i ),

ou, |)ar ap[) l ic i î( ion de la formule ('2j dt^ fonclions o,

/ -z 9^/ ( //, -(- \ } — ^,,, ( ft. — '7,, ) --- ^,,1 ) ( / / - — 7i J -—. . .

— ^^(n — y,,, . ;.) -- ^ j ( //. 4- 1 -— 7 in î ).

La fornuilt1 d'addit ioi l des ("oi icl ions ^ donne

m,^ (n — 7f) ) ":"- ^,ii (— cr,,} 4-" ^i ( // ; O/// î ('--• '"7(1 ) • (--. . . • • • • ^,,1 î ( n ) ^1 f - • îr,, ) - i 9//, (' // j

9 ///... î f // •— cr i ) ;; -•- 9 //, . î f - ~- cr î ) i 91 { i i } 9 // / ;; ( ••-• '71 ) i - . . . • • t - 9 /// î ( i l } ,

9a ( ̂  — y / i i «j ) ":::: ̂  ^ 1 — 7//, ^ ) - i • 91 (' //. ) 9 ; ( • a-,,, . ^ ) i 9, f // ),
91 ( /< -h f - - CT,// i ) == 91 (...... y//, i ) - }•- 91 C n ) " i • î ,

Ot» est alors coud 1 1 il a poser

0)0 ~= 9] ( - • C T o ) ,

r.)l r-:: 9 i f — ' 7 i ) 4- 92(--" ̂

( l2) ' (o^ rr 91 ( — c?-a ) 4- 9^ f— '7, ) 4-" 9:; ("-"- î?-,, ),

^i^ i =• 9l (~ '7^-1 ) "-{- 9;;(— 7///. y ) 4- . . . 4- 9///.-, i (— 7, ) 4- 9//, (— On ) ,

quantilés qui soni formeos avec les indices de rensemfde eanoni ( ( i ie
et, ne coiilionnent pas son ordre, c'esl-a-dire (jili resleroni les nienK^
qualHl on remplacera l'ensemble considère par nn ensemble dérivé
(l'ordre quelconque.

En addit ionnant par colonnes, nous obl iendrons alors

t •=. 9,/, ( n 4- f ) — 9,// ( // ) -"--1 — ^// „ i
— 9 i ( / / ) f l 4-"^//,.-J — 9J^)(l 4- ^,n .,,) — . . .— 9///....i(^; f î 4 - - r,),,),
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et l'on en déduira

T •=.. ^/ / / „ ; ( // -4- i ) — c?/ / / ( //., -|- i ) -t- 9/// ( n )

--1-. i ̂  ,,^^ ^ 4. ^ , ( ' / / . ) ( ( 4- <<) / / / - - 2 ) -4- . . . -h 9//,.. i (' //. ) ( l 4" ^»(, ),

et, comme, d'après la formule fondainenlale des lonclions ^, les (rois
])re!nie!'s ê t ^ ' ê ï i e s se ( lét ru iseni , nous arrivons a la forîmile f i i i a l t *

( î 3 ) 1' ~ l 4- r») / / / -. i -h 91 ( // ) f 1 -4- r '» / / / :; ) -r . . . -r- ^ / / / -1 ( // ) ( I -I- ^>(, ).

III. Svs'ri'-;MI-:S IM'I'IAUX DE CÀ'JCJIY.

I, ( î o î i s i d t ^ ' o i s s nii eer( ;Ni i no i t i l ) ! ^* de fonel ions / / , , n^ . . ^n . , d(1

ni va! ' ia l ) )es .r,, .r^, ..., ,v,,, d nn sysle i t ie .r^, .r"0, ..., ..r̂  d(1 valt^.urs
iî l i l iales de ces var iab les.

A ehauue (o i t c i i o î i / / / l a i so i ss eor res j iO îK i re /// iioinl)i'es entiers

positifs on nuls, le preîHhT ne pouvant elfe (|ne zéro on ///z, ( ^ î , dans
ee de r i s i e r cas. Ions les a n t r e s e lan t ns i ls .

i^dai ive i i îent ;» la (ondion //,, e.onsiderons :
Si oî» •— j , la fonct ion if, d f^ .s var ia i ) Ies .z'i, .r^, .. . , .r,,,.
Si a^ — i, les f o n c t i o n s de ,r.., ..., .r^ ol)!^*!!^^ en faisant x^-^-x^

dans
i } i i i ^' / i- l///•//n ^.r,î " ' î ^rï?

pnis l î ^ s fone-t ions de .r;;, ..., .r^ o ! ) {ennes en l 'aisanl./r, =-=• .r^, ,r^ :::= .r!I
dans

^%', /^. ^:/.', ; i ̂  ^%', i y.', i i , ^

O.r^^ ( ) , r ' ^ f ) . t ' ^ '' f}./-^ ().r^ I î

el a ins i de suite, el, enf in les (onc t ions de .r,,/ oh fennes (M» faisant
a-, =,= .r^ .r, —: .r!;, . . . , .r^, , =- r^ , dans

^ »...... > a;,, , ̂  ^ ^ ̂ ^ i - . . . • a,,, ,,.i. l ̂ . ^ ̂ ^''i! illl̂ l̂ll̂ ^^_^^, ^ .̂̂ ^^ , ..., ^ ̂  ̂  ̂ ^^^ ̂ ^^^^ ^

y /

^////.. A. A o / w . (• ' • ! ) , X K V . - . ÎLIN KjoH. '•>-(
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Ces fonct ions, considérées comme connues, font cou 11 a sire imrné-
diatement les valeurs, en .r^, -r.0, ..., .2'^, de certaines dérivées de if,
d'après une certaine loi. Panni celles qui ne sont pas ainsi détermi-
nées; considérons-en un nombre f ini .

Nous définissons ainsi , pour les p f onc t ions a^ un cer ta in nombre
de fonct ions et constantes initiales. Un tel ensemble de cond i t i ons
ini t ia les sera appelé //// système i n i t i a l de Cauelfy pour les /'onctions u^
u 2 1 ..., Up (1(^ veina blés .2' i, ..., .r,̂ . ( \ < 1 s y s t. é ; n ( v i n i ( i 'à 1 e s (, d é ( i n i com-
plètement par les nombres

et par l'indication des dérivées, non fournies par les fondions ini-
tiales, que l'on considère comme des données in i t ia les. Soit a^ le
nombre de ces dérivées re lat ives a / / / .

Le. T a b l e a u
y. ^ 'y. ^ ... y. ̂  y ^^/
a,;, a", . . . . y . ; , , , , a-,

yf y/' r/f' y^'•^-o » ••" i î • " • i " " n i i 1 " " / i l

sera alors appelé le Tableau, des nombres fo/uinfne./uau.r (la sYsf(''nie
inituil de ('auelfY, et nous remarquerons immédia tement ([n'a ( o u ï e
forme ca/ionicnte d''un système < l i f 1 e r e n l ici compa t i b l e le ( béoréme de
Caucby ^'énéraiisé (ait ( • ( ^^ " (^ ( (ondr t * un système i u i f i î d < ! ( » Caucl iy
ayant précisément pour nombres fondamentaux ceux de la forme
canonique et qu'une intégrale est complètement déferminée par ce
système initial.

î. A la déf in i t ion précédente nous ajouterons les su ivantes. Consi-
dérons un système di f férent ie l S, i» j î inconnues ej./// var iab les, qui
soit compatible.

On sai l , qu'on peu! certainement le meth'e sous une forme cano-
nique qui donne lieu aux propriétés suivantes :

î 0 Les équat ions S sont d i s t i n c tes , et t o u < e équat ion dérivée d'une.
equahon de S f igure dans S ou est une conséquence algébrique des
équations de S ;
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2° Le système S est par fumé en systèmes part ie ls S// tels que toute
équation do S// so i t d'ordre n et ne puisse pas cire réduite à un ordre
ni oindre en vertu des ai lire, s équations de S.

La mise sous forme canonique, îoujours possible, montre la possi-
b i l i té d 'obtenir , pour le svsiérne Droposé, des formes sat is fa isant aux
d e i i x e ou d i ( i o 1 1 s [ ) ré e ('k ( 1 e n î e s.

Si (in sys tème est mis so ies nne forme ou la première cond i t i on seule/
est réal isée, nous di rons nne le système est .complet .

Si les deux eondihons soul réa l isées, nous (lirons que le sys tème est
ordonne.

?). Nous ferons in imédia jement une remanjiie iinportanle pour la
sui te.

Considérous nue (ransf 'ormat iou ponctuel le

. / • i :: j\ (ri, . . . , , » / / / ; ci, . .., c^),

• / ' / / / ̂  j ' n , ( y \ ' , • • • . y m'. ( ' i ? • • • • > ( ' / . } • >
/ / i -=. Fi ( y,, . . ., ;r///; ( ' i , .... (^),

/ / / , r̂: 1^, (yi, . . ., ^'//,; Ci, . . ., e/j,

llne (e l l e J rans fo rma l ion t rans fo rmera nne é( jua( ion d'ordre // en
une équat ion d'ordre n et des équa t ions d is t inc tes en équations dis-
t inctes.

Donc- si, parlant d'nn s y s t è m e S, on applique la transformation
ponctuel le success ivement a ( o u ï e s ses équat ions, le, système t rans-
formé, te l qu'il est ob tenu , sera complet si S est complel et ordonné
si S est ordonné.

1. luifin nous devons faire une remarque que uous adrons souvent
à utiliser.

La démons! ration du théorème de Caucby général isé prend comme
poi nî de départ les erniations' p / ' i ï u ' i p ' d e s , c'est-à-dire les équat ions S//
à partir desquel les les ensembles canoniques par rapport, auxquels
sont résolus les systèmes successi fs S^i...^ S^,.^, . » . sont les ensembles
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dérives de ceux par rapport auxquels sont résolues les équations S/,.
Si l'on reprend la démonstration, on s 'aperçoi t immédiat'emcTît qu'il

n'est pas du tout indispensable de prendre comme équat ions princi-
pales les équations S,/ qui correspondent à Vordre canonique n. On
peut, prendre comme équations principales n'irnporle quel système S,/'
pourvu que n1 soit au moins é^al à Fordre canonique; toutes les équa-
tions d'ordre inférieur à n' joueront le rôle d'équations auxil iaires, et,
comme les ensembles principaux auront toujours les mêmes indices,
la démonstration conduira, quel que soit n\ au menu1 système init ial
de Caucby.

Il en résulte que, dans tontes les démonstrat ions ou nons aurons a
utiliser le théorème de Cauchy généralisé pour un système d i f férent ie l
sous forme canonique, nous pourrons loujours, sans a l tè res* les résul-
ta ts , supposer aussi grand que nous voudrons l'ordre des équat ions
principales.

II. — Invariants.

I. PiŒMIKKl-; MKTIÎODS-:.

I. Considérons un système dit lérentiel S conipaî.ihl^ et ordonné»
Nous avons fait la remarque que, si l'on ell'eeiue successivement sur
les équations de S la même transformation ponctuelle, le système S'
transformé de S est, tel qu'il est obtenu, ordonné. Si donc on désigne
par N,/ et N^ les nombres d'é([uations de S,, et S^, on aura forcément

N,":.N/,

Si donc nous convenons d'appeler formes ordonnées d'un. système
différenUel S, non seulement les formes ordonnées sons lesquelles il
peut se mettre directement, mais aussi toutes celles sous lesquelles il
peu! se mettre après une transformation ponctuel le quelconque, nous
pourrons dire :

Le nombre N,/, quel que s o i t n, est invariant pour Ionien les formes
ordonnées d'un niêrne système différentiel.
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2. Supposons S mis so iss une forme canonique dont l'ordre cano-
nique est v et soi.1

^, -7^' // / - 1

le Tableau des nombres fotHiamesUaux. de c e î t e forme, les nombres
fondaîïu^nla.uK comp lémenîa i res y.,̂  définis dans le Chap i î re I, para-
graphe III, n'y f igurant [ )as.

Soit

le Tableau correspondant des (jl'ianiil.es 0) deii i i ies j)ar les (orîniilt^ ( l'i)
du (dmi ) ! ^ !^^ 1 , paragraphe II.

Dans la. lorine considérée, pour toute valeur de n é^'ale ou supé-
rieure a v, les équat ions S,, seront résolues par rapport a des enseinbles
canoniques d'ordre. // ayant précisément pour indices les nombres a du
Tableau préccdemmcul écrit ; il en résulte que N,̂  sera e^al au nombre
tota l des dérivées de ces p ensembles canoniques, c/est-a-dire, en uti-
l isant la formule fondamen la le établie au Chapitre précédent,

P
^\

/' / //

^ / , 4" ^i ( / / , ) ( f) -V- V ^<N/,=/^ -r-Y )̂;,,,..,i 4" ^ i ( n ) ( p +y ̂  , ) ..4-.. .-4-9/, /- i (^) p -^-'S^î) h
'*ssa~ \ 'MHm / \ 'aaB" /i i // \ t /

ou, en posaut

-v<

04) -2"',.
//

k,-^-̂ •..;,
N,,=^ + |^.^i 4- y i ( / ^ ( p + 1^-2) "h. . .4- 9^-i ( ^ ) { p ^ I .o)-
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3. L'ordre canonique a mani fes tement une l imita» inférieure 0; par-
tons de la forme canonique correspoudante et appliquons la for"
ïnule ( 5 ) . Cède formule sera valable certainement pour ( o u f e valeur
(le n supérieure à 0, ee qui nous montn1 que, a partir d'une cer ta ine
valeur (le n inférieure ou e^ale à 0, ou aura

N// "=- A///...,.i -\~ A / / / ..̂  // -r-.. . + A,,//^ 1 .̂= I» ( // ),

et le fait que tou tes les expressions N//, quel que soil //. su j x ' r i eu ra 0,
sont des invariants, se réduit s i înp iement au lait que les / / / roenirieuls

A/,/ i, A / / / ^ . .., A«

sout, des invariants.
Nous o l ) te t ions donc, connne invariants, (ous les uoinhres iN/, jus( | i i 'a

nnc certaine valeur de n, puis /// nombres A.

4. Considérons d e u x formes canoniques C, ( Y du même sys i rme S,
C pouvant eire of^ei l in1 a|>res avoir (dieclue dans S nue cer ta ine (rans
formation ponctuel le e( (;' a|)res avoir (diccluc utn* aulre lransrorm;(-
lion poncluelie.

Si l'on desi^'iH- par î,, I., ..., I,,,.,, 1'^ 1 ^ ..., 1^ ^ h.s q u a n t i t é s
re lat ives a ces deux formes et, dé f in ies par les formules ( î '\ ), ou aura,
pour // suliisamment ^riind,

N,/ =- p "4- 1 / / / . î 4" 91 ( // ) ( p - i - 1 / / / , ) .4- . . . ...h, ^ „ / . ( / / ) ( p ..,...- I „ ),

N ;, ::= /. 4" I,/ „ , 4- 9, ( n ) ( p 4- 1 „ , ) 4- . . . •+- ^ „ „ î ( l i ) ( /. h I ;, ),

et l'égal i l e
'^,-N/o

vraie pour toules les valeurs de //, dontKïra

I;, ::.:.: l,.,

Si, comme nous l'avons fait pour les formes ordonnées, nous conve-
nons d'appeler formas canofwjws f/^/n sYsl^me (Uf^renUd îoui^s les
formes canoniques sous lesquelles il peut se mettre après une (rans-
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formal ion ponciuelle quelconque, nous pourrons dire que les tn quan-
tités

In, I,, ..., L/.-.-l

sont invariantes quand on passe (F u/ie forme canonique du. système à
toute (lut re forme canonique du même système.

5. a^, ai, ..., y.,̂  j édusî les nombres fondamentaux ndaîil's a une
inconnue u, cherchons le nombre M des dér ivées (l 'ordre é^'al on i n f é -
rieur a //. qui sont données par les fondions in i t ia les correspondantes.

Si a,) == o, c'est // el le-même qui est a rb i t ra i re et (louue les v;>leurs
in i t ia les de l o u î e s les dér ivées d'ordre e^'id on i n fé r i eu r a / / . On a donc

M ̂  ^ ,„ ( // -h i ) H a,, .::-„: i.

Supposons a,, = o. Les l'oncj.ious a i " l ) i t r a i res

On O'^i 1 //
/ / , ——, • • , ——^— ixmr .ri-=^ï

/Àri ^. / ' f< 1

donneront l ( ts va leurs i n i t i a l e s de ( o n t e s les ((('^rivées d'ordre eiçal on
infér ieur a r i de // |)ar r< i j ) ) )or j , a .r^, ..., .r"^, j )n is l on t t ^s les dérivées
p i ' i • r' • • i ^ ( ' t(I or i t i r t* e^'al on inleriel ir ;( // î < le j )ar ra[)[)orl a ,r^, ..., .r^, e îc . ,

el enf in loules les dérivét^ d 'o rds ' t ^ e^'al on inférii^sr \\ n — a , "h i

(|(. ' n^r r ; i i ) ( ) ( ) r ( u .z1.,, ..., ,7; ; donc, au lolal, un î lonibre de déri-
(}.r^ " • * * l

vées é^'al a

^in - 1 Ç n ̂  i ) ""^ ?/ / / - 1 ( l l ) ~ [ i i " " t • • ••'t•"• ?/// - 1 ( n ~~ v^ ^"~ ')' ) >

on ( încore a
^,,,( i ) ; - - i ) - ^ / / / ( // --i- i -- aj.

En con t i nnaut is c.alc-nler |>our les sér ies su ivantes de .fonctions ini-
liaies, on arr iver; t , coninK* on l'a lai t dans le calcul des nombres des
tern ies d'un ensemble canon ique, a rexpression

M' r1.'.; 9/ / / ( ^ -h i ) — ^ / / / / // •i-" i — y . i }
. .S... ^^^ ^ ( /^ 4,.,- | .,....- y^ f —— ^^^ ^ ( • /^ .-,,.„ ( ..- ̂  ,— ^^ ^

.„-(,.., ^^ ( //, -..[.-. i ..„..-, ^, ».- . . — rj.^ , ., ) -,.- ̂ , ( // -4- i ,.-. a, — ... — ^(n^i ),
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avec
M -= y ,,,{fi~}- i ) si ao= i ,
M == M / si 0:0==" o.

Ajou tons à M' u n e li^'ne supplé r rn 'n ta i re

©i ( / / --(- i — ai — . . . — a///„...,. i ') — O j f n 4- î — y.[ — . . . — y.^i i — o ),

q u i est n u l l e . Nous voyons alors que nous t r o u v o n s p o u r M exacte-
m e n t 1 e n o î n b r e (I e s t e r m e s ( 1 e l ' eus e t ï \ 1 ) 1 e c o m | ) 1 e r ï î ( k î î ( a i r ( k ( 1 ' u 11
eiisernble canon ique d'ordre n a //?-{-" s v a r i a l ï l e s et a v a n t pour i n d i c é s

a,,, ai, . . . , a ^ , i , o.

l^es m preiniers ( j ) seront eeux lonnes avec les i nd i c t ^s 7.,,, a,, .,.,
a,,,., ; (juant au //2-+- B"1""1 ce sera, puisque cr^ =:= cr,//,,,,

?i(~ ^/// i ) •-+- ^.Â— a,,, i ) - i - . . . -4-1 ^//, (— ^i ) -}- ^ , 1 1 , i (~- '7,,).

M - - — î --11- 91 (--- cr/// i ) — 9. f.-..--.. o"/// i ) — . . . 1 1 1 - 1 - 1 - O,/, f — ç-i ) -1111-- ^/ , i (— cr,/)

"-- ^i ( // . ( ï "4- r '» / / / . i ) -111- . . . "•-1- O/// (' //. ) ( i -1^" ^)i.) 4" 9/// ( //. -!-- i ).

G. 1^^ nointu'es N// d 'ordres supérieurs a Fordre canonique mini-
mum donnent naissance aux invar ianis 1 , , , I,, ..., 1,^ ,, f j u i (uit des
expressions algébriques sim[) les au îno^^^n des nombres fondamen-
taux, mais il n'en est plus de même pour les nombres N// qui corres-
pondent a des ordres in fér ieurs ; on consta te que ces i n v a r i a n t s ouï ,
des definilions qui présentent p lu îô t un ca rae îe re diseonhrm et arilb-
métique; suivant les grandeurs relatives des nombres fondamentaux
ils sont dépendants ou independanis de cer ta in d'entre eux.

Ces invar iants ne presenlent donc ni la s impl ic i té ni Finlerel des
invariants I, mais il se présenle néanmoins un fait ex t r êmemen t
remarquable, c 'est que leur somme est un invar iant a dé f i n i t i on algé-
brique et qu'on arrive ainsi à un nouvel invariant précisément de,
même forme que ies I.

Posons
^n :::«: N/, --h N/^i - , - . . . .
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Soient a,^, ..., a^ les nombres fondarnentaiix complémentaires
relatifs aux diverses inconnues.

Chaque inconnue donnera naissance a (les quant i tés

la dernière étant formée (ni cont inuant a appliquer la rè^le de forma-
tion successive des précédentes el a des nombres

Mi, M,, ..., M/..

On a, par définit ion même,

,)̂  ̂  ( M ) 4- . . . -i- M /, ) 4- ( V.}n -\- . . . !" V^n ) :== P ^m ( ̂  + 1 )

on
/'

•)t,,, -=. f> ^,, ( n "h [ ) — ̂  ( M/ -1- a;,/ ).

Si l'on forme M^4~ • c^/ d'ain'es la lormule dn j)aragra|)he ()recedenl,
on voit apparai t re la ( j i i an t i l e

"" 9, (— ̂  , ) .4- •7.\, -.- a;/,,., i -{'" a;// .r:r cr',,, •:•-=. - Cp, ( - <7;J,

et, [)ar s n i S ^ ^ , la quant i té <o^.
Si alors nous posons

/'

(^) I-=::^f')-ï

non s trouvons immédiatement

( l ̂  ) ,)b „, :.=: /> 4- 1 //, - 4- ^ i ̂ A ) ( // -+- 1 //, -,.-1 ) -h • . . •+- ? //^ ̂  ) ( // -^ l o ) '

e t , e.omme X.// (^s t invar iant ainsi que I,,, Ii, • • • , Iw i ? 'I ( t l l résulte
que I//, <'.v/ ^//.v.s7' ^// iiîVdrinni quand on passe, r/'u/u' forme canonu/ue à
tolUe adfrc forme wnonu///c r/n, m^nc système.

7. Nous venons de trouver une expression de X^ qui est un poly-
nôme entier de de^re m en n :

^,^=^(n).

Ann. Ec. Norm.. ( 3 ) , K X V . - JCIN K)o8. 35
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Comme on l'a f a i t , r e m a r q u e r à propos du polynôme P(^), si l 'on
ca lcu le ce polynôme au moyen d ' u n e forme c a n o n i q u e , on est assuré
que l 'égali té précédente a l i eu pour toute valeur de n égale ou supé-
r ieure à l'ordre c a n o n i q u e ; mais, par suite de l ' i nva r i ance des I,
tou tes les formes c a n o n i q u e s d o n n e n t le même po lynôme , de sorte
qu'on peu t af f i rmer q u e ^ ( n ) représente «X,, a par t i r de l 'ordre cano-
i i i q u e m i n i i n 111 n 0 d e j à c o n s i d é ré.

I I peu t même arr iver que ^ ( n ) , que nous a p p e l l e r o n s le polynôme
associé au système S, représente ,̂ pour des valeurs de n i n fé r i e i i r e s
à O . '

P renons par exemple le système

(PU _ ( P ( I ^ (P^
^ _ o, ^-^ •:= o, ^

qu i est c anon ique a l 'ordre 3 e( q u i ne p'^t é t r ( î m i s sous aucune
forme c a n o n i q u e d'ordre i n f é r i e u r . On a le Tableau de nombres fon-
da mei i l aux

d'où l'on conclut

I,)::= o, î , ••-==. — 5, L — — i
et

^ fi. ) :=: /l2 --- 9. /f, -4- '1' == ( //. —— î f.

d o n c l 'égal i té
X a = i cl ^ ( / < ) ^ : i ;

^^=:.^{n)

a lieu même pour /// == 2.
Elle a lieu aussi pour// . == r , car

•)r,i-=o et a l ( ï ) - = = o ;
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mais e l l e n'a pins l ieu p o u r fi •=- o, car

.)^o--=o et ^ ( o ) — ! .

Dans cet exemple, In polynôme associe es( valable à partir de // == î ,
tandis que les ordres canoniques ne commencent qu'a n = 3.

Quand nous aurons a nous en servir, nous désignerons par y. l'ordre
1 e î ) 1 î i s fa i I) le h [ ) a r ( i r d u que l 1 ' e ̂ 'a 1 i t e

.)L/,=<r(/0

a lieu sans interrupt ion, e î nous rappellerons l"e de^ré de validité du
polynôme associé.

1 I. SECONDE METHODE.

1 . Parlons d'un sysleme dif férent iel S aux inconnues u^ ..., n et,
aux variables x^ .r^, ..., .r,,/.

Su()|>osons qu'après lui avoir, au besoin, applique une transforma""
lion poncliielle; T^ on ail |)ii \(\ meltre sous une cerlaiiK^ romn; cano-
nique A caractér isée j )ar un cer ta in Tableau

i a1,, a;, . . ., a/'// i, a;//,
( A ) .., .., ..., . . . . , ...,

t a;;, y.i^ . . ., a;;/ i, a^

de nombres f o n d a m e n t a u x .
Supposons alors qu'on appl ique a S la transformation ponctuelle T

la plus içenerale. La poss ib i l i té d^meUre S sous la forme canonique A.
csl une possibi l i té de résolut ion des équations successives S,/ par rap-
port a certa ins ensembles canon iques ; puisque cette possibil i té existe
pour la t ransformat ion par t i cu l iè re T\, (die ex is tera pour la transfor-
mat ion générale T, pourvu que les fonctions qui définissent- celle
transformai ion ne sat isfassent, pas a certaines condit ions .̂, qui ne sont
pas réal isées ident iquement puisqu'elles ne le sont pas pour T^.

Si, en outre, on remarque qu'après la transformation générale T
rien m* distingue entre el les les diilérentes inconnues, on voit que (e
système S, après la tran^forinadofi. f^onc/uelle générale T ne satisfaisant
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pas à certaines conditions A: nonrëalisées i de nti que/ne nt^ pourra se mettre
sous une forme canonique caractérisée par le Tableau A de nombres
fondamentaux, les diverses lignes de ce Tableau pouvant être mises dans
un ordre arbitrairement choisi,

Supposons m a i n t e n a n t qu'au moyen d ' u n e t r ans fo rmat ion ponc-
tuelle Tu on soit ar r ivé , pour S, à une forme canon ique Ë caractérisée
par le Tableau

i P.1? Pi, • • • , p/1//.,. P-
(B) .., ... . . . , . . . . . ...

f pî, pï, ..., p^, (3^

et répétons le raisonnement précédent; nous trouverons certaines
conditions î  non réalisées identiquement, puisqu'elles ne le sont pas
par la transformation particulière l\p

II existera donc des transformations ponctuel les ne satisfaisant ni
aux. condit ions A, ni aux condi t ions 'iii). Soit e l'une d'elles. Le sys-
tème S, après avoir subi la transformation c", sera uu système ï aux
inconnues t'o ^, ..., ,̂, aux var ia l ) les y,, y.^ ..., y,,,, ^i ixulrra, tel
qu^il sera a ce moment et sans subir aucune nouvelle transformation, se
mettre sous deux formes canoniques; (-̂  avant pour nombres fonda-
mentaux, dans la première forme, une. li^'ne arbi trairement choisie du
Tableau ( A ) e(, dans la seconde forme, une li^ue arb i t ra i rement
choisie du Tableau (B); (^ ayant pour nombres fondamentaux, dans la
première forme, une. autre li^ne arbitrairement choisie de ( A) et, dans
la seconde, une autre li^ne arbitrairement choisie de { H ) , et a ins i de
suite.

2. Nous pouvons donc supposer que , dans 1;, ce soient les i ncon -
nues ^, (y,.^, . . . , ^,«4-, q u i , p o u r la f o rme c a n o n i q u e A, corres-
ponden t aux l ignes du Tableau (A) pour l esque l les on a y-o == i , c 'est-
à-dire aux l ignes de la forme

et que , pour la forme canon ique B, ce so ien t les i n c o n n u e s ^, c^, ...,
^^-+-t < i u i correspondent aux l igues ana logues du Tableau ( B j .

Supposons a et / / i négaux , par e x e m p l e
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Sous la forme canon ique (B) , le système 2 mont re , par appl icat ion
du théorème de Caucby géné ra l i sé , que l 'on peut se d o n n e r arbitrai-
r emen t

v pf t l ' p ~ \ ^ . . . , ^,,_^_pi,

mais que, ceci. fa i t , aucune, des autres i n c o n n u e s

('i, t 'a, . . . , ^ p-.h

ne peut être pr ise a r b i t r a i r e m e n t .
La forme A m o n t r e r a i t , au con t ra i re , qu/on peut se donner a rb i t r a i -

r e m e n t
^ ' 1 î l ' 2 1 • • • •) ^ ' p - //, + l ,

c'est-à-dire qu'une fois

i'i, t ' a» • • • > ^ p / / -» )

choisis arbitrairement, on pourrait encore choisir arbitrairement

Cette contradict ion montre que a et h ne peuvent être inégaux; donc
on a forcement

a:= h.

Dans les deux Tableaux (A ) et (\\) les a^ et ^ ne peuvent ê(re
e^'aux qu'à ^cro ou / / / / , et 1 ^ nombre de ceux qui sont égaux à un est le
même; on peut donc écrire

Va^V^,^ ° ^J l u'

ou encore
^^i(-~a,)=^9i(-|%).

Si l'on remartiiKï, en ontre, ({ne a,) == cr^, on voit qiKi la sooune

i,. •t.,r-.;,):--.i;̂
i i

est la même pour les d e u x Tableaux (A) et (B), ou encore que I<, est



278 E. DELASSUS.

un invariant quand on passe d'une forme canonique à toute autre forme
canonique du même système.

3. Partons du système IL sous la forme A; donnons"-nous

^ p —fi-\ i ? • • " » t?/^

et considérons le système comme aux: inconnues

('i, t 'a, . . ., t'y ( ( / -=i p — ^),

pour lesquelles on a
^=-^:-:=. . .=-=. a^=o.

Prenons comme équations principales les équations d'ordre //,
n étant supérieur a l'ordre canonique de A, mais choisi d'une façon
arbitraire, et considérons les fonctions

(^ f j ^ ()'!- l
" 1 î j t 1 . . . » / [ j

auxquel les se réduisent respect ivement

quand on y (ai f j, ==y^. Comme nous rayons vu dans le théorème de
Cauchy généralisé, nous aurons avantage a poser

f){ \ ' ^ /)^ i « ' / / ^^^ ^=^' • • • ' ^ • = ^--
et nous obt iendrons, pour déterminer les nq inconnues n', un svs îè i ï u *
canonique A^ dont nous allons calculer le Tableau des nombres fon-
da mentaux.

C o n s i d é ro n s 1 ' i n co n n u e

w', a'' r / , j ' ^ n — i).
Elle figurera dans les ensembles canoniques pr incipaux de A, en

provenance des termes de la forme

< ) y { . . .
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en y s u p p r i m a n t le symbole
A.
ày'i

pour le remplacer par

Siy^a^ la première suppression donne un ensemble canonique
complet, (Fordre H — / à /// i variables, dont Ions les indices sont
nuls; si alors on remet le second symbole, on a un ensemble cano-
nique d'ordre // a rn ~~ i var iables, mais dont (eus les indices sont

o, y, o, ..., o.

Siy==; a^, la premicre sn[ ) ( ) r ( t ss ion rK1 doum» |)lus un ensemble com-
plet, mais un ensemble d' indices

o, a^ a;, ..., a;/,,,,

de sorte qu'en remettant le second symbole, on a un ensemble d'in-
dices

o, a'i-haa, a^ .... ^...î.

En (in, si / <^ a^, l ' inconnue w1- ne ti^'urera pas dans les ensembles
principaux de la forme canonique A, ; (die donnera un ensemble cano-
nique nul dont les indices seront

I , 0, 0, . . . , 0.

lin résume, le Tableau des nombres fondamentaux du système cano-
nique A( sera

TAHL!-;A(i A I .

ïo. T , - Tr T^--r T^-r

«'Ç. . . . . . . . . . . î 0 0 ... 0 //

I 0 0

î v.\ •-. • 7.1 a;{

o c/.\ -t- î o

o

^

o

1
m-l
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T A B L K A U Ai ( ^ i f i ( . ( ' } .

î <> o

''ry . . . . . . . . 1 0 ( >

^.......... o 7/f-+-c4 a^

"A-1. . . . o »'

Dans ce Tableau nous n'avons pas fait figurer les y/,/ ,, parce qu'il
n'esl pas i)ossil) l(- de (Icterminer (V\\w laçon piTcise l(-s valeurs
des Y,^, (pii (^^^(^{(^^((-nl aux dinVTelîlos ir i fonuues \r \\ rimse d<»
l 'arbitraire qui e x i s t e dans le choix des dér ivées qu'on peui prendre
eonnne cons l î in fes iniliales.

Si (oulefo is on re,inar<;(ie ( ( (H» le pîissa^e d(- A a A , inriirodijil
aiicune eonstanie arbi t raire, on en eondnl ( jne les eons(an(,es arin-
iraires inirodnites par rapp l iea î ion du (Ileori-rru1 d(» (;;mcliv ^neritlise
a la forme A se reironveni dans l 'a[»i) l icaiion dn îne in(» ll)eoreîn(^i la
(brnie A,, d'où résulte

^ y///^'l::":"::^s y'/>lî

et cet te égalité suffira pour la sui te.

4. Supposons n pris supérieur aux ordres canoniques de A. ef B;
nous pourrons, par le procédé précédent, former deux systèmes A,
et B, ; ces deux systèmes seront aux mêmes inconnues et aux meme^
variables. Les deux systèmes aux inconnues ̂  sont nHoureusemeut
Klentiques, puisqu'ils expr iment fous deux les condi t ions que doivent
remplir les mêmes fonct ions pour que les v vér i f ient le système 1. Les
deux systèmes A,, 1^ résultant de ces deux systèmes ideutiques'en y
faisant la même transformation

^: ()^Vi

"Or7
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seront donc aussi ident iques, do sorte que A, el B, sont (lenx formes
canoniques qu'on peut donner h nn même système -S, sans Y faire la
moindre (ransformat iou. Au t remen t dit, ^,, A|, B, sont, des systèmes
à m — i var iables qui remplissent exactement les conditions qui
avaient é té imposées aux sys tèmes 2, A, B a /// var iables.

On pourra donc raisonner sur S,, A , , B, comme sur S, A, .B, et
obtenir de nouveaux sys tèmes î , A^, IL a in — i> va r iab les (M, rem-
plissant encore les mêmes condi t ions.

En cont inuant ainsi, nous arr iverons aux systèmes ^/// ,, A^, ,, B/,,_,,
à une variable, e( en f in aux systèmes S,,/, A/,/, B,,/, qui ne cont iendront
plus de var iab les et seront les r e l a t i ons f i n i es qui doivent ex is ter en t re
les valenrs i n i t i a l e s des inconnues de 2,̂  , pour que ces inconnues
vér i f ient E//,,. Ceci pose, remarquons que l' invariant.

2...
relatir au nombre des inconnues qui peuvent être prises ent ièrement
arbitraires s'applique, au passade de A a B, an passade de A( a B(, etc.,
et an passade de A,,/ , a B/^i. Il s 'appl ique également au passade
de A/,, a !{//,, qui sont deux systèmes finis et équivalents de relat ions
eutre les mêmes c o n s t a n t e s .

Bemarquons aussi que, dans leur ensemble, les nombres fonda-
mentaux de, ran^' // de A , s 'expr iment au moyen des nombres fonda-
mentaux de ran^' // -+- i e t de ceux de moindre ran^'de A, de sorte que,
de proche en proche, nous pourrons dire. que, dans leur ensernble,
les nombres fondamentaux de ran^' A de- A/, s'exprimeront ail inoyen
des nombres fondamen taux

F). Considérons success ivement les groupes

A, B,
A , , B, ,
A,, B:.

A//, . ) , 8 > m.. } i

A / / / , \^ni.

Ami, À'C. A^/7//.. ( ; î ) , K K V . •- .IriN njo^. 36
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L'invariant- Sa^ applique au groupe A,, B|, nous donnera, en expri-
mant les a^ de A, et B< au moyen des a (le A. et B, un certain inva-
riant I\ contenant les a^ et les a,.

Appliquons ce même invariant ^a,, au s'1'011?0 A^, IL; il nous don-
nera, en exprimant les a^ de A.^ et IL au moyen des a de A et B, un
certain invariant L contenant les a,,, les a, et les a^, et ainsi de suite.

D'une façon générale, l ' invariant Sa,, applique au groupe A/,., B/c
donnera, pour A, B, un invariant I/^. contenant les a,,., % ^ , ..., a/,, et
finalement le groupe A,,,, lî^ fournira un invariant \,n dépendant des
a,, a^ ..., a ,̂..̂  a^.

Considérons rinvariant 1 ^ ; il s'ol>tient en appliquant a A.J}a l'inva-
riant 4 (I l îi» applique a A|Bi, donne l'invariant ^ ^ de Ali. Cet invar iant
n'est (lonc autre que l'invariant I) applique à A.iBi. Plus générale-
ment, l'invariant 4 sera l'invariant Io appliqué a A/,, B^,, o'est-a-dirî^ I,
appliqué à A/^, B/,,,, c'est-à-dire la appliqué à A/^i, B^, etc., c'est-
à-dire nnalement l ' invariant I/̂  a|)[) l i( iné à A ) , Bi, de sor(e ( l u ' î * ! }
dét ini t ive il n'est pas u t i l e de passer par les systèmes successi fs ; il
suiïira de former, comme nous l 'avons fait, le Tahle-au de nombres
londamentaux pour A, , B ) ; en lui appl iquant l ' invariant !„ démontré
directement, on obtiendra 1 , ; en lui appl iquant C on obtiendra L, etc. ;
on lui appliquant I,,, , on obtiendra I,,,.

6. Pour appliquer commodément le calcul que nous venons d' indi-
quer, commençons par former le Tableau des o- dn système A , ; ce
sera, (in remarquant que les inconnues w correspondent \\ des incon-
nues v pour lesquelles a,, == o, donc- a, == G-i :

TABLK/UJ Si.

•S',,. .S'). A'y.

^ î . . . . . . . . . . 1 ï I

« l . . . . . . . . 1 I 1

" ' T ^ . . . . . . . . o ^ 7.;
«'î1 4"1 . . . . . . . 0 7 J . 4 - Ï T; 4- î



«';} . . . . . . . . . ï 1 ï ... ï

( \ ^ ~ 1 . . . . . . . 1 1 1 . . . 1

n^'4"1 . . . . . . . < > y [ — ï '7'; 4- t . . . 7(4- ï

Quant aux .v,/, ,, nous savons qu on a

'V V Y^ V•L -s>/// ' "̂  7 .< ) / / / - ̂ ^ 2j(:rm ~ 2j a"///~•l
^W(l JteMd «———< ^MM

comme, ("ons^quencc (le l'e^'alil^

^ ̂ "''^^L a//''

Osi < lo i ( l'i^naniîler qu^ la loi ( ! ( * (ortr ial iols des colonnes successives
(.lu Tableau S, d^vieul régulière, a i)arlir (le la seconde et qiril ne se
produil de nouv<dle irrégulari té (ju'ad passade a la colonne ̂ ^.

7. Pour aI)I) l i ( [U( tr I<)^^?i(- c^(»} ^ ^^i. il nous laul former

^ Ï l ^ — ^ ' o )

du Tableau S,. On oblieni immedialeinenl.

ç . j ^ ( ^ l ^ 4- . . . 4.-. cr'jf ^ j (— ï )

OU
- ^ ( — — ^ i ) - } - 1 . . . ^ - - ^ ! ^ ^ ) ,

somî^( t qui est donc invariante dans le passade de A à B.
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Si alors nous considérons la somme

/' /' /'
2 '/1 '^Z ̂  (- ̂ ) ̂ .S ̂  (— a [ ) )

i i if/ r i i
"̂ IL ?1(""" ̂ ) 4-"^ ̂  (~~" 1 7 l ï ) "^^ c&2(~ ̂ ) î

1 ./4-1 1

nous voYonsquo la prerni^re parlic (^st invariante quand on passe de A,
à B, la seconde a une valeur f ixe puisque tons les cr, qui y figurent
sont 6^'aux a un, et la troisierne est nulle, puisque tous les o\> étant
égaux à zéro ou un annulent ç^. Il en résulte que

/'
ii -=^<

i

est invariant quand on passe de A a IL
Ad fïî e t to n s i n a i n [^ n a 1 1 1 <\ u<k

h~^^ ^=^^ • • - ^-I;̂

sont des invariants, et a[)() l i<[uons l ' invariant I/, a A, .
Il nous faut fa i re la somme

^ 9^+1 (—" ^o) •Jr^ p/^— '^ ) + . . . 4-V yi (1-- .s'/,)

étendue a tout le Tableau Si.
Calculons d'abord, la portion qui correspond aux inconnues

elle se décomposera e l f e - m ê m e en sommes p a r t i e l l e s re la t ives a u x
diverses colonnes.

La por t ion

29 //,n (—. y,,)
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sera
fj\ 9//-,-i(-- ï ) ,

qui est nulle, car h 4- ï est supérieur \\ un.
La portion relat ive à la A-^1111 ' colonne

^?/.^-M(-^) (0</-^)

se eoin[)osera de (.rois parlies.
Une. première

ç-'i y/^^/,4-1 (— 0

sera nulle si /' est inférieur a // et, e^'ale a

oî i eneoi^^ a
^(-^)

si k^h.
La deuxième paille sera

9/, /;.( i (—c4i. i )•

La (ro is ies iK1 | )art ie sera eudn

y// /,,, ï ( - a\ — ï ) + -?// /,, ï ( - ̂ \ • - ^ ) 4- . . . + PA-Â: hi (.— ^ +- » )»

c'est-a-di r t^
(?//, .../,-t-.2(—— '̂l —— I) —— ?// - / i - t ^—— //' ) î

le second terme indépendant des <T se. retrouvera en passant de A a B
et l'on pourra le- ue^'Ii^er. Quant au premier, en vertu des propriétés
des fonctions ^, on peut l'écrire,

? /< . - . ^^—^) -?A . A - > l ^ - " ^ ) *

Finalement, la porî ion totale, relative a (ï^ ..., ̂  1 sera

^ ; , f.,_, /7^ ^ — '?/, (—— rr\ } -}-• ^i, ( — ̂  )

-\-~ 9// ( — v\ ) — 9// ï ( — ^\ ) + ̂ n-1 ^ — ̂  )

4- cp, ( — V\ ) — ?2 (— cr; } 4~ 9, (— ̂  )

-t- 9, (~ ̂  ) — ^t ( - ^1 ) •+• ?- ( 1 - " ̂ IM ) 4- 9i (— o-l ).
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Si l'on supprime les termes qui se détruisent , deux à deux et si l 'on

y ajoute la quant i té
9/^(—CT;J,

qui. est nu l le , on trouve immédia tement

^.-M-

Notre calcul mont re donc que la somme

i ̂i
ne change pas quand on passe de A a B. 11 en résul te q u e

//

i/,,,--^ <,
i

est un invariant, car la portion re la t i ve aux/.» </ dernières inconnues
est la même, ces inconnues ayant les mêmes nombres fondamen taux

i, <>, o, . . ., o
dans A et IL

Ce calcul s'appliquera tant que A sera infér ieur ;» /// — i, car on
n'aura à faire intervenir que les colonnes .v,,,.^, .-,.^ yd i i Taldeau S,.

S u p j ) o s ( > n s i n a i n 1 e n a î 1 1 ,
h rr:: / / / — .1 ;

le calcul de ^ ...i,
pour le Tableau S, se fera comme l)rêc('kdf>mment^ sauf pour la somme

^?.(-^.-...)

relative a la dernière colonne de Si. Nous avons remarqué que

JL '<>m•""î'~w~^L sl''~i~'2'''~:^crm """2 f7fn'~Ll''
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ce qu'on p011! Ecrire

^9,(-,s^,^)=^9,(.-^) -^?i(-^ i.)+^yi(—^-.).

Or V CD,(— -v^-./) a été calcule pour obtenir 1^.^ (kl l '011 a trouve

^ ̂ f- ̂  ) —^ 91 (- ̂  ) -t-^ ?i(~ <-i ) +^ ?l(""f71i ) ;

^ ̂ (-.v,^) -=^?,(- ^/) -^ ?^- <-i) 4"^^^("^) ̂ Z^^-^'^

r:=:^ ^1 (" r71m) ̂ ^L ?;i("'" 0';1 )'

i
Oti () l) l ieiî( lra alors f i î t a l e î n c î î ê t

^ çp^ (_ ^^ ) ..̂  ̂  y^ (— ^^ ) 4-^ y .̂,., (— cr; ) 4- . . .

+ ̂  ^ ̂ - '""" '7^ - ' ^ ""h ̂  ? ' ( "-~ •^" -1 ) ?

c'esl-à-dirc
//
^ 9,,, (-- o-^ ) 4- ?,»..-i (— < ̂  4- . . . 4- 92 (— o-L i ) 4- pi (— ^m )

OU

i...;„'.
i

Par le même raisonnement on montre qu'on peui, sans que l'inva-
riance cesse, eleruJre la somme jusqu/a l'indice/^, et l'on obtient ainsi
le m 4- i i<'l"<> invariaî i l

r
î V '1 /„ — J^ ff} ̂ .

1

8. Les inva r i an t s 1 sont commodes, à. cause de leur forme symé-
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trique- Dans certaines q u e s t i o n s i l est n é a n s n o i n s u t i l e de les rem-
placer par c e r t a i n e s de leurs c o m b i n a i s o n s . Nous au rons occasion
d'ut i l iser la s u i v a n t e :

J j rr: j i j (,,

Si, comme nous l'avons déjà fait dans des Mémoires antérieurs,
nous posons

/' /' /'
To = ̂  a;',, Fi -== ̂  y,\, . . ., F,/< = ̂  a;//,

i i i

les F étant les nonjl)res d'arhilraires des d i f f é ren ts ^"enres (j i i i f igurent
dans le système init iai de Cauchy ronsidére, ( * ( si, de plus, nous tenons
compte de la fonmile fondamenta le ( 2 ) relative, aux fonctions c/, nous
obtiendrons i înmedia(ement les expressions suivantes, où l'on a
ne^li^'é tous les (cruies de la forme

et ceux de la forme

qui sont ions nuls :

i _ T^o — — •A o >

Ji =: — Fn
/'

j, =^r, +^^(-cr0,

Q>/,(— cr,,— ï ) ( /.' > a )

?^(— ^>)>

f f 1

^, --r, +^?2(~-^)4-^9,(-

/' // /'

J ,„ = — T///, 4- ̂  9,, ( -- c4., i ) + ̂  9:, ( — cr^.,. ^ — t ) 4- . . , -.4- ̂  ^,/, ( - rj\ — ï ).

1 1 3

Ces f o r m u l e s n 'ont plus la p a r f a i t e symét r ie de celles qui d é f i n i s s e n t
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les I, mais elles ont ravanta^'e (le mettre. en évidence les quantités F
qm ont une s ign i f i ca t ion intéressante.

9. Les égaillés

i.-^y.);,, .i.^Y.)^ i/.-v..;,,

peuvent ê t re considérées (le deux façons.
Si l'on Y considère les y- comnie donnes, e l les déf in issent les inva-

riant s I.
Si l'on Y considère les 1 comme donnes, ce soni des équations aux

inconnues y, qu'il s'agit de, résoudre en nombres entiers positifs ou fuils,
satisfaisant en onire a la condit ion que les a,, ne peuvent prendre que
les val eurs zé/'o ou / / / / , e.l .que, si un y.o est e^al a //-//, tous I t^s autres a
qni lui c o r r e s j ) o n d e î î ( sont nuls. Dans cet ordre d' idées, les équations
precedenîes seront tout naturel lement appelées équations (/'inmriance.

III. Premières propriétés et applications des invariants.

1 . Partons d'une l'orme canonique (l'un système dillerentiel S; nous
formerons ses invar iants 1 et toute autre forme canonique du même
système devra avoir un Tableau

;̂, a7,', . . ., yJ.',, i, a^/,

sadsfaisant aux équations d ' inv î i r iance

'""S91^""'70^1
p r

:g ., = ̂  ? « ( -- ^1 ) + ̂  ? 2 ( —— ̂  ).

! 1

r r r{' r '

I/,/ == y 9, (— ^/^ ) 4-^ ?. (— ^^ i ) 4- . . .4-^ 9,«,..,i (- ^o ),^ r.^, (— a,,, ) 4-^ ?2 (— ffm l ) "••1- . • * "+-^

71 i i
îî r-i

Ânn. Éc. A'^/w., ( 3 ) , X X V . — JriLLi/r 190^.. 0 /
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les Œ étant dos entiers positifs ou mils sat is fa isant aux condi t ions

0-,, = O-i •=: (7^ = . . . -:= 0-///...1 --= 1 ( O-/// ;, I )

on
(7() ==: 0, (7] ^ 0'a ̂  '7 ;{ '. . • • ': O"/// - . i ,-. '7 ni •

La pr^^niere (^[ualion d'invariance donne 1 1 n iiombri1 liniile de
systèmes de nombres cr,,, car ce soni des eiîliers [ )os i ( i f s dont, la somme
est connue. Adoptant l'une de ces solutions, la seconde équation fera
connaître la somme

20'!,

ce qui donnera encore un nombre limite de. systèmes de nombres C T ( .
On peu( continuer ainsi jusqu'au boulet , en conclure qn^// sysicrnc S
donné nadmel (jaun. nombre //ni i / e Tableaux de fiofnhrcs f on dam en-
taux salis faisan ( ( i n x é(f nations d'invariance.

IVanli'e pari, soil ̂  le sys îenH 1 S dans lequel on a f a i t la l.ransfor-

malion j)oncluelle ^'encral(3; nous savons que les (ormes canon iques
de S son! les (ormes canoniques sous lesquel les on peut meUre direc-

tement. > " Considérons alors deux lelles formes correspondant an

même Tableau de nombres fondamentaux. Soient a l'ordre canonique
de la première, (A' celui de la seconde, et supposons

Dans la première forme, les équat ions S^., S^.^, ... seront résolues
par rapport a des ensembles canoniques

^[i.i ^\).j ' • . f r^j,.»
r-( [;,-}-1, r-'tî, ) . i » . . . , J^;,j.,i,

ceux d'une ligne étant les dérivés de ceux de la li^'ne précédpule.
Dans la seconde forme, par suite de ridentité des Tableaux de

nombres fondamentaux, les équations S,;/, S,,.^,, ... seront, résolues
par rapport aux ensembles E^/, Ep/^, ... du Tableau précédent. Dans
celle forme, les équations S^ seront résolues par rapport a des
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ensembles
S^'- i,

qui seront, au |)lus é^'aux aux ensembles iï^/_,, puisque leurs ensembles
dérives doivent ê t re au pins é^aux aux ensembles E^' dér ives des
ensembles Kp/-,, o(, comme le nombre des termes des ensembles E^_i
est e^-al a celui des ensembles E^' ,, il en résulte. l ' ident i le des
ensembles lî^ i et E,̂ , i.

On pourrait eontinner ainsi e( l'on arr ivera i ! -a démont re r l ' idenl i te
des (*nseml)!es 1^ eî i\j., de so r te (jne li^s deux lorme,s soi i t dn menK^
ordre canonidne d résolues par rapport aux mêmes ensembles cano-
niques. Les deux formes ne pourronî difFerer ( jne par la résolution des
équations aux i l ia i res . Nous pourrons donc dire que ces deux formes
canoniques ne soni pas d is t inc tes , cl, par suite :

/l //// Tableau de noml/rcs f()nd(iînenlaux satisfaisant an,r cc/uaïlons
(1invariance ne p e l f / corres/fouare pliis ( l ' u n e forme canomc/ue (lu
système.

Si l'on rapproche ce résultai (lu précédent, on en conclut immédia-
tement :

Le nornin'e (fes formes e.i mon i(f ues (lùlinctes d'un mftme système diffè-
re n i i e l e ^ i l-oufoufs l i / nde ,

2. Km|) loyons \^ lars^aLçe de la ^wmétrie a n dimensions. Nous
pourrons dire que le système ï, qui dérive du système S par la trans-
formation ponctuel le la plus générale, déf in i t une multipl icité h m di-
mensions dans nn espace ;i m •+• p d imensions. Bornons-nous a con-
sidérer alors la t ransformat ion ponctue l le la [dus ^nérale équivalente
a un changement (Faxcs .

Nous remarquerons (le suite que les axes interv iennent dans la
déf in i t ion des dér ivées d'ordre ri des fonct ions inconnues par rapport
aux diverses var iables et qu'il en sera de même, pour un système de
p ensembles canoniques d'ordre n. qui ne sont pas tous nuls ou com-
plets,

Soit C,, un tel système et soit €'„ rensemble analogue relatif aux
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nouvelles inconnues et variables, le nombre de hernies de <;// et^ étant
précisément le nombre N,/, des équaî ions S//.

Si, quel que soit le changement d'axes, les équat ions S,/, n'étaient
jamais résolubles par rapport à 6^, qui est toujours défini de 1;» même
façon par rapport aux axes, ce fait constituerait, pour les multiplicités
intégrales, une propriété relative, aux axes et qui serait vraie quels que
fussent ces axes, ce uni est mani fes tement impossible.

Il en résulte :

Après un changement d'axes indéterminé, les équations S,/ sont réso-
lubles par rapport à tout système d'ensembles canoniques d'ordre n dont
le nombre total de termes est N,/.

Considérons alors un Tableau de nombres fondamentaux satisfaisant
aux équations d'invariance.

Si cr est le plus ^rand des nombres

^//-i. ^//-n • • . , ^m i

relati fs à ce Tableau, pour t ou te valeur de //, au moins é^ale à cr, 1 1
existera certainement des ensembles canoniques

ayant pour indices les nombres a du Tableau, et, d'après le calcul du
nombre des termes d'un ensemble canonique et les équations d'inva-
riance qui sont vérifiées, le nombre total de leurs termes sera

f ) 4- 1 ̂ ,,i 4- 9i ( //. ) ( p 4- !/// 2 ) 4- . . . 4- 9^ i ( ̂  ) ( ? 4" Io ).

Mais nous savons qu'a partir d'inie certaine valeur de//, cette expres-
sion est égale à N^. 1 1 en résulte qu'après le changement d'axes les
équations S,, seront résolubles par rapport aux ensembles E', ..., W\
pourvu que n soit supérieur a une cer ta ine limite. Les ensembb-s
ICn? • • - ? 1^4-1 étant alors les dérivés des ensembles E^, .... E^ comme
ayant mêmes indices, il en découle la conclusion immédiate que le
système S ainsi résolu est sous forme canon ique et a pour Tableau de
nombres fondamentaux le Tableau donné a l 'avance.

Si l'on remarque en outre que le changement d'axes n'est qu'un cas
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parliculier de la transformation ponctuel le linéaire, nous arr ivons ;i
cette conclusion :

La transformation ponctuelle linéaire à coefficients indéterminés per-
met sûrement de mettre un système différentiel sous fou/es les formes
canoniques dont les nombres fondamentaux satisfont aux équations
(l'invariance.

3. Considérons un système diflerentiel d ' invar iants 1 ^ , I,, ..., [,,/.
A partir d'un certain ordre on a

N/, •::::// 4- I/// i 4- 9, ( / / ) ( / / 4- I,// . 2 ) -1-" • • •-4- 9 / / / _ . i ^ / / ) ( / / 4- lo) ;

(l'antre pari ou a, par la Formule d'addi i ion des fonctions o,

^m --.i ( i l -4- » ) ^ ?//, i ( i ) 4" ^/, ^ ( l ) 9i ( // ) "1" . . . 4- 9, f l ) 9^ . , (// ) 4- y,/,-i ( n ),

ou, eu tenani corïi()le de ce (pie l'on a

9, f i ) :.;-..,
quel (pie soil y,

^/// , 1 ( // • 1 " l ) .: -:: l -h 91 ( //. ) + . . . 4- y// , ..a ( ̂ . ) 4- cp/// ,...i ( //, ).

1 1 en résulte (j i ie la dil îerenee.

N/,—(/ ,^4- S « — i ) 9 / / / , . , ( / / . 4 - 1 ) ,

daus la()nel l (1 l ( î (^^('( '([(^(^nl de ^,^^(n) est l'uuile, de.vient positive à
parlir d'une certaine valeur de //.

Soit alors [j. un ordre satisfaisant a toutes les conditions précé-
deutes et soil y le nombre des inconnues entiereineut arbitraires;
on a

y ::=— I..,

et le nombre des lermes d'un euseinble canonique complet d/ordre a
(-st

?/ / / -- i^+ 0.

S i a n x (/ i 11 < î < ) n 11 u < k s a r 1 ) i ( ra i re s n o u s ta i s o n s c o rre sp o n d re de s
ensembles canoniques nuls^ pu is auxy^ — q — i suivantes des ensembles
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canoniques complets (l 'ordre a, nous aurons un nombre total de
termes

( P -— 7 -— l ) ?/« -î (^ -{- l ) -̂ = ( /^ --t- Ïo — l ) ?/«--i ( ̂ - 4" l '),

donc inférieur au nombre N^ des équations S^. Nous pourrons donc
trouver un ensemble canonique non nul K^ d'ordre a correspondant a
la/^"10 inconnue et tel que le nombre total des termes dev ienne préci-
sément Np..

Nous pouvons recommencer le même raisonnement pour les ordres
[j, -+- i, a 4-2, ... et trouver des ensembles canoniques

•"^[^-H i ^-'[^-l 2 î " • • •

Si l'on suppose ([(l'on ait: eirectué dans S la i ransforrnat ion ponc-
tuelle linéaire indéterminée, on sera assuré que les équat ions S.,
S^f, ... seront respect ivement résolubles par rapport aux s v s î è m e s
d'ensembles canoniques ainsi dé terminés . .le dis que la (orme obtenue
est canonique. Pour le voir il suff i t de remarquer que, si l'on f a i t la
résolution ré^dlière ef e/inonif/ae du s y s t è m e S t ransformé en prenant
les inconnues dans Perdre

/^i, / / ^ ( a , . . . , u,, i , /^, ^i, . . . , ^,

u^ ..., //y élant c,(dles (ju'on peut prendre arbitrairemen(, on retomlu^
forcément sur la résolution précédente et que, comme on l'a vu dans
la formation des systèmes canoniques, la résolution régulière conduit
forcément à une forme canonique.

Nous en (irons cette conclusion :

Tout système différentiel compatible à p inconmuîs possède, luie forme
canonu/ue dans laque/le p — i ensembles pn/nc/'pau.r sorU / / ( i l s on com-
plets.

Il résulte de la que les équations d'invariance admettent tou jours
une solution dans laquelle il y a - !„ lignes correspondant a des
ensembles nuls et p --h î,,, — i lignes correspondant a des ensembles
complets. Si l'on ajoute que, pour la forme canonique spéciale que
nous venons de trouver, il v a un certain nombre ï.7.^ de* constantes
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arbitraires et que les a,,, ne figurent dans la ( / /z 4- 1 V*'11 '0 équation dïn-
variance que par celle somme Xa^, on en conclut qu'on peut, sat is
cesser de vér i f ier ces équat ions, remplacer tous les a^ par zéro, sauf
un qu'on remplace par leur somme, et par suite :

Les écfiiaUom (l'invariance d'un système compatible admettent toujours
une solution de la forme

°» a!. • • • » y- / / / - i , ^//,
0, 0, . . . , 0, 0,

. , . , . . . , . ) . ,
0, 0, . . ., 0, 0,

I , ( > , . . . , 0, < ),

I , 0, . . . . 0, < > .

Cot to solut ion est ( ' 'v i l lemment unique, comme le montrent imme-
diatempnt les é q u a t i o n s d' invariance; nous rappellerons la solafion
extm^e des étudiions d'u/enrmnce, eJ la f o r î î i e ( "anouiqne-correspon-
d a u î e s< t ra \\\ forme e(tnom(fne e.ï'/reme du système diQ'érefitiel.

4. Donnons-nous a priori (\(^ nombres l(p \^ ..., 1^ et supposons
que ces nombres soient, t(ds {\{K\ les équations d/invariance soient
com|)a(il)les, c'est-à-dire admettent au moins une solution

v- n -, y- ? • • • » û" „» -. i » y ' .

y 1 1 f/^ ry• • • > '•"/// l i ^nny - n i y.',, ..., a ' , , , a'

correspondant a un nombre p d ' inconnues, les nombres a sat isfaisant
a toutes les condi t ions indiquées au dernier paragraphe du Chapitre
précédent.

Nous remarquerons immédiaUuuent que, si elles sont compatibles
pour/^, elles le sort i encore pour /^ 4- y, car si, au Tableau précédent,
on ajoute y lignes formées par des zéros, on ne change pas les valeurs
des I. Nous pouvons donc supposer



2C)6 R. DELASSUS.

Si nous p renons n supé r i eu r aie plus ^'rand (les nombres cr^ ^ d u
Tableau précèdent, nous sommes assuré q u ' i l existe des ensembles
canoniques

F i v 2 v /;
'-Â It 1 Â I t 7 • ' • Ï •"Â Ht

tels que les indices de E^ soient les m premiers nombres de la î" '1 1 1 0

colonne.
Considérons alors le système différentiel S^ obtenu en annulant

toutes les dérivées de ces ensembles. Quel que so i t^ / , le système sera
canonique, aura les mêmes nombres fondamentaux a,,, a,, ..., a,//_,,
et, par suite, admettra les mêmes fonct ions initiales qui seront ainsi
indépendantes de //. Ces fonctions initiales détermineront les valeurs
initiales d'un certain nombre de dér ivées d'ordre //- — i, d'ordre
n .— 2, etc.; prenons cel les qui ne sont pas ainsi déterminées et
rangeons-les dans Perdre suivant, en remarquant que toutes cel les
d'un même ordre relat ives a une même inconnue formeni un ensemble
canonique : les dérivées d'ordre // — i de //, dans leur ordre cano-
nique, puis les dérivées d'ordre // — i de a^ dans leur ordre cano-
nique, etc.1, enfin les dérivées d'ordre n -- • ï de n^ dans leur ordre
canonique; nous prendrons ensui te , les dérivées d'ordre // 2 ran-
gées suivant la même loi, puis les dérivées d'ordre // — 3 et a ins i de
suite jusqu'à l'ordre zéro.

Ayant ainsi rangé ces dérivées A// ^ nous remarquerons que le/ sys-
tème S reste canonique avec les mêmes nombres f o n d a m e n t a u x si l'on
y ajoute les équat ions obtenues en annulant les q premières déri-
vées A// , . , , et, cela quel que soit le nombre y. En a jou tan t (j te l les équa-
tions, on ne fait., d'après le théorème de Caiicby généralisé, que dimi-
nuer de y unilés le nombre des constantes arbitraires. Le sys tème S^
donne, en outre des t'onctions arbitraires, des constantes arb i t ra i res
qui sont toutes les dérivées A,, , dont le nombre $„_, va cer ta inement
en croissant indéfiniment avec ri si les ensembles 1^ •ne sont. pas tous
nuls, hypothèse véri f iée forcément puisque

P>—— iy .

On pourra donc prendre n assez ^rand pour avoi r

^"•^.S^
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Si alors on a jou te a S,/, les équa t i ons ob lenues en annulant les

o..,-^4,

premières dér ivées A / / _ _ , , on arr ivera a un système canonique ayant
les a,,, a,, ..., a,^ , du Tableau considère (^ < l o n t l o 1 nombre de con-
s tan tes arb i t ra i res sera

;̂«.
Comme les 7,',,, n 'entreni dans l 'ex jn 'ess io i i de I,// ( j i i e i»ar leur so in î iK* ,

on vo i t que Je système oblenu aura foiremenê, [)()iir invarianis les
no ml) res !(,, 1 , , ..., I/,,.

Heei [ )ro( |uemen(, s' i l e x i s t e un s y s l e i ï K ^ (lillereitliel ad i lK^ta i iL les 1
pour i n v a r i a n t s , en le m é f i a n t sous une forme canonique, les nombres
fondamentaux cor respondants vér i f ie ront les e(| u a lion s d ' invar iance
dui seront compal i blés.

Si les equa î ions d\i nvar ianc/c son8, compahblcs, nous venons de voir
due ce sont forcement les e(piat ions d ' invar iance d'un système dillé-
rent ie l , donc el les admenent um1 so lu t i on ex t re îne ; la réciproque est
e/v idente.

On en conc lu t :

Pour qu.c !(,, li, ..., I,// soient les in^ai'ianfs fi/un système différentiel
à in î)(ui(ible.s, il ffuif et il ^nl'fli (fde les equafions ( I > invariance formées
avec I,,, 1 ) , . . . , l / / / ad met ie ni âne solution extrême.

Remarquons que, dans un Tableau de nombres londarnentaiix, toute
1 in'ne de la forme

0, 0, . . . , 0, 0

donne une port ion mille dans (ous les invar iants elque loute ligne do
la forme

I, 0, ^ . . . , 0, 0

d o n n e , d a n s c h a q u e i n v a r i a n t , u n e por t ion e^ale à — i. Si donc on
appel le y le n o m b r e des l ignes de cet te dern iè re forme f i g u r a n t dans

An.n, I'':(-. Nur-iu., ( 3 ^ X K V . — .IuiLLr:T i(}0,S. ^
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la solut ion extrême, les équat ions ( l ' i i ivas ' iancc. seront

. I i = 9 ) ( ' — o-i ) — 7,
ta == oi (~ ^ ) 4- 9-j (--<7i ) —- //,

1^ -^ ?1 (— ^m ) +• '-J.^ ( - O-,// , ) 4- . . . -+- 9/// ( - ̂  ) — ^,

avec les condi l ions

Les i t i var ian is soiîl, par leur ( o r î i i a i i o î s m^iïK», (les i loînl)^^ (^iliprs;
nous supposerons (loue, Ïonjol jrs ("el le c o n d i S i o t i r t ^ ï î i t l i e .

La première équation (ionm1 la eo ïK i i t i on

[ i raist alors y de la preHiipre, < » ( , | )or (a i i t daiis l^s au t res , on (^s l con-
dcit a considmT les î l onveas i x i ova r ian i s

qui sont, encore des enliers ( t t ^race auxt i lKds I t ^ s ( ^ j n a f i o n s d' inva-
riance pn'' cedenutK 'ni ccr i l t^s deviennent

W i == y j (—— CT] } == — 0"t ,

W^ -:-=:9if— ^) + O a f — 7,} ;:-:r—^-^ y,.(- o- i ) ,

W //, = 9, ( — cr/,, ) .4- 9 ̂  ( -- ^//, .„„ i ^ -4-. . . -i- 9 „,, ( — a-1 ^
= — '7m"l[ •-+- ?;î (— ^m . - î ) -h . . . 4- 9,// f--- CTi ).

On ( î n t ire, de proche en proche,

-^rW^

»-^-=:w,-9,rw,),'
-^^ W3—9,[w,-9arwj ] ~ ̂ rwj,
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et l'on en dédnil les condi t ions ( iua les

W,,:,o,

o _ W ' i ^ W ' , ~ 9 J W , ) , W,— 9JW' ,—9, (Wi ) j — ^ (W,) ; . ..,

que do iven( remplir W,,, W,, ..., W^, j ) o ( i î * etn1 l^s itiv^ri;uil,s (rnn
sys î . ^ î ïK 1 il /// v ' î i s ' i î t i d c s .

( ^n isK i^s 'os is ^.11 p;u'l i ( t I l l i < k ^ • ! ( * rus ( l < t ( leux vin'!;!!)!!^ ; il y ^ iilors
trois inv;n'i;inls W ^t I t ^ s cond i t i ons (lovicnneii l

W^o,

Wi: o,
W,- W',^(Wi),

ou, ('il in( î ' o < l ( i i s u i î ( les invîH' icni ls .1,

. S i o,

.rs im^'îil it^s ( jno l ions i t y o ï i s o i t t ^ i i î i ^ s soni (le la JornK»

Wo: o,
wv o,
W,:, F,(W,., \V\),
W,- F;;(W,,, W,, Wj,

(»,l nous remarquons immrdi î i l^nKmî que ///, nombre (les variables, n\y
tm-ni^^ pas. Nous ponvons a lors i ina^iner nne s i s i ( , ( 1 inl inK1 ( l î ^ noînl)^^
W , W, , W., ... e S , former, ( l ' a j ) res la loi preeedenle, les inégali tés
success i ves en nombre, in f in i . Pour que. W,,/Wi, ..., VV//, sosen i les
invar iants d'mi s y s S e m e a /// var ia ldes il faul a lors e(, il suffil (ju'i ls
veri i ieni les /// -4- î [ ( r e E t i i e r ^ ^ inégal i tés.

Su[ ) ! )osons a lors que W,, W,, . . . , W .̂,/, soieni, les invariants d^un
système a / / / , -r- /• var iables, ils vér i f ie ront les m -+- k -l- î prerniëres
inégal i tés; donc W,., W,, ..., W,/ vér i f ieront les m+-r premières. Soit
alors /•/ un ent ier quelconque posi t i f ; nous pourrons choisir un en-
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f i e r W^i satisfaisant ;)

•vî  ir / w W W ^Tv //;.-H :::•: r / / /4-1 { vv ( )? Tv If • • • •» T^ ///J»

pu i s , W^.,,1 é t a n t a i n s i (ixé, cho i s i r W^^ tel q u e

W / ' F f w w w w ' '>
///+J; = 1 tll.-\-î \ Î T 05' f v 1 » • • • > Î T / / / » " /// ( - 1 ) •>

et ainsi (.Je suite, c/cst-à-dirc trouver VV^.;, ..., W«/.../.', te ls ( J I K ^ W,,,
W,i, ..., \V^, W,,,,̂  ..., W^.^ soic- is i : les invar ia is ts d'îl i i système a
m 4- ̂  variables; donc :

5^ W(,, W ^ , ..., W^ .y^//^ /̂ .y m 4- i premiers invariants d'un sy'slenie à
un nombre quelconque de variables, on peut trouver des systèmes à
autant de variables que l'o/i veui (ce nombre étant toutefois au moins
égal à m) et ayant W,p W\, ..., W,̂  comme m 4- i premiers invariants.
Il en est de même pour les invariants 1 et les invarianfs .).

La ( l e rn i ÎTe pa r t i e résul te i m m é d i a t e m e n t des express ions des 1 el
des J au moyen des W.

5. Considérons un Tableau de nombres fondamentaux

; o, a;, ^ . ..,
(A.) ) ., .., .., ...,

f o, a7/, a'^ . . .,

(lue l 'on peut supposer prolonge i n d e t i n i m e n t sur la droi te et d a n s
lequel la colonne des a^ est formée u n i q u e m e n t avec des zéros.

Soient d 'autre part
ai, a^ . . .

une sui te de nombres ent iers p o s i t i f s ou nu l s et

les sommes analogues aux G- formées avec- e u x .
Si nous considérons le Tab leau ( A . / , ) ob tenu en p r e n a n t les k -+- \.

premières l ignes de ( A ) , i l existe c e r t a i n e m e n t un système d i f t e r e n -
t ie l à k var iab les ayant ( A / , ) comme Tableau de nombres ( o n d a m e n -
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taux; donc les équations d ' invar iance formées avec (A/ / ) admeS(ro iu
une solut ion extrême

Si alors lions considérons le Tableau (A/,+.| ), l^s /• l ï rc i t j ierc.s équa-
tions ( l ' i l îvar ia iK'c sr-roni, [ ( .^s mêmes que poiir le Tal) lean (A/,), de
sorSe ( is l 'o i i r î^ ro t iv^^ 'a les mêmes nombres ^,, ..., a/, el nn nouvt^ui
nomix^ï (f/^^.

On ix^iil donc dire que le Tableau A, prolongé imiel inimenivers la
droite, déterminera une suile inlinie-

dt1 nombres entiers pos i t i f s on nuls.
Considérons ma in lenan î le Ta 1 ) 1 eau

(A,, , , )
o, a' .... a'/., o.

Ce Tableau donnera naissance aux k — f nombres

ff^ < ( „ ..., ^/., <-//,,i,

détermines par les équations d' invariance suivantes, écrites en partant
des invar ian(s .1 :

^+<SM^) '^^^-'-^^^

^ ̂  < 1 > ^ ( .̂ , .̂  ) _ y a',^ 4- V ^2^ '7^ rJt^ )?

^y, -f-- <S>A. ( • • > / • ^ . . . . ^ ; ̂ ^ a^- t-^ <î^ ^^- l^ • • • ? ^ ^

^^ s -4- ^4-1 ^<»/•. ..., .v, ) "= ^ ̂ /-...i ̂ L ..., ̂  )'

Si l'on c.onsidei^î les équations analogues déterminant

a,, ^^ . . ., o,^ <^..j..,i,
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on voit que ia dcmiiro sonic chani.^ cl est, remplacée par

^//.-n -h <I>/,^i (.s-/,, . . ., .s-, ) ,-_= V a;,, i -4- V <I..ï/,^,, {-7^., . . ., o-\ ).

On remanpn1 alors quo les G-,, ..., cr/,. son! f o r i î i es BK^' les a,, ...,
a/,, < lonc soul les nu^m^s d ; ( î ê s ((^ d c s i x cas, e( ( j i s ' i l ^n ^st ( I t ^ î n c n K *
des .s-,, ..., .ŝ  (ormes avec <7i , ..., (-//,. On [)O!I(T;( ( I O Î K * , |»;(r sous î rac -
t ion, ( ) l ) (o inr

x^ /•
^/•..-,-1 ^^.^l- l + ^ / - i ! '

on, puisque a^^ est lorc^iïK^it pos i } i f o i i msl,

^..^^.,.
( ^o i n i tK» /• csl ( [ iK^co ïK i ïK^ , nous | ) ( ) ( i v o i t s doix' ar(irm(T ( [ IK * l'on a

la suilc i n f i i i K 1 < ^ 1 i î l ( ' t ^ •a l i ( ( ' t s

^i-r;-^ a ^ , ^ j . - . ^ ^/,, //.-i ^^a'., . . . .

C^s irK^'al i f^s omi (HK1 iiilî^'iu'olation inh'TossîUîh1 . Ooîisidpi 'ot is nii
sys t ^ rn f» f l i f l^rei i f . ic i iî ^/ v;sî ' i ;d) lcs pt /^ im'omn^s do i i t a i icn iK» n'^si,
arit id'air i1 . Snpposons-lc, ( l 'a l ïo t 'd , mis sons sin^ fo rm^ c a t î o i i K i n c
(j iKdcoiHjiK^ ( ( l i s t i i i c . t e d f ^ la forîîK* ( •a i i o i i i ^ j i i c (^h '^t îK* ) oï, ( > a l > a ( • ( ( ' > { • i s ( ' t ( t

par ( î i i Tal)!^^!!! de nomhrps londan j^ î i l a i sx z,, ..., a,,/; Papp l i ca f ion , il
( " (^ t te lorrïK*, du ïh ro iT î ïK 1 d(t ( îas i r l i y ^c isc t 'a l is< ' 1 donnera, d a i s s l ' i n f ^ ' -
grale, df^ arb i t ra i res des difrerenis oi^Irt^s dolil l^s i i o i ï t f n ' t ^s s ^ ^ r o i s i

r,:-^a, i^^a, .., r,:-^^.

Si IH)IIS prp i io iss mainipnani ce sys lo î iK î sons sa formo ^ • a n o l l i ( | l l ( >

eNÏrcinc, on aura d^s t i o t ï i l t r cs ai ialo^i i t^s

A i :=: < / , , A,= ^,, . .., ,A///:= ̂ ,
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et les inégalités desnon i rees donneronî imméd ia tement

A, =1,,

A. ,,. i\>,

A./ ^ 1\
d( ' sorte que :

Le/ forme c(inoni(me (^rifr/nc cnti, à cerinifis poinfs (le vue., apparaît
co frime /a p l i f s su unie y es! celle (mi doniî.e la solution générale sons la
forme la plus c()mf)li(fuee, en ce sens f/ne, pour clia^ne, genre., elle (loinie
un nomifre d a r i n f r a i r e s an /noms e^'al à celui fourni pour toufe antre
forme canon/fine { l u s Y s i c me.

6. I^îi conl i l iuî in i , , c o s t ê i n c (huis h1 [Kira^Tttphc jx '^ccdoni , \\ <lns2,çiUT
[(ai" A , , ..., A/ / / IPS nojnid'cs 1 ' ( ! ( * I;i l'orme ( •« i i i o t i i t j iK 1 ( ^x t rô l ï i o , l(\s
é^'al i tcs (''(ahl ics <in i m r î t ^ î ' f S j d K * IV ( le ce Chînutn1 jxn icro i t l s'i'crirc

A,-.:.-W^

A, + A, - - : :—W,4-^, (W,) ,

,\, -h A, - 1 - - A i -r: - W, -i- 9,|: W, -~ ^, ( \V, ) | .4- ̂  ( Wi j,

Sii|)|)os()!is alors < ) ( ! ( * , |)our i i i tc lonin^ ( ' rUio l i i t l iK1 d is sysî^ i rK1 , on ait

r,, := r, - : = i . . . ;:= s\. -•:= o, iv i.i > < > ( /• < /^ } ;

cVsl (lire (IIK' l o î i s les 0(,, l (ks y.i, ..., les a,. <lo (•('([.(ï lor î tK1 sont nuls,
ot l'on en déduit imméd ia tement

j,=:j^=...=j,=o, j,,.,••=- r,,,.n
e(, par snile,

Wo ̂  w, -=:... .:„= w, -= o, w,.,i = - r,.,,-i.

1 1 en résul te immedialemont

A i -= A a =. . . = A, ̂  o, A,.,. i =: IV,. i.
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Pour loute autre forme canonique on aura donc

r'j ~= o, r'̂  ^ o, . . . , r^ o,
c'est -a-d ire 1^.=^.=..."•^ /.:-(>,

puisque les 1^ sont des isotiii)!^^ essenl iel lemeni iK)si(,il 's. Si, îm
nloyc^i de c e t t e seconde tonne, ois l'em'end le, c î d c i j l i ' î t i l sur l<i \^'^"
iniere, 011 t rol lV( tra

A/.,)..I •i-:: ï .^, , . , .

On a donc iinalemeni

r^=n-...=:r;.-o, i-,,,
Ainsi :

Quelle (fue soil la /orme ('ano/ncfdc adoptëc, le ^nrc fîidxntuun cl le
nombre des ai'Iri/raires de ce ^enre /i^'uranf dans l ' i rU enraie générale
pw application du t/feor^me de ^ancliy i^enerdIiHe son/ ton/ours les
mentes.

On peni reînîu '^ l iKn" ( [ l ie l'on ;uirai( j) i i dt'^nonh'e.r e^\{^ \}vo\)Y\i'{c
s;»ns [ ) ;^ss( l r j);(r lî i ( •ons idr r î t i ion de l;s f'orine c î î n o t m j i K * (^ ( resnc. Il
aura i t su f f i de* denionh'er ( jue la condi t ion nécessai re el s n f l i s î i n î e
pour avoir

J,^J,^....::.,.J,1-1:::. o, .î/.,,,:..—!1 ',,,

est qne Ions les a,,, les a,, . .. , les a/, so ient nuls. Cède d ein onsh'aî ion
resuite de ce ( jue les y.,, les a.^, ... n'enirenf soc^^ssivenienf dans les .1
successifs (jue. par leurs sommes.

7. Nous avons vu précédemment que fonle solution des équat ions
d'invariance donne une forme canonique du système. Qu(d est son
ordre canonique?

Faisons d'abord la remarque su ivante . Nous avons in t rodui t deux
polynômes P f n ) et, ^ ( r / ) associés au système ; soient v /'ordre le plus p e / i t
à [)ariir duquel ^ ( n ) es/, valable, [j. l'ordre analogue re lat i f a ^ ( / i ) . On
a forcement

^ ::.; ̂  î



en elle! on a, pour // an moins éi<ai a v,

Jï^ =: ,)̂ ,, 4- | > (.; ) -4- P ( v -+- i ) -4- . . . 4- 1 ' ( / / ) ,

et les formules é lémenta i res sur les sommes <le. puissances semblables
de nombres entiers success i f s monirent que X/, esî. un polynôme
entier OC^) de de^re m, |)iiis([ue celui de V{n) (^s l m— i. Pour ( o u t e
valeur de /z an moi t is e^'ale \\ v on a donc

.,)L/,--=0(/Q,

et,, pour toute val< ll^• au moins e^'ale a \L,

.)̂ :-:. <J: ( / / . ) .

Les dîulx polynômes ' l ' ^ / / ) et ^ ( ^ ) s î^roni donc e^aux [)onr \\w \\\[\-
nite d(t valeurs < ! ( * //, doiic serout idenliques, (d, |)ar sui te, ^ ( n ) sera
valable cer la inemeul a j)art ir de Poi'dre v, ( » ( d t ï la découle l ' inéH'alite
auuoncee.

D'autre pari, pour qiMl e K i s î ( t (in ensemble canonique d'ordre //
ayaid. pour indices

a,, . . ., c/.,

il faut, e( il sufl i l que l'on ait

Soient alors un système S a /// var iables eS /) inconnues, et

v'{, . . . , y/f,,,
r>. . . . , o,

la solul ion considérée.
Si //. est l 'ordre canonique de, la forme canonique correspondanle, il

ex iste des ensembles ranoniques d'ordre n a m var iables ayani )H)ur
indices les m premiers nombres des diverses colonnes ci, pour cet

A nu. V.c, i\orrn., (3 ; , X X V . — .h;iLLr;T r f ,oK. '^9
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ordre, le polynôme P(n,) est valable; on a donc

^^» ^o-^-,, . . . , /^a^.i.

On peut même prolonger les dernières inégal i tés jusqu'à cr^ ,,
puisque ces derniers cr,//_, sonî, é^aux a /m.

Désignons alors par cr le plus ^rand des noînl)res

^-i» ^-n • • - , ^;,,î

relatifs à notre solution des équat ions d ' invar iance. Ce qui précède
nous montre que n, devra être au moins é^al au plus ^'rand des deux
nombres v et G-; soit A cet ordre minimum.

Récii)r<)()uement, fa isons dans S une transformation ponctuel le
linéaire; puisque A est. au moins é^al a cr, pour Fordre À et pour tout
ordre supérieur, il existera des ensembles canoniques avant pour
indices les a<,, a,, ..., a,,̂ ., du Tableau cl, puisque A est an moins
e^'al il v, on aura, pour lon(e valeur de // au moins éLçale a A,

N/ , " - : !> ( / / ) ,

ce qui, en vertu des équations d ' invar iance, s ign i f ie que N,/ es( ,
quel que soi t / / , au moins é^al a "A, précisément le nombre des termes
des ensembles canoniques d'ordre // que nous venons de déf in i r , de-
sorte que, a part i r de Perdre A, les équal ions S/, sont cons tamment
résolubles par rapport a ces ensembles, ce qui montre que le s y s t è m e
est alors mis sous forme canonique et. que son ordre canonique est A.

Donc :

L'ordre canonujue de. la forme (Wiord(fue(iiii('<)rresp()nd à une sol ( f l ion
des équaUo/is d'invariance est le /di/s ^rand des deu.v nofnbres v eî. cr.

Lorsqu'on passe d'une so lut ion a une autre* , ^ clian^'e, et,, comme le
nombre des solutions est l imité, cr aura une l imi te inférieure o et une
limite supérieure A, ces deux nombres, par leur nature même, étant
des entiers positifs.

On est aloi^s amené H distinguer trois cas si l'on remarque que v
peut occuper toutes les positions possibles par rapport à o et A.
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Hrprenons r^xonipio cilo dans h1 Cliapih'^ II :

( ) " • ( ( (PU ^'' _
^^o, ^^,_o, ^i-o,

-:o, l , ~ = - — r > ,

( > ( // ) •:—- ':>. ii — ?>.

Oïl a

<1 o il < *

En ou In», 0 1 1 a

do ne

P roi ion s tn ai lit ( ' l ia

o-::^ A =5,

v < o < A.

i? u ^'^ „ „,. '̂.r...-. < , ____ -: D
^p" - oî • • • î ;7;7^ ̂  . - ' ^ ' " T ^.^:1 ̂  - ; {

(^ ^;
l^s i i ivar ian(s s<n i ( ( ' î i corc

I(,:^- 0, il "~ —— • • > 7

comm^ ( l a î î s l^ (" i ts [^•eced^îiL Mais

p ( // ) m 2 // — 3

,lonn<^ p(Hir (on^ va l ^ -n r ( ! ( - ^ itiiï-r'K'iiiT a A, IHH- val i-ur (jii i iM-sl |)as
ndllc/t^idis^inc, |)()iir lo l ih-scr .svalo l i rs ( ! < - / / , l^ nombre N, (-si nul.

On a donc
^ :=: /, ;

o M, A sont les nwnH-s qu^ dans le cas prcccdcnt. Si donc nous pre-

nons

on aura
/.::-::: / } ,

o < ̂  < A,
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et, si nous prenons
A > 5,A > ;.),

o < A < ̂ .
on aura

En prenant , pour À, les valeurs 3 ou 5, on aura des exemples des
deux cas intermédiaires

Les deux premiers cas
v <•< o < A,
o •< v '< A

ne donnent, a priori, rien d' intéressant; la solution qui donne

o—A

donnera une forme dont Perdre canonique sera A, et la solution qui
d o î i n e

G" ... 0

donnera une forme canonique dont Perdre canonique sera soit o,
so i t v , suivant le cas. 1 1 n'y a que le cas part icul ier

y •;, ^ ..= A

q u i présente de l ' i n t é r ê t , car a lors tou tes les lor rues c a n o n i q u e s s o û l
du môme ordre c a n o n i q u e .

Le troisième cas,
A -:" ̂

est intéressant, parce que, sans autre hypothèse, on peut être assuré
que toutes les formes canoniques sont du même ordre canonique.

8. L'étude précédente nous a conduit a introduire deux nombres o
et A. Ces deux nombres entiers el positifs sont entièrement déf in is
par les équations d'invariance et, par suite, par les invariants. On
peut donc poser

à =^(L, l^ ..., i,j,
A^ôdo , L, . . . , i,j.
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II semble diff ici le d'obtenir l 'expression de la fonct ion 0; mais, par
contre, les propriétés qui ont élé précédemment établ ies pour les
solut ions et formas canoniques extrêmes vont facilement nous fournir
l 'expression M, en supposant que 1 ^ est nul.

Prenous la so lu t ion (^xtrenn1 dv^ équat ions <rinvariatH'e ; on a, pour
elle,

^ ., == A, 4- A^-1". . .4- A,// ..i,

et tous les autres ^,n.\ sont nuls; on a done, pom' eeJt ( ; solut ion
extrême,

0-= Ai 4- A ^ 4-. . . -t" A / / / i,
e t , par suite,

A : A| 4- A a-h . . . 4- A / / / ^ i.

Considérons maintenant nue que lconque des solut ions des équa-
tions d ' invar iance; on aura

^'// ., +• . .4- cr;;/..., o-,

/̂.,,., "h - . . . 4- ̂ .,, •= \\ 4 -1^ 4-.. . + r//,..,,
S' , 4" S\ ~h . . . •4- l\,, i ", A i -)-• A^ 4- . . • 4- A ///„. i,

d'où résulte
0- A, 4-- A, - l - . . .4- \,,, i,

et, par suite,
A- . .A i 4 -A ,4 - . . . 4 . " A / / / , . . , .

Les deux iue^al i tes obtenues ponrA m o n î r e n t ( [ u e l'on a forcement

A :'- A 14" A ^ 4-. . .4- A/, / , , ,

et cette quant i té s'exprime faci lement au moyen des invar iants par les
formules dn paragraphe 6 de, ce ChapiSre.

Le calcul que nous venons de faire nous douue plusieurs consé-
quences i n teressau(es.

Supposons que., pour une solut ion des équat ions d'invariance, on
ait

^A;

il résultera forcement des égalités et inégalités précédentes que l'on
aura forcément

^4-...4-^r^,
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et, comme T est le plus ^'rand des nombres qui figurent an premier
rnembre, ce t te égalité ne pourra avoir lien que si un seul des T du
premier membre n'est pas nul, c'est-à-dire si la solut ion considérée
est la solut ion extrême; donc :

Pour la, forme canonic/ue extrême on a

(7=A,

et, pour toute autre forme eanonic/ue du. même système, on a

^<A,

ou, sous une autre forme :

Si toutes les formes eanonu/ues ( l ' u n système S n'ont pus le même
ordre eclnonir/ue, ccst la. forme canon/.que extrême (lui a I/ordre eano-
nù/ue le plus e/ecé, e(. elle est la seule à être de cet ordre ea/ioni(fue.

Considérons les systèmes pour lesquels on a

o - r A .

Quelle que soit la forme canonique adoptée, on aura f'orr.ément,

'7=: A.

Donc le système ne possédera qu'une seule (orme canonique, et, en
même temps que l'on voit a insi pourquoi on a t rouve ces sys tèmes
parmi ceux dont tontes les formes (•anoniqnes sont du même ordre
canonique, on voit aussi qu'a ce point de vue ils ru* présentent qu'un
intérêt secondaire, puisqu'ils ne sont suscept ib les que d'une seule
forme canonique.

Comme exemples de tels systèmes, nous citerons d'abord les sys-
tèmes de première espèce, c'est-à-dire les systèmes dans lesquels, à
partir d'une certaine valeur de n, les équat ions S,, donnent toutes les
dérivées d'ordre n de toutes les inconnues, et en second lieu les sys-
tèmes dans lesquels les ensembles principaux sont tous complets sauf
un, auquel il ne manque qu'une seule dérivée pour être complet,
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c'cst-a-dire où les équat ions S// font c o n n a î t r e toutes les dérivées
d'ordre /?, sa i s i une, de toutes les inconnues. Ou reconna î t immédia-
tement ly les systèmes, i l i te^res par M. Beudon, dont r'mté^'rale géné-
rale ne dépend que de cons tan tes arbitraires et d'une seule f onc î i on
arbitraire d'un seul argument.

Diverses raisons font prévoir que ces deux sor tes de systèmes sont
les seules à sa t is fa i re a la condi t ion

o = A ;

înais, pour l ' i i i s tanî , nous laisserons de côté c e t t e quest ion et Fétude
des systèmes à o/'d/'r <Y///<7// /y/ /^ fixe.

<). Dans les intra^ra))!^^ précédents nous avons étud ié les pre-
mières propriétés des i nva r i an t s et des éuua l ions d ' invar iance; dans
un Mémoire ultérKTir nous mon t re rons comment l 'ex is tence des inva-
r ian ts permet de démont re r des propriétés des systèmes d i f férent ie ls ,
notammenj a propos de leurs h'ansformalions, mais, dés a présent,
nous al lons montrer <|ue ce r ta ins sys tèmes d i f férent ie ls sont complè-
temen t ca rac té r i sés par leurs i nva r i an î s .

Considérons d'abord un système l i n i a j ) inconnues et m var iables.
En le considérant, comme système di f férent ie l , les équat ions S,/ f e r o n t ,
quel que soit //, connaih'c t o u t e s les dér ivées d\)rdre //, de toutes les
inconnues, de sor te que, quel que soit //, .)^// sera le nombre tota l des
fonc t ions inconnues et de, toutes leurs dér ivées jusqu'à l 'ordre /?<; donc/

Or,,, :::::: ̂  ̂ , ( n. -(....- i ) ^= p 4- ^i ( //. )p ~\~ , . . .-.t.- ^/ ( ii ) p.

Cette expression générale de X/, nous fournit les invariants 1 .
Ceux-ci sont (eus nuls.

Réciproquement, supposons tous les invar iants 1 nu ls ; on aura, a
partir d'une certaine valeur de //,

•)r,/< --::- p 4- y i ( // ) p -h . . . - } • - ^m { I t ) P =• ? ^m ( ̂  -H- î ) ;

donc les équat ions S,/, S// ,, ... fe ront connaid'o loutes les inconnues
et leurs dérivées jusqu'à l'ordre //. Les inconnues étant ainsi expri-
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mées au moyen des variables, le système esl bien u n système f i n i ;
donc :

La condition nécessaire et suffisante pour qu'un système différentiel
soit un système fini est (lue tous ses invariants \ soient nuls.

Considérons m a i n t e n a n t un système de p remière espèce; a p a r t i r
d 'un cer ta in ordre, les équa t i ons S// f e ron t c o u n a i t r e f o u t e s les dér i -
vées d'ordre n de toutes les i n c o n n u e s ; donc :

N/,, •==. p ©/^.-i ( n -h i ) -= p -4- 9; ( //. ) p -h . . . -I- ^/ i ( fi ) / > .

Celte expression générale de N,/, f a i t c o u n a i t r e tous les i n v a r i a n t s I,p
I ) , . . . , I , , / . , . Ils sont nuls .

R é c i p r o q u e m e n t , s ' i l en est a i n s i , on a, h pa r t i r d ' u n e c e r t a i n e
v a l e u r de n,

N, /=^ 9,/, i ( / / . -r i ) ,

et les équations S,/ font coi] inaî(re toutes les dér ivées d'ordre // de
toutes les inconnues, de sor te que le système est bien de première
espèce.

Le uombn* des c o n s t a n t e s arbitraires est évidemment

p ^m{ ft 4" ' ) — :)^.
Or on il

p y,/, ( n. 4- i ) — // -h 91 (, // ) // "h . . . •-+- 9/// ( fi ) p ,
"y^,,;==. p 4- î / / , 4- 9i 0 ) p 4- . . . 4- ^,/, ( // :) p ,

de sorte qu'il se rédui t s i m p l e m e n t a

i /// ;
donc :

Pour c/uun système à m z^ariables soit de première espèce, il. fuut et il
suffit (fue ses invariants l(p Ii, ..., \,,, ^ soient nuls, et le nombre des
constantes arbitraires dont dépend i'inf enraie générale est — I,,/.

Considérons ensuite un système de Beudon; on aura, a partir d'une
certaine valeur de n,

N,,==^ ̂ ^^(n -h i) -— î =^ — i 4- 91 ( n ) p 4-. . .4- ^.-i ( ^ ) p .
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On en dodu il immédia lensent

et. la iTciproque se démontre toujours de la rneme f a ç o n ; donc :

Pour (fuu/i système à m rariaf>les sou un système, de fîeudon, il faut
el il suffit c fit on ait

\ „ rr: 1 1 -= . . . -.:.=-: S / / ( . ^ -:: o, I ^, i -=- — l .

En dcrnK1 ! ' lieu, considérons linc st^i le ('^iiiadotii aux dmv^s par-
(iol lcs d'ordre ;x, a p inconniK^ ^t, m vari îddes.

Pour/ /( [ iKdcorKi lKi an moins ('^'al a [x, on aiira l^^ luat ion pl•o[)os(> l(k

cl (on tcs ses dérivons jus() i i 'a Por'dn1 n --- [A; donc

<D^// ~: 9 ,„(// ,— ^ -t~ I ) - r: ^ ̂  ( — p. -\ ~ 1 ) -1- Cp i ( // ) ^ //, i ( •— ^ -4- 1 ) -h . . . - h ̂  /// ( // ) •

Dt» ( • cKc ( t x [ » r ( k s s i o n ^oncralï1 de X// on déduit imnnMiialenK'nl

8 » =-:= i -1 - /^
1 , :-r: 9, (—^ -4- l) —/^

g ^ --- ^^ (— .̂ -t- l) —/^

d'où
::- 9 / / / ( — ^ -h l) —/^

Jo =l~/>,

Ji -= <p^(—^) ,

J, -": 9 ^ ( — p.),

<L//= y^(— ^)?

et, par él imination immédiate de p.,

J ( , : : = r — / / , J i eniK^r n(^at ir ,
J2:=. : : (p^Ji) , J:,-= 93( . î l ) , . . ., •L^= ? / / / ( ^ l ) -

I{eci|)ro(|iiement, si ( ' ( ï s condit ions sont réal isées, il y aura, quelle
<nie soit la f o rme canonique adoptée, p i inconnues arbitraires, et,
pour cinque valeur de //, les e^inations S,/ seront résolues par rapport
a un ensemble canonique E,, forme avec des dérivées d'ordre // de ̂ .

/ / / ' / . Éc. Norm., { ? > ) , X K V . ~ .lun-Ll'yr r9oM. [^0
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Le Tableau de nombres fondamentaux sera de la forme

o, a,, a^, . . . , a//,,
i, o, o, . . . , o,
• ? • » • y • • • » • ?

1 , 0 , 0, . . . , 0,

et les équat ions d'invariance m o n t r e n t immédia tement de proche en
proche qu'on a

cri •==. a^ ==.,."= o-,/, == ^
OU

ai==^., a^ r= a;i =:...=: a^ -="- o.

C'est seulement à part ir de l'ordre (J. qu ' i l existe des ensembles
canoniques admettant ces ind ices ; soit alors

7>lJ' .

l'ordre canonique. Les ensembles E^, lî^,, ... ont les indices précé-
dents et les fonctions i n i t i a l e s font conna i t re les valeurs i n i t i a l e s de
foules les dérivées do /^, . . . , u^ e( de tontes celles de a, q u i ne font
pas partie des ensembles

F i F i y i" " ' { { - 1 1 *•-'<•/ - s ? • • • * B • ' [ J . r

admettant les indices de Ey. Puisque a,^== o, c'est que les équat ions
d'ordre infér ieur à y font connaî t re toutes ces dérivées, donc sont
résolues par rapport à ces ensembles canon iques. Il en résulte que le
système ne possède pas d 'équation d'ordre i n f é r i e u r a y. et qu ' i l est
canonique à l'ordre [x. Comme E^ n'a qu 'un terme, S^. se compose
d'une seule équation et toutes les équations du système s'en d é d u i s e n t
par dérivations successives. La réciproque est donc démontrée. A ins i :

Pour qu'un système différentiel à p inconnues et m variables se réduise
à une seule équation, il faut et il suffi!, qu'on ait

JQ==.Î—P, J^ entier négatif,
J î s==y2(J i ) , J3==^(J ' i ) , . . . , . I^-==9^(Ji) ,

et léquation obtenue est d'ordre — ,) ^ .
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"10. Un système initial de Caucby pour p fonctions u^ ..., u^ de
m variables x^ ..., x^ est, un système de fonct ions et constantes ini-
tiales se suivant d'après une loi bien déterminée.

Nous savons que, si l'on applique le théorème de Cauchy généralisé
à une forme canonKfue (l'un système diflerentiel, les inconnues sont
complètement déterminées par un système initial de Cîuicby.

Mais il y a ici a faire une remarque extrêmement importante sans
laquelle on serait amené \\ des résul tats erronés dans l'application des
invariants a bien des questions relatives aux systèmes différentiels.

Considérons, par exemple, une équation

Ù^ (f ^C.^. „„„. .^

à deux inconnues //, v et deux var iables .y, y.
Si on la considère comme résolue par rapport a -—'-•> on est conduiti i i ^ ̂ p

à un système initial de Caucby défini par le Tableau

/ / . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 /'' 0

( ' . . . . . . , . . . . . . , . . . , . 1 0 0

, , . . • i, , 1 , , <y1 (( . I •,Si on la considère comme résolue par rapport a -—,-> on est conduit* l l <).^'i
a un autre système in i t ia l de Caucby défini par

Si l'on forme des fonct ions invar iantes , le premier système initial
donne

ï — _«. i ——. -̂. i — ^I"""-3^ ~Z-ï

et le second

!„,-,-,, I,:=_./-,, (^X:^——2,

de sorte que les relations d'invariance établies dans ce Mémoire ne
sont pas vraies entre ces deux systèmes initiaux de Cauchy.
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On pourrai 1 m u l t i p l i e r les exemples, mais c'est i n u t i l e . Supposons
qu'après avoir, au besoin , effectué sur le système d i f f é r e n t i e l u n e
t ransformat ion ponctuel le déterminée, c'est-à-dire après avoir chois i
c o n v e n a b l e m e n t i n c o n n u e s et variables, on soit a r r i v e à d é m o n t r e r
qu 'une intégrale est dé te rminée par un système i n i t i a l de Caucby

a;, a}, ..., a^, a;//,
• • ï . • ? . . ., • . . . , .. .,

^, ,̂ ..., ^^ a;;,,-

ce système initial partagera les dérivées de tontes les inconnues en
deux classes : les dérivées I), dont la valeur initiale est fournie par
les fondions et constantes du système init ial de Cauchy considéré, et
les dérivées A qui sont toutes les autres.

Puisqu'une solut ion est complètement déterminée par la connais-
sance des dérivées 1), c'est que les équations du système S expriment
foules les dérivées A au moyen des dérivées I).

Si nous remarquons que forcément ^d'après la nature même du
système initial), a partir d'un cer ta in ordre, les dér ivées A,, d^ordre n
forment des ensembles canoniques tels que ceux d'un ordre soient les
dérivés de ceux de l'ordre précédent, nous verrons que les équations
du système S peuvent se décomposer en groupes T,, analogues aux
groupes S^ d'une forme canonique, résolus comme eux par rapport a
des ensembles canoniques et donnant lieu aux mêmes propriétés.
Mais, et c'est la le point essentiel, on n'est pas assuré que les seconds
membres des équations T,, ne condennerU que des dérivées I) d'ordre au
plus égal à n»

Si cette cond i t ion est réal isée, la forme o b t e n u e est c a n o n i q u e ; en
lu i a p p l i q u a n t le théorème de Cauchy général isé, on re t rouvera le
système i n i t i a l de Gaucby considéré, lequel , pur sui te , satisfera b ien
aux relat ions d ' invar iance .

Si cette condi t ion n'est pas réalisée, comme dans l 'exemple consi-
déré plus haut, en supposant l ' équa t ion résolue par rapport à ̂  et

" * * { ) : € < 'ÔX^

r/>p,

la tbrmo sera une forme pseudo-canonique^ l 'on ne peu t p l u s a f f i rmer
que ses nombres fondamen taux sat isfont aux re la t ions d ' i n v a r i a n c e .
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On peut même d é m o n t r e r le c o n t r a s re :
Soient , I,, 1 , , . . . , L les i n v a r i a n t s de S et I , , 1',, . . . , I,/, les q u a n -

tités ana logues formées avec les nombres f o n d a m e n t a u x de la forme
pseudo-canon ique .

Cons idérons l ' e n s e m b l e des équat ions S,,, S,^, . . . ; i l ne c o n t i e n t
q u e des dérivées A d 'ordre au plus égal a n; ces é q u a t i o n s sont dis-
t inctes par rapport , a ces dérivées A, sans q u o i on o b t i e n d r a i t des
relat ions entre les dér ivées D, ce q u i est absurde. Si donc on appel le o^
le nombre de ces dérivées A, on a, q u e l que soit //-,

X,,X,;

l'égalité ne peut même pas avoir lieu, sans quoi les équations S,/, a
partir d'un certain ran^, exprimeraient les A/, au moyen des dérivées I)
d'ordre au plus é^"al a //. Le fait contraire ne pourrait pas non (dus se
produire pour des dérivées A d'ordres in fér ieurs , car alors, en vertu
des dérivahons par rapport à x,^ il se perpétuerait pour certaines
dérivées A d'ordre aussi ^'rand qu'on voudrait, ce qui serait en con-
tradict ion avec ce qui précède. Si donc l 'égalité avai t lieu, la forme
sérail, canonique.

Puisque la forme est supposée pseudo-canoni(|iie, on a donc/, si
içrand q u e so i t n,

x,>^,
c'est-à-dire

1^ - !/. 4- y, ( ̂ } [ 1.. -, - 1 ./-.-.i :| +. . . 4- 9/. ( ̂  ) I: ̂  - ̂  \ > 0>

I I est donc i m p o s s i b l e que tous les I 7 so i en t é^aux aux I . Donc :

Si, au moyen des nombres /onr/a/nc/Uaux (F un système itiUial de
Cauchy qui correspond à une forme pselulo'canonir/ue, on fait les calculs
qui condiment aux inwnanis, on n obtient jamais le système ^inva-
riants du système proposé. On obtient un système de/aux invariants.

J / inéga l i t é précédente mont re en outre que, si l ' o n considère paral-
lèlement le système d 1 invariants
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d'un système différentiel et un système de faux invariants du même sys-
tème différentiel

F S7 VA Q y s j , . . . , * m9

le premier terme de la seconde suite qui n'est pas égal au terme correspon-
dant de la première lui est forcément supérieur,

Pour terminer, nous ferons remarquer que la transforrnalion ponc-
tuelle indéterminée conserve toutes les formes canoniques, qu 'el le les
rassemble, t and i s qu 'e l le disperse toutes les formes pseudo-canoniques
et n'en conserve aucune.


