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RECIIEItCMIÎS SUR LA CONVEÏGEHCE

DÉVELOPPEMENTS EN FRACTIONS CONTINUES
injNE CERTAINE CATÉGORIE DE FONCTIONS.

PAK M. HENRI PADE.

INTEODnGTION,

Le présent Mémoire et ce lu i qui paraîtra à sa suite dans ces Annales
ont été écrits pour répondre à la question mise au concours, par
l'Académie des Sciences, pour le ^rmà prix des Sciences mathéma-
tiques, eu ioo4 et 1906 : Perfectionner en que/que point important
f étude de la convergence des fractions continues.

Conformément aux règlements de ces concours, le premier de ces
Mémoires a été envoyé au Secrétariat de l'Académie avant le Ier ju i l -
let i:()o4, le second avant le ï ^ j anv ie r 1906.

Les seules modif ica t ions apportées, pou r la pub l ica t ion , à leur
rédaction p r i m i t i v e consistent en la suppression de la terme anonyme
que j'avais conservée dans le premier d'entre eux, et en l 'addition
d'un pet i t nombre de notes nouvel les , que l'on, reconnaîtra à ce
qu'elles sont placées entre crochets [], et qui ont pr inc ipalement
pour objet de préciser des dates et, par conséquent, de contribuer
à établir les droits de priorité des divers auteurs qui se sont occupés
de la quest ion.

En vue de réserver ces droits, j'ai déposé à l 'Académie, dans les
séances des 2 (evricr et 22 j u i n 1903, deux Notes (voir Comptes rendus,



3^,2 Î ÏENHI PADÉ.

17 décembre 1906, p. 1001, Note) où é t a i e n t i n d i q u é s les p r i n c i p e s
fondamentaux q u i f o r m e n t la base du premier des deux Mémoires en
ques t ion . J ' i nd ique ra i plus lo in , exac t emen t , à que l les par t i es de ce
Mémoire se rappor ten t ces Notes. La substance de la p remiè re d'entre
elles, celle du 2 févr ie r :rc)o3, a, d 'ai l leurs , f a i t l 'objet ( l ' u n e Commu-
n ica t ion à l 'Académie, séance du 12 décembre i<)o/g.

I. — Aperçu historique. Objet du présent Mémoire.

1. Euler est le premier qui se soit occupé de la t r ans fo rma t ion en
fract ion cont inue d 'une série ordonnée s u i v a n t les puissances d 'une
variable.

Une telle série ne fu t jamais considérée par l u i que comme le sym-
bole d 'une fonction génératrice^ c'est-à-dire d 'une ( o n c t i o n c o n n u e ou
inconnue, qui, soumise à cer ta ines régies de ca lcu l , deva i t engendrer
la série ou, la sui te de ses coeff ic ients . La sommation d ' u n e série ne fu t
jamais, pour Euler, que la recherche d 'une t e l l e f o n c t i o n génératr ice.
Les grands débats sur les séries divergentes , q u i ag i t è ren t les ana-
lystes du XVIII e siècle, ont eu l eu r o r ig ine dans les c o n t r a d i c t i o n s aux-
quelles condu i sa i t l ' a p p l i c a t i o n , sans j u s t i f i c a t i o n p r é a l a b l e et sur la
seule foi en la généra l i té de l 'analyse, des règles é l émen ta i r e s du
calcul aux séries i n f i n i e s , considérées a i n s i , s i m p l e m e n t , comme sym-
boles de f o n c t i o n s génératrices. Cauchv et A b e l deva ien t , m e t t r e (in
à ces débats par l ' i n t r o d u c t i o n de la no t ion restrictiw de la convergence
qui d o n n a i t , j u s t e m e n t , le moyen de démon t r e r la l é g i m i t é de l ' app l i -
cat ion, aux séries q u i la possédaient , des régies du c a l c u l élémen-
taire.

Telles furent les idées d'Ëuler sur les séries, tel les fu ren t aussi ses
idées sur les f rac t ions con t inues . La valeur d ' une fract ion ( s o n t i n u e
ne fut jamais , pour l u i , que celle de la foncuon génératrice de cette
f r a c t i o n ^ de la f o n c t i o n q u i , traitée s u i v a n t certaines règles, devait
engendrer cette fraction; et, a u j o u r d ' h u i même, la no t ion de la con-
vergence in t e rv i en t - e l l e v ra iment au fond de la méthode classique
par laquel le on développe en fraction c o n t i n u e une série ordonnée
suivant los puissances descendantes de la va r iab le?

Du vivant d'Ëuler, Lambert devait déjà signaler la convergence
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d'une f rac t ion c o n t i n u e provenant d 'une série divergente; il y était
c o n d u i t par l ' i nduc t ion provenant du. calcul nurnêr iqne et obtenait
ainsi , connne i l d i t , « le moyen de calculer la valeur d'une série i n f i n i e
alors même qu'elle est divergente ».

La quest ion de la convergence n'apparaît pas dans les recherches
de Ligrange et de Laplace sur la t ransformat ion en fractions con t inues
de s( ries en t iè res ; non p lus que dans celles de Gauss, à propos de sa
célèbre fract ion c o n t i n u e provenant du développement du quo t i en t de
deux fonc t ions hypergéométriques. On ne trouve r ien, dans l'oeuvre
immense de Cauchy, q u i a i t trait à cette q u e s t i o n ; et, si l 'on peu t
men t ionne r , vers le mi l i eu du. xrx'11 siècle, les recherches, p lus abon-
dantes que fructueuses, de Storu et de Seidel, celles aussi de Heine,
i l f au t arriver au travail posthume de Riemann (î'863) : Sullo svol^i-
/nefUo del yuosle/'Ue di due série ipergeomeiriclie in frazio'f'Ui continuel
infinUa, resté bien i ncomple t , riKilgré la res t i tu t ion de M. Schwarz, et
aux beaux et l u m i n e u x Mémoires de Thomé sur le même sujet et
parus dans les tomes 66 et 67 (i;866, 1867) du Journal de Crelle, pour
rencont rer les premières OEuvres v ra iment iinportantes se rappor tant
à cet objet . Nous on re t iendrons particiilièrement ce résultat que la
f r a c t i o n c o n t i n u e de Gauss pour la fonction F(a, r , y, ^ ) est couver-

, , i <% a ( os 4-" i ) ., , igente et a pour valeur ï^^x+—^——X- "+"•. . et son prolonge-
ment , dans tout le plan coupé s u i v a n t •+" x-——+co.

Depuis lors, se sont succédé les recb.erclies de La^uerre, d'Ilal-
phen, d(ï M.. Pinc'herle, de Markolf; et, depuis dix ans, et à no citer
que les pr incipales , celles de St ie l t jes (1894), de MM. von Koch, van
Vieck et Prin^s ' i ieim; e n f i n , et tout réceînnient, deux Notes aux
(JompUis rendus et deux courts Mémoires parus dans le Bulletin de la
Société matliérnatique de France (ï()02) et dans les Anfudes de la Société
scientificjue de Bruxelles (î()o3), de M. IL de M.ontessus de Ballorc.

2. Les méthodes employées par ces divers auteurs se rattachent
plus ou moins d i rec tement à deux principales.

S'il s'agit d 'étudier la convergence d'une fraction con t inue donnée
aprioriy d 'ont les 'éléments sont regardés comme constants ou fonctions
d 'une ou. p lus ieurs variables, l'on, fait l'étude de la série éqiwalenle
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à cette fraction; c'est la na tu re et les propriétés de cette série qui fon t
alors connaître la nature et les propriétés de la fonction déf in ie par la
fraction considérée. Tel est le po in t de départ des recherches de
Stieltjes dans son Mémoire de 1894" La dif f icul té , dans cet ordre de
recherches, est le choix des éléments de la fraction cont inue. S'ils
demeurent trop généraux, l 'étude de la série équ iva len te à la fraction
devient impossible; et l'on ne saurait les particulariser sans se laisser
guider par l'induction résultant de l'examen de cas part iculiers assez
nombreux, sous peine de créer des êtres analytiques doués, comme

. à plaisir, de bizarreries qui en font de simples objets de curiosité.
Mes recherches (1892) et la n o t i o n que j'ai i n t r o d u i t e de fraction
continue holoïde ont eu pour objet d'apporter que lque l u m i è r e sur ce
point. Comme j 'aurai, dans ce qui suit, à m'appuyer sur cette no t ion ,
je dirai ici quelques mots de ces recherches.

A chaque point ([x, v) du plan, de coordonnées entières posi t ives ou
nulles, je fais correspondre la fraction rat ionnelle dont le d é n o m i n a -
teur est de de^ré y. et le numérateur de degré v, qui , développée en
série de Taylor, reproduit, dans ses ^ -+-v+ ' r premiers termes, les
^ -4-v H-i premiers termes d 'une série entière ascendante donnée f( x\
Le plan ((^, v) cons t i tue alors la table des /raclions mlionnelles appro-
chées ou réduites de f(x).

Deux réduites ([x, v), (^'y v^), dist inctes, sont conti^ueîf et progrès-
santés dès que les différences ^ — ;x, v ' — v sont n u l l e s on égales
à l 'unité.

Des réduites contigués et progressantes choisies1 d 'une manière
quelconque dans la. table sont les réduites d 'une fraction continua
holoïde : les numérateurs partiels d'une (elle traction sont des mo-
nômes où l'exposant de la variable est différent de zéro; les dénomi-
nateurs partiels sont des polynômes où, le terme constant n'est pas nul.

Les successions de réduites portées par les parallèles aux axes ae tv
donnent naissance aux /remuons continues régulières où les numéra-
teurs partiels sont du premier degré a ins i que les dénoininatenrs par-
tiels. Celles portées par les parallèles à la bissectrice de l 'angle des
axes donnent les fractions con t inues régulières où les numéra teurs
partiels sont du second degré, et les d é n o m i n a t e u r s part iels du pre-
mier degré. Enf in , celles qu i dessinent dans la table une sorte1 de
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chemin en xigxag, de telle manière que l'on passe d 'un point au sui-
vant en se déplaçant a l t e rna t ivement parallèlement à l ' un des axes,
puis à l 'autre, donnen t les f ract ions cont inues régulières les plus
simples, où les numérateurs partiels sont du premier degré, et les dé-
nomina teurs partiels des constantes . Ces dernières fract ions cont inues
régulières ne sont que la superposi t ion, chacune, de deux des fractions
continues régulières de la catégorie précédente, donnan t , l ' une les
rédui tes de rang pair, l 'autre les réduites de rang impai r : circon-
stance q u i rend b ien compte de la duali té des propriétés de ces deux
catégories de réduites dans une fraction cont inue telle que celle de
Stieltjes, qu 'un changement de variable ramène immédiatement à une
fraction continue régulière de cette espèce.

En particularisant sa fraction con t inue comme il l'a f a i t , Stieltjes
a donc eu l ' ingéniosité de s'attacher à I€L plus simple des frciciions con-
tinues régulières les plus simple}}, celle ou tous les BU me râleur s par-
t ie ls sont égaux à la var iab le indépendante, et tous les dénoîn ina teurs
partiels des constantes posi t ives . Peut-être, cependant, ressortirait-il
d 'une étude approfondie des éléments des fractions continues régu-
lières correspondantes à une série donnée qae.lconqu.ey que d'autres
choix des éléments de la fraction c on t i nue pourraient être faits, qui
conduiraient aussi à des résultats suff isamment généraux et appli-
cables, cependant, aux fonctions les p lus usuelles de l'analyse.

3. La seconde des deux méthodes principales que l'on peut dis-
cerner, sous des différences accessoires, parmi eelles employées
jusqu'ici pour l 'étude de la convergence des f rac t ions continues, se
rapporte au cas où la fraction cont inue provient du développement
formel d 'une fonction connue d'avance. La méthode consiste alors
à évaluer la différence entre cette fonct ion et la réduite, en l 'obtenant,
le plus souvent, sous forme de série entière ou d'intégrale définie, et
à faire l 'étude de ce reste. Telle est la méthode suivie par Riemann,
par ïhomé et par Laguerre.

Dans tout le cours de ses recherches sur les fractions cont inues ,
Laguerre ne s'est occupé qu 'une seule fois de la question de là conver-
gence, mais pour obtenir un exemple s imple du beau résultat deviné,
un siècle p lus tôt, par Lambert et resté, depuis, sans démonstration.

Ânn. É€. Norrn., (3), XXÏV. — AOUT 1907, ^4
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Cet exemple, comme la p lupar t des roclierclies de Laguerre, se rapporte
au développement classique, un ique et bien d é t e r m i n é , d ' u n e série
descendante en fraction con t inue : ce que nous nommerons le dévelop-
pement canonique de la série. Laguerre s'est part icul ièrement occupé
de l 'étude de ce développement pour u n e fonction satisfaisant à u n e
équation différent iel le l inéaire et du premier ordre à coefficients
ra t ionnels ; et cette étude repose sur la cons idé ra t ion d 'une équa t ion
l inéa i re du second ordre à coefficients r a t ionne l s dont u n e solut ion est
le dénomina teur même de la rédui te ; la méthode, un peu détournée ,
qu'il emploie pour arriver à cette équation ne lui permet cependant
pas de l'expliciter complètement, en ce sens qu'elle demeure embar-
rassée de polynômes inconnus et qui doivent être déterminés, dans
chaque cas particulier, au moyen d'identités obtenues, semble-t-il, un,
peu au hasard, et dont l'introduction est tout étrangère au fond de la
question.

C'est à l'étude de la convergence de certains de ces développements
canoniques de Laguerre que se rapportent les deux Notes parties
récemment aux Comptes rendus et le second des deux Mémoires de
M. de Montessus de Ballore. Bien qu ' i l s'agisse ici de dévelopj)ements
de fondions connues d'avance, cet a u t e u r recourt à la première des
deux méthodes générales que nous venons de décrire, et é t a b l i t la.
convergence, dans le plan convenab lement coupé, de lit série équiva-
lente au développement canonique é tudié . I l s 'ensuit que, si la conver-
gence se t rouve bien établie, on n'aperçoit pas immédia tement que la
valeur du développement soit bien, la fonction d'où on l'a d é d u i t ; et
l'on doit attendre que M. de Montessus ait donné une exposition plus
détaillée de ses résultats pour connaître la démonstration qu ' i l donne
de ce point importante) .

4. Les recherches exposées dans le présent Mémoire consti tuent
une sorte de synthèse et une très large général isat ion des résultats
que nous venons de rappeler de Thomé, Laguerre et M. de Montessus*
Elles sont basées sur la notion de la Table des fract ions rat ionnel les

( l ) [La thèse de Doctorat de M. de Montessas, datée du y.G novembre 1904, a étô sou-
ioauo en Sorbonne, lo 8 mai 1905 ).
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approchées correspondantes à une série en t i è re donnée et ont pour
objet ce problème :

Étudier le développement en fraction conlinue de la fonction généra-
trice d'une quantité qui satisfait à une éry nation aux différences finies,
linéaire et du premier ordre, à coefficients linéaires relativement à l'in-
dice,

Laplace a m o n t r é comment , de tonte é q u a t i o n aux di f férences f in i e s ,
l i néa i r e et à coefficients r a t i o n n e l s re la t ivement a l ' i nd ice , pouvai t se
dédu i r e une équat ion d i f f é r e n t i e l l e l inéa i re ayant pour solution la
(onct ion génératrice de la so lu t ion de l 'équat ion aux différences
finies. Cette p ropos i t ion joue un rôle essent ie l dans notre étude.

Elle montre , d'abord, q u e la f o n c t i o n d o n t nous voulons é t u d i e r le
d é v e l o p p e m e n t en f r a c t i o n con t i nue est s o l u t i o n d ' u n e é q u a t i o n dilîé-
r e n t i e l l e l i n é a i r e du premier ordre.

El le nous permet t ra , e n s u i t e , de f o r m e r complè t emen t et par la
voie la p lu s n a t u r e l l e , u n e é q u a t i o n l inéa i re du second ordre dont les
so lu t ions sont é t ro i t emen t reliées aux propriétés do la, rédui te (jx, v)
de la. ( o n c t i o n , l ' une de ces solut ions é t an t le d é n o m i n a t e u r de la
réduite. De la, nous pourrons dédui re tout ce qui touche au dévelop-
pement f o r m e l en f rac t ion con t inue de la série, obtenir les relat ions
de récurrence qui d o n n e n t les fractions c o n t i n u e s holoïdes, fo rmer les
fract ions con t inues régulières, établ ir les formules dont dépend l 'étude
de la convergence.

L'étude de la convergence des fractions cont inues régulières nous
donne alors, dans le cas général, les résultats su ivants :

Les fractions continues régulières, dont les réduites sont portées par les
parallèles à l'axe des v, sont corwer rentes dans un cercle ayant l'origine
pour centre et passant par un point déterminé A du plan; elles sont diver-
gentes hors de ce cercle ; dans le cercle, leur valeur est la fonction déve-
loppée;

Les fractions continues régulières dont les réduites $ant portées par des
parallèles à la bissectrice de V angle des axes (̂  v, sont conçer génies dans
le plan coupé suivant le prolongement de la droite qui va de l'origine au
point A. Elles ont, dans ce domaine, la fonction pour valeur.
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La proposition de Thomé relative à la fraction cont inue de Gauss
pour la fonction F(a, i, y, x) et celles de M. de Montessus relatives à
la convergence des développements canoniques de Laguerre ne sont
que des cas particuliers de cette dernière proposit ion.

L'étude de la convergence des f r ac t ions cont inues holoïdes dont les
réduites, dans la Table, progresseraient dans une direct ion intermé-
diaire entre celle de l'axe des v et celle de la bissectrice de l'angle des
axes p., v, se présente ici d'elle-même. Je n'ai pu, malheureusement ,
en surmonter les diff icultés et j 'ai dû me borner a i nd ique r le po in t
auquel j'ai été forcé de m'arrêter. Jusqu'ici , donc, la fonction expo-
nentielle demeure la seule pour laquelle l 'étude complète de la con-
vergence de la Table des réduites ait pu être faite.

Le cas général auquel se rapportent les théorèmes précédents com-
porte deux cas limites.

Dans le premier d'entre eux, on voit le point que nous avons appelé A
s'éloigner indé f in imen t , et les domaines de convergence des f r a c t i o n s
cont inues régulières considérées s'étendre, par suite, à tout le p l a n *
La fonct ion développée est alors une f o n c t i o n de même n a t u r e que
l ' exponen t i e l l e et toutes les f rac t ions cont inues holoïdes dont les
réduites progressent, dans la Table, dans une d i rec t ion i n l e r m é d i a i r e
à celle de l'axe des v et celle de la bissectrice, sont convergentes dans
tou t le plan et ont la fonct ion pour va leur .

Dans le second cas l im i l e , opposé, pour ainsi d i re , au premier, le
p o i n t A vient , au contraire, se confondre avec l 'origine. Le domaine
de convergence des fractions régulières à réduites portées par les
parallèles à l'axe des v, se réduit à l 'origine; en par t icu l ie r , la série
développée, qui est la série équiva lente à la première de ces fractions
régulières, est divergente dans tout le plan, sauf à l'origine. Les frac-
tions régulières à réduites portées par les parallèles à la bissectrice de
l'angle des axes ;x, v sont convergentes, et ont pour valeur la f o n c t i o n
développée, dans tout le plan coupé suivant une certaine demi-droite
partant de l'origine.

Le cas de convergence, é tudié par Laguerre, d'un développement
canonique correspondant à une série tou jours divergente, é tendu
ensuite par Stieltjes aux valeurs imaginaires de la variable, est un cas
particulier de ce second cas l imite.
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5. Quelque spécial que soit le problème qui fait l'objet de ces
recherches, il nous a semble que les résultats auxquels nous a con-
dui t son étude pouvaient être intéressants à un double point de
vue.

Ils montrent , d'abord, le lien qui unit entre eux des travaux de-
meurés jusqu ' ic i séparés; ils les généralisent et les complètent de
telle sorte que ceux-ci, v i e n n e n t se fondre, comme cas particuliers,
dans l 'étude générale de la Table des réduites de l ' un ique catégorie
de (onct ions déf inie dans l 'énoncé de notre problème.

Ils apportent , ensuite, une cont r ibu t ion à l'étude des séries diver-
gentes, en montrant net tement comment la Table des réduites d'une
fonction déf in ie par une équat ion l inéaire du premier ordre comporte
des catégories de fractions continues dont les domaines de conver-
gence ne sont pas nécessairement les mêmes : les unes et, parmi elles,
celle qui a pour série équivalente le développement en série entière
de la (onc t ion , pouvant être divergentes dans tout le plan ; les autres
étant, au contraire, convergentes et ayant pour va leur la fonct ion,
dans tout le plan coupé suivant une certaine demi-droi te-

6. Je prierai , en terminant cette Introduction, que l'on veuille bien
me pardonner la concision de la, forme ; la brièveté du délai qui rn'étilit
imparti pour l'acbèvement de ce travail, no m'a pas permis de trans-
crire toujours, avec assez de détails pour être suivis à la simple lec-
tures les calculs, d 'ail leurs p lu s longs que diff ici les, qu'il , comporte.
Et il me reste encore le regret de ri'a vo i r pu. accomplir que la moitié de
la tâche que j'avais entreprise pour répondre au vœu de l'Académie,
en ne parvenant pas a. achever une autre catégorie de recherches ayant
pour objet pr incipal la tram formation et la généralisation des rcaultats
du Mémoire de 1894 de Stieltjes, c/uand on passe du point de vue du déve-
loppement canonique, par lui adopté, à celui des fractions continuea
holoïdes ( 4 ).

( l ) [La publicat ion dos beaux r^uUafcs obtenus dans celle voie par M. Van Vicck
(Transactions of thé Âmeriean mathematkai Soaicty, ju i l lôt 1903; m'a fai t in tôrrornpro
ces recherches.
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II. — Théorème de Laplace. Considérations générales.

7. Au n° 20 du Livre 1 de la Théorie analytique des probabilités,
Laplace s'exprime ainsi : « II est souvent 'utile ( < ) de connaître la
fonction génératrice d'une quant i té donnée par une équation aux diffé-
rences finies, ordinaires ou partielles, parce que,l 'analyse of f ran t divers
moyens pour développer les (onctions en séries, on peut ainsi obtenir
d'une manière fort simple la valeur de la quanti té cherchée. » Laplace
montre ensuite comment on peut immédiatement former une équation
différentielle ayant pour intégrale cette fonct ion génératrice, lorsque
l'équation aux différences donnée est une équation aux différences
ordinaires, linéaire et homogène, ayant pour coefficients des fonctions
rationnelles et entières de l'indice. Cette équation d i f l e r e n t i e l l e est
elle-même linéaire, et son ordre est égal au de^ré le plus élevé dos
coefficients de l'équation aux différences, relat ivement à l ' ind ice ; ses
coefficients sont des polynômes entiers par rapport à la variable indé-
pendante.

Réciproquement, si l'on substitue à la tonelion, dans une telle équa-
tion différentielle, une série ordonnée s u i v a n t les puissances ascen-
dantes de la variable, on trouvera, en égalant à ^éro les coefficients des
diverses puissances de cette variable, que le coeff icient du terme gé-
néral, de la série sat isfai t à une équation aux différences f in ies ordi-
naires, linéaire et homogène et dont les coefficients sont des fonctions
entières et rationnelles de l 'indice, de degré égal à l'ordre de l'équation
•différentielle.

Le cas le plus simple de ces propositions est celui des séries récur-
rentes.

8. Ces théorèmes peuvent intervenir u t i lement dans la théorie des
fractions continues et l 'étude de leur convergence (2).

( 1 ) El non inutile, comme on le lit dans la dôrnière édition de.-» OlE<wrc^ cofnpiètas da
Laplacû, Paris, ï886,

(,2) [rai donné le principe de cette méthode et son application développée pour le cas
do la fonction exponentielle qui fait l'objet d'une section du chapitre IV du présent
Mémoire (p. 36x et suivantes) dans le pli caehfâtô (wnr riniroduetion) déposé à î'Aeadéiniô
dans la séance du %% juin 1903.]
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Considérons une série quelconque ordonnée suivant les puissances
ascendantes de la variable

( î ) /(.r):=ao4-<^ 4-a^4-. • •;

désignons par ^ et v deux entiers positifs ou nuls quelconques, et
soit V^ le polynôme de degré pi,

Vp,v z= IQ -h li x 4- l^ -4-... 4- l^^"

Si nous formons, par la règle ordinaire de mult ipl icat ion des séries,
le produit V^vX /(^)» ^t que nous posions

Vp-v/(^) == ^o 4- ^"i ̂  4- Ay^ 4".,.,

on aura généralement

/€,„ == /y 0^ -h /î ^m'-l 4- ...-{- I'^C(,rn^\Lv

en supposant les lettres à afiectées d'indices négatifs remplacées par
zéro.

Imaginons, maintenant, que la fonction a,^ de l ' indice n^ dont/(«y)
est la fonc t ion génératrice, satisfasse à l'équation aux différences

(a) (ao-hp(,/i) a/r+- (aH- ̂  n ) ̂ ..+.,1 --h. •. 4- (^4- P^^)a^,,(^== ô,

où a^, . » * , Oy, po, » . , , p^ désignent des constantes quelconques.
Au moyen de cette relation, on pourra exprimer toutes les quan-

tités ci en fonctions de p d'entre elles choisies arbi t ra i rement; l'on
pourra ainsi exprimer toutes les quantités a qui figurent dans k,^
k^y ..., k,,^ en fonctions, par exemple, de a^ a^^ .... ^m+^o
et, l'indice m demeurant indéterminé, on obtiendra, visiblement, k^y
k^^^ ,.., k^...^ sous la forme de fonctions linéaires de û,^ . . , , ci^p.^,
à coefficients rationnels en m. L'él iminat ion des quanti tés ci^y . . . y
a^p .1 donnera alors une relation de la. forme

( 3 ) A k,,, 4- B km -1-14-. - . 4- L k^y = ' o,

où A, B, ..,, L sont des polynômes entiers en m, c'est-à-dire 'une
équation aux différences finies de là nature de celles auxquelles
s'applique le théorème de Laplaoe rappelé dans le numéro précédent.
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9. Les coefficients /o» ^» • • • » ^ entrent dans les polynômes A,
B, .... L, et des simplifications de l'équation (3) pourront évidem-
ment résulter du choix de ces coefficients.

Supposons-les déterminés de telle sorte que /^ s'annule pour ks
valeurs v + i , v-h 2, .... v 4- ^ de l'indice m; et désignons alors
par U^v le polynôme de degré v,

Up -== /CQ 4- Â-i^ -4- . . . -h Â"^ ;

on aura, au point de voe seulement formel si la série (x) n'est pas
convergente,

Vp/(.^) - Up= k^^x^^^ A-^v,..,^^^ ̂ .,. ^

—^ est la réduite (^-, v) de la série /(.^).
' {AV

La fonction Vp,/(;r) — U^v satisfera donc à l'équation dilÏÏrentieile
linéaire de la fonction génératrice de k^.

Mais /(^) est déjà, en raison de féqualion aux différences (2),
solution d^une équation différentielle linéaire du, premier ordre, en
sorte que les dérivées dey(,x") s'exprimeroni l inéai rement au moyen
de cette fonction elle-même* La quarititéVp/(.r) — [J^ et ses dérivées
seront donc des fondions linéaires de /'C^), a oo(îffi.ciont,s rationnels
en x. En les substituant dans l 'équation dillorentidie à laquelle satis-
fai t la fonction V^/'(^)—V^, on obtiendra une équation de la forme

ÎV»+Q=^

où P est une fonct ion linéaire de Vp.v et ses dérivées, à coefficients
entiers en cXï/etQ une fonction linéaire de V^v, l.J^ et leurs dérivées.

Si /(<^) n'est pas simplement une série récurrente, on conclura
de là que l'on a séparément

P=o, Q = o ;

et l'on aura ainsi deux équations différentielles linéaires auxquelles
satisferont les polynômes Vp et Up,v, la première de ces équations étant
relative au seul polynôme V^, dénominateur de la réduite ([x, v).

L'étude de la réduite se trouve ainsi, ramenée à l'étude des inté-
grales des équations P == o et Q = o.
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1,0. Une autre voie s'oUïe encore plus directement pour l 'appli-
cation du théorème de Laplace à l'étude de la convergence de certaines
fractions continues ( ').

Les termes des réduites successives
u! u! "iy/ y/ y/ • • "

de la fraction continue enl ieremeni quelconque

( 4 ) ^+^4^4....,
^2 a:»

donnent lieu à l 'équation aux différences f in ies
an W//.^ "h a,, W^i -= W,,,,

où W est mis à la place de (J ou de V.
Supposons que a,/ et. a^ s 'exprimeni par des polynômes entiers en n;

alors, on pourra former une équation di l férent iel le l inéa i re , d'ordre
é^'al au p lu s haut de^ré de ces polynômes, qui aura pour solut ion la
fonction génératrice de 'W^,. L'élude de celte équation d i If ère n (..ici le,
en faisani conna î t r e les poin ts critiques de cette fonction ^énéralrice^
pourra faire connaî t re comment se comporte, p o u r / À i n f i n i , le pûly"
nome 'W^

A u lieu de considérer a in s i directement U^ et V,/, on peut aussi,
avec avantage, i n t rodu i r e seulement , le rapport —^- La fraction

T n
con t inue (4) est, en effet, équiva lente à la série

a y a ..> a :t a a a,-( a '.. a ̂  -y. ;; a '„ a .•;^ ̂  ̂ ^ ̂  ̂ ^ 4. ̂ ,̂  _ ̂ .̂ ^ +. . .,

pour l aque l l e le rapport de deux termes consécutifs a pour expression
v. v._./. ' / - - i T /•^

^t """V ^ V1""" "\ / v /.....,

et dépend, par suite, essentiellement, du quotient .—^-
L'introduction de ce quot ient rattache d'ailleurs la question aux

C 1 ) | C'est rexpoHÔ (lo ccUo mé(,li(Klô et l ' irKÏKïalion do son emploi pour l'obtention inuné-
ilîîjito ot la ^énéi^ïisîilion dos résultats de M. do Monlossus donnes dans îô chapiLro IÎÏ dû
ce Mémoire f p . 355 et suivantes), qui fai t l'objet du pli cacheté (voir rintroduction)
déposé à FAcadéi'nio dans la séance du 2 février 1903].

Ann. Éc. Norm., (3) , XXÏV. — Aurr 1907. 4^
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recherches de M. Poincaré : Sur les' égualions linéaires aux différentielles
ordinaires et aux différences finies (1), que M. P incher leade jà faitinter"
venir dans l'étude d e l à convergence d 'une certaine fract ion continue
de forme canonique (2).

11. On voit, par ces indications générales, comment i n t e rv i en t , la
proposition de Laplace, en ramenant l 'étude des ternies des rédui tes
de certaines fractions continues à celle des intégrales d'équations dif-
férentielles linéaires, intégrales qui sont, soit ces ternies eux-mêmes,
soit leurs fonctions génératrices. Nous envisageons, dans ce qui sui t ,
des exemples de chacun de ces deux cas. Remarquons , dès mainte-
nant, que le second se rapporte à l 'étude d 'une fraction c o n t i n u e
donnée a priori, tandis que le premier se rapporte à Fétude de toutes
les fractions cont inues correspondant à une série ent ière donnée, et
offre un moyen de former ces fractions continues elles-mêmes.

Quant au théorème de Laplace q u i f a i t le fond de ces méthodes, il
s 'obtient très simplement comme il su i t ( ; î) :

Soit

(5) P^,,,4- Q^i-i 4- 1.^4.2 4-. . . 4- T^,,.^~: o,

l 'équation aux différences données, P, Q, .. . , T désignant des poly-
nômes entiers en n, de degré 0. On peut toujours mettre ces poly-
nômes sous la forme su ivante :

P = P^ n ( n — î )... ( n— w .+- ï ) 4- P,)^ n ( //, — ï ) , . . ( /^ — ^ 4-» ^ ) -h...
4 ~ P 2 / < ( ^ — j ) 4 - - Pi// 4"" Pô,

Q = QO) ( n 4- r) n. .. ( n - r,) + 2 ) 4- Qw^(n 4- () n... ( n — 6) 4- 3 ) 4-.. .
-+• Qa (^4"l)^ 4- Qi (n 4" Q 4- Q,,,

R =1^ {n+ 2) {n 4-,i)...(^ _^ 4- 3) 4-B^(/i4-2) (n 4- i),. .(n - r,) 4- 4) -h...
4" ïi, (n 4- % ) ( //, 4- î ) -î- Ri ( /// + a) 4- Ho,

T =:T^(n4-p) (^+^~i)...(n+^—^4~i)4-To>«i(/À4"-^) (^+/?—ï)...(n4-/7—6)4-2) 4-,
4" Ta (n 4- />) (/^ +^ - ï ) 4- TI ( n 4" /.» ) 4" TO,

( 1 ) Âmerican Journal of MxitfiGmaUcs, t. VÏI, i885.
( 2 ) Ânncdes sciendfiques de l'École Nonnalfî supérieure, 1889. Il ne nous paraîl pas

que ron doive ternr compte, cornine le f a i t M. Pinchorlo, <lc l'onHeinl)lo P des x^ros des
dénominateurs des réduites, mais seiiîomoni <los i )o inlH limites de cet onBembîe.

( 3 ) La démonstration et la Ibrmulo données par Laplaee (loc. ça.) wmt inôorrcctes.
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PO)? PW-I ? • • • ? Pi ? CL? • - • ^ T() désignant des constantes. La relation (5)
devient alors

I-\) n{n — i ) . . . ( / z — M 4- î ) €tn -h Qco (n 4-1)^. . . (^—o)4-a)^4- i4- . • •
4- T(.) ( / A 4-/>) (^ 4-/^— î ) . . . ( /^ +/? — G) -+- i)âf/,+.//

• P(,, ̂ i n ( n — î ) . . . ( n — rù 4- 2 ) a,, 4- Q(.>-I ( n 4- î ) n • .. ( n —• ^ + 3 ) a/,,+.i •+- . . .
-•}- T(O-~ î ( n 4- /-? ) ( n 4- /.> — î ) . . . ( ̂  4- /? —• &} 4- a ) ^,,,-f-//

-h- PI ^^/i 4- Ql ( ̂  •+- ï )^^4-î -+- * • • + ^l (^ -+- !)}an^p

•+-PO ,̂ +Qo ^^I+...+T() ^^,^=0.

Si l'on désigne comme antérieurement par f(^) la fonct ion géné-
ratrice de a,^ en sorte ( jne

/( x ) =r r/o 4" ^i .r + «axî +• . .«•

on voit f|'ne, dans l'expression

( P., .̂  4" Q,) ^•//1-1 +... + T(, )^ /w W
+ ( S .̂)..,,..,! ̂  4- Q.>«i .r^-"1 -h. - 4- T^i )^ (1)-- !>1/^0-15(^)
-h- . . . . . . . . . . . . . . . . . , . . . . . - . . . . . . . . . . . . . . . .< . . . . .

4- (Pi ^^+ Qi ^-^h. - .4- Ti).^/^^)

-h (PO ^4-Q(, .^- !14-...4"To) /(^),

le coefficient de x11^1^ est. Drécisément le premier membre de l 'équat ion
anx, dillerences (5). Cette expression, se réduira donc à un polynôme
de de^ré p — ï , ce qui établit la, proposition de Laplace.

SU. — Première application. La fraction continue canonique de Laguerre
et les recherches de M. de Montessus de Ballore.

12. Notre première appl icat ion aura pour objet la démonstration et
l'analyse des résultats obtenus récemment par M1. de Montessus et qu'i l
a fait connaître dans deux, Notes parues aux Comptes rendus des séances
de f Académie des Sciences, du 23 j u i n 1902 et du 22 février 1904? <iinsi,
que dans un article : Sur la convergence de certaines/raclions continues
algébriques, paru dans les Annales de la Société scientifique de Bruxelles,
t. XXVÏÏ^ 1903. Ces résultats concernent la convergence de certaines
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fractions continues canoniques et se rattachent étroitementau/x travaux
de Laguerre sur le développement en fraction cont inue de cette nature,
d'une fonction satisfaisant à une équation d i f fé ren t ie l l e linéaire du
premier ordre, dont les coefficients sont des polynômes relativement
à la variable.

Nous établirons les résultats obtenus dans la Note du 2.3 j u in , les
méthodes très générales que nous allons employer s'appliquant sans
modification à ceux obtenus dans les autres cas traités par M. de Mon-
tessus.

13. Laguerre a démontré que les termes de la réduite ̂  de la frac-
tion continue canonique pour la fonct ion

\ ^ — i /

satisfont à l'équation aux différences
( 6 ) Wn.^ - ( 2 n 4- r ) j;W/, 4- ( ̂  - ̂  ) W,/.^ -: o ;

en outre
/^ = cpy == r, j\ = x .4- ̂ , ci ̂  y — ^.

Il sui t de là que , dans la série équ iva len le à la f rac t ion c o n t i n u e , le
rapport M d'un (orme au précédent- a pour valeur

R:^(/^~,)^î//rj:,.l^^
^ " P^nSi l'on pose

î^^,,ip,i,
9^ ^n

,t satisfera à l 'équation^
^±1 „ (^/ ^i),y^^ (^^ ̂ )^^-: o,
/./(4...I

qui. condui t à prendre A^ égal a l ' inverse de n 4- ûû, d'où
( 7 ) ( /^ -h M + i ) »^H.i — ( 2 /^ + .1 ) x '̂  4- ( n — &> ) ̂ ,,.... i ."= o,

^- »«. <,)
^=:r, ,̂.:;:::....,̂ ,̂

î{ — ^JÎZI^.^ ^ft-^ ^"
11 ' ilTO'1" /// 4-1 4- ^ ^n f^,^4„„,l
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Inapplication du. théorome de Laplace à l'équation aux différences
de adonne immédiatement l 'équation différentielle linéaire du premier
ordre à laquelle satisfait la fonction génératrice y== '^o -1-" ̂  "+- '^2tï "+- • • •
de ̂ . On a ainsi

(8) &(tï—^.X£^l)^-+-[{î•— G.))^— Xt~^ G)]j==&)(ï"- £);

l 'intégration de cette équation donne alors

,.̂ ,) r 1 -l-o)
y^^r '^^—a^- t - l ) 2 | ^-^ï— ^ ) ( Z 2 — 2 . 2 ^ + l ) t2 <^.

De là se conclut que le module de^—1 a pour limite le module de la
plus petite racine de l'équation

( 9 ) / / 2 !— 2 X U --h î :::̂  ('),

module qui est inanifestem.ent le rayon de convergence de y.
Mais les racines de cette équation ont toutes deux pour module

FunUé., quand x est compris entre — x et -4- x ; sinon, ces modules
sont inégaux, leur produit étant d'ailleurs égal. à î . D'où, en, se repor-
tant à l'expression de R, celte conclusion que», en tous les points du
plan ( x ) ^ sauf ceux nUiés sur la coupure — ï——4-1, la fraction

11, r» .. ( X 4" Ï'V0

continue aowerge et REPRESENTE la lonclion ( —^—i .

14. .En allendant qu 'une démonsiralion |l)llus complète de ces
résultats ait été donnée par AÏ. de Montessus, laquelle fera sans doute
connaître l'origine qu'il donne a l'équation (8), qui. joue le rôle fon-
damental. et qui. s'obtient, comme on vient de le voir, naturellement,
par le théorèrne de Laplace, l 'examen de cette méthode conduit aux
remarques suivantes :

II ne paraît pas imiispensable de recourir à l'équation (8) pour
obtenir la limite du module de t^—- 11 résulte, en effet, immédiatement
" " " ' i ; 1 1 1 ' " 1 " " " 1 " ^des théorèmes de M. Poîncaré (loc. cil.) appliqués à l'équation (7),
que la limite du rapport j^ lui-même est Ïa racine de l'équation (9)
dont le module est le plus grand; les modules des racines de l'équa"
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tion étant inverses l'un de l'autre, il s'ensuit que le module de )—1

a bien pour limite le module de la racine de moindre module.
En second lieu, il eût été plus direct encore, pour trouver la valeur

asymptotique du rapport"9^ de recourir à l'équation (G) elle-même,
en y faisant, suivant la méthode générale (POÏNCAHÉ, loc. cit., p. 238),
(p^==^!d^, ce qui eût donné immédiatement la valeur asymptotique
désirée.

En troisième lieu, on peut observer que la limite du. module de ^—-'
est déduite de la connaissance du rayon de convergence de la série y.
Or, l'on sait seulement que, quand le rapport tend vers une limite, cède
limite est un point, d'ailleurs critique pom\y, du cercle de conver-
gence.

Enfin, la convergence de la série équivalente à la fract ion continue
étant supposée établie, comment en résulto-t-il que sa somme, c'est"

/ y i _ ^ , *•. (<)
à-dire la valeur de la, fraction continue, soit égale à la fonction [ ̂ —— ) ?
Aucune indication sur la démonstration de ce point capital ne nous
est fournie par les notes de M- de Montessus.

15. Ces recherches se rattachent à celles de ,Lap;ucrre(1) desquelles
il résulte que les termes des rédui tes du dévclopp(un.cnt c a n o n i q u e
d'une fonc t ion Z sa t i s fa i san t à une équat ion tel le que

(10) {ax^- b) {ex ̂ d)— := (/^y-+*^)% "h ÏI(^),

où a, è, c, d, p , q sont des constantes et Ï l ( x ) u n polynôme en x quel-
conque, satisfont à une équat ion aux difÏerences f i n i e s tel le que (6)
et à laquelle les considérations précédentes s 'appl iquent sans modifi-

(1 ) (Mwrcf! (pafîsifn). Le Mémoîre le plus important do La^uon'e sur la llworio (les frac-
tions conîmues, ayant pour titro : Sur la réduction an f/'ac^'on continuo d'une jonction
qui ^atwjcdt à une équation linéaire du premier ordre à fiû^fîcicntff rationuc^, et (jui
a paru darm le Tomtî J, y B^'ie, î88^ du tournai de Mathématique puw et appliquées,
n'a pas été réimprimo danH le Tome 1 des Œuvrea de Laguerro (Paris, 189^). | il a paru
depuis, en, tète du Tome I I ] ,
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cations, la coupure — i — — 4 - 1 é tant simplement remplacée par la
droite qui . va du point — —•> au point — —•

Plus généralement, Laguerre considère une série Z ordonnée sui-
vant les puissances descendantes de x et sa t i s fa isant à l 'équation

'Wz'^9.Vz^ V,

dans l a q u e l l e U, V, W sont des polynômes en .-r; et le fondementde la
méthode don t i l (a i t : usage pour former et é tudier le développement
en f rac t ion c o n t i n u e canon ique de Zesl l 'établissement d 'une certaine
équat ion d i f f é ren t i e l l e linéaire du second ordre, homogène et dont
les coe f f i c i en t s sont ra t ionne ls en x, à l a q u e l l e s a t i s f a i t le polynomey^,
d é n o m i n a t e u r de la /ÀU"mc r édu i te de la fraction cont inue .

L'équation qu ' i l obtient, par u n e méthode tort détournée, et qui est

w e,, y + [( a v 4- w7 ) 9,, - w ̂  ] y + k, y .= o,

contient , mall ieureusement , encore des polynômes i n c o n n u s ©^ k,^
dont la d é t e r m i n a t i o n ne peut, se f a i r e que par des iden t i f i ca t ions d'un
caractère assez impréc is , et qui ne donnent que des formules de ré-
currence p lus ou moins compliquées entre leurs coef f ic ien ts (1) ; en
sorte que les seuls cas qu i a i en t pu être traités complètement rentrent
dans la catégorie de ceux que déf in i t l 'équation (xo).

16. Nous allons montrer comment le problème da développement
en fraction cont inue c a n o n i q u e , abordé par Laguerre, d 'une fonction
satisfaisant à l ' équat ion (10), et le problème de la convergence de
cette fract ion, entrepris par M. de Montessus, se transforment et se
généralisent quand on passe au point de vue de la théorie des frac-
tions con t inues holoïdes.

Supposons que le développement de Z su ivant , les puissances dé-
croissantes de x commence par un terme en x^. Si l'on fait, dans
l 'équation (10), les changements de variable et de fonction définis par

(1) Voir, sur ce point, les exemples traites à la fui du Mémoire de ï885, et dans lo
Tome 1 des OEwres, paBsirn.
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les formules

( 1 1 ) • CX 4- d=r- ~^? .Z'^Z == Z',
»'-c/'

où x ' et Z' sont la nouvelle variable et la nouve l l e fonct ion, elle prend
la forme

d7'(12) (A "h B^)^ — 4- (M -+- ̂ x ' ) ï 1 •::= IF^),^/i^c*

où A, B, M, N sont des constantes et ir(.r/) u n polynôme de degré
égal à m + i, comme celui de n(,x?).

Le développement canonique de Z est de la forme
i - ï * t •a 4-. — 4- -̂ . ̂  — -{-...,

^I ^2 ^3

a, désignant un polynôme de degré m en x, et ̂ , a^ ... des b inômes
du premier degré. Si, dans ce développement, on tai t le changemen t
de variable (11), et que l'on mu l t i p l i e par ^m, on voi t qu'il prend la
forme

, v.' • a' - a' -
a' + -1 -h ~ -h — -h...,

a\ a g a^ y

^ désignant un polynôme de degré rn en .r'; ^ nu monôme ('((^
degré m +-1 ; a^, a^ a^ . . . des binômes du premier degré et, enf in ,
a^, aîp ..., des monômes du second degré. On a donc la f rac t ion
continue régulière de Z' dont les rédui tes ont leurs po in t s représen-
tatifs sur la droite y — x == m.

Ainsi, Y élude de la f relation continue canonique correspondant à la
série descendante Z, satisfaisant à l'équation (10) et commençant par
un terme de degré m, reyient à l'étude de la fraction continue régulière,
dont les réduites sont sur la droite y — x == m, correspondant à la série
ascendante Z'satisfaisant à l'équation (12) et commençant par un terme
constant ( 1 ) .

Mais alors la question se pose d/étudier, non pas seulement cette
fraction cont inue régulière particulière, mais toutes celles qu i appar-

( 1 ) Annules de L'École 'Normale, 189.9.
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t i e n n e n t à la même catégorie; pu i s , celles des deux autres calégories;
et e n f i n , généralement, les f r ac t ions holoïdes quelconques attachées
à la fonc t ion , c'est-à-dire sa Table de fract ions ra t ionne l l e s approchées.

l?. C'est sous cette forme générale que nous al lons en i reprendre
l 'é tude du développement en f r ac t ions con t inues de la série Z'satis-
fa i san t à l ' équa t ion (12), et mener aussi l o in qu ' i l nous sera possible
l ' é tude de leur convergence.

La série Z', s a t i s f a i san t a une équa t ion l i néa i r e du premier ordre,
est la fonc t ion génératr ice d 'une q u a n t i t é qu i sa t i s fa i t a u n e é q u a t i o n
aux d i f fé rences f in ies , l i n é a i r e , et dont les coe f f i c i en t s ne sont que du
premier degré par rapport à l ' i n d i c e ; cette é q u a t i o n est d ' a i l l eu r s
aussi d u premier ordre. C'est la c o n s i d é r a t i o n a. priori <{\m^ t e l l e équa-
tion q u i nous servira de p o i n t de dépar t ; c'est, comme on v o i t , le cas
le p lus s imple a u q u e l se rappor te la méthode d ' é tude i n d i q u é e dans le
n0 9.

Nous supposerons q u e le po lynôme l l ( x ' ) se r é d u i t a une c o n s t a n t e ,
de tel le f açon que l 'on pu i s se supposer l ' é q u a t i o n aux différences
f i n i e s vé r i f i ée a par t i r do la v a l e u r o de l ' i n d i c e . Cette hypothèse ne
f a i t que mod i f i e r la région du plan des r é d u i t e s q u e n o u s a l l o n s voir
s ' i n t r o d u i r e ruu'essal rement dans notre é tude, sans altérer en r i en ce
qu'i l y a d 'essent ie l d a n s les résul ta ts .

N o t o n s e n f i n que, par le changemen t de va r i ab l e ( f i ) , la por t ion
de droite qui, dans le plan (a*)^ va du point, — ^ an point — ^a ' a
devieni, dans le plan (;2/), le prolongement de la droite qui va de l'ori-

. , a Agine au i)()irit—-,~-"^^^^^ ou — „•01 ! * ad —" va B

ÏV. — Deuxième application- Les fractions continues holoïdes
de la fonction Î^ (A, i , /^ ^) et de ses dégénérescences.

1 . Prélirninalï'es. Ca,^ particulier de la fo rie lion exponentielle.

18. Nous considérons le cas où l 'équat ion aux différences (2) de a,,
se rédui t à sa forme la plus simple, en é tan t du premier ordre seule-
ment
(i3) (^,+ p^)a,,-h (a^'+t(3l/ l^)<î,M-l==o ( /À=O, 1 , 2 , . * . ) ,

Ann. È'. /\orm., (3 ) , XXIV. — AOUT 1907. 4^
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y.o^ — a^ po ̂  o, ̂  ^1 non entiers négatifs. Su ivan t que Po^ sera
di f fé ren t de zéro ou é^al à zéro, la série /{-v) sera convergente dans
le cercle ayant l 'origine pour centre et passant par le point — ^7 quipo
sera un po in t critique de la fonc t ion , on bien le rayon de ce cercle
sera inf in i ou nul .

En mettant, suivant la méthode indiquée, l 'équat ion (i3) sous la
forme

(3o na-n -4- (3i ( il 4-1 ) a^+1 4- ̂  a,, 4- ( ai — (3i ) ff/,,n == o,

on voit que son premier membre est le coefficient de a;""1'1 dans

(^^^^x/^^^^-Ç^+a^)/^),

en sorte que cette expression se rédui t à une* constante, égale mani-
festement à ( a , — ^ ) ^ , . L'équation d i f ï e r e n l i c s i l e à l a q u e l l e satis-
fait/1^), et q u i définit cette f o n c t i o n quand la série ( r ) est divergente,
est donc ici.

04) (Pi+ M).-̂  4- (^-4- ^—pi)/(^) "= (^ - |SiK.
' ^c

19. La. dé te rmina t ion des coefficients /^, /^ .. .y ^ du polynôme V^
se fai t au moyen des équa t ions

Â'v^.i ""=• 0, ÂV+ÏÎ = 0, /. ..»»-. /,. . ., /t y.,,.}. [;, ..,..„.». <./ »

Si l'on substi tue leurs valeurs dans k,^ on obtiendra? en désignant
par c une constante relativeinent a m,

^V-H ^V ' • * < û?y^p.4-i

^V-t-2 ^V4-l • ' • '̂'̂ Sv~l-"p,+8

c^==
<^V-4"(X <%v4-{A*- 1 • - • ^V

^w ^m-l • ' • ^ m'-••[!.

En mul t ip l ian t la dernière colonne de ce déterminant par
^-^ Pô (w — p-)» et lu i ajoutant la précédente mult ipl iée par
a, + p,(w — p-), l 'élément a^«p. sera remplacé par zéro, et tous
ceux qui sont au-dessus se décomposeront en deux facteurs, l 'un
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linéaire en m, l'autre indépendant de ^i; car on a, par exemple,

[ao+ po(M---/./.)]<%v+ |.al+ (3i(m—fJ.)]av4..i

=: (ao+ Po^v-+- (a! + pi^)^.M + (w "- P- — v) (Po^+ Pi^-n).

En opérant de même, on remplacera successivement les éléments
^m-a-M» <V-.î^2' • • - » ^w-i ^ la dernière l igne da déterminant par des
zéros, et l 'on aura f ina lement

c [ oo +• Pô ( m — i ) ] [ ao + Pô ( /n — 2 ) ]... [ ̂  + p, ( //z — ^ ) | /.//,
av+i (m — ^ — i ) (po^v-l- (3ia^.i) ... ( M — V — J)(p(,^^_p,n-h|3iav^p,+.a)

0,̂ 2 (/n—v —2)((3^V(..-i~HPi^.4-2) .- (/n—v — a) (po^."(J.-i.-ii+pi^-^-ît)

ay..,,,,̂  ( /7i — v — ^ ) ( py av...̂ ..., i + |31 av+;;. ) ... ( /n — y — [J. ) ( pu ̂ v 4 - ? i ̂ -i )
• o

ou bien

( i5 1 ) c[ao+ P<.,(^ — ')].. .[ao4- Po('n~^)]/*'^
= ( — i )IÂ ( w — v — i ) ( /n — "u — a ) . . . ( m — •V — p.) A x a,^,

en posant
P(, r^/ -h pi ̂ v-n l • • Pô ^V-E^-I-I "+- Pi ̂ -..p-+2

A:
po av..i..p,..i + pi a^. . . . po ^v 4" pi, ̂ +î

A ne dépend pas de m.

20, Ce calcul de k,^ en f o n c t i o n de a,^ seulement souirre toutefois
q u e l q u e exception. Nous avons déjà fa i t la convention que la lettre a
aiïectée d 'un ind ice négat i f doit être remplacée par zéro. Or, en gé-
néral , l 'équation (i3) n'est •vérifiée que pour les valeurs n = o, i,
2, . . . ,de l ' indice, et non plus pour les valeurs négatives. .Nous devrons
donc, en général, supposer que, dans le dé te rminant par lequel est
exprimé d^, tous les indices sont positifs ou- nuls , en sorte que l'on a

[j. $ y +1,
et aussi m ̂ .

L'équation (ï3) ne subsiste, pour les valeurs négatives de l 'indice,
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que si K ) = ?,. Dans ce cas, les calculs faits pour obtenir /•,„ en l'onc-
tion de a,n seulement sont toujours légitimes.

Notons encore les formules

A=(- iy-c \i^~ /, pr'pi + ̂ r^f -... + (- i)^,,.j3ï'i,
(̂-o^ -̂,rl^ (̂-o.-w];::::̂ g^^^^

21. L'équation aux différences du premier ordre de k^ se dédui t
immédia tement de cette dernière formule , ou encore, s u i v a n t la mé-
thode générale indiquée p récédemment , de Féli m i n â t ion de a^
eta^( entre l ' équat ion (i5), celle q u i s'en dédui t par le changement
de m en m 4-1 et l'équation ((,3) où l'on la i t n = m. On trouve a ins i

|>o+ {m — p.)(SJ (fn ~ v)/-^ .4- {y.i -}- m^ ) (m. — y — p.) /•//n.i =: o.

Les coefficients étant du second de^ré re la l ivemcnl a, l ' indi i^s i l
s 'ensuit que la fonc t ion génératrice de k^ satisfera à n n e équa t ion
différent iel le l inéaire du, second ordre.

22. Supposons, par exemple , q u e Féqual ion a u x di f férences i n i -
tiale ( 'ï3) soil

^/ /—(/ l+ t ) r t^H-=0,

qui correspond à la fonc t ion e x p o n e n t i e l l e .
On a alors ao== i, [S^== o, a^ = ?, =- — ï , et l/équa(,ion aux diffé-

rences pour k^ est

( m — v) /c^ — ( m -n ) ( m — v — ^ ) k^.^ := o.

En l'écrivant

— ( m +1 ) mÂ^4.i + mfi-m Jr(^+v)(m + î ) k^.^ — y A-//, ::= o,

et posant
9 (^) = Â-̂ ,.M ̂  ̂ +1 + A-(,.,,v,..,2 .ri1-^"»-2 +...,

on en déduit immédiatenient

X^ — ( [J, •+• V •+- X ) 0/ + V^ = 0.
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Remplaçons ma in tenan t y par V^/— Up,v, en tenant compte de ce
que/' est ici. é^al ày; il viendra, en suppr iman t les indices p., v,

[^V'— (^ -4- v — .̂) y^ p;V]/— |> (r-- (p. + ̂  -+- •z1) ÏT 4- vU] -= o,

équation qui, se décompose en les deux suivantes :

(16) ^v^—(^-+- v — a ; ) y ' — p.V -: o,
^ rp - ( ̂  + ^ + ,y ) u' -i- v u' = o,

auxquelles saiisfonî. amsi les éléments V^/, U^ de la réduite générale
(pi, v) de la f o n c t i o n <^.

23. Je vais (aire voir c o m m e n t l ' appl ica t ion, à ces 'équations, de la
méthode d ' intégrat ion par des intégrales d é f i n i e s de Laplace ( ' )
donne s imp lemen t tous les r é su l t a t s o b t e n u s j u squ ' i c i , par des mé-
thodes toutes difîérenles, r e l a t i v e m e n t au déve loppemen t en fractions
con t inues de (f\

( \ o n s i d é ro n s d o n < ; 1 ' é ( {u a 11 o n

^'y" — Çp. + v — ^).>'/ — p-y '^ o

et cherchons u y satisfaire en posant

y:^ 1 V e^ du,

l] étant u n e fonction de u et L un cheinin d ' intégrat ion convena-
hiement déterminés.

La s u b s t i t u t i o n dey donne l ' é q u a l i o n

f i u ( u 4- ï ) U x e1^' — [ ( [j. -h ^ ) a 4- p-'] iï e"-'-' j du- =: o.
^L

En déterminant U par la condi t ion

^u{u 4- î)V —— [(^ -4- v) u ̂  (i] U,

(r) H. POÏN(;ARE) Àmenca'n Journal of Matliematùîff, t. VIÎ, ï885. —G. JôïïDAN, Cours
d'Ànatycc, t. ÏIÏ.
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qui donne

cette équation devient
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U= uv^^u •+- l y ^ 1 9

_^l^l'{u + O^JL"

et l'on voit que L peut être un contour fermé quelconque tel que l ' in-
tégrale

^ r_^j . ̂ -l(^y (^(u^ 1)^1
du

obtienne une valeur qui ne soit pas ident iquement nulle.
L'intégration le long de contours L,, L^ entourant respectivement

Fig. i.

les pôles o et — T (fig. i) donne immédiatement les doux intégrales
particulières suivantes :

( 1 7 ) —cla^^^ .^ii——^V,,j::
Ji^'

p î ^ îy|A-H((( -|- i)'/-H

•^^(J±±Z)1€lu=(—î)^9.iTC lîav €^,^a^^^-hi)^"1 p. î v l
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où l'on a posé

v,^.-^h-.-<-.)^^^,^
v a.' v{v — i ) . . . i y

"^î ̂  p:Tv 7 +- • -h ^^^^^^^^^ ,-r

Considérons alors un contour L^ entourant à la fois les deux pôles.
Pour ce contour, on aura

(^ f ___!___^ du = (- 0^ îï-..+4)l( V,̂  U,, e-).
Ji u[ (a +! ) fJ. ! v î ' l l

Mais on peut obtenir u n e autre expression du premier membre en
déformant ce contour L;( de façon qu'un de ses points s'éloigne indé-
f i n i m e n t dans la direction —^° de la droite qui jo in t l 'origine au

poj^ ^1.1. Soif H le chemin ainsi déformé.

Nous poserons
£
x

Quand u décrit , dans le sens direct , le chemin 4, l décrit, dansée
sens direct, un chemin de même nature* A^ ayant son point à l ' i n f in i
sur l'axe des abscisses positives. Nous supposerons la valeur ini t iale
de l 'argument de i égale a o et ferons varier cet argument de o à 2TC.
On a ainsi

r e'^' _ F ^ __ ./ ^^^^^^^^^^^^^

'a " /» / y\-V-l
^ (— ^ÎA+V+I^;!Â-K/+I ^ cr-t ^•-^-v-2 \ î _ ^ \ dh.

On peut toujours supposer le modale de l supérieur à celui de x
tout le long du chemin A^ ; on a alors

/ .aA-""^1 v +1 ^ 0 + ï ) ( v •+• 2 ) ^, ^^ ^^__^———^———^^.. . ,
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ce qui donne cette expression de notre intégrale :

r e^
J^«^ l(^+l)v^"a

^ (— i^4-v+i^-+v+i y/, ( ^ - + - i ) ^ o - + - ^) ̂  r ^ ̂ ^^j, ̂
^ Â•! -4;

Or on a, en général,

/ ^ ̂ .-1 ̂  ̂  (^2/7CS__ , ) R^ ̂
^A;

Quand z a une valeur entière négative — m, le second membre se
présente sous la forme o x xs. Soit

z = — m -h s.
On a

•r / \ m / , F ( î -+" S )F [z ) == 1 (— m 4" £ ) == —————"———-———- ,
5 ( 6 — Ï J . . . ( S — / ^ )

^ii^z ̂ ^ ^—^m.i'K ^â/TTe— j „ ) „ il,'1'g ,,i,

(^-- r) r(^ = îLEi'̂ iL ,̂,.,...,v / ' / ( 8 — l } . . . ( c — m , )

d^où , en fa isant tendre £ vers zéro :

( e 11-^1 cit =:, l irn (<?2^5— i) r(,s) ̂  (— ï)^ ̂ 7r.
JA; z—m ' W Î

Au moyen de cette formule;, on aura donc

r_—^ï__ /
J^u^(u^^ lt

=, ̂  ̂ :̂1._ y1. (^ __ii±^^±Jil__ ̂ ,
( /J. -4- ^ -h ï ) 1 Arf ' / ( p. 4- V -4- 0. ) ... ( U -{- V --h ^ ~h i ) A* !

0

et, substi tuant cette valeur dans (18), on obt ient
V TT /•.-.ry ̂  —— (j ̂ ,̂  ^

= (^ ni. ——JiL^L^^ ^1.^1 y, (^, ). ̂ _Jl±iI-^__ ̂ .
/ (^+-y)!(p.+v4-i)î •• ^ ^ ^ (p4-^-h^)...(,a41••y-f•"/^+•î) / • î

o
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Si l'on observe, enfin, que le second membre peut se mettre sous
la forme

±Z2)L .̂̂ -. V, (_ ,v•^^+ I)r^ ̂  /> -i- 1 ) <(^..^r"1 Zi ^ ^ r (^-h-^+A' -+-2) A-!
0

OU

^^ ,̂̂ ^^

o ' ()

qu i se transforme a i sément en celle-ci :
•

(_ ,\[j. r 1^—i ^.w-i ̂ x i ^ ̂  ( j _ ^ y cU
(p.^v)l J, k /

on aura, f ina l emen t , la f o r m u l e

( \} v- /*1
y px_ |T ..— { .. ' ,_. ^.(/.-t-v-H | /^^/u./i _ / \v fhV [ ^ C — Up^.—- ,•--"— -...^-,p^i i ^ (,i ^ i ^ ^ (.^<,y

i ̂ . -i-" v ) , j ^

i d e n t i q u e a celle qui m'a servi de po in t de départ dans mon Mémoire
sur fes (léveloppenients en fractwns conii'nues de la fonction exponen-
l i e l / e ^ ) .

24. La f o r m u l e ( i j ) c o n d u i t sans d i f f i c u l t é s aux re la t ions entre les
polynômes Vuy q u i correspondent aux f rac t ions c o n t i n u e s holoïdes
de ex. Je n ' i n d i q u e r a i que le p o i n t de départ .

En dérivant cetto f o r m u l e , par rappor tas , sous sa forme p r imi t ive ,
et après l 'avoir écrite

/• (AU -i-l).r / y . 1 ^\\
g .,• / _ _ — — — — d u . --=. (- i )V- a in ^ - ' . 2 1 y,,,,/ ((V.+i ^(f ..(- ,^-1-1 y.\v\ 1

on fcrouvo
VÎ,.,----^-^V(,-i,,/,

V,,=-V,./4-^V,,,.-,.

(r) ^ï filiales .scientifiques de l'École Normale fsupérieare, {.. XVI.-} 7 1899.
Ann. /':(:. l\\)rm^ (3) , XXIV. — A(»ijt 1907* 47
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On voit alors, immédia tement , comment, on dér ivant ces relations
et faisant usage de l 'équation (i^), on obt iendra ces fomules

(^+V)(^.-I-V-T) vp-2•'; + r ~ ]T^) v!;-l•'; = v^'

-(M-^- '̂- + (' -1- ̂ ) v-/-l = v'

qui sont deux des fo rmules à o b t e n i r . Les sept autres s ' é tab l i ra ien t
par la même méthode.

&
25. L'étude de la convergence des fractions c o n t i n u e s holoïdes

de ex se f a i t , comme l'on sait, très a isément sur les expressions
mêmes des polynômes Vp.v et U^v, ces polynômes t endan t , q u a n d [M et v
croissent i n d é f i n i m e n t de telle sorte que leur r a p p o r t a i t u n e l i m i t e ̂
vers des l i m i t e s d o n t l e q u o t i e n t est t ou jou r s égal à <^'.

Nous noterons seulement comment les l i m i t e s de l,Jp/ et V^v se
déduisent imméd ia t emen t de l ' équat ion (16). Si l 'on pose

[ j . = ̂ , 4- pn, v =: ̂ , 4" fin,

t^o» ^p P ^ y é t a n t des ent iers p o s i t i f s ou nuls , et/ .è un en t i e r posit if
qui grandi t i n d é f i n i m e n t , et qu 'après avoir s u b s t i t u é dans l 'équa-
tion (ï6), on égale à zéro le c o e f f i c i e n t de n^ on o b t i e n t

.^(p^q)/^^y ^(^

d'où, en supposant y === i pour x 11—- o :

z^f
y =:= e/74'^.

Telle est la l imi te de V^ et de Up^ """ ,̂ en sorte que l'on a^ T p,,/ Ç t 1.1 0 U ^// l-

"-/•'^ fî_
1 i i n Vp = ̂ '̂ ^ 1 1 m IJ (xv =~ ^/7+" '7,

d'où, enf in ,
lim ̂ p == é?^.

V (AV
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2. — Le.f fractions continues Jioloïdes de S^(/^ r, h', u).

26. Revenons à la relat ion générale

[ao4- {rn — /JQpoK^ •— ^)/Q/<-+- (^i -+- ^|3i)(/n •— p. — ^)/>-^+i= o,

qui subsiste, lorsque c^ et p i sont inégaux, sous les c o n d i t i o n s

^•^"t"^ m^^

et proposons-nous de fo rmer l ' équat ion d i f f é r e n t i e l l e à l aque l le satis-
fa i t le polynôme V^.

N o u s d e vo n s d'à b o rd, s u i va n t la m é tho d e gé n é ra 1 e, c o n s t ru i re
l 'équation d i f Ï e r e n t i e l l e l i n é a i r e a l a q u e l l e s a t i s f a i t la fonct ion géné-
ratrice ^(^) de /r^. Pour y arr iver , nous écrirons l ' équa t ion aux diffé-
rences précédente ainsi :

j (3o m ( m — t ) 4- [ a,» — ( [J. 4-- ^ — î ) (3o ] rn — ( a^ — ^S,, ) ̂  | /»•/„.
4- 1 (31 ( rn -+-1 ) /^ -4- [ c< ^ — ( p. 4- v -4- i ) (31 ] ( /^ "h i ) -h ( ̂  ̂  ^ -I- l ) ( (31 — a i ) j Â^+1 ::= 0.

Elle exprime que , dans l 'expression

po ̂  ̂ " "•i-1. ̂ o — ( /•/• ••-i~ ^ -- i ) P<> 1 ̂ "i y' "-"•" ( ̂ o — ^ [îo ) ̂ y
+ pi^^^-h [ai - (^d- v4- Opi]^^' + (^4"v+ î)(,Pi~ ^1 )9 ,

le coef f ic ien t de xm^{ est n u l . On en conc lu t que , 'p(^) é tan t égal
à ^.p^.M^1^^1 +^,^a::^^^^^^^^^ on aura

A -y"2 y^ 4- .1'^ .r q^ -t- €9 == o,
en posant

A^Pi+f3<^.,
ïî =: a, ~ ( ̂  4" ^ -h i ) (31, 4-- [ a, — ( p. ̂ v — ï ) (3« ] x,
G r.̂  ( ̂  4- v -î1- :ï ) ( Ri — ûîi ) — ( ̂ o — p(3(, ) v.y.

Nous devons, m a i n t e n a n t , remplacer 9 p a r V ^ y — U p ^ , ce qu i
donne , en s u p p r i m a n t les i nd i ce s des lettres V et U :

( ï 9 ) ( A ̂  V / / 4- B x T 4- C V )/
4- ( a A ̂  V/ 4- B ̂  V )ff 4- A. ̂ 2 V/' ~ A <y2 0"— B .r IF— GU = o.
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Or, on a (iZi)

A^/^dSi-- a i — a o . y ) / — ( p i — a i )ao»

et l'on en conclut aisément

A2^y^[al(al~p04-2(a,+i3o)(al--pl)^4-ao(ao+po).^]/

-1- ( (31 — ai ) ̂ o [ ̂ i -4- ( 2 Pô + a, ) .r ].

En tenant compte de ces formules, l ' équa t ion (19) prend la forme

P/+Q^o,

et, en égalant à zéro P et Q, on aura deux équat ions d i f f é ren t i e l l e s
l inéaires auxquel les satisfont les polynômes V^ et U^. La première
d'entre elles, qui ne cont ient pas U^, est, en représentan t pa r j la
fonct ion,

(9.0) ((3i+(B.^).Z^

— j a i 4- ( p. -4- v — i ) P i -h |><. -h ( ̂  -h ̂  — i ) po ] *r ; y -h ̂  ( a., -4- ?„ v ) 7 ̂  0.

L'autre, dont nous ne fe rons d ' a i l l e u r s pas usage, est

A ̂  [];„ + B -y U^ + C Up ̂ (^—^) a, |:( ̂  -4- v ^ i ) Vp - 2 .r V^, ].

27. Nous avons a ins i ce théorème :

Soii
Oo, Oi, ^2, . . .

//-/lÊ' .9^^^ (le (fuciîîMiés satùfciisccHt à U ét.rucitioH

(ao-4-i3()/-0^-4- (ai-4- i3i/%)a/,4.i:=:o ( / ^^o , î , 2, . . . ) ,
ao Pi —' a i p o ^ o î

ao ai . , . /»
7-7 ^1 w>^ entiers negaUj's.

Posons
' k^ == /o a^ -h /i ^/^^i -h.. . 4- l^am -\s. (/^ > ̂  )?

[A désignant un nombre entier positif ou nul.., et les lettres l des quantités
constantes.
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Si l'on suppose ces constantes déterminées par les équations

Âv+.i == o, A-v.̂  ==0, . . ., h\.^ ==o ( v Ï; ̂  •— i ),

071 aura la relation

[ao4~ (w — ^)|3o](w -- v)k^-\- (ai 4- w|3i)(m —-y — ^)Â-,,^i"= o.

jCô polynôme
V^ r= /„ 4- ̂  4- ... 4- /p.̂ -

<? ,̂ alors, le dénominateur de la réduite ( [j., v) r/^ la série

/( ,y ) == ,̂, 4- ^i -y + a^ ,y2 -+- . . - ,

<?^ il est une solution de l'éauation

(P,+Po^)^
— i a i 4- ( \j. -}- y — r ) (31 -{-. l'a., -h- ( p 4" ^ — i ) |3,> ] x \ y' -r p. ( a,» ̂  po v ) y == o.

/-^ fonction f(.v} satisfait a I/équation

( f^ 4- p.,^)^/^ - ((3, - a, ~ a,^)/=: (a, - fS^ao

y/,a ^r/ à la définir lorsque la série a^4~ a^x -p * . . ̂  divergente dans
tout le plan, sauf l'origine.

28. Les s o l u t i o n s de l ' équa t ion (20) sont de nature différente sui-
vant que les constantes po et ^ sont n u l l e s ou n o n ; nous excluons
le cas où, elles seraient toutes deux nu l l e s .

Supposons-les d'abord loutes deux dilÏereotes de %éro.
Si l'on f a i t le changement de var iable

Ou) ^ = ^ a ,
po

l'équation devient
^ y

,^^,,)^

[ Oi f V.Q \ 1 dy / a^ \
+ _ l ̂  u. — v 4" ï — — — — ̂  — v 4- ï ) u \ —• — p. [ — 4- v \ y = ô.

Pi 1 \ PO / J^ \Po /
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Par la transformation (21), le plan (.r) se déduit du plan (u) au
moyen d 'une ro ta t ion et d 'une homothétie relatives à l 'origine et dé-
finies par l 'argument et le modu le de — j 1 - les réduites de f{x)

deviennent les réduites de / ( — ^u}; toute f rac t ion eon t inueho lo ïde
' \ rO /

de f{oc) devient la fract ion c o n t i n u e holoïde correspondante de
/( — -uy, enf in , en supposant a^ == ;i, on a

p ( Pi \ r./^ a, \f[-^u\^V{-, », .1, uY
\ po / \ P(, p^ ^

Nous poserons pour abréger
a0-./, a l ^ ï J .(T — '^ •fr — h »po pi

nous avons donc affaire à la fonction F(A, i, h\ u), et a l ' équa t ion

(a,,) u^-u)^

^ [_ /^ ̂  ̂  v ̂  ï ._ (_ ^ _ ^ _ ^ ̂  ̂ ^ j _^ _ ̂ ^ .j, y^, ̂  ^^

Cette équation est vérif iée par F(a, ?, y, a), où l'on f e r a i t

a == — .̂, (5 =:; — //. — v, y == —- /</ — .̂ — v "+• ï .

Les racines de l ' équal ion dé te rminan te pour u == o sont o et
h1-+• [M+V, et, laissant a c tue l l emen t de côté le cas où h' sérail entier ,
il leur correspond les deux solutions part icul ières

(s3) :F(a,(3,y, ^)=F(-^ —/^v, -/^..-^—y+i, ^^
^i-T F(a — y -+- x , p —'/ + î , 2 — y, ^ )

, ^ ̂ '^-v F ( /,/ ̂  ̂ .f^—h ̂  ̂  /// 4" ^ 4- ^ 4" î , // )

dont nous allons faire m a i n t e n a n t l 'élude.

29, La première de ces solutions, polynôme (Je degré (^ est le dé-
nominateur V^(^) de la r édu i t e (pi, v) de F(Â, i, À\ u),

La manière dont y entrent ^ et v montre que la recherche des rela-
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lions de récurrence qui exisleni: entre les termes de trois réduites
consécutives et progressantes revient au ca l cu l de relations entre trois
fonct ions F('S;, Y], *(, a), où. les trois premiers éléments ne d i f fé ren t que
de nombres entiers. Ces relat ions sont au nombre de neuf, correspon-
dant aux neuf d i spos i t ions des po in t s représentatifs de trois ré-
duites consécutives d 'une f r ac t ion c o n t i n u e holoïde, données par la
figure su ivan te ; les c inq premières d 'entre elles sont celles q u i
donnen t naissance aux f rac t ions con t inues régulières.

Fig. 2.

l
.(^v+2)

î̂ïL^y:tlel̂
ii

^<^+1,v+2)

V.Ï i

i(^v)

(^»v+n

(^>

Cj^V+1) (lÂ--»-1,\>-H)

•(p.+l,v+l) / V

(^ 2 ,v ) <u.,v)

/(y.^+1)

ni

C^,v)

ÏV

y(^

y(a+1,V+1)

A^^}
(^.+^v)

T<^.4-1,^+2)

^(^"n^v+O YITï

^(^v)
(u.+1,V+l)(^+2,v+1)

»(^.+2,v+l)

X + 2 . V + 2 )

(^,v)
iu-+1,v5

Par exemple, pour la première disposit ion, si l 'on désigne par
F(^, yj, ^ /z) le dénominateur de la réduite f inale (pt, v +• 2), celui de
la précédente (p., v + i ) sera F(^, 7]"-i-i, C + ï , u\, et celui, de la1

première (p, v) sera F(^, T) 4" 2, *( + 2, u " ) .
Or, on a» entre ces trois fonct ions , la relation, où nous n'écrivons
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pas le quatrième élément u des polynômes F :

(g _ g-,)(.,+!) „ ? (^ ./)+ 2, Ç + 3 )

+ (^ •^-?+1 ̂  F(Ç, -, + >, ç 4-1) = FO, •/), ?).

En procédant ainsi , on obtient les neuf relations suivantes, corres-
pondant respectivement aux neuf dispositions de la figure :

(1) (g-^-.)(ïl_l_0 ̂  + ?„ Ç 4- 2)
Ç ( Ç ^ - ' )

.̂ f, + ZL=1±-' „.') F(Ç, rj 4- i, Ç + ») == r(Ê, -^ S),

(II)
(^+.) ( -^-^-<) „ ],(Ç ̂  ̂  .̂  ç _,. ,,)

Ç(Ç-H)
£ ~ •n + i F(^4-i, •n, Ç+i)==F(.^-^ S).4 - 1 4 -

( 11:1 ) ^——^- n V ( ç + i, -fl + ., Ç 4- a )

4- F( £ 4- (, -rj, Ç -I- i ) -= F(e, •/), 0>

(IV)

(V)

^——^«I^^K,-^'^-»-••••)

4- F ( '!,, •{\ + » , S -l- ' ) -= F ( 2. Y' » £ ) '

(i±JĴ îrr2l( :̂-liIZL=l_i} </.' F( E -h ?„ r, 4-.., s 4- 4 )
(Ç+lX^-^^^t-^)

^ f, ... (ll-l̂ '̂ -9 '̂ «' F(^4-i,-n-l-i, Ç4-^-=F(^ •̂  î),
^ C ( C "+• 2 )

(VI)
(E-ç-0(^Q,ï..F(^+i,ri+9^ S -4-3)

( Ç ^ i ) ( ç + ^ )
. "^ ILîr^^-li^ï

-r- 1+ Ç ( Ç 4 = ï ) '
a F(S"+ t, TJ -i-ï, S.+ ^) =F(^ ^» S)»

(VII) (i±2l(lr±=lï} /z F(^ a, Y3 + 4 ç^- 3)
( Ç ^ î ) ( S ^ a ) "

^ + ̂ _^J F(^t, ̂  +1. S -+^)=F(Ç, ̂  S),
, Ç ( ç - h î ) J
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/vnn g ( g — g — 1) (^4 - -1 ) ( Y] — g ) , ^ ^(VIII.) -———^^^^———,-g<(^^+,,ç+,)

+ L+^_^°^ F(^^Ç^I)^F(^Ç) ,

.TY^ ( £ - h î ) ( £ " ~ - Ç ) ^ ( r j — Ç ~ - i ) , ,(ÏX) ~ ————ç^^^————^(^, ., 4- r, ç+ o)

+ , + ̂ ^ J F(Ç ̂  ,, ̂  Ç + r) = F(Ç, r^, Ç).

Les relations ( I I I ) et ( IV) sont celles que Gauss a employées pour
ohtenir sa célèbre f rac t ion con t i nue ; les quatre premières seu lement
sont pa rmi les t rois cent v in^ t -c inq qu'il s ignale dans l 'art icle ' I I de
ses Dùquùiuones, mais i l ne donne pas explicitement les deux pre-
mières et semble su r tou t s'être attaché à celles de ces relations où
deux des fonc t ions F on t un coe f f i c i en t égal à ±: i.

30. Ces neuf" re la t ions d o n n e n t le moyen d'écrire i m m é d i a t e m e n t
u n e f rac t ion c o n t i n u e holoide q u e l c o n q u e de la fonc t ion V ( . / i , T , A \ M ) ,
conna i s san t la disposi t ion de ses rédui tes et les deux ))rcmières d 'entre
elles, et ne sortant d ' a i l l eu r s pas de la région où [x est i n fé r i eu r ou
é^al a. v 4" ;î1.

Nous nous proposons d'écrire cel les de ces fractions con t inues qui
sont régul ières et q u i on t leur po in t de départ sur l 'un des axes de
coordonnées. On peut d ' a i l l eu rs , sauf pour u n e seule do ces fractions,
en utilisant les relations précédentes autrernent que comme relations de
récurrence entre les dénominateur};, arr iver à l i m i t e r ces f ract ions; et
c ' e s t a i n s i <i u e n o u s a 11 o n s [ ) ro c é d e r.

La région du plan où nous nous trouvons enfermés par la condi-
tion ( ^ ^ v " 4 - ï » est celle ( J i ^ . 3} qu i est l imi t ée par Oy, la portion
de l'axe des x qui. va de o à î , et la partie de la droite x ==j 4" "r qui
est au-dessus de l'axe des x.

Si l 'on désigne parj^ un. nombre ent ier positif ou n u l , on a
,,, A h ( h 4~ i) „ h ( l i •4" i ). .. ( h 4- p — i ) .».
vo'-ï+7?tl+7?T/^^!^•••^7?W^^^ VO/1=I'
(24) F (A, t , h ' , u)

-^^^^^T^^117^^^-1-1'1'71'-1-^^''")'
Ann. Éa. A'ô/w., (3), XXIV. — AOUT 1907* 48
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et les fractions con t inues parlant du point p de l'axe des y s'ob-
tiendront en remplaçant, dans la dernière formule, la fonction
F(À + p -4- i, i, h'' + p -h i» u) par des développements convenables.

Fig. 3.

Pour les points de l'axe des x, les réduites nous sont , au contraire ,
inconnues, ce qui t i ^n t à ce que l'on ne conna î t pas le développement
en série de Taylor de l ' inverse de F(A, .1, A', u ) , d o n t la loi semble
très compliquée. Les premiers é léments des f rac t ions que nous a l lons
former demeure ron t donc i n c o n n u s p o u r cel les de ces fractions qu i
partent d 'un p o i n t de ()x.

L'expression générale de V^v s ' app l ique t o u t e f o i s pour le po in t ( r , o)
et l'on a, en ce point , comme on peut le vé r i f i e r d i rec tement :

U,n î

V,

31. Formons d'abord les fractions continues dont les réduites sont
sur les parallèles aux axes. Les relations de récurrence entre les déno-
minateurs successifs sont données par les formules (I) et (II).

Si nous considérons les réduites dont les points représentatifs sont
(fie" 4) SLlr ^a dt'01^ ^ ̂  <7> 1^ termes des réduites

(ç, o), (y, i) , ..., (<y , q—^)

nous sont entièrement inconnuSy et correspondront à une portion de
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la fraction continue
.14-^4^4- .. 4-. fïiri
ai as ^3 * ' ' a^i

.̂ 4-

dont les éléments resteront inconnus . Les réduites suivantes

( 7 , r /—î ) , (^ r/), ( / / ,</4- î ) , ...

ont des dénominateurs qu i nous sont connus, en. sorte que, par l;i for-
mule (1), nous pourrons calculer les éléments de la fraction con t i nue
à part ir de ceux q u i concourent à la formation de la troisième de ces
réduites. On obt ient a ins i la fraction c o n t i n u e suivante :

: ^ ;(25) -4 ...L ^±:
^i C^ ( ,̂H

(//, -+.f/ )(// / .4,- (f — i ) Ĵ Jil-̂  I11^±»7L.. ( /(' ....^. ^ ̂  — ( ) ( /// .4,. ^ ̂  j " , ^ /// ̂  ^ ̂  )( ' / / / ̂ . ^ ̂  4. i )

//.4- 27 -h
(//,4-. (f .,,|,.. -;î)(// . /4-. ^ »..i- î )

///4-"^/

. ^^~^y"̂ ^ • ^
_ _ _ . , _ _ ^ ^ ^ ^ « _ . . ..

I .+. „„——————— ^
A 4 " ^<y 4" ^

Nous ne savons pas obtenir cette fract ion sous forme l imi tée .
En y faisant (f == o et a< == a, == î , elle donne 1 la fraction continue

d/Eulcr

î •
t À

,4^a

h + î

i!±Il
À -h J

^A^TT /?/ 4- a
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qui, a pour réduites successives les polynômes obtenus en limitant la
série F(A, r , //, u) à ses différents termes.

La fraction correspondant à l'hypothèse q === i est

-i-
/ / ( / / - - / / / ) , (// .+!)// '

/^ ( /// 4-1 ) </" . (^'TTy'TÂ;7'-^'''111^) "
h — /^

/// h'(h1 4- f )
I 4"

et l'on peut déjà y observer la complication des premiers éléments.
Pour les réduites don t les po in ts représentatiis sont (./̂ . ^Ï) sur la

droite y == p , nous recourons à la f o r m u l e (24)? et, en f a i san t un usa^e
convenable de la formule (II), nous obt iendrons cette fract ion sous
forme l imitée.

Fi^. 5.

|̂

Changeons, dans celte formule (H) , $ et C en S "(- ^ et G " + ' ^ » ot
posons

///, = V ( <; 4~ //-, 'H, Ç 4- /î, // ),

__ Ç ""- ri -h n "4" ï
^ ç- .h /<

[jL±j? ""1'11"M r 1^ ̂  ^ ""^ ^ "I ) •p^,,; ., ^,^^^^^,^^^^
elle devient

On déduit de là

A „

,A= (ï •+- ffn^)fn-M 4- p/, ^//,,-4-2.

.L^Êi,^4-^^+...4..-.p.^^^
ï -hcr , /^ i" y,,y'o ï 4- o'o ^- ï -h c^ ^ ï --h c?^ /^

Si l'on fait, dans cette formule,

^ == 0, rj =r= /ï + ̂  4" î , Ç = h' 4- ;;>,
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le premier membre se réduit à F (A -\- p +• i, i, h' -{~p -i- i, u\ et l'on
obtient, cette formule

P(/^ ^ p + ̂  i ^ //4-^ 4-î , / / )
i (/ / .,„./</) a ( / / _///-., î )

// 7—————•—————————-—————- U
ï • ( /// 4- ? ) ( I I ' 4- p -1- 1 ) • ( /// -4- p 4- « ) ( //,.' 4- /.^ 4-- '.-t )4- ——————^—^————————— -^ ———————,——————..————

h - -1- // // -h // — 1 // -h /^ — 2-^——/» //, i -„ .^——/———— // | -.- ———1.———— //
/// 4- p fi 4- p 4- î h '4- /> 4- '?-

,/ ( // -^ /// „- ,/, -.[-. î ) V ( /{ .4.- p 4-. y , // -{- ^ » A / 4 • - ^ 4 ^

( // / 4- p 4" //- — ï ) ( /// -h f) -h ^ ) F ( A 4" /> + 1 , /<., /^ -h /-> 4" /^ )

II ne reste qu'à introduire cette expression de

F ( // 4- p 4~ j , î, h' 4" p 4" î , u )

dans la formule (2/1 ) pour avoir la fraction continue cherchée.
Les seules réduites don t le dénominateur nous soit connu, sur la

droite y •==/), sont les réduites

(^p), O./^ Ow^)» • • * » {p+^pY

On peut s'assurer très aisément q'ne les réduites de la fraction con-
tinue ne sont aussi celles de la fonction V ( h , ï , / i f , u ) que jusqu'à
la (/^ 4-2) i<îm<î itHdusiveinent; au delày elles ne conviennent pas, en
sorti* que, tandis que l'A formule limitée donne toujours une expres-
sion de V(/i, i,h\ u), nous devons écrire la traction continue illimitée
sous cette forme

h(h-\ l). . . ( / / . +//)
^,Y^r^Y^ ( ^ ̂  ̂  ̂  '

(26) F (A, î , h', u) = Uo/,"-'
// 4 < ?
TVJ/1

. ^T^.' p~) ( //.^ p '^. j ) ' . ( /// ̂  p ̂  iJJĵ Ĵ  ̂ '̂ JlJ
"'" """"" //: ..-.î- n — ï h -h p — 'A

^•'"FT/TTT^ ^AT^r^
p( ///-//, 4- p — l )

. ( /// 4" ^p — \ )^_J^^^ ' ^^±1 ̂  5m
//, ttp^ ^^4.4

, j[ .«»««. —~»———t««<w-l«««-l«. ^^

/ ^4-^p

les éléments o^^, ^+.3, o ,̂,̂  ... demeurant inconnus.
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32. Ces considérations montrent suffisamment comment s^obtien-
dront les autres fractions continues régulières. Nous nous conten-
terons de les transcrire.

La fraction continue dont les réduites sont { / i g . 6)

^P\ (O^+I), (1^4-1), (1^+2), (.,/)4-2), (^p+3)^

Fig. 6.

y\ I———

est

(27) [Jo,;-t-

OÙ

Â - ( À - 4 - i ) . . . ( A + ^ ) ^^-n

-̂̂ -p^ ^r—,, „/.....
,1 ^ Jt I 1 " '"' / //.^""T—îy^

(A^TTîiT"^^ ? /îi/ = F ( A + ̂  4- i + i, i, h' + p + ̂  /, u ),

- î JlZL±jl±_^̂  _.,
(/À/4-/?4~I7)^7T^^^ /n4.i^F(^4-/>-h<-4-"-î, ^4"r, A^h/^f-^+ï, u).

Celle dont les réduites sont (/f^\ 7)

(7,0), (y+î ,o) , ( ^ + 1 , 1 ) , ( ^ 4 - 2 , 1 ) , (^4^^), ...

Ï-^. 7-

o î

nous est inconnue, sauf pour y ̂  «, et, celle-ci est la fraction continue
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de Gauss pour F (À, i, /i\ u), savoir

+^^^^^^^-1,
1 J't

(2§)

OÙ

TÎI

/"2/.4...1

ï. • / i // • /•q U
- 4-——— 4" ———
Ï 1 ï

^) y f.^ rr. F ( h + <, ^ /^ -h- 2 ( — J , (^ ),

/2,-+i = F(/l + ^ ( -hl , /^ + 3 ̂ , ^<) .

(A/4- ÎU— 2) (/l'-t- 2 < — I )

( fi + 0(^4- ^-1)

(A' + ÎU-- !)(///+ -U")

Là fraction cont inue qui donne les réduites Çfi^' 8)

(0,^), ( ï , p 4 - l ) , (3 ,^ -h 2) , . . .

Fig. K.

A[̂ ±«ili:̂ :t£l//̂ ^
(29) U^+-

où
' A-o //.

4.-Z^L+^^+...+r,^4±l-
//.[ -h" A'i // 1 -f- .S\j; ^

l( I I +p -+- Q (/// — h 4- i — \ ) { l i ' -h /? +J_^). ̂ .̂ ^^^^^^ ^ ^^ ^^ ̂ ^ ̂  ̂  ^ ,̂

( /^ 4.. p 4- ï ) ( /^ 4. ̂  — i ) 4- 9, < ( /// 4- /,/ 4- i )
( / t ' 4.» ̂  -..(« 9 '̂ — l ) ( /// -h /,/ -h 9- / -h ï )

// •= F(A 4-^ 4- <", ^ ^4-^ 4- 2 ^'~- ï , ^)-

Celle enfin qui a pour rédaites {fl^. 9) les fractions

( 1 , 0 ) , (a, ï), (3,2) , ...

est
r\ u- • 4-r^a2

ï 4- .ŝ  //, ï -h" A'i <'// ï 4" ^2 ̂
f n^i
TT'
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i(h ̂ l — ï ) ( h ' — h ^ i — i ) (h^i- 9.)
{h' + ' 2 1 —"^(h' + a i — 2 )2 (h1 4:T^^T)
h(h'— a) 4- a^///'^--i)

( /^ +• 2 ( — a ) ( A' + a?)
//• = F (A -l- i — i, /, // + 2 i — '2, ^).

l̂ .H-. 9.

Remarquons que la condition ( x ^ v + ' r (.lispanulrait si l 'on avait,
dans (ï3), la relation G^ == f^. Les formules précédentes donnera ien t
alors, en par t ics i l ier , toutes les fractions con t inues des deux fonc-
tions e3^ (1-4-^)^ dé j à obtenues a n t é r i e u r e m e n t et auxquel les se
ramènent toutes les fonc t ions pour lesquel les celte condi t ion ^~:= 6^
est remplie.

33. Revenons ma in t enan t à la seconde des solut ions de réquation

a( î^^ )^4»[_^^^_^+ l_(_^_^_^ ,F^^ j^_^^^

savoir

(3o) ^//'.^-v y ( // ̂  ,̂  /^ _ ^ ̂  ̂ ^ /^/ ,̂  ̂  ̂  ^ ,̂  ^ ^

elle est dans un rapport étroit avec les éléments de la réduite (u.,v\
Pour le montrer, nous établirons d/abord une relation q u i lie ces

éléments et qui est une conséquence immédiate de leur défini t ion. On
a, pour la réduite ((^v),

F(^ i^h^u)^^^?^^1

' y.v
(P^o),
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d'où l'on tire

F^^I.^^)^0^^1^^^^^^^!)?^^^v p,

substituant dans l 'équation

(3 i ) /((i — u)^— ( i ~ /^4- hu) ¥ -4- ( i — h') = o,

à laquelle se réduit, par le changement de variable (21), l'équa-
tion (i4)? on obtient

«(i - u) (U;,vV^- U^V^) ~(ï - A^ /m)Up.vVp4- (i - A^V^
=: ̂  ( ̂  4- ^ .4. /// ) ? ̂ 4-v+i ̂  . . . .

Mais, puisque l'on a p-^v 4- î , le premier membre est un polynôme de
degré [j. -4- v 4- T au. plus, et il s'ensuit que le second membre se réduit
à son seul premier terme. On a ainsi cette relation

(82) <i - u) (Up/V^— UpVa.) - (i - ///"+• lui) U^Vp+. (i ~ A^Vdv
^^ (^ ̂  .y + A^p^--^^.

34. Formons l 'é((uation linéaire du second ordre qui a pour solu-
tions particulières ' •

y,=V^
^ _ ^V ̂ r^ ̂  ( u^ _ y^ ^ ^ ̂  ̂ /.^i (, _ „ ̂ ,̂ 1 ( u^ - Vp F ).

En la représentant par

u ( x — /< )y/ -h Qy -^ B y == o,
on a

0 à , , , , ,
-^T^^^^1^--^^-

Or, on trouve aisément, en tenant compte de l'équation (3i),

y'.ys-yîj^"7'-^1- '^"-^["(i - u){v'^v^- u^v^)
_ (, _ A' -i- ÀM)Up.vV,,,-+- (i — A')V^],

(lui se réduit, en vertu de la relation (32), à

./i Y! — j'î ri = - ( fi-' + v- +v )p «A'-1-^"•V-1 ( i - « )/1-A'.
^nn. Ér. Norm., (3) , XXIV. — SepraMBiijB x;)07. 49



386 HENRI PADÉ.

Donc
— Q _. /// + p. 4- ^ — i /z -- /^

^ ( I — // ) ~ H l '—"ÏT y

et l'on en conclut

Q =: — ///—y. — v -4- i — (— /z — pr. »-. y -4- j ) ̂ .

I/équation cherchée est donc
u (i — u)^ +. [^ /^-^ ^ — ^ -^, _ (._ ^ _ ^ _ y ̂  ;) ^-jy ̂ , î ,. ̂  ^^

où R est encore à déterminer. Mais i l suiïît de comparer celte équa-
tion à l 'équation (22) pour en conclure, puisque V^ satisfai t à l ' une
et à l'autre,

.n=—^(/z4-v),
35. L'équation (21) a donc pour solut ion la f o n c t i o n

u^(i^ ^"^(U^- Vp/F).

Comme, dans le voisinage de l 'origine, l'on a

Up.v — Vp F = ~ P ^i^4-^^1411"...,

on voit que celle so lu t ion est le produi t d 'une (onction holomorphe
par la f o n c t i o n u^^^; elle ne diffère donc pas de la so lu t ion (3o)que
nous étudions, et l'on a ainsi
(33) VpF-Up,,

=: P/,M.̂ M (^ ^Y1...../^ v^,,^ ̂  ̂ _ ^ ̂  ̂  ̂ ^ ^ ̂  ̂  ̂  ̂  ^^

II ne reste plus qu'à déterminer le coefficient numér ique P.
Pouryparven i r , nous observerons que P^^ est le premier terme

du développement de F - u^. D'un autre côté, la fraction ui^^ coïn-T ^ VÎA+I,V
cide avec F jusqu'au terme en ^V•M inclusivement ; P^-^4-1 est donc
aussi le premier terme du développement de ujl^ - IJP^ Or, si l'on

T P.4-1 // ' {AV

considère la fract ion cont inue dont les réduites sont

(o, v), ( ï , v ) , ..., (p.,i/), (^+1^),
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et qu'on la suppose écrite sons la forme

a.> - a.i • " a^.2^4_ „ -+- _i 4_. _-+- -J——,
^2 ^;t ^a-i"^

on sait que l'on a

U^.l y _ Up/ __ (—l)^4-2^^. . ̂ ^,
" v ~ v — v vY ?.-{... 1 ^ ^ V [;.v Y p.v V [IT-II'/

11 suf f i t alors de recour i r à la formule (26) où l'on fa i t /^ == v pour
obtenir la f o r m u l e

__r[A^__ rl^Jll± l̂l^̂:::::: IJ' r ( ii ) r ( /// — h ) r ( h' "i." ̂  4- ^ ) r ( /// 4- ̂  + v •+• i )

36. On peut encore ob len i r la re la t ion (33)» en par tant de l 'une
quelconque des f rac t ions con t inues l imitées précédemment obtenues
et a p p l i q u a n t les f o r m u l e s élémentaires de la théor ie des fract ions
continues. On sait q u o y si l 'on a, généralement ,

a.» * a;, - . a/,.,,,1 ' a/,
cr = a. •14•-' — '4- — 41- . » . -^ ——— 4" -r—?

<b fh ^n-ï A/,

on en conclut que
V .. (T - (''=J^C<lai„l1îij-ly^^u^,,,—^_^

Reportons-nous à la fraction c o n t i n u e qu i donne les rédui tes

(o,v—fJ.) , ( l , v—^+ i), (% ,^—^- i - ^ ) , ..., (^), (.^4" 1 , ^ 4 - î ) , ...;

on a alors (29), p u i s q u e / ^ == v — [̂  :

. - AiÂ^î ) • r( IA ±2niiL .v-^i^î w /^ ( /// ̂ TT: ."7 /? 4" ^ - F. ) '"
— 2— _ i/Lriîil̂  ± l:""1' ̂ j" ̂ Lrî !̂ ^ y/2

a^-/'^.2^ —— ̂ jr^zr^ .^^'rro^A/^y « ̂ ^ aÀ'— s)^^^^ v -^+ a/c— ro 1 '
( / r=3,4,. . . ) ,

A^=:^l, /^.=F(Â - h v — ^ + A , À-, ^ ^ ^ v — ^ ^ a / r — ï , u).
f/^i

Faisant donc •̂= (x •+" i, et remplaçant a, U, et V, par F(Â, i, À', a),
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Up.'/ et V^, on obtient

VpF~Up=(-I)I^2a^—^^ = (-i)S^a^... a^,/^,
Z.0 Zi... ,_Z^,_
/l ./2 /(A-M

ou, en remplaçant dans le second membre les lettres par leurs valeurs

(34) VpF - Up= p^-w-i F(^ 4^ 4,^ ^ ̂  ̂  ///^ ̂  ^ ̂  ̂  ^^

formule identique à celle déjà obtenue, si l 'on t i en t compte de la
relation connue

F(a,(3,y, u) = (ï - ̂ )Y-^"PF(y - a, 7 - (3, y, ^).

37. La seconde solut ion (3o) de l'équation (22) peu t s 'obtenir
aisément sous forme d'intégrale hyper^éométrique.

Si l'on dérive, en effet, (x fois celte équalion, on obt ient une relation
linéaire homogène entre les dérivées d'ordres ^, p- •+" i et (x 4" 2 dey.
Mais, cette relation étant vérifiée par le polynôme de degré ^, Yp.v,
le coefficient de y^ doit être i den t iquemen t nu l . On trouve ainsi la
relation

u(î — a)^^^^-? [A 7 — v -h x — (-•-" h + ̂  — v "{". x) /^jj^^^^o,

et l'on en dédui t
y^-H) = Cu^'-^-1 ( j — ^) /^•"^-"î\

qui est ainsi , pour une valeur convenable de C, une expression de la
dérivée d'ordre (p- 4-1) de notre seconde solution. D'ailleurs, visible-
ment,

C=(^^^+y)(^^^+^,)...(^^^^rl^^
.1 ( li •"t'" V )

En intégrant et supposant posit ive la partie réelle d e Â ' + v , on a, '
pour cette seconde solut ion, l'oxpnîssion

c r 1 1
y = — j //^+v-i ( i _ ̂  /^-p< ( ̂  _ ^(A ̂ ^
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ou encore, en faisant le changement de variable t == us :

c r^
y == — u^'^ | 5/^+v-i (i ̂  ̂ {ï—uz^ -/t'^ dz.

r' t/'o

On adoptera pour ^ l'arçument o, et, pour (i — azY^^y la déter-
mination qui se réduit à i pour z = o. Il est facile de voir que l'inté-
grale est alors égale à l— pour u == o, et que cette expression de y
coïncide alors complètement avec notre seconde solution. On, a donc
la formule bien connue

P /lt

F (A^i-.^ h' — A 4- jj., h'-{- p. -h v •+• ï, ^-) == — j z^^Ç i —s)P-(i— ̂ '̂-P- dz,
P'ï JQ

et, par suite, en se reportant à la formule (33),

r^) I^^+^+QI^^-^P^
t .>J ) V ̂  1 - U ̂  - ̂ ^^^^ —— ^^^ ,̂̂

/*1
^ ^p.-l-v-.l.-l. (ï »_ ^)///-/<,-1 rf ^A'+v-i ̂  _ ^)P'(ï —• ^^)^-"/^~tÂ ̂ .

^0

38. Ainsi donc, en résumé :

Le dénominateur de la réduite ([^, v) de la/onction F(À, ï, h\ u) est
donné, en supposant [M ï v -+-1, /^<^r /a formule

Vp,/-= F(— p-, — h — ^, — ^ /— [j. — v + t, u);

et la diffiirence ""V^VÇh, ï , h', u") — U^v p<?^ '̂ être mise sous l'une quel-
conque des 'trois formes

p ̂ .w.î ( ï _ ^y// -A1-1"! y ^i ̂  y^ A/ — k + ̂  h' + y. 4- '; 4- ï , a ),

? ^(A--(-V-.H p(A 4» ^ ̂  ̂  jj. ̂  ï y h' 4- p, + v + j, a),

y ( /^ ) r ( //, -•^ v 4-1 ) r ( /// — ̂ :tji)
r^yrTA^1^1 ) 1 ' -^•^^^^^-~-

^i
X ^W.ï ( , __ ^h'^h^ 1 J ^+V-1 ( , _ ^ )P- ( ï ̂ . UZ y^^-^ Cl2,

^Q
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où Von a

p_ r(^) ^^i/i±^±Jîll^^
' ~ ~ ' T ( h ) T ( h ' . — / l ) U J ' ) I^/z^^+^rC/^^-^-i-v+i) ?

e^ o^, dans l'intégrale, on adopte pour z l'argument o, et, pour
(ï —- uzy1"^^, Ici détermination qui se réduit à î pour z == o.

39. Les formules (35) et (33) ou (3,4) se prêtent également à
l'étude de la convergence des ( racl ions con t i nues régulières de la
fonction F(A, t , h', a).

Considérons d'abord la f r a c t i o n (2$) dont les rédui tes on t des déno-
minateurs de lïieme degré y.

Si, clans le polynôme F(— [M, — h — v, — h' — [M — v -+- î , //.), on
suppose p. constant et égal à y, et que l'on fasse croître v i n d é f i n i m e n t ,
on obtient, à la l i m i t e , (î — ^y7.

Il suit de là ( ' ) que la fraction continue, dans toute région du p l an
à laquelle le poin t î est extérieur, sera convergente ou divergente en
môme temps que la série ent ière formée par les numéra teur s de la
série équivalente. Or, l 'expression des numéra t eu r s par t ie ls de la frac-
tion cont inue m o n t r e i m m é d i a t e m e n t que le rayon du cercle de conver-
gence de cette série ent ière est l ' un i t é . La f r a c l i o n c o n t i n u e est donc
convergente dans ce cercle, divergente en dehors.

Il reste à fa i re voir qu'a l ' i n t é r i o u r du cercle, la va leur de la frac-
t ion con t inue est hion égale à F(A, î , A', u).

Pour é tabl i r ce po in t , nous aurons recours à la fo rmule ( 3 ^ ) où ^
doit être remplacé par y. Le po in t m ê l a n t supposé in té r ieur an cercle,
la fonction à intégrer est c o n t i n u e quand s varie de o à î , et son mo-
dule, des que v a une valeur suf f i samment grande, reste i n f é r i e u r à un
nombre fixe; l ' intégrale est donc el le-même f i n i e , pour v i n f i n i m e n t
grand.

Or, la partie du m u l t i p l i c a t e u r de cette in tégra le qui varie avecv,
savoir :

Iii±JLt2l ̂r(,,,À'"4-y "-(-"v,? ' '

( l) Sur la représentcl.dof^ ctc, {Ànncdcs de l'École .Normale, i89'A, n^ 4î> etsuiv.).
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est égale à
î(/i)______^(A^i)...(A+^)______ „

T ( A / ^ Ç ) ( /^^)(/^^ï) . . . (^+y4^ ^)^ ^

et à manifestement zéro pour l i m i t e quand v grandi t indéfiniment. Le
second membre de la formule a donc zéro pour l i m i t e , et la valeur de
la fraction c o n t i n u e est b ien F(À, r , h\ u). On a donc ce théorème:

Les ^raclions continues régulières de la fonction F(À, i, h\ a) dont
les réduites correspondent aux points des parallèles à l'axe des v sont
couver génies dans le cercle qui a V origine pour centre et l'unité pour
rayon, et divergentes /iors de ce cercle.

Dans le cercle elles concernent vers F (A, i, h\ u).

40. Considérons m a i n t e n a n t la fraction (2<)) dont les réduites sont
sur une même parallèley — x ==/> a la bissectrice do rangle des axes.
On aura v=:(x-+"/^ et p. devra croître i n d é f i n i m e n t . Nous aurons
recours à la formule (3/i) qui s'écrit alors

( 36 ) V .̂,,,./. F ~ U .̂̂  = P u^^1 V {h •+- p. + p -h l, p. + ï, h'^ ̂ ^-rp 4- î , u),

. où
,? _ _ J'O^]__ ^ , ]M±iL±l£±ll̂ ^
^ F ( h ) F ( h' — h ) ÎJ' T{ A^" a u 4- p ) F ( li! ^r 2 p. + p -f- î )

Les fonctions F qu i f igurent dans cette fo rmule sont uniformes dans
le plan coupé suivant -hî. .»4- 'x). Dans ce plan coupé, la f r a c t i o n
cont inue est convergente et a pour valeur la fonction F^/ î , h\ u).
Pour l 'établir, i l nous suffira de recourir au beau, résultat dontThomé (1)
a fa i t la base d e ' s a démonstrat ion de la convergence de la fraction
continue de Gauss. ' ' .

Ce résultat consiste en ce que, quand m grandit indéf in iment par
des valeurs réelles positives ou négalivesy la fonction de s

(î -+- s)--^1'1 F ^ -h m, n -h m, Ç -h 2 rn, —ii— ,
L ' .. t,i "r ̂ r j

( i ) Jûur/ial de C relie, L 66 el 07.
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où s est Faffixe d'un point du cercle décrit de l 'origine pour centre
avec l'unité pour rayon, a une limite égale à

2 ^ "•"'2 J; -- 2 T) --• 1 2 S; 4- 2 '/] - 1

- ( I - - 3 ) î ( 1 + 5 ) 2 .

A l'intérieur de ce cercle, correspondra, d'ailleurs, si l'on pose

^ "-(T^'

le plan Çu) coupé suivant -h î . ..-+-co.
Dans sa démonstrat ion, Thomé suppose que /n ne prenne que des

valeurs entières; mais elle s'applique, sans y rien changer, en lais-
sant m prendre des valeurs quelconques.

Faisant, alors, le changement de variable (3y) dans le polynôme
V^p^, savoir

F(— p., ~- h —/) — ̂  — h'—p 4" î — â^i, ̂ ),

on voit immédiatement que le produi t de la fonc t ion de z obtenue,
par (î + z)^, tendra, pour ^ == co, vers la l imi t e

îh-^-îh'-^Ï î h Ï { ) '•••- 1

( l — — ^ ) ï ( ï ^ . î ? ) % .

Le même changement de variable efÏcctué dans le second membre
de la formule (36) conduira à un produi t de trois facteurs, savoir :
i° le produit

P (^)<î^/i+\

terme général d'une série convergente pour \s <;T, et qu i tend par
suite vers zéro, quand p. grandit i ndé f in imen t ; 2°' le produit

(î -+- .s y-2?- F h +p +• i 4- p., î + p, // "4- p -4- f -4- a u, - — i ^ ^ ,
L l1 "1'^ ^/..l

qu i , en vertu du théorème de Thoméy tend vers une l imite f inie ; 3° le
facteur

Ï

r7TT)^{rTT)ï̂
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Si l'on divise les deux membres de la formule (36) par V^p.-^, el",
que l'on fasse figurer ce diviseur au dénominateur du dernier facteur,
on voit , en faisant croître ;x indéf in iment , le second membre tendre
vers zéro, d'où i l résul te que la rédui te ((-/., p.-+-p) a pour l imi te
F(A, i, h\ fi). Ainsi :

Les fractions commues régulières de la fonction F(//, » , fi, u') dont les
réduites correspondent aux points des droiu'.s y — x ==/?, // == — i, o, i,
2, ... son(, convergentes dans le plan coupé suivant "•+- ï:.. .4- ^o, et ont
pour valeur la fonction F (A, ï , //, u).

41. Le même théorème supplique aux fractions con t inues (27)
et (28); cette dernière n'est autre que la fraction continue de Gauss
é tud iée par Thorné et sa méthode s'applique immédiatement aux autres.
Ces f ract ions ne sont d ' a i l l eurs que la superposi t ion, pour a ins i dire ,
de deux fract ions du type précédent et, par contraction, elles se ré-
solvent immédia temen t en deux telles fractions» l 'une d o n n a n t les
réduites de rang pai r ; l 'autre les réduites de ran^ impair.

42. Pour ce qui est des fractions régulières (26) dont les réduiles
sont sur les parallèles à l'axe des a, elles ne ,nous sont connues que
pour un nombre l i m i t é de leurs éléments , et les formules obtenues ne
nous donnent pas le moyen d'étudier directement leur convergence.
Il y aurai t exception pour ///==!, qu i correspond au cas du b inôme 1

(î 4-"<r)M' et, comme cas l i m i t e , à l 'exponentiel le e^. Dans ce cas, en
effet, nos formules s 'étendent sans restriction à toutes les valeurs de p-
et v. Nous n'avons rien a ajouter à ce qui a déjà été dit re la t ivement à
la convergence des fract ions de (f. Pour ce qui concerne (i 4- •^)^, on
voit aisément que le domaine de convergence des fractions dont les
réduites sont sur les parallèles à l'axe des ^ est, de nouveau, le
cercle | u\ < i, comme pour les fractions dont les réduites étaient sur
les parallèles à l'axe des v.

Des considérations d 'une autre nature nous feront voir que le
domaine de convergence des fractions continues dont il est ici ques-
t ion^ pour le cas général de la 'fonction F(À, \,hr, u), est le cercle

A un. Rc. /Vorm., (3), XXIV . — SKÏ*T(-M(»KK ï907. ')0
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avant l 'or igine pour cent re et, passant par le p o i n t s ingul ie r , le p lus
rapproché de l 'or igine, de la f o n c t i o n p-r,——p—-'

43. Le f a i t que le domaine de convergence des f rac t ions c o n t i n u e s
régulières à r édu i t e s placées sur une pa ra l l è l e à l'axe des v est le
cercle de convergence de la série F(Â, r , A\ n), t and i s que celui des
f r a c t i o n s c o n t i n u e s régulières à rédui tes placées sur u n e para l lè le à
la bissectrice de l 'angle des axes est le plan ( u ) e n t i e r , sauf la cou-
pure 4- ï . . . 4- co, la va leur de la f ract ion é tan t le p ro longement , dans
le même d o m a i n e , de la série F(A, î , li, a), mont re l ' i n t é r ê t q u ' i l y
aurai t à é tudier la convergence des fractions c o n t i n u e s , non p l u s régu-
lières, mais s implement holoïdes, dont les réduites progressent, dans
le plan, jj-, v, dans une direct ion quelconque i n t e r m é d i a i r e * entre celles
de l'axe des v et de la bissectrice. La quest ion semble , iriallî .esi.reuso-
ment, des plus ardues.

Si l'on approfondit la méthode de Thomé, on reconnaî t qu 'e l le
repose un iquemen t sur cette circonstance que, tandis que , dans les
coefî icients de l ' équat ion l i n é a i r e du second ordre à l a q u e l l e s a t i s f a i t
la fonc t ion F(i; 4- w, y; •+• m, '( -4- 2m, r/.), le paramètre rn e n t r e au
second degré, i l n ' en t re p lus qu 'au premier degré dans celle a l a q u e l l e
satisfait la fonction do z, (î ^z)'w^mV ^-^/n^y 4-m, '(+.2//?, .—t—^ ;

en égalant a %éro le coeff icient de /^, on o h l i e u t , alors, comme n o u s
l'avons f a i t pour l ' exponent ie l le , l / équa t ion qu i dé te rmine la l i m i t e de
la fonct ion pour m i n f i n i . Pour généralises ' , on est a ins i c o n d u i t a
considérer la fonction

( 38 ) , ( î 4- z r^ V^^P^ri 4- ̂  ? 4- ̂  4- ̂  u ),

où u est une fonction d 'une nouvelle variable s, et à chercher à défcer"
mine rce t t e f o n c t i o n de telle manière que, si l'on pose

y. = p^ 4- pn, v ̂  ̂  .-r. qn,

(Xç, V(P p , (/ et n étant des entiers pos i t i f s ou nuls , l ' équa t ion du second
ordre a l aque l le sat isfa i t la fonc t ion de s (38) ait ses coefficients du
premier degré seulement par rapport à n. On trouve que la relation'
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en t re s et u est la su ivante

^1^^ (I + ̂ )/^(i ̂  ̂ /M//= (^ 0))^^ - ,,)P,

{?

où l'on a posé
3 _ ^^^^ _ ÎJHZ!

i^ /, ? ^'^Y^J/

Lorsque/» = y, cette relation se s imp l i f i e considérablement et
dev ien t s implement la r e l a t i on (37) d o n t s'est servi Thorné. Mais,
dans le cas général, où p et y sont inégaux, il semble très d i f f i c i l e de
l ' interpréter et d 'a r r iver à reconnaî t re quelle représentation conforme
elle réalise du plan ( a ) sur le plan (s), et que l l e est la l i m i t e de la
fonc t ion (33).

3. l^tude c'to déffénéreficcuces clé V{ h.^ \ , f i ! , u ' ) ,

44. Les résultats obtenus pour la, convergence des fractions con-
t i n u e s de F(À, ' î , / t f , u ) se transportent immédia tement aux fract ions
continues de la fonc t ion J\x) par le changement de variable (21), Les
domaines de convergence sont alors : le cercle ayant l 'origine pour
centre et passant par le p o i n t — ^1? pour les fractions continues dont

ro
les rédui tes sont sur les parallèles à l'axe des v ; le plan (x\ coupé
suivant le prolongement de la droite qui va de l 'origine au po in t — •cl?
pour celles dont les réduites sont sur les parallèles à la bissectrice de
l'angle p-Ov.

Il nous reste à examiner les deux cas ou l'une des constantes f4(p p,
serait nul le*

45. Si l'on suppose d/abord ^ différent de zéro et t endan t vers
xéro, on voit les deux domaines de convergence s'étendre à tout le
plan, et l'on en peut conclure que, dans ce cas, les fractions continues
régulières à réduites sur les parallèles à l'axe des v ou à la. bissectrice
de l'angle p-ûv sont convergentes dans tout le plan. Il est alors naturel
de penser que tel est aussi le domaine de convergence des fractions
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holôïdes dont les rédui tes progressent dans u n e direction intermé-
diaire entre ces deux direct ions par t icul ières . C'est ce que l'on peut
établir comme il suit , ce cas, où py == o, n 'é tant qu 'une sorte de géné-
ralisation du cas de la fonct ion exponent ie l le (f, et/(.r) é tan t alors
égale à

CiX Cl^T2

m -h i ( m -h î ) ( ///. -4 •- '.-t )
où l'on a posé

a,, ai^=_ rn = j^ — î .
Pi pi

La relation (21) entre oc et u peut s'écrire

ax
1i

On passera alors du cas général, où ^o est d i i ïe ren t de zéro, à ce lu i
où il est nu l , en fa i san t ce changement de variable, puis f a i s a n t , croî tre A
indéf in iment . D'ailleurs, comme on peu t toujours supposer l 'argument
de [r^ égal à celui de a^, on sera on droi t de supposer li réel.

On trouve, d'abord, en se reportant a l 'expression (2'i) de V^,

p. cix \j. ( \î. -1--" î ) a2^^_ î ._ ̂ ^»^^ ,̂.,, ̂  ^^.^^^ ^^

, („,,(. ,„.^(/xl•l^ï)^:l..^,.„..„^'r ^ ^ ^^^.^rïv-'o:::^".'^^)'^!
et il est faci le d'en conclure que, pour [x == (Xo + /^^, v == v^ 4" <y^> et /-t
i n f i n i , la l i m i t e de V^v est

ZH.
^'""ll"/;lll-h^

ce que l'on aurai t pu conclure aussi de l ' équat ion l i néa i r e à l aque l le
sat isfai t Vp/, les coefficients de celte équation devenan t l inéaires en (A
et ^ lorsque po = o.

En remplaçant u par a— dans (35), p u i s fa i sant croître h indéf in i -
ment, on trouve la formule

W( ̂  ) " Up = ̂ j^^^ ( a ̂  y'^ e^f z^-1 ( î - z ̂  e-^ dz.
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Elle met immédiatement en évidence que, quand p - e t v grandissent
indé f in imen t , la différence Vp/(^") -— Up/ tend vers zéro. Il s'ensuit
bien que, quel que soit x, la réduite ( ;^»v) a pour l imi te la fonc-
tion/(^).

46. Passons à l'examen du cas où ^ == o.
Si l'on suppose encore cette quantité d'abord différente de zéro et

p
tendant vers %éro, on voit le cercle de rayon °- se réduire au point

po
situé à l 'origine et l'on en doit conclure que toutes les fractions
continues à réduites placées sur les parallèles a l'axe des v sont diver-
gentes dans tout le plan, sauf à l 'origine.

Pour ce qui est de la coupure formée par le prolongement de la
droite qui va, de l'origine aa poin t — El^ elle devient une droite par-

Po
tant de l 'origine et s 'étendant à l ' i n t i n i , mais sans que l'on puisse
apercevoir immédiatement dans quelle d i rec t ion .

Pour [S, == o, on a, pour/(o?), la série divergente dans tout le plan,
sauf à l 'origine,

/•/ y\ _, ^ .,., ̂ i ̂  ., îÎ JlÊlLl ̂  ̂  ïiifî<L±J31^ a^ -hll "" "1"""1'1"" "11"" ̂  ' f ' '" "̂  Ï "" 1 1 " 1 1 w ^ï

ou, en posant
<Xi Oto«.=;_ ^-^ ,,
l-o i" o

. /^ 4- i ( m 4" x ) ( m 4- 9. ') ,
(^9) f(x} = ï + ————^ 4" -—————^—————.^4-. . ..

L'équation, (1:4 ) est, dans le cas actuel,
^ j ' 1 — [" a — ( /^ -i.-1 ) ̂  } f 4" a == o ;

elle a pour intégrale générale
fi /,.»:' a ^j^

nr» • ï< '•/•1'"" /// -•" r 1 y.»3 wW4""!. /•/^ !«, ( 1 /-* .r A..-.-».//ji, ~..l""*"*' (.̂ t./ «.<./ i tS iu (.<"<«• t Vj <-' </<,.' ,

^O

où l ' in tégrat ion est effectuée le long d'un chemin qu i part de l 'origine
avec l 'argument de — a, et où C est la constante arbitraire.
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Si l'on suppose C = o, et que l'on fasse le changement de variable
a _ a

on obt ient l ' intégrale part iculière

. r'^_^_7-7 f^^
J. \ a /

où l'on peut supposer l'intégration faite le long de l'axe réel, et dont
le développement par la formule de ïaylor donne la série diver-
gente (89).

Cette expression de/ met en évidence la coupure dont est afïeclée
la fonct ion, à savoir, la droite partant de l 'or igine et passant par le
pointa. C'est dans le plan ainsi coupé que sont convergentes, vers la
fonction/, les fractions c o n t i n u e s régulières à rédui tes placées sur les
parallèles à la bissectrice de l'angle (J-QV,

Pour obtenir les formules qui se rapportent à ce cas l imi te , il suff i t
de fa i re , dans celles du cas général,

l i ' ^
a

puis de supposer que h' g randi t i ndé f in imen i par des valeurs réelles
et positives. Si, en effet, ft! g rand i t i n d é f i n i m e n t par de telles valeurs,
c'est que p < est de la fo rme Xa,, À étant un nombre réel et positif
i n f i n i m e n t pe t i t ; on voit alors l 'origine de la coupure^

Pi ̂  ^i _.)— __ A:^ <^À,po po

venir se confondre avec l'origine des coordonnées sans quit ter la
droite qu i j o in t l'origine au point a.

On trouve ainsi, d'abord, au moyen de (23), et en r e m a r q u a n t
q (i e h === m + ï:,

V , — î — iii£i-̂ l2L±̂  f .L. ^lEzzJLlS^^^ f2 ̂p»^, ^ ^ ^ » ^ ^

4- (—. ï Y), jiiifî llliiî ^ ^
' ' 1 1 1 ' i .aTT.^ " ' " "a^ *
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Les formules (27), (29) donne ra i en t ensuite, immédiatement. , les
fractions c o n t i n u e s régulières don t i l v i e n t d'être ques t ion . Enfin, la
f o r m u l e (35) d o n n e , après quelques modif ica t ions et l 'emploi du
changement de, variable

a a

cette relat ion

oïl les in tégra t ions sont fa i tes le long de l'axe réel, et où l'on prend
pour a r g u m e n t i n i t i a l de i — —t l ' a rgument %ero. Cette dernière rela-
t ion peut; , d 'a i l leurs , être é t ab l i e d i rec tement en partant de l ' in tégra le
q u i f igure au second membre, au moyen d ' intégrat ions par parties
c o n v e n i \. b 1 e m e n t d i ri gé e s.

47. Laguerre {Bu/L de la Soc. math. de France, 1879) a, étudié
le dével.oppeînent en f rac t ion contin ue canoniq ue de la fonc-
tion ^ f ^—^î et mis, à cette occasion, le premier en évidence la

«•'".r
convergence de ce développement, tandis que la série entière en "-;
correspondante est tou jours divergente.

Sa démonst ra t ion était bornée aux valeurs réelles et positives de,y.
Les recherches de St ie l t jes ont é tendu ce résultat a. toutes les valeurs
réelles et imaginaires de x, et établi l'existence de la coupure formée
par la partie négative de l 'axe des x ÇAnn. de la Fac. des Se. de Tou-
louse y 1894)-

Plus tard, Laguerre (^Journal de Jordan, ï;<S85) a étendu son résultat
à l'intégrale pins générale

/<w

f^x^ \ er^x^^dx,
•/:

en s'en tenant toujours au seul, développement canonique et aux
valeurs réelles et positives de x.
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Ces résultats sont des cas par t icul iers du cas l i m i t e doni n o u s venons
de faire l 'é tude, le développement canon ique de Laguerre devenant ,
par le changement de la variable indépendante en son inverse, l 'une
des fract ions cont inues holoïdes régulières à rédui les placées sur u n e
parallèle à la bissectrice de l 'angle ^Ov.


