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SIIK LES

FONCTIONS THETA DR DKIIX VAIUABLIÎS

SURFACI^S IYPE.I,t:ELLÎ:PTïOlJES,

PAK M. li THA'YNAI'U).

IMTEODUCTIOM,

(rest assurément Fune des plus I t e l l ^ ^ s dpcouvorlos in^ih^rïUil i t j iKîS
(le ^i(*ot)i <nî(* cdh* < ^ ( > s f 'o îKî l ions ( l ' i î rH* v<u'i<il)lc ^ î^0^ ^ i t j ^pc iccs
(Imilis fofictioriïî ( I t ê t a , II If^ a lui'-în^iu^ prison léos sons l'orrîjc de
j)rofluil.s inlinis et sons (o r f ïn 1 de scrios d a dotnie l'ex[)ressioii des
fonctions rdiipliqucs ÎHI inoyciî dtujuol.imils do sér i<*s d( t celle espèce.

La ^eneralisalioli de eî^s résultais pour les (oncl ions inverses des
intégrales l iv[)erell i |) lh)nes lui (^l due également pour le principe.
Dans un Mémoire publié dans le journal de Crr/le ( i ) , 1 1 monire qu'il
ne (aiit pas songer a étudier la (onction a; — A ( / / ) définie par re^alito

r (a •••}- fî.rK/.r
11,/ ^\ îll'''.--l-.'lll.:^lll)ll{'l^'^--ll%2^ /.a .r ) ( i •.- ^^ ̂ ' )

' car cette fonction admet quatre périodes, cri qui est absurde (2). Au
contraire, Z élant un polynôme en z du cmquième 011 du sixième ordre,

P; Touie 13, î8^ p. r»5.
(;l) Luc, CiL^ p* 71 .



n8 ï î - TKAYN.UU).

il pose
F'' ( y. ~\- p ̂  d:. F v ( ̂  d - (3 î ^ ^

/, ——^^^ -^ -.̂ .....̂ ^^^^^^^^^^^^^^ ^.., ,

y' ̂ tÊLî  r'^t^j^
X ~ ^ ̂  ~~ ^ ^ ^r"" ~ / / 1

Les fonctions x^=.\{u.,u'\ y ^ V(th a ' ) ont alors quatre paires de
périodes et cela n'a r ien d'ahsdrde (1).

Mais alors que la théorie des f o n c t i o n s e l l i p t i q u e s fa i sa i tdes propres
rapides, celle des n o u v e l l e s f o n c t i o n s , appelées par Jacohi /onrîions
abéliennes, avançait b i e n l e n t e m e n t . En î8 / iG, l 'Aeadéînie (les Sciences
de l ' In s t i tu t de France, v o u l a n t d i r i g e r les recherches dans cette vo ie
qu'elle reconnaissa i t diiïicile, proposa pour le Grand pr ix de Malhé"
ïnatiques la question suivante :

Perfectionner dans (fuelqw poini essentiel la ihéarw des fonciions
abéliennes, ou. plus généralement def> tramfcendanles qui résulti'nl de ta
consif le ration des intégrale}} de (juanlUén ul^ehrif/neff ( u ).

l.e prix fut décerné en ï84<) à G. Rosenha in . Dans le M'énioire qu ' i l
avait déposé (3), i l d o n n a i t les expressions de cer ta ines f o n c t i o n s
symétriques de .w et y, m p a r t i c u l i e r de xv e t / r - h y » au moyen de
quo t i en t s de séries ent ières ana logues a u x fonc t ions thêta d ' une
var iab le . A i n s i le p rob lème de l ' i uve r s iou des intégrales abélhmnes
é la i t résolu par r i n t r o d u c l i o n de n o u v e l l e s f o n c t i o n s en t iè res de deux
var iables qu'on a appelées aussi fondions ifiêta.

Une au t re s o l u t i o n é t a i t t rouvée en méine temps et f o u t à (a i t indé"
p e n d a ni m e n t ( ) a r G ô p ( * 1 ( r i ).

On ( r o u v i 4 dans les deux Mémoires les seize f o n c t i o n s d 'ordre un et
la démonstra t ion de ce r ta ines r e l a t i o n s en t r e les carrés de ces (onc-
t ions, Les deux au teurs f o n t remarquer la possibi l i té de Pexiension
de cette théorie à plus de deux var iab les*

( i ) Lofi. cil., p. 77,
( î ) Compter rendus de VÂwd. dea Se., iH^ p< 767,
P) Mé/n. des Sw. étr., t. ÏX, ï^i, p. 3(h (ît Cht. Klus., n" (tô.
(^ Journ. de Crellc, l. 3^, 1847, (». 277 ol Ost, Klas,, if (n.



SIÎK LK-S FONCTIONS TIU^-TA DE 1)1- ; Ï ÎX VAHIA l îLKS. nn

Cette extension peut se faire dans deux voies différentes.. On peut
introduire les fonctions thê ta de plusieurs variables ponr l'inversion
des intégrales hyperel l ip(iques de ^enre supérieur a deux. Je ne m'en
occuperai pas ici. On peu (.aussi les considérer pour la résolution du
problème suivant :

Heprésenter une jonction uniforme de p variables à 2? période}! par le
(fiiotierit de deux fonction}! enlidw.

Ce problème se présenta i t tou t n a t u r e l l e m e n t à. la suite du précé-
den t ; les (onct ions u n i f o r m e s /^y, ;̂ "-{-"y des deux variables u, f ê t an t
des quot ients de deux fonct ions thêta, en éta i t - i l de môme pour toute
f o n c t i o n ^p (bis p é r i o d i q u e de p variables?

En îBGo, R i e m a n n 1 'a . f ï i rmai t sans le démont re r . Le po in t capi ta l
était l'existence de re la t ions entre les périodes d 'une (onc t i on ^p fo is
pé r iod ique , p u i s q u e les m o d u l e s des fonct ions tbèta ne sont pas indé-
pendan t s» Weierstrass donna, des proposi t ions qui condu i sa i en t à la
démonst ra t ion du théorème. MM. P icard et Poincaré la, f i r en t effecti-
vemen t (Comptes rendue, î8H3). On en a d o n n é d'autres depuis , parmi
lesquel les celles de M M . A.ppell et P a i n l e v é dont je parle au Cha-
pi t re I ; ci tons e n f i n une démons t ra t ion de M. Picard {Comptes rendus,
L C X X I V ) , et u n e démons t ra t ion de M. Poincaré (Aala malhematiea,
t. XXII ) .

Les f o n c t i o n s thêta o n t f a i t rohjet d ' u n très grand nombre de tra-
vaux; on en trouvera une théor ie très complète a in s i q u ' u n e b ib l io-
graphie très riche dans KHASEH, Lehrbuah dcr Thêtafanclionert.

Une app l ica t ion (extrêmement impor t an te des fonct ions thêta de
•deux variables est la. théorie des sur faces hypercdUptiques. Les coor-
données d'un poin t d 'une surface h y p e r e l l i p t i q u c sont des fonctions
quax i rup lement pér iodiques de deux paramètres. M. Picard ( { ) a étudié
ces surfaces; i l a montré no ta mme n tqu'el les ad me t t en t deux intégrales
de d i f fé ren t ie l les totales de première espèce, lorsqu'elles sont repré-
sentables point par p o i n t sur le champ hyperell iptique, et que leur

( l ) Journ. do M'aifi,, îHH5, p. 'zHf ot iHK9, p< '^'->,3- ^oir aussi la Théorie das fonctions
al^'hriquiïs de diîi^c 'tîarlabif^, par PÎCÂÏU» et SiMAïrr, t.. Il, Chap. XIV.
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genre géométrique est égal à r u n i ( é . M. l l u m b e r t (1) a d o n n é u n e
théorie fondée en t iè rementsur la cons idéra t ion des f o n c t i o n s t l ie t ;» ( 2 ) .

Ces recherches ont été fai tes en considérant les fondions re la t ives
au Tableau de périodes

ru'TT, o, a, ô,
o, a m, b^ c.

Mais, a ins i que je le montre dans le Chapitre 1, le théorème général
sur la représentation des fonct ions q u a d r u p l e m e n t p é r i o d i q u e s de
deux variables conduit à considérer des f o n c t i o n s pour lesquel les la
première période est divisée par u n ent ier M.

J 'étudie dans ce travail (3) les conséquences de Introduction de
l 'entier M. Elles sont assex importantes pour avoir nécessité une
revision de la théorie générale. ,)e f a i s cette révision dans les trois
premiers Chapitres. Le Chapi t re 1 t r a i t e du nombre des fonct ions
thêta, de leur parité, de leurs zéros; je signale u n cas tout nouveau
à ce point de vue, et à d'autres aussi, celui ou l 'ordre* des fonct ions
thêta est égal au produi t d'où nombre M, pair par u n nombre impai r .
Les Chapitres ,11 et III é tud ien t les surfaces h y p e r e l l i p t i f j u e s représen-
tables po in t par p o i n t dans le champ h y p e r e l l i p l i q u e ou bien a la
façon de la surface de Kum.mer. Les résultats ob t enus ne d i f Ï e r e n t
pas essent ie l lement do ceux q u i ava ien t é té donnés par M. .liumherl,
et la plupart du temps fai pu s imp lemen t les énoncer en renvoyant
à son Mémoire pour leur démons t ra t ion*

Les Chapitres suivants traitent des appl ica t ions*
Le Chapitre IV contient leg éléments d 'une théorie générale des

surfaces représentables comme la surface de Kummer^ 'danB le cas
où M est égal à deux.

Dans le Chapitre Y, J'ai établi l 'équation de la surface de Kunfimer
sous diverses formes qui devaient me servir dans la suite.

Dans le Chapitre VI, j 'étudie une surface hyperol l ipt ique du hui -

(1) Jou.rn. de Malfi., iS<)3, p. 9,9.
0) J'aurai souvent à renvoyer à ce M.érnoiro; j'm mbplé pour CÔH imvoin un ^m

spécial : an H suivi du numéro du paragrfjipho.
( 3 ) Une partie des résultais a été donnéy dans do» Notea aux Cwwi^ nmd^ ^

i^/cacl. des Sc^ t. CXXXVIII, p. 3^; t. CXXXIK, p. 7^5 l. CXL, p, 2x8 ofc y'^
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tiéme degré représcMrtable point par point sur le cliamp hyperellip""
t ique; je donne la c lassi f icat ion complète des courbes tracées sur celle
surface.

Dans le Chapitre VII, j'étudie une surlace du quatrième degré
a i4 |)oiiiits doubles, et je. montre que c'est un type défini dont je
do n n e 1 es ça rac( ,é ri sti q u es géoniétri q u es.

Le Chapitre VIII contient la même étude pour une surface du. qua-
trième degré à 3^ droites, et le Chapitre IX pour une surface du qua-
t r ici n e d e g r e a < 5 p o i n t s don, 1:» 1 e s.

Enfin, dans un Appendice, je donne dans deux Tableaux les demi-
périodes qui annulent les (onctions thêta dans le cas où M est pair;
j'indique quelques formules dont j'ai fa i t usage dans le cours des
Chapitres précédents, et je fais des applications nuniériques pour des
surlaces i< r^ points doubles on a 3'À droites ayant tous leurs éléments
remarquables réels.

Pour les applications l'introduction de rentier M a une grande
importance. Au point de vue des surfaces hyperelliptiques, on a une
1res grande richesse de combinaisons permettant de trouver des sur-
faces d'un de^ré donné; c'est un lait analogue qui se produit avec les
fonct ions singulières étudiées par M. llumbert, et je rappelle que
c'est en se servant de ces (onctions qu'il a donné les premiers
exemples de surlaces a î . * > points doubles ou a ' î2 droites (1) . D'autres
applications exigent également l ' iniroduclion de M; je ne citerai que
la suivante : dans son cours du Collège de France (x9o4-i9o^),
M. llumbert a démontré que les coordonnées d'une tangente à deux
quadriques sont (onctions hypereiliptiques de deux variables avec
M ̂  ^.

On me permettra;, en terminant ce; travail, de'rem.ercier M. Humberfc
et M. Painlevé auprès desquels j'ai trouvé (les encouragements et des
conseils précieux et qui ont toujours apporté la plus grande bienveil-
lance a diriger et à faci l i ler mes recherches.

( î ; CoinfH^ /rW/AV de l '..fend. d(^ Si:, ï. CXXIX, {». (MO; t.. CX XXÎI, p. 7^ — Dans une
NoUï recïmic, M. Hemy m<mlro quo ICH Hurfacort d(* M. nimihort, ^oni des (î<»s pî<rl, i<îuJiers
<îc (U'JÏe.s que j'élu.iÎKî Ici ( CofUpUïS renduif dtf L'Âcad. das Se., t. CXLH, (;. 768).

Àim. Êc, .Nw'm^ (3), X X î V * — V^tWK ïyo^ 1 ;
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C H A P I T R E 1.
GÉNÉRA IJTÉS.

Introduction du Tableau de périodes TM.

1. On sait comment la représentation des fonc t ions q u a d r u p l e n i e n t
périodiques de deux variables par le quo t i en t de deux f o n c t i o n s
entières condui t à la considération des f o n c t i o n s thêta de deux va-
riables.

Je rappelle en p a r t i c u l i e r que la démonst ra t ion de M. Appel! ( \)
in t rodui t la fonc t ion <t^ (,r, y ) s a t i s f a i s a n t aux relations

<ï)l(^+^7r,j) :r:<j^(^,j),

(I>i(.r,7+^7T) ^^^"^'y^^^^y^

(!>i(.z:4"a,,y~.K3,)-^<l>i(.^,j),

, , - , ï M /f/TC ̂  hi?
<l>i(.r 4 '̂,, f + ̂  )::::::: e P< ^ i ( ^ ,y ' ) .

(k(; la fonction analogue V^ On a, en outre,

^4- (pi(5< - a.i ̂  ) ^ . •0l in.

E i » posant alors
y y-i ., '.unx-.-./---^.r, v . -^,,

on obtient les fonctions ((»,(X, Y), V,(X, Y^ et, les n-Iitliun.s
«l>ï(X ^•,(•7:, Y; <1>, (X, Y) ,
<r, (x - a/7; ̂ , Y -..-. ̂  ) - : ff"^.-<; <^( x, Yj ,

•' ^1 i-'l /
< I > 2 ( X , Y- t -y /7T) : - : -^ l» , (X, Y) ,
«1>, (% -. -i^î', Y + ïl-K ^•\ :-:- ̂ '"^ »• <" <D,(X, Y ).

( ' ) Journal dr Liouvillc, y !?éri(!, l. \ 1 1 , (>. lyy.
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De même, la démonst rahon ( 1 < ; M. P a i n i e v é ( 1 ) introduit les fonc-
t ions 1 I (X , Y) sat is fa isant aux relations

( 1I(K i -^7T, Y ) •:„ Î I (X , V ) : S 1 ( X , V • \ - -U7T),

(•^ j : S I ( , X " { - A, Y 4 -gQ .•.:;.:-: ^^'•^^(X, Y),
II(X •.-hA^ Y -h B')— ^ M / / v ^^KX, Y ) ,

avec MB .- A'.
Ces résultais rie (litïïreiit pas an fond ; je les prends sous leur se-

conde forme; en posant

x ^MX,,''A^, v y,.."' (y. „ -- ,»„
B :--1- -B^ ir.-:,~(1^

les relations (2) se (ransformeii l dans les suivantes :

1 xi, (x, 4- ̂ , Y , ^ .1. S S , ( X ^ Y , } ,.:::: JI,( X,, Y, .4.- -u^),

( 3 } j X1,(X.. ,- . . -A,Y..4-^,) . ̂ . '""-^^lî^X,^,,,
1 I I ,(X,^i^.YY4..•(: ,) .-^ l ' l i ' "M / / ( '1 4 1 1^

D'ailledrs les foncl i (Hïs H( adïnet.tent la périod(i 2/'î:»o; ce soni des
fonctions (lïéla relatives an Tableau, de périodes

,, \ '^71, o, A i , Bi,
( <:>, '•l/TT,. B|, <Ip

II s'est ainsi introduit un diviseur M de la première période. Je
désignerai le nouveau Tableau de périodes par

1 '>'/:'^: A n, | ^^ o, A,, B,,,
* M ' lyl1

f 0, -U?T, lîi, <^ i .

Je me propose d'examiner les conséquences que l'introduction du.
diviseur M, peut avoir dans la théorie générale des fonct ions thêta et
dans celle des surfaces hyperelliptiqnes.

( ' ) Cwn.pU^ reîuùifï d^ l '^aa.f.lrin.'ft //r?,v Scîenccfî, 1 . (1XXX.1V, \). Bo8.
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Fonctions thêta relatives au Tableau TM.

2. Me p l açan t au p o i n t de vue de cotte a p p l i c a t i o n g é o m é t r i q u e ,
je limiterai l'étude générale aux (onct ions comprises dans la (or-
mule (H., 3) :

(•) ^ ^ ^ (..^^^S^"4"1"^"^"112"""^'^1^G) (^ \ ^^ ( ^ + ^ • ^ / < p ) / / 4 • ( < / l o > - ^ " / / ^ ) ^ •
(u. î^ = 7 J a " /

P (T

^ F C/'-1- f?-1^ P,r-^ (r * ^ ̂  P ) (//•+-';'-+^ ) ̂ ^ ( y ! ' • • ̂ ••/^ )"^\ (? "

où h désigne l'ordre de la f o n c t i o n ; // el y d e u x en t ie rs p o s i t i f s on
nuls infér ieurs à A; co, o/, 0, 0' des nombres égaux a o on r f o r n u a n t
la caractéristique; a, ^, <ï les périodes appelées ci-dessus Ap B i , C , (*

Pour que toas les termes de la série précédente a i en t u n n ié ine
mult ipl icateur lorsqlfon augmente u de —^ il f au t que li soi t u n m u l -
tiple de M, ce que les cons idéra t ions précédentes a v a i e n t déjà mont ré
dans le cas où la carac tér i s t ique est n u l l e . Le p i n s pe t i t p a r a l l é l é p i "
pède de périodes a u q u e l est relat ive u n e fonc t ion t h ê t a s ^ o h t i e n t eu
prenant pour M le p lus ^"rand d i v i s e u r de son ordre ; le p ins p e t i t
parallélépipède pour p lus ieurs fonc t ions s 'ob t ien t en prenant pou r M
le plus grand commun diviseur de leurs ordn^s. Je supposerai désor-
mais que cette réduct ion a. été effectuée et je me t t r a i toujours le coeffi-
cient M en évidence.

Les fonc t ions thêta considérées seront alors dites réduite et le
Tableau T^ sera qua l i f i é de môme; par opposi t ion, les f o n c t i o n s de la
forme (x) et le Tableau T seront dits ordinaires

Caractéristiques réduites.

3, En augmentant u de ̂  la (onction ©^f ^ ^ (^ v) se
/ l i ) . 'î i V.

reprodui t mu l t i p l i é e par e ' a M .
Il semble donc qu'il, s'introduise a ins i âne in f in i t é de nouvelles

caractéristiques; mais la plupart doivent être rejfôtées en vertu des
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cons idéra t ions s u i v a n t e s : la théorie des surfaces I lYpe re l l i p l i ques i n -
t r o d u i t d ' u n e pari les (onc t ions a ca rac t é r i s t i que nu l l e , d 'autre part
les (onc t ions paires ou i m p a i r e s a ca rac té r i s t ique q u e l c o n q u e ; or, eu
général, pour ob t en i r une l 'onction paire ou impa i re , i l tant associer
par somme ou dif lerence les deux f o n c t i o n s (IL, 4, 5)

0,,,,/( ̂ , C), ^M -.-/»- M, //M -//-(.»' ( ̂  < ') î

;es deux (onctions doivent donc avoir même multiplicateur. Je distin-
guerai alors deux cas :

1° (o r,..:. o. On est c o n d u i t à poser :

^ (/<M ^,:•Î,TC 'y , 4/^•'»• fît HT
^ " 'M "1"

M

Cette conimience a d m e t les s o l u t i o n s :

; < ) ( rïHKÎ.'.UTT').

f) 0, p . M\ :1M i )M
//

i.a moitié seulement, au nombre de h, conviennent au cas de M im-
pair; toutes, au nombre de ^A, couvienneul au cas de IV1 pair.

Pour les solutions /'M le muKipliealeur est égal a i ; pour les solu-

^o(^tlÂ;::2J2.M H est égal a - \ ; jc dirai alors que la fonction admel.est égal ^

la c a r a c t e r i s t i < j u e réduite

o r d i n a i r e é tant

, sa caractéris t iqueou

a° o) — i . On est. ( c o n d u i t a poser :

(,„, ^ , ̂  _ ^ ^ ^^ ,-,/ .^ . . \ ] 1^^ ;̂./...M,̂  ^^ ^ ^ ^^^ ^^ ̂  __7T ^^ ^ ^ ̂ ^^ ^ ̂ ^

(;<Ut.e congrucînce n'a pas de solutions si M est pair, et si M est im-
pair elle admet les suivantes :

•M.- i ^M- i^ ,, ̂  ^^———^
' - A Â - » ) ^ . 1
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au nombre de fi. Le m u l t i p l i c a t e u r est alors égal à " f et la carach'-
I rj«/

ristique r é d u i t e est .
. , ^ » i ^

En général, une caractéristique r édu i t e sera désignée par
En résumé :
Si M est pair, on conserve le$ fonction?! de (WW!léri.sïù{ue ordinaire

o w1 ..
pour lesquellespour lesquelles

À M /. . ,p ^: —., (A == o, i , . . ., ' ^ / t — î ) ;

y Q1

À M

co, == o, si "X ̂  ̂ /r, o)^ ̂  ï , ,y '̂ X est impair.
Si M. est impair, /c<ç caracléristùfaes rédaùes sont ùlenllquea auy ordi-

naires, et l'on conserve (es fonctions pour lesquelles

p~=^M (À==o, i, . , . , A — i ) ( " t p — i.2—..--.--.-.1 .̂..:-.,,--"",.,-,̂ . (/.:-.:,:: o, » , ,.., ^- 1 - 1 1 i);

awc respectiverneni 0)1 - '" o r^ o)^ .=•= i.

On aurait obtenu les mêmes résultats en écrivant que le m u l t i p l i -
cateur doit être égal à ±: ,r .

4. Il y a ainsi seize caractérist iques rédui tes; pou r chacune i l
existe /'rM. f onc t ions d'ordre /iM. l i n é a i r e m e n t indépendantes .

Je vais é tudier ce que dev iennen t ces fonc t ions lorsque u et 9 sont
s imul tanément changés de signes.

Je rappelle qu'on a en général (H., 4)

ê^.y(— a, •— ç] =1 O/^.,/,,/^ ( u, <'} ,

pour 'une fonction thêta de caractéristique ordinaire n u l l e et d'ordre A,
et qu'on a (H*, 5)

<^,y(~"^ —— C) := <N)£^...^,.^,),Êt^..,.y...,,/(^, C)

pour une fonction de caractéristique ordinaire
et ^ désignant des nombres égaux à o1 ou \.

w w
Q W et d'ordre A, e
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En appliquant ces formules aux fonctions (héta d'ordre liW. rela-
tives an Tableau T^p on trouve que les fonctions thêta d'ordre ÀM, de
même caractéristique réduite, s'expriment en fonction linéaire et
homogène d'un certain nombre de fonctions paires e(: d'un certain
nombre de fonctions impaires. Je vais énumérer ces nombres :

. , . . A2 M 4- î r - ' ^'M - l .:i° M impair, h impair : .•—-̂ -.--...--« fondions paires,———— impaires ou
/ / ^M --• î /. . . /^M 4- f • . . . n . / r» / /•1~--1--"•-111-••—^ pairea^ —.^-^~...... impaire, suivant (fue o^ u •4"" (.0 'J est

pair ou impair ;
,, . ' . , . A2 M 4- 4 /. . • / / ^ Î V Î — 4 .20 M, impair, II pair: ——^-—jonctions paires, "—.-^—^^^^ impaires
, , . . „ /^M: /. , • ^.'.M ./four la oaracl€ri$li(ju€ nulle; —"- JoncUons paire s, —^~ impaires pour

les autres caracté.risluiwîs ;

'5° M pair, h pair : mêmes ré su If aïs (jue ci-dessus;
, ./ . / . . /^M-h-'». /. - • /^W.— ^ .4° M pau\ II impair: —^^^ -....«...̂ ^̂ ^ impaires ou

/1.M^L2 /}îfi€(ions paires, L..:^^^^^ impaires pour /es caracUristùpiesa
C») , 0 , /,suivant (iue û)^) est pai
ù o ! ! ;/ "

impaires pour le4 autres aaracténstiflues.

' t / . . . /f^M . . . /^Msuivant (fue O.),(Q est pair ou impan ; —— jonctions paires, -^—

5< Avant de déterînirKu* les demi-périodes qui annulent certaines
(onctions Ibéta, il importe de bien préciser les diflerences entre1 les
deux cas : M pair et. M impair.

On vient de voir que, dans le cas où M11 est pair, il ne subsiste que
huit caractéristiques ordinaires se partageant en seize caractéris-
î î q u e s réduites; tandis que, dans le cas où M, est impair, il y a seize
caractéristiques réduites identiques aux ordinaires. Pour les demi-
périodes les circonstances sont analogues; en ef fet , on a, si M est
impair^

TU M "-•"- î ^iii^ „, ̂  ̂  ——— ̂ ,

et, si M. est pair»
M ^ T t l
T '"iT"Trr
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,-, , . * n/r , • - i i . , . . a S , a TT/ 6Par conséquent, sî M est împair , les demi-pér iodes ^ 5 ^ et ^ 4- "̂  ^
sont distinctes et au contraire elles sont con^ruentes si M est pair .

Dans le premier cas, les seize demi-périodes o rd ina i res sont iden-
t iques-aux seize demi-périodes rédui tes ; dans le second, les seize
demi-périodes o rd ina i res se confondent deux à deux et i l s ï n i rodu i f
huit demi-périodes nouvelles.

6. Pour les étudier, je considère la fonction

<H}(^M)P 1 ( / Q Q'
f TU \

^M^)-

où M est pair et la caractéristique mise sous sa fo rme ord ina i re .

Chaque terme de la série é t an t mu l t i p l i é par e

( ,̂..̂ ,.)..-.̂ -")"e^<Ô W<i)<ÀM)
p f i j 0 0'

. .. , ( p -h M /(?)->«_.
i 'v"\ 1 1 o r\ û r* /f "*, on a la f o r m u l e

( / / , r ) .

Il est important pour ce qn'i suit de décider si cette formule trans-
forme une fonct ion d'une certaine parité en une autre de même partie
ou de parité d i f î e renie.

1° À pair; la caractérist ique réduile reste la même et à la fonct ion

9,^K^^^I•^lïi...,.^M..^

correspond la (onct ion
ï p - K t

^^)(^^+.~^1••"•:•••^1^L^

D'autre part^ == ̂ ; par conséquent ^ ̂ ^ ^ ̂ lni =:. :±: i. La ()arité de

la fonc t ion change si À est impair (o^ = i;; elle reste la rnèrne si A e^t,
pair (ù)^ == o).

2° h impair; la caractéristique réduile dumge et h la fonction

(H)(/.M, '"1 lfl

^ 0 Û'
• <f\ 1 Àtl ^ ^ ̂  (., ^)4- ^^M-/^€-AM..-.//-M'

6'» î d)

„ ( ">« ' )
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correspond la fonction

"„".,:, ;: ("...î "-^. «;';•;•„„..„„ „ ,„. ;̂  ;' -«„,.
1^ f a c t e u r du second ternie est ici égal a ^-^^ ^ ^ ̂  i m p a i r
((,^ r:":.: i ) , s n'est jamais n u l et le f ac t eu r est égal à i ; ( l 'autre part 0
s'est change en 0 • - + - ï , la (onc t ion change (le parité. Si A est p a i r
( ro, o), le (acteur est égal à ^ËTC/, la f o n c t i o n ne change pas de pa r i l é .

7» (^eci [>osé, et en se servant des résultats généraux ( 1 1 . , 7), on
oht ien î les conséo nonces suivantes :

î ° M nnpa.i/', h impair : les fondions normales paires de e(zraeléf"is-

(If/ife 1 t ' ^ ^annu.lenf. pour nx ou dix demi-périodes el les fondions

fiormuleK i/nptdres de menie (Uïrcwleri^iinue ^ann(deff( pour les dix oif< .v^r
({(ffreïî dern.i-periodefî selo/i (/ne (.'.)( 0 -1-}1- w^' esf pair on. impair;

i»01 M irn/Hur, li pair : /<'.v foîwliofiîî normales paires de caraetérisfuiiie
/nd/e ne ^(tnrudefH poar (Hïeun.e derni-période et les foruîtiofis normales
impaires de effnteléristujue fudie ^afinatent pour les seize demi-périodes ;
les forteliofis norm.fïley de. même eame/c'rf^'/ù/ue n(//(, nulle s anmd-en.i pour
litdl {/emi-/)e.riodes el. les fonafions normales impaires de même earaeié-
nsUmie $ (tlifUilent pour les ludt autres demi"i)ériodes ;

3° M pair, h pair : mêmes rés(dfals (fue ci-dessus;
4° M pau\ h impeur : les fonctions normales paires, ayant une même

eamctérisli-aae de la forme ' 1 '" , s'annulent pour (faaire OK, douze

demi-périodes el (es f onctions normales impaires, de même ('aractérislirpfe,
s'annaleni pour les douze ou quatre autres demi-périodes suivant que o^ 0
est pair ou impair; les f onctions normales paires y de rn^me caractéristique

autre a ne flh 0 s ^anmdent pour hiu.t demi "périodes et les fonction!»
• 0 o

normales ifnpaires, de même carac té ris figue, s annulent pour les huit
autres derni^pérwdes.

Ces deux derniers cas sont assez compliqués; on pourra les étudier
p lus l o i n sur les Tableaux donnés dans rAppendice-

/inn. Et', .^or/u., (3)^ X.XÎV. — FJKVMÏKII ^07, î 2
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Dans la suite de ce travail les demi-périodes seront représentées
suivant l'algorithme connu (H., 18). Un symbole (a, a / ) se rappar iera
en général à une demi-pér iode du Tableau ÏM, le cas con t ra i re d e v a n t .
toujours être expressément spécifié.

Enfin, on peut ici aussi (H., 7) remarquer que si une demi-pér iode
annu le une fonct ion thêta normale d 'une cer ta ine pari té , el le a n n u l e
toutes les fonc t ions normales de même pari té , de même c a r a c t é r i s t i q u e
et pour lesquelles h et M ont la même parité.

La demi-période doi t ici être considérée i n n q u e m e n t en t a n t que
symbole, car un même symbole représente pour M p a i r des q u a n t i t é s
différentes lorsque M varie.

01Ai™E 1 1 .

THÉORIE GÉNÉRALE \m SURFACES nYPKKELLimyiJES ( î^ PARTIr:).

^ 8 . Soit S une surface hyperelliptique; les coordonnées homogènes
d'un de ses points peuvent se mettre sous la tonne ("n0 1 }

p^/ . 1 O/^, i\» ( / — . i, ^:^4),

p étant un facteur de proportionnalité et les %, des fonct ions thehi
normales, relatives au Tableau de périodes T,,, de caractéristique
nulle (1) . J'emploierai aussi pour désigner ces (onctions coordonnées
les notations x,{u, 9 ) , x,(u, ç ) , x,{u, ^), x,(u, ç ) .

0) C'est la forme la plus ^néralo dos coordonnées. En parliculier il ^rmi muli!^
d introduire des ionclkms Ihôla relatives h un Tableau de périodes

.j-? o, </., //,

'À l TC ,o, -^p, ^ a.
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Sur cet te surface (H., S), roquai ion de1 toute courbe algébrique
peut se mettre sous la forme

<")( l i • )., ( t --1 [ j . ) -:1::,.. o,

A et p- étant des constantes et0(^, (?) une fonct ion thêta normale, de
caractérist ique nulle, relative au Tableau T.

D'ailleurs Péquafion de la même courbe est aussi bien

t . ( . '-' 0" /7T '\
H ( // - /., \ ---g- 7 C — p.1 1-:::- 0 ( ry -:••, î , •„<, . . . , M -1- 1 ).

l,(ï qu(.)f,ieni d<*.s deux premiers membres admet, les périodes 'IIT^ o;
ï(7/i i. !ï

o, '.^TC; //, r;; el se reprodui! mulliplié ()ar c m pour la période a, ^;
li élanl. l'ordre de la fonc i ion .

Soit alors f{x^ /y^, .<r';,, x^ ) '—; o requalion d'une surface ])assanl
par la courbe proposée supposée indécomposable; fappelle/Ï//, e) le
résull.al de, la subst i tu t ion a >'r^ /r"y, ;;r';t, <r^ deltu.irs expressions en n.,v;

c'est nne foucl ion tbeta <j i i i admet la [)ér iode :'^ o; <î l le est < l iv is i l» le

p a r ^ C ^ 1 1 - A, t-* r 1 1 - 1 1 - {A), le quo t ien t étant une (onction thêta, et l'on a

/( //, c j :.:'•'. (») ( u ••- /., c ^ • /x} Oi ( ̂ , r ) :...:"1 (M) ( ^ —-" À - h ^7r, c p. J ̂  ( //, < ^ ) .

.,. B f ^ 1 1 / . , < * - - U J , . /... / . ;U'7T \Si " 1 1 1 1 1 • 1 1 1 1 - - ^^.---....~---...-.-...---...-1-— .—.- n est pas entier, 8 // • - - À 4- l - , , » (—a
H(. /.l-^-,) ^ Ail ^

divisi* Oi ('"//., c) (*t l'on a

/(//, f ) B( // ~ À, C — ^ J H ^ / / À i" _'^ (' •• ^) ^(^, C).

Si le quoti< lnt précédenl. est entier, il est nécessairemenf: de la (orme
A^r"7^"^' et les entiers//, f/ soûl déterminés par les con^rueuces

p' If •-]- ( f 1 c ̂  o, p' a -\-- ff' h - .—,-... : o ( rnod. 'À en).

La première con^ruence donne nn<* relation à coefficients entierB
(între &, c, 2^, à moins qne//^ y 7 — o. La seconde exige alors que h
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soit multiple de M. Enfin en remarquant que, après a d d i t i o n de M f o i s
—5 on revient à la fonction p r imi t ive , on a

a /y TT
A^i, A •:.:::-^"^r,

/ . ,, a/iVTC
( • ) ( / /—- À -\- —? ? c —• p. ) ̂  e M 0 ( // — "A, c -- ;;- ).

\ Ai /

II est f ac i l e de voir que les deux cas sont e n t i è r e m e n t d i f f é r e n t s et
que les conséquences obtenues par l 'addit ion de — se r ep rodu i sen t
pour l/addition de tout aut re m u l t i p l e de cette q u a n t i t é . On a alors
dans le premier cas

m-.^.M1-!

/'( u, c ) := -: 0( u, c,) j| e ̂ / — 7. i . -î .î, c . . . ^ ).
/// :;':: 0

La f o n c t i o n sous le signe II est une (onct ion thêta d'ordre /zM a d m e t t a n t
la période —7 o. On peut la, considérer comme réqua t ion de la
courbe.

lyautre part, dans le second cas la f o n c t i o n

^{u^\ (--..-. p.)^ ^

est une tonclion thêta d'ordre multiple de M, soit /iM, et qui admet la

période l—> o; la valeur du paramétre A devient A — .l-^ .

Ainsi : l'équation r/'' anr, courbe (d^éhïiqac Iracfkî H î t r In surfaw S
sablieru en égalant à zéro une foru'/ion thêta admettant la {mied^
: ^ » o. Elle pelU anm sa nwlire KOKS la forfw B(n " A. ^ 1-1-11- a,)^...: < » ,

À et y. étant des constantes et. ^)( u, v ) u,ne l'onction thêta /tonnage, re l i t -
ti9e (m Tableau Ty, (le caractéri^tufae réduite nulle.

9. Je suppose ma in tenan t qu'à un p o i n t .r,, ; ,̂ .r^ ̂  ou. .r rr; ^1,

y ^ ^, z :::= ̂  do la sur face ne correspond qu ' au couple do valeurs

de n, ^dans le parallélépipèfle cons t ru i t avnc le Tableau 1\p
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La surface considérée est de ^enre r , comme l'a montré M. Picard;
r inté^ralc doub le \ \du.d9 reste f i n i e sur la, surl 'ace e( (die est d e l à

forme f \ ^ ( ^ , Y , z ) d . y d ' Y ^ o é t an t r a t i onne l en x^ y, z. I l ne peut
exister d 'au t re» inté^de de cette form(^ i^^stant ' f i n i e s u s * la surface.

Une telle in tégra le est de la forme

fj'^^^^
où. S(/r, y, z )^o est l ' é q u a t i o n d(1 l a s u r f a c e d /o rd re^e t t t ( x , y , z ) -^ o
l ' é q u a t i o n d ' u n e surlace a d j o i n t e d 'ordre ri — ^

U n e surface h y p e r e l l i p l i q u e .9 a, donc une seule sur lace ad jo in te ii ;
so ien t S ..̂  o et 1) ==^ o l eu r s é q u a t i o n s respectives. On a,

rr^^r./r rr^A\
.1) / ( ) , r ()Y ( ) , ï ' <îy .
S', [ < ) i f (h' "!1"""""" 7)^ < ) u ) 1 ' 1 r "

l,i^ surfac-es h y p e r e l l i p t i q u e s [»ossédent d e u x i n t é g r a l e s < ! ( » d i f î e "
ren t i e l l e s totales de première espèce j du et ^ dv et l 'on a

\\.dx Vr / r , HI .̂r A ,< / r^/^ . . . .^ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ^ ^ ., , , , ( ( ^ ••• • . . . . -.^ " -.- - . . - . 1 ---,

A, 1 { , A , , l î ^ étant des polynômes, d'ou

DS',: .̂ l î / V i — A Bi-

ttes résultats ont été établ is par M'. Picard ( Voir aussi Ii., 103 et •104) .
So i lAM l'ordre des fonctions -•r,f^,^). La, droite .r, ::,̂  o, ^=o,

par exemple, coupe la sur face aux points dont les arguments sont
solut ions de

.r, ( / / , ( : ';—: o, x^(fi, ^ i i i ) •:::::; o.

Ces so lu t i ons sont au nombre de a/^M,2 re la t ivement au Tableau M. et
do 2^M1 r e l a t ivemen t au Tableau 1\î. Le degré de la. surface est
donc 2/rM.
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Si les quatre coordonnées ont des xéros communs ce degré s'a-
baisse. Soit u^ ^ l ' un d ' eux : à ce couple correspond une courbe
unicursale singulière (H., 105).

La surface 6 est coupée (H., 106) par son a d j o i n t e 1H s u i v a n t ses
courbes multiples et ses courbes un icursa les s ingul ières .

Toutes les surfaces bypere l l ip t iques don t les coordonnées sont
relatives au Tableau de période T^ se cor respondent p o i n t par poin t . I I
n'en est pas de même pour deux surfaces dont les coordonnées sont.
relatives aux Tableaux l\i etT^; soient S^ la première et S^ la seconde;
il faut introduire leTableau communTïp D é t a n t l e p l u s g r a n d c o m m u n
diviseur de M et N; à un po in t de S^ correspondent .-. couples u, ^ non

Ncongruents par rapport à T)[) et par sui te aussi .- points de S^; à un
N .point de S^ correspondent -. poin is de S^,,

Je réserve ce dern ier cas et je vais pou r les surfaces rehUives au
Tableau de périodes ÏM étendre les résul ta ts ob tenus par M. I l u m b e r t
(H., W e t su iv . ) .

Géométrie des courbes dans le champ hyperelliptique.

'10. On appe l l e courbe aigébriqw ( ou t e courbe q u i n'est ni u n e
l igne m u l l i p l e , n i ( i n e courbe u n i c u r s a l e s ingul ière de la su r f ace .

Ces courbes possèdent deux inlégrales abé l i ennes de première
espèce n'ayant que quat re paires de périodes : ^ du et ^ r /^CIL, 'lOU).

L'équation (le toute courbe algébrique peu t se mettre sous la f o r m e

^ (^—^, p — ^ ) :-,::o,

où 'X et (x sont des constantes el Q(u, 9 ) u n e f o n c t i o n Ibèta de caracté-
r is t ique n u l l e , relative au Tableau T^.

On appelle courbes de marne ordre les courbes pour lesquelles Fordre
de @(u, v) est le même, courbes de marne famillf les courbes pour les-
que l les , l'ordre étant d o n n é , A et (x sont les mêmes. Les courbeB de
même ordre sont aussi de même d.egré*
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Deux courbes (h1 même ordre1 //.M (1.1., H 1),

^o ( ̂  — (̂.n C — ^o ) = 0, ô ( ̂  — 7., (' — /J.) -:::; 0,

sont do même fami l le si Pon a

// .M ( )•* "-- }.o ) ..':..-.; o, //, M ( p. •••• • • - ^o ) ~^ o ( rn cxl . p é riodcs ).

On jx.iut, pour ô t u d i e r les courbes d 'un morne ordre et (l 'une même
famille, é tud ie r la f a m i l l e A —= o, p = <•> (H., 1:1,3).

Soient Q^( u, v ) ̂  o l ' équat ion d 'une courbe sans po in t s i ngu l i e r
et @ ( u , ^ ) u n e f o n c t i o n t h ê t a de même ordre AM que @^(u,9) et de
earaetêr is t iq i ie n u l l e ; les in tégra les de première espèce le long de la
courhe s o n t d e la (orme (.1.1., il 4)

r^^^,
/ fà^\ au'

Ces intégrales son!, au nombre de /^M. •"-• :r ; en ajoutant f f/u et f fù\
on o l ) t i e n t /^M 4- i intégrales de |)remiere espèce et le ^enre de la
courbe esl /i^M •-3t- i .

Sur u n e courl)e f ixe ( " I I , , 116) les courbes d 'un même ordre et
d ' u n e même f a m i l l e découpen t des groupes de points é q u i v a l e n t s .

Si les courbes sécantes sont d'ordre i n f é r i e u r à celui de la courbe
fixe, les groupes de p o i n t s a p p a r t i e n n e n t à un système spécial.

Les conséquences dédu i t e s de cette propos i t ion ne subsistent pas
dans le cas où, M. é t an t pa i r , li est i m p a i r (H., H7).

Si ta courbe Q ^ ( u , ^ ) ^ o a. des po in t s s ingul iers (H., 119), les
intégrales de première espèce relatives à cette courbe sont de la forme

/"•(^ //, e) ,
/ i^J \ ̂ ' )

on ©f//,, v ) o est une courba adjointe à ©oO^ (t) "- °' / (^u' e*' / '/'(•'
claiif , mi se y à pat 'I .

On a f I L . 120)
p - /("M - i i -- ^I(O-(,,T;J,
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et le nombre ^(cr,,,^) est égal au nombre des c o n d i t i o n s l i n é a i r e s
auxquelles équivaut la singularité adjointe cr^

Surfaces adjointes.

11. Je suppose que les quat re Ibnclions coordonnées a i en t a u x
points u^ ^, ^2, P^, . . . , u^ ^ les s ingular i tés cr^ a^ r^, .. „ , ^ ; j^
degré de la surface est alors

n^. ̂ M—j^o^).
À

Le genre/? des sections planes est

^-,-^M+r-^l(^,^,)./,
Toutes les propositions sur les siirfiiccs adjoint.cH (l'ordre n :'>

(H., 124-12 Î ) ) ( > ( cil gm^riti (i'onirc ri 4- y - '̂ fH., |;}|, 132; |;{/<.
137) subsist.cnl. Je rcjn-crKis les (';nonc('is.

TnKOliK.vi,.; 01., .130;. /.^ ,/̂ /,,Y, ,̂ .w,./̂ ,, ,/̂ ,̂, „, .^
adfomtcs a u,nc. mr/aw /ly^n'Itipl^w ^ d'ordre n ̂  ^nl au "w/y
des sp.cl.i.ornf planes ilimi.iiMK d'une imite-.

THKOKÈMK (II.. 13.^. -,. /., ,^,,, ̂ , ̂ .^ ^^^ ^ ^

adjointe, à une surface f,yp<'relUf^{uc S d'ordre n, et doni. l<'s m;hm
planes sont de, genre p, csl, é^al à

^q ( <1 — , ; /( -)- y ( i,.... , ) .,... ^ ( y .,, , , ( y _ ^ ̂  ^ ̂  .^^

THKOlUi.,,: (II., 1;^. -. A. ̂ A,, ̂ , ,̂ ,,, ̂ ^ ^^

iz -<- y - 4passant par les courir unicursa^ singulières d,- Ô m an
moins égal à

^/(7+')/<-y(/>-,)- l-^(y-,)(y-»)(./- .;',).

Je ne reprendrai pas ici les applications géométriques (H.. 138-
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152). Elles subsistent pour la plupart; il faul en excepter la théorie
des courbes y qui ne peul, être conservée, puisque F équation de ces
courbes s'obtient en égalant, a zéro une fonction d'ordre un.

En particulier, pour les surlaces considérées/le genre géométrique
est égal à î et le genre numérique a — t.

CHAPITRE 1.11.
THÉOKiK GÉNÉRALE DES SUBFACES HYPBIŒUJ.PTIQUES (^ PARTIE).

2, Je suppose maintenant que, a un point de la surface hyperel-
iptique, correspondent, dans le parallélépipède de périodes construit

avec. le. Tableau 1\i deux couples d'arguments //, (% et u\ (/. Je desi-
gn (tr^i celte, su rface par®. Kn ré()é(anî- la démonstration de M. Ilurn-
bert (II., Ki^}, on arr iv<^ a la même conséquence (H., 166^ :

l ip( .

Après un changement de variables, la surfaces peut être roprésen(,ée
par des équations de la forme

.r .'-..-: F, ( //, i.» ), f — Fg ( ̂ , e ), s — Fs ( u, v ),

on V^ Fa* V-^ sont des fonc t ions qnadruplement périodiques paires,
quot ien ts de 'deux séries thêta admet tan t la période • ^ 3 o (1).

Soit alors, par ex.em.plf1,
0^[a, c) _ r/,{— u,—^)^
o(u, ^ ) " " " " " "5(~— //7^" ' • ' } 3

le (îuoticîni -, -.••..ï.-...̂ ï.•.(..-...'-..••."••.-• doit être entier; il admet les périodes du1 1 1 1 1 1 '1 u^ ("— //, ••— < ' ) ' 1 ' '

( i ) Si ron considère uno vél'îl.îibio surJace hyponîlHpîî(pie (lont lea folictions (ioordoii--
nnes sont. rolîîtivo.s î i i» 'r;iti!oaii Ta, iî cof'rcs[)<?ri(l f< un poitil (le îîi siir!'îico, pîir rapporL î-ui
Tubicau T, ICH (jeux coupica (î'îd'^uiiients^, rot /'<; •-h /''rc, (''; cepcridîirjt, lu suri'îlco n'est pîis
rcpréHcnlîiltîc point, par pohil sur In .sin'faco (le Kiitniner; ('(îlle fîor»lra<li(îl,ioti ftppîu"enl,n
viont (.lo <*<; (|<io, <l.<niH Jb cas ou. ̂  = r///, ^P ï= r/p', c/o^t-a-dire //- == /./'-("Y, ^ .•= (/-{-.-YI,
Y, YI peut ôtrc un couple de périodes diiï'enint des couploa du Tableau T.

Ann. Éc. Narrn., (:î), XXÎV . -..-• MAKS 1907. ï.3
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Tableau T\; il est donc de la forme A^-^" avec A - ::b . ( 1 1 . , 10 ) .

La fonction 0,(a,^ '<"4" (H., i4) est une fonction thêta nor-
male paire on impaire relative au Tableau T,, et d'une certaine carac-
téristique réduite.

Par conséquent (H., 167), les coordonnées d'un point de € sont
proportionnelles à quatre fonctions thêta normales de même ordre et
de même caractéristique, simultanément paires ou impaires, relat ives
au Tableau T^.

A un point de % correspondent M points de la surlace de Kummer*
La liaison est remarquable pour M == 2 et sera étudiée plus loin.

Sur la surface € l'équation de toute courbe algébrique (n° H)
s'obtient en égalant à %éro une fonction théla rdalive an Tableau T^,
et comme on obtient la même courbe en changeant simultanément //
et ^ désignes, il en résulte ( 1 1 . , K; que l 'équation de loule courbe
algébrique tracée sur la surface %• s'obtient en égalant h zéro une fonc-
tion thêta normale, paire ou impaire, (l'une certaine caractér ist ique
réduite, relative au Tableau l\p

13. Toute surface % d'ordre//, d'équation T - o, admet une sur face
adjointe ÏD d'ordre a— 4 (H., 102) , d'équation I) o. En e f îeL on îi

/ / , / " / * d , r d r
| / ( ( i l dv j i -, , , , •»

J J I I { j ' ï ' ^r f^1' ^Y

/ ,/ ^ l < ^ t > ^^ ^n

et la fonct ion ^v (— — (-^1 ̂  e^st une fonction quadruplement nério-
ûtt, <)^ ()^ au 1 * '

dique paire relative au Tableau T^; elle s'exprimo donc rationnel-
lement en fonction de ;̂ , j, s; on sait d'antre pari sa forme générale
et l'on en déduit

f fdu dv ::-.::: 1 ' (\ ( .̂  .)-, .3 ) //.,• dy : , . /" 1 ' î)(.4—''~ d^ dy,

I) / f),f' < ) ^ <À/' i)y »
T^Uïï/ /;r" "1""" '̂: J u )

On démontre, comme dans le cas M ^ i ( ( 1 . , KJ7;, que la surface
adjointe SI passe par les courbes unicursales singulières de % en
introduisant une fonction VÇu,^) quadruplement périodique impaire
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relat ive au Tableau 1\i; il faut ici aussi excepter les courbes unicur"
sales singulières correspondant h des demi-périodes, car Ff/ / , P) est
nulle ois inf inie pour toutes les demi-périodes.

Soit (^(^,0)^0 réqualion d'une courbe sans points singuliers,
(^o é laut une fonction paire oo impaire, d'une cer ta ine caractéris-
(ique, relalive an Tahleao 1\p el soil(^(^,^) la fone j . ion la [)liis s^ne-
rale de même ordre, de même pari té, de même caraclerislique;
l ' i n t ég ra l e

/^)(^,e) ,

/ c'ïY""
./ ' ^^ )

esi une inle^rale abe l i en i i f » de premiel^* espèce le lon^ de la courbe
considérée (H., 8l e(, îh? ), t'onies les inlé^rales de première espèce
sonl. de celle (orme el le ^'enre de la conrhe (^sl e^'îil an nombre
diminué de s des paramétres homogènes dont dépend 0(^,c).

Pour les conrhes ayani des poinis s in^nl i ï^rs, on inirodnira les
courbes adjointes,

Parmi les courbes ( racées sur le.s surfaces '%, des courbes remar-
quables sonl les courbes univoques doni réqualion est, de la (orme

^J // - • /,, c • • . : i/,) (^J // -4- /., c 41" p.) :..-.-- o*

I,a fonction (^J'//-11-1 A, r — [A} n'esl, ni paire ni impaire (H., 9i). Kn ne
considérant )»ar exemple que le premier facteur, il ne correspond a un
point de la courbe qu'un couple d'arguments if, c.

Les couples u, ç solut ions des équat ions

(")„ ( // "1-1" )„, ^ • 1 1 1 1 - 1 - p. j . ! . . o, (rt),, ( 1 1 1 " 1 1 - n — À, ••— e - 1 - - 1 ' ^ ) 1 ' :1 : - . < »

doniH^nt des points doubles de la courbe.
Les intégrales abéliennes de première espèce le lon^ de la courbe

Qf)(u — A, 9 — ^.) ;=•" î 1 1 ) sont

•• , / * , r ^ ( l i -- À, e — p,)
^ft, / ^\ i -.-..--..-..;.--̂  du,

r . r , r^df /., e./ ̂  j ^ / ''̂ ^^^^^^J \ - ^ j

0 étant de mémo ordre que (̂  et adjointe à €)<, (IL, 92),
Le ^enre d'une courbe nnivoquc est égal au nombre des paramètres

liomogénes dont dépend (-) augmenté de î .
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Le nombre des surfaces adjointes d'ordre n — 3 est égal a p +• i ,
/? étant le genre des sections planes.

Le nombre des surfaces adjointes d'ordre //. •+" q — 4 est égal a

^ ç ( ^ — i ) / 2 4 - r / ( / > — ! ) + a 4- ^ ( < y — J ) ( < / — 2) (^ - 3).

Le nombre des surfaces adjointes d'ordre n 4- y — 4 q u i passent
par les courbes unicursales singulières communes a % et a la s u r f a c e
adjointe d'ordre n - 4 ^st au moins égal a

-<7(<7 4- ï ) ̂  - q [ p — t ) "h a -h 1 (^ — i) (// • ^) (y -- 3 ) ;•" i )

elles découpent les courbes

^i^i(^ e) + ̂ 0^{u, v) 4-... == o,

les fonctions 0,, Oy, ... étant de même ordre, de même caractéris-
t i q u e et de même parité <:fue ^ ( u ^ ) et ayant les s ingula r i t és com-
posées (<7^) (H., i35,170).

14. Je ne développerai pas davantage ces propriétés générales et je
vais m'occuper des surlaces % qui sont d'ordre ^

Ces surfaces n'ont pas de surface a d j o i n t e d'ordre // — 4, par consé-
quen t elles ne peuvent avo i r d'autres courbes umic l i r sa les s ingu-
lières que celles qui correspondent à des demi-périodes (H. , •l?1!).
Les fonc t ions coordonnées n 'ont donc de s i n g u l a r i t é s communes due
pour les seize demi-périodes.

Les surfaces d'ordre y adjointes sont, toutes les surface de l'espace.
Les singulari tés composées des (onc t ions 0 , , 0^ ... considérées ci-
dessus sont indépendantes . On a ainsi la (orme des équa t i ons des
courbes découpées par les surfaces d'ordre y.

Pour t rouver toutes les surfacesC dWdre /j, i l suff i t donc (H . , i72)
de satisfaire aux deux relat ions

-N -^c,,
A

=4 ^'^-E1^"^))'* J
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oii N désigne le nombre de fonc t ions d'ordre /iM d ' i î r K ^ certaine carac-
le î* is t ique et d 'une cer taine parité, o"̂ . la singularité commune aux
q u a t r e coordonnées pour u n e demi-période et ^ le nombre de condi-
t ions imposées par cette singularité. Je vais examiner les différents
cas qui se présentent.

15. M ^-= 2 (x 4~ i, A == '2Tj -h i ; les (onc t ions de même parité s^an-
n u l e n t pour six ou dix demi-périodes; e l les sont: en nombre -—;•—-

/f^M—i/ i ] i •< / u •"""••"- «*--1""—»• ,
2

i° Les (onctions s'annul(ïnt pour six demi-périodes; on peut les
assujettir à avoir des zéros multiples communs pour les sei^o demi-
périodes d'ordres respeetits (H., 17ÎÎ)

^, ,̂, . . , , <^1•.^«, ^.+1, ..., ^^ -h«.

On a alors les relations

/i -11-:"; f\-f^^ [- ^^p,ii^ ^'f^-\- ' î ï j - } • - [ j . l • l t • - f —( />' f 1 1 1 1 ( 1 - . . . ^ i - 1 1 - Â^J
- • 1 1 1 1 1 - 1 1 • 1 ] • • • | :Â^ ( / ( , 4^ )4 . . - . . . 4^ • 1 , (Â^

/î ,,•:--• ^ J U ( yi ̂  4- Ï )% ( 2 J^ -i1- î ) - fïW -lh•. . . -lllill-l" /.1 „ ) l l i-1-1" ( -î /*^ -h" » )2 • • 1 1 - 1 1 - 1 - . . . - ( ̂  A', -h 1 )2 ].

(.,îes deux relal ions sont i d e n t i q u e s et peuvent s'écrire

^ ( /'? -h . . . -h /.],) 4"1 ( -î ^/, -l1 » )2 4--. . . --i1- ( ^ /;•;; --i"" 1 )3 i-1^ ^ ( •^ 4- ï )' ( ̂  + r ) — 8.

Une surlace % correspond ainsi à une décomposition du second
membre en dix carrés pairs et six carrés impairs.

Si Y] ^= o, [À =; 'i, le second membre est é^al a (i, ce qui exi^e

La su r face a pour coordonnées homogènes les qua t re fonc t ions thêta
d'ordre 7, r e l a t i ve s au Tableau 1\, de* même parité et de même carac-
t é r i s t i que , et, qu i s ' a n n u l e n t pour six demi-périodes; les courbes uni -
cursales correspondantes sont six droi tes , il y a dix points doubles.

2° Les fonc t ions s ' annulen t pour d ix demi-périodes; elles auront
pour les seize demi-périodes des zéros communs d'ordres de muiti-
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plicité
3/>- , -hr , . . . . a / ' io+T, 9,/i-',, ..., 3/.-;;,

avec la condit ion

( a /<•,+< )2 +...-+- (a /•„,+ r )'+ 4 ( /^ + . . . -i- /.^ ,„ o. (, .„ + , ).(,,,,,. ..̂  , ).... ,̂

Si T] =-- o, ^ == /,, le second membre est é^al a ro et la seule décom-
position possible est donnée par

^La surface a pour coordonnées homogènes les quatre fonctions
d'ordre 9, relatives au Tableau T,,, de même parité et de même carac-
téristique, s'annulant poiir dix demi-périodes; elle. a dix droites e(
six points doubles.

16. M == 2 [j. -)- r , /?,== vi^ :
1 ° Les fonctions sont paires de caractéristique mille; en les assu-

jettissant ;> avoir les deini-pmodes comme zéros communs d'ordres
de multiplicité 2^,, a/c,, ..., 2^», on a la relation

^ -I- /.•?-!-.. . 4- ̂ , . 9,r,'(..̂ . 4- () -.- a.

Si [j. =,,./,=.,, |(> y^.(,n(l ,neml»re est é^al il /,. Il y a deux décom-
posil.ons possibles : /, et , + ,.)- , + ,. I>our la première, on ;, une
surlace a quinxe points donblesrcliap. IX ) ; pour la seconde, on a
une surface î» douxe points doubles et quatre coniques { ').

Si y. == 2, Y] == î , le. second membre est é^al à H. Il y ;» <leux décom-
positions : 4 4- /, et > + r + î + , -4- , + , ̂  , + ,. La première donne
une sudacc à quatone points doii|»les et la seconde une surface i>
huit points doubles et, huit coniques.

Si ^=1 , Y] == 2, le second membre est é^al a 22 qui peut se décom-
poser en particulier en !)-(-()+/,; on a alors une surface a treize
points doubles.
^ 2° Les fonctions sont impaires de caractéristique nulle ; en les assu-
jettissant à avoir les demi-périodes comme xéros communs d'ordres

('; Voir L. HÉMY, Complu rendus de i-.lcwlémiv dva Swnws, !.. CXLIII, ),. ̂ .
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de mult ip l ic i îé 2/'i -+ s , ..,, 2/'m + !, on a la relation

( ->. /l'i -I-11- î )2 4- . . . -[-' ( ̂  À-,, + î )lî "•= 8 ̂  ( '̂  4- î ) -• - 8.

Si [j. =:::•.; . 1 , TJ :=: î , le second membre est é^al à :i(l, tous les k sont
nuls; la sur face a pour coordonnées homogènes les quatre fonctions
impaires, d'ordre (>, de caractér is t ique nulle, relatives au Tableau T^
(Chap. Vil!}.

3° Les fonctions sont de caractéristique non nulle; on les assujet-
tissant à avoir les demi-périodes comme zéros communs d^ordres de
multiplicité 2/"^ "•h \, ., » , 'ik^ "4- i, ^/£\, ,.., 2/^, on a la relation

( ^ Â-i 4-" î f • - • [ • ' . . . .-h ( ̂  /a -^--1 » ̂  -î- ^ ( /^ 4 - " . . . -h A^ ) ,:::.:„: H rr ( ̂  ̂  + i ) — 8.

Si [À ::= ï , yj =:̂  i, le second n.u^mbi^1 est é^al à :i6; on peut prendre
/•, = î et les autres nuls, ce qui donne une surface à huit points
doubles.

'17. M ^ — * 4 [ x , A ^ s ^ y ] ; les trois cas sont identiques à ceux du
numéro précédent, mais le second membre esty pour le premier caSy
f\'ff p. — 2 et, pour les deux autres, i ( ) r f [ j .— ' 8 :

:i.° Si y] ̂  î , [A '̂  î , le second membre est é^al à 2, il y a une seule
décomposition possible : i. 4 -x ; la sur face a pour coordonnées homo-
gènes quatre fonct ions paires d^ordre 4» ^b* caractéristique nulle,
relatives au Tableau T^, ayant pour zéros doubles communs deux
demi-périodes; elle a quatorze points doubles (Cbap. VII).

Si y] — i, a ::̂  2, le second, membre est é^al î» (>, on peut le décom-
poser en j + î 4 " r ; la surface obtenue a ï ' î points doubles.

^° Si Y] ..-= . 1 , ^ ̂  ̂ , l(t second membre est é^al à ̂ \, il y a une seule
décomposit ion possible : /^ .=;T et les autres^" ituls; la surface obtenue
a pour courbes unicursales singulières quinze droites et une cubique.

3° Si TJ ̂  î , a == î , le second membre est égal a 3 et il y a une
seule décomposit ion possible ou tous les h sont nuls; les surfaces
obtenues ont huit points doubles et huit droites, courbes unicursales
singulières.

•18. M. =: 20, À .̂  27] -h- l :

,î° Les fonc t ions s ' a n n u l e n t pou rqua t r e demi-périodes; on les assu-
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jettissant à avoir les demi-périodes comme zéros c o m m u n s d'ordres ( le
m u l t i p l i c i t é ik^ . , . , 2^, ^A', -4- i , . . . » 2^4- i , on a la r e l a t i o n

4(Â^ +. . .-h /•Ï,) 4- (^-i -h l)^h. . .4- (^, + l)2^ 4(^ + î)^ — 8.

Si ï]===o, [x=r,3, ,[e second membre est é^al à 4 et tons les/: doivent
être nu l s ; la surface o b t e n u e a. douze po in t s doubles et quat re droites.

2° Les fonctions s ' a n n u l e n t pou r douze d(uni"pér iodes ; en les assu-
jettissant à avoir les demi-pér iodes comme zéros c o m m u n s d'ordres
de multiplici té 2^ •+• i , . . . 7 2/^s-+- i , a^,, . . . , 2/^, on a la re la t ion

(2^1-+- ip+... +- (3/ri2+ Q^-h /iW - i - 1 . . . 4- /•l^ -1,:.- 4 ( a ^ 4- ï)3^ -- 8.

Si T] === o, [x==5, le second membre est égal à 12 et tous les k
doivent être nuls ; la surface ob tenue a quatre points doubles et
douze droites.

3° Les f o n c t i o n s s ' a n n u l e n t pour h u i t < l e m i - [ ï é r i o d e s ^ en les assu-
je t t i s san t à avoir les demi-périodes comme zéros communs d'ordres
de mult ipl ici té 2^ 4- i, . . . , ^h\ + i , ̂ , .. ., 2^, on a la relat ion

( 2 ̂  4- ! )2 4- . . . + ( 2 ̂  4- i )3 4" fi ( ̂  411-. . . 4- /^) - 1 - 1 1 1 1 1 1 1 ' : - ,1 ( '< ̂  4111-1 1 ;' ̂  - K.

Si T] == o, [j, = 4, le second membre est é^al à B, tous les k sont
nuls; la sur face obtenue a hu i t points doubles et h u i t droites ( ^ ).

CHAPITRE IV,
ÉTUDE DU CAS OU M EST ÉfxAL A Î)ECJX.

19. On sait qu'en général (H., 16) toute fonct ion théia, normale,
paire, d'ordre 'ih, à caractéristique nu l le , s'exprime linéaireijtieut à
l'aide des fonct ions ©f@j@je)^ les 0, étant les quatre fonctions thêta,

( 1 ) îl ne correspond pas corlîHnement à Umio solution des équalkmH préeécikmtoH WK.S
surface du qualrième ordre; on en -verra des exemples
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n o r m a l e s , pa i r e s , ( l 'o rdre ' '•>-, a ca rac té r i s t ique nu! le et la somme
^ + ^ .4. y 4,̂  $ é tant é^ale a //.

P a r m i l (* s fonc t ions considérées d a n s col énonce sont. les f o n d i o n s

de caractérist ique * ' relat ives au Tableau T^; ( (^ ra|)|)clle qu'elles

son! pour chacune de ces deux caracleristiques au îloulhre do A2 -••h '2
si A esl pair et de /r-h" î si A est impair.

Ku iiuul(.i|diaiîl celles < î u i sont de caracleristiuue réduite j)arî î i ^ ^
une des fouclious d'ordrt1 ^» paire, de même ( •arac îér is { i (n ie , ou
obtieul liiie f ou< ' t i ou l )a i r ( t , de caractéristique i iul ie.

l^ïur l î ^ s loucl ious normales impaires de carac tér is t ique mille, ou
les multiplie par le produit des quatre fonct ions d'iin ^ronpe de
Hosenhaiu (II., 2H, 2°), (* ( , l'on est ainsi ramené au cas des (onct ions
paires; eu se plaçant au point de vue du Tableau .Ty et remarquaut que

( / / l /TT, ^)
</

on constate que l'on peut employer un groupe de Hoseuhain de l'un
des trois types aa', a^, [^/, ^/; aa/, [iia\ va', $%'; aa\ pa/, Yp\ o^.

l,a caractér ist ique rédu i te * du produit des quaï re f o î K î t i o u s (^s t

pour le p remie r type, p o u r les d e u x antres. Par conséquen t ,

étant donnée, une, foncî . ion t h ê t a impaire, d'ordre ^A, relat ive au

Tableau T.., de carac té r i s t ique ' )1 , en la multiprmit par le pro-' o o * -
d u i t des q u a t r e f o n c t i o n s d'un K^Î 'P^ (le B o s e n t î a i n , c o n v e n a b l e m e n t
chois i p a r m i les types i n d i q u e s , ou o b t i e n t une fonction pa i re , de
carac té r i s t ique n u l l e .

Pour les ( o n c t i o n s paires ou impa i res d'ordre 2Â et de caraclér is-
'»>t 0 , on p e u t toujours t rouver ( I I , 28, 3°J deuxt i q u e r é d u i t e

f o n c t i o n s d'ordre î d o u t le p r o d u i t ait la môme par i té et q u i a i t pou r

carac tér i s t ique o rd ina i r e 0 ') ; ce p rodu i t est une f o n c t i o n re la t ive
1 j g

au Tableau T^ car les caractér is t iques des deux Ibnc t ions q u i le
Âiw. A'c. A^/w., (.*'»), XX IV . - M À KM. 1907. i4
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r,) r,/ ; sa caractérist ique r édu i t e est
Ct)i 0 avec CL»! == co et l'on a pu se donne r o>; en m u l t i p l i a n t la fonc -

tion d'ordre âA considérée par ce produit , on obtient une (onc t ion
paire de caractér is t ique nulle.

Enf in , pour toutes les caractér is t iques q u i ne sont pas de la (orme

, il existe une fonc t ion d'ordre 2 pour chaque par i té ; par

conséquen t , on peut, en m u l t i p l i a n t une f o n c t i o n d 'ordre 2/1, paire
ou impaire, pour laquelle on n'a pas s i m u l t a n é m e n t o/^: 0'^ o, par
une fonction d'ordre a convenablement choisie, o b t e n i r u n e j o n c t i o n
paire de caractéristique nulle.

20. Je vais montrer que tou te f o n c t i o n •Ihèt.a normale pain*,
d'ordre 2À, à caractér is t ique r é d u i t e n u l l e , s 'exprime l i n é a i r e m e n t
au moyen de certains des produi ts ©^©IQ^O^.

Je suppose que les f o n c t i o n s ©^ sont

^(^ (Q» ^01 (^S c), ^oO/, r), B^({^ c).

0 0Les deux premières sont de caractér is t ique

de carac té r i s t ique

, ies deux dern ié r rs
0 0

; par conséquent , dans les p rodui t s q u i
entrent dans l'expression des f o n c t i o n s de caractérist ique n u l l e , la
somme y 4" à doit être paire. Cette l i m i t a t i o n est nécessaire, je me
propose de montrer qu'elle est sufTisante*

Je ferai tout (Fabord la remarque su ivante : lorsque a -4- B 4- 7 41 o
est supérieur ou égal a 4, les produi ts généraux sont l iés par drs
relations de la forme

K 9^.^(9^02, 8,, €,) - o,

K "̂  o étant l 'équat ion de la surface de Kummer et ç^ un polynôme
homogène de degré A — 4. Pour les produi ts par t icul iers ( j uc j e^cons i -
dere, les relations subsis tent sous la même forme; eu ef let la. sur face
de Kurnmer passe à la fois par les deux points ^, y et u + ir., ^; les
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ermes qui entrent dans son équation ont donc1 l'une des caracté-
r K ) , o ^ ,' ' » > ! 0

0 0

u'actéri

, cl- i l esf. f

s i . iquc csl.

a ci le d
0 0

0 ()

nstiques , et il est f ac i l e de s'assurer (on le* verra plus lo in)

: par c o n s é q u e n t , toute r e l a t ion
l inéaire entre les produits de de^ré A et de caractéristique réduite
mille se met sous la l'orme du produit de K, par une fonc t ion linéaire
des produits de de^ré h :\ et de mémo caractéristique.

Ceci posé, il faut. distinguer deux cas :
t° A pair; si "y +• 5 ;= 7,p, a 4- ^ ;. .- A - • 'ip, et h nombre des pro-

du i ts de de^ré h est égal a

^ (// - 9.p -h l ) (-^ '^ î ) '^^^('V^ + Ï ) ll-^(/^//i

Â^

I I (I

. / / / f" / / / / /
. /I ^ ..^ ( „.„.,„.. ,. ^

A3 //' 7 A
-— --h- --111- -t--11 4- l i l i l i - l •l '-i "î (»

D'autre part, il existe entre ces produits des relations l inéaires m
nombre é^al a

( / / fiY1 ( / i i i i i - ' l ' f 7 ( / / /u ^ //' 7^

l.e uomirrcï des produits linéairement indépendants est égal a la diF-
féreuoo

h " - ^ 1 ^

(Ïes produi t s sont donc toutes les lonc t ious paires, d 'ordre 2Â, de
< 'a Tac té ri st i q u e n u 1 le.

^° h im[>air; si "y -4- o : 1 :"-1 1 1-1 ^p, ^ 4-- ^ —'• li ^/^ et le nombre des
produits de degré À est

//;t // î î i r A ï ^
! ?. •>- ' I '-î '2 ?

le noml ) fe de ceux. q u i sont l i n é a i r e m e n t indépendants est

//"' .4-- i .
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Ces produits sont donc toutes les fonc t ions paires, (l'ordre :>/h de
ça racler is t iq ne nu l l e .

THÉORÈME. -•- Les fonctions normales paires, d'ordre 2//., de caracté-
ristique réduite nulle, s'expriment linéairement an 'noyen des produits

<^o ̂ i ̂ ïo ̂ ^ (^ + P -'-- y 'i--rî ":1- ̂  y • • ' - ° p " 1 1 " ) -

La proposi t ion analogue n'est pas vra ie si la e a r a c î e r i s l i q n e est.

En résumé, u n e (onct ion d'ordre 'ik, paire ou i m p a i r e , de caracté-
ristique quelconque, relative au Tableau T^, peu t , après avo i r été
mul t ip l iée par une (onc t ion convenab le , être exprimée l i n é a i r e m e n t
au moyen des produits

^(X^o^i (y - î . . 5 pair),

©,,(^), Q^(u^), ©^(a ,^ ) , ^^(u^1) étant les qua t re f o n c t i o n s
du second ordre, de caractér is t ique ordinai re n u l l e , et la somme
^ 4, ^ 4- y 4.- g é tant égale à A si la ca rac té r i s t ique r é d u i t e est n u l l e

/ • * 1 . 1» « | ^i °et la fonction paire, à h •4- 2 si la caractéristique réduite est o o
et la fonc l ion impa i re , à A 4" i dans les aulres cas.

21. Celte proposi t ion a une grande impor tance au p o i n t de vue
géométrique. Soient en e f ï e t

p^r:9/(//, ( » ) (l :-.. ï , ^ , 3, 4 )

les équations qui dé te rminen t une surface l iypere l l ip t i<(ue , les €^(//, e)
étant des fonc t ions d'ordre 2Â, relatives au Tableau T^, de même
parité et de même caractéristique; on a

L'̂ -r S/(e^eoi^i^n).

après avoir in t rodui t , s'il est nécessaire, la fonc t ion convenable en
f a c t e u r commun.

En d'autres termes,

Xi ̂  9y,,( //, (/), Xs -„.,; Byi ( ̂  ̂  Xgi-::- @io( ̂ , c ), X4 ^.'.. ^11 ( ̂ , c)
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dés ignan t un p o i n t (1(1 la sur lace do lùiminer, les coordonnées ^/ sont:
dos p o l y n ô m e s homogènes on X^.

Los (onc t ions S^ égalées a o, représentent des surlaces qui sont
l iens do la façon su ivan te a la surlace do K u m m e r :

i0 Les ©, sont paires, de ca rac t é r i s t i que n a l l o ; les sur faces S / ; - = o
son!, d'ordre, A et n 'ont en c o m m u n a u c u n e courbe de la surlace de
K n r n m e r ;

•.>° Los (^, son 1 impaires de caractéristique , les surfaces S--== o
* 0 O

sont d'ordre A 4- ;> et oui en commun les quatre coniques d'un groupe
de Rosenhain convenablement choisi;

3° Dans les autres cas, les surfaces S/?== o sont d'ordre A-+- î et ont
en commun une hiquadratique convenablement choisie. Cette biqna-
dratique peut se décomposer en deux- coniques pour les caractéris-
. r ' » ] °t iq iK^s

" Ï 0

De oins les surfaces S/ o sont telles qu'elles restent les mêmes
lorsque l'on change X.;, et X,^ de signes. Les intersections de ces sur-
faces avec la surlace de Kumrner sont toiles que les points X^ Xy,
X^ , X,^ et X,, X y , • 1 1 1 1 1 1 1 1 - - X;^ — X\ fo î ï t simultanément partie delà courhe;
la droite qui les jo inf r(uscontre les droites X, ̂  X.^ ̂  o et X;( =:= X,^ -^ o
on deux. po in ts (îonjuguéshannoniqnos |)arrap()or(1 aux denxpremiors.
Enfin, à ces deux points correspond un soûl point de la surface consi-
dère e.

Les yuf'/w'f^ % relatives (t,u Tahidau î'y s'on^ les trctfis'Jorfndes de la sur-
face (le Kumrwr avec ('(>rn'sp()nr/a/we ( ï » 2).

24. On ne p e n t supposer li -= ï , le nombre des fonct ions l inéaire-
ment i n d é p e n d a n t e s é tan t en ce cas i n s u f l i s a n t pour d o n n e r une
surface; i l t a n t commence r a A ̂  2.

Ce cas h -s 2, M !..^ ^ est part icufmrem.ent intéressant lorsqu'on
suppose les f o n c t i o n s coordonnées paires et de caractéris t ique nul le .
Les surfaces S,-^ o sont a lors de la lormo

A Xf 4-. ^B K, X, -h CX.J -.h .1) XÎJ -4- a.KXaX,+ FX,t = o.

Cos quadriques admettent les droites X » — X a — o et X.3==X4==o
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comme couple clé droites conjuguées; cette p r o p r i é t é les ca rac té r i se ;
elles passent à la f o i s par les deux poin ts X , , X.y, X..,, X; et X, . X..,
— - X ^ , —X,,.. Pour une surface pa r t i cu l i è re les q u a d r i q u e s d é p e n d e n t
de trois paramètres non homogènes.

Deux de ces quadr iques se c o u p e n t s u i v a n t u n e b i q u a c i r a l i q u e reu-
cont rant ia s u r f a c e de K u m m e r en seize poin ts a u x q u e l s co r responden t
huit po in t s de la su r f ace .r,== S/. Cette surface est donc en généra l du
hui t i ème ordre.

Si deux des seize poin ts se rapprochen t l'un de P a u t r e , i l corres-
pond à l 'intersection des deux quad r iques u n e d r o i f e c o u p a n t la sur -
face en deux points c o n f o n d u s ; cela peu t se p r o d u i r e de p l u s i e u r s
manières : si l 'un des seize points est un po in t double de la, sur lace de
Kummer, un autre s'est confondu avec lu i , la d ro i t e est s imple rnen t
assujettie à passer par le po in t correspondant et coupe la sur lace
en deux points confond-us ; ce point est donc double ; i l y a h u i t de ces
points ; si l 'un des seize points est sur X, ̂  X^ r::-: o ou sur X:, :1- X ^ ^ o,
i l y en a un second c o n f o n d u avec l u i , la b i q u a d r a t i q u e a un po in t
double en ce po in t et ses deux branches y sont tangentes h la s u r f a c e
de Kummer; il l u i correspond donc u n e droite passant par le po in t
correspondant et coupan t la s u r f a c e en deux p o i n t s c o n f o n d u s , ce
p o i n t est également double et i l v a h u i t de res p o i n t s ; en dehors de
ces deux cas, les deux q u a d r i q u e s d o i v e n t être tangentes a u n e même
tangente en un po in t de la su r face de K u m m e r ; i l ' correspond a l e u r
in te rsec t ion u n e tangente a la sur face en u n p o i n t o r d i n a i r e .

Cette surface générale du h u i t i è m e de^ré à seize points doubles
peut être par t icular isée en assu je t t i s san t les q u a d r i q u e s S/ h passer
par des po in t s fixes de la s u r f a c e de K u m m e r . Si les q u a d r i q n e s
passent par un point X,, X,, X,, X, elles passent aussi par X , , ' X , ,
- X;,, - X ^ ; si l 'un des points est doub le , l 'autre l'est aussi, D 'aut re
part , les quadr iques S, doivent dépendre de trois paramétres au

•moins , on peut donc les assu je t t i r à 'passer par deux points au p lus
non conjugués.

Si le point fixe est un point double de la su r face de Kummer , pa rmi
les seize points on doi t en compter quatre fixes, la sur face- est a in s i du
sixième degré. S; le point fixe est sur X, == X, :,̂  o ou sur X^.;::,- X, =::: o,
il reste de même douze points variables, la surface est d a sixième de<n^
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de même aussi, il disparaît un point double de la surface. Lorsque le
point f ixe est quelconque, il reste quatorze points variables et la sur-
face est du septième de^ré.

A un point fixe correspond une courbe unicursale singulière qui
est nue conique dans les deux premiers cas, une droite dans le
dernier.

On obtient ainsi des surfaces :

1 ) 1 1 huit ième de^'ré a seize points doubles;
Du septième de^'ré a seize points doubles;
Du sixième de^ré a seize ou quinze points doubles;
Du cinquième de^ré a quinze points doubles;
Du quatrième de^ré a quatorze poinis doubles.

2ÎL Je vais étudier ces dernières en supposant que les tondions
coordonnées s'annulent pour deux denn^periodes ordinaires e( pour
les deux qui s'en déduisent par addi t ion de 'n:̂ , o. Je suppose par
exemple qu'elles s'annulent pour (ï i ' ) : o, o, et par suite aussi pour
( " < . > l ï / ) : r.i, o; par ces deux points doubles de la surlace de Kummer
passent les deux coniques ''h', /\i'^ si le troisième point fixe des qua-
driques S/ o est sur l'une de ces coniques, il en est de même pour
le quatr ième. Je suppose d'abord qu'aucun de ces deux points ne soit
sur ces coniques ; on est ainsi conduit à considérer les trois couples
( \ 7 . j , ( ^ / } ; ( l ' y " ) , ( ^ V ) ' , ('î/i')» (^O» q^i lorment un octaèdre de
(îopel avec fu'), ( 2 , 1 ' ) (IL, 21^. Il existe plusieurs famil les de
biquadratiques (.racées sur la surlace de Kummer (LL, 36} et conte-
nant les quatre points ( i ï ' ) , (^î/;, (î^), (^/). Soit 0+-p0 ' -=o
réqualion de l'une d'elles; les trois fonct ions O2 , 00\ O7 2 sont des fonc-
tions du quatrième ordre, relatives au Tableau Ty, admettant les
demi-périodes f i J E ' ) , ( î ^ ) comme zéros doubles; soit (̂  une fonction
de même nature. Les surfaces considérées peuvent être représentées
par des équations de la forme

,̂ s ^•:^w, ^-.o'^ .̂ 11:::::̂

et, par suite, ou a
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La surface se réduit à un cône et les paramétres soril 0 et CT. Ce n'est
pas une surface hypere l l ip t ique .

On doit donc an couple (rr'), (21 ' ) (le demi-pér iodes o rd ina i res
associer le couple (.Si'), ( 4 î Q pîir exemple ; on o b t i e n t a i n s i u n e sur-
face du quatr ième degré à quatorze points doubles.

J'appelle A, A\ B, IV, les points (x:0, (-11'), ( 3 l ' } , ( ^ ï / } de la
surface de K u m m e r ; ils f o r m e n t u n groupe de K o s e n h a i n ; par les
coniques situées dans deux des plans de ce groupe, passe u n e i n f i n i t é
de quadr iques c o n s t i t u a n t u n fa isceau l i n é a i r e et q u i c o n t i e n n e n t les
quatre po in t s ; i l l u i correspond u n e i n f i n i t é l i n é a i r e de p lans passant
par une droi te f ixe q u i c o n t i e n t ( r o i s p o i n t s doubles de la su r face ; en
se rappelant la forme de l ' équal ion des q u a d r i q u e s S/, on t rouve
deux droites c o n t e n a n t l ' u n e les p o i n t s (32'), ( 3 3 ' ) , ( 3 ^ ) , l ' a u t r e »
les poin ts ( i^) , ( ïS^ ) , ( î ^ ) . L 'une des q n a d r i q u e s cons idérées se
r é d u i t à l ' ensemble des d e u x plans s ingu l i e r s c o n t e n a n t les coniques
bases du f a i s c e a u ; i l l u i correspond un plan langent le long de la
droite des points doubles; ce p lan coupe en outre la surface sn ivmi t
une conique qui est u n e des courbes u n i c u r s a l e s s i n g u l i è r e s ; i l en
est de même pour Fautre droi te ,

Les a u t r e s p o i n t s doub les cor respondent a u x p o i n t s de la surfare
de K u m m e r s i tués soit su r X,, ^ X^ -.- o, soit su r :X ;,;=,„ X.^ o. Les
droites A.A/, RW r e n c o n t r e n t ces d e u x dro i tes ; les deux p lans déter-
minés par X, :̂ X ^ ^ o et par AA/, HB ' f o r m e n t u n e q u a d r i q u e S/ a la-
que l l e correspond u n p lan c o n t e n a n t q u a t r e poin ts doubles et coupîu i l .
par sui te la surface s u i v a n t deux coniques ; on obtient un autre p l an
en remplaçant X< == X^ == o par :X;^ =^ X^ == o.

Il est facile de s'assurer q u ' i l y a six fami l ies de b i q u a d r î i t i q u e s
passant par A, A/, B, IV et le lon^ desquel les sont inscr i tes h !a
surface de Kummer des q u a d r i q u e s Sy; i l l e u r correspond six p l ans
tangents s i n g u l i e r s à la surface le long de c o n i q u e s ^ On p o u r r a i t
ainsi é tendre les app l i ca t ions de cette t rans format ion ; je repren-
drai plus loin l 'étude de celle sur face par des moyens fon t d i f f é -
rents (1).

( 1 ) Les consHiérmions qui préccdoni m'ont elé UHH(}IH.OS pm- M. IItnnhorj, qui Iwilim-
môme développées daim son cours du Collée de France (1^4-1^).
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En supposant toujours M == 2, A =-: 2, on peut n i a in t enan t prendre

//•/:""""• h / (X, i , Xy, X;ç, X^) ,

les surfaces S / = = o étant des surfaces cubiques qu i con t i enueu t une
même biquadrat ique de la surface de Kumrne r ; i l f a u t en outre
remarquer que les f o n c t i o n s de même caractéristique et de même
parité, pour lesquel les A ~= i: et h ^= î>, pu t six demi-périodes comme
zéros c o m m u n s ; donc les foncl ions S^- s ' a n n u l e n t deux fois pour six
des demi-pér iodes qu i a n n u l e n t , P é q u a t i o n de la b i q u a d r a l i q u c et u n e
fois pour les deux autres. L ' in te r sec t ion de deux sur faces S/ q u i , la
b i q u a d r a l i q u e mise a part, est de de^ré 5, passe donc par douze
points f ixes; i l reste h u i t points variables, la su r f ace transformée est
de de^ré !\ ; les bvpotbéses sont trop compl iquées pour permettre
une étude f a c i l e de ces sur faces par la méthode précédente; à plus
forte raison, aurai t -on des di f l îcul tés considérables si h était supé-
r ieur à deux-

. CHAPITRE V.
SUR 1/ÉQUA'nON D,E LA SIJHKACE DE KtJMMEÎL

24, Je vais, d a n s ce Chapitre , d o n n e r d i f f é r e n t e s formel do l 'équa-
tion diî la sur face de K u m m e r , formes d'ail leurs déjà connues, mais
en expr imant les c o e f f i c i e n t s au moyen de paramètres dont l'intro-
duct ion sera u t i l e par la su i t e .

Ces paramètres que j 'appelle a, [Ï, y, S, sont déf inis par les égalités

ô:^o,o) ^'(^^ Ëj^0^ .. - . ^Li!0'̂(^ _,.̂ ^^^^^^^^ := -—^^^^ . ̂  . —^—— ^ . ^

et, pour plus de s impl ic i té , je supposerai, dans la suite que la valeur
commune de ces rapports est 4" i. lîn d'autres termes, le point ^== a,

, r.
Ani^ Éc. Aorw., (3), XXIV. — MAI^ 1907.
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^ =- p, .r., == y, /F., == § est un point de la su r face de K u m m e r

x,^ o,2^^, (.), ^:== ©^(^ ̂  ^^ ô^(^, c), ^- ̂ '(^ c).

C'est cette surface dont je vais chercher l 'équation.
On sait qu'elle a d m e t q u i n x e transformations l inéaires en elle-même;

l'expression de ces t ransformat ions es tpar t i cu l iè rement simple, lorsque
les coordonnées sont sous la forme actuelle; on a en efÏet

^(u -I- //,7:<4- Â^ 4- p.0, ^ 4- /CTU + }. É .+ ^JT)
\ 3 9, ^ • ->^/

__ ^ ( 2 ) / \ m/- " """ ̂  " + ( /)/t ••+- '/^ î / 7r '-•1 "; < t l ̂ lt ̂  î (f '>' V' •^ < 1 J^3 )— u^,.,, /. ^ ̂  ̂ , ̂ {a, ^ ) e 't 5

en désignant par x\, x^ x^ ^ les valeurs des coordonnées pour les
arguments u\ 9 ' , on ob t ien t les relations su ivantes :

U'= ( f -4- /TT, ^/:=::(', lit -1:::,1: ̂  :,.,: ......î,»,... ..-. J.̂ ,,,
./,•! ./-^ ——^-^ ' 1 " 1 1 ' 1 1 1 « .̂  -

^/::::: ^» ^=' t' 4" /TT, ^I ::;-:, .-..,...̂ ... .-- f^ .-..-. .,̂ 1..,. ,
^i 1 1 1 - 1 1 - 1 1 .:r̂  ^-;t " 1 " 1 1 1 1 1 " ..-^..^^11

^/:^ // -^ C7t, ^'— f 4.» /TT, ifl -:;, ....;îa., „,-.. ....̂ '.îî,,. ,-̂  :r4.
•^î — '^'B 1 " 1 1 " - 1 - ./'^ 1 1 " 1 1 1 ' 1 " .r^

/ Cf. /i ^.t ,.f f f
U1:^ U^ -, (/^:, ^ 4.̂ , ^1 ,,„.„ ̂  .,,, ^3 , ,, .̂

à o ,„, 1 1 ' 1 1 ' 1 1 " 1 1 " .,, "" 1 " 1 " 1 1 1 ! 1 ' 1 ' 1 ' ' " 1 ' •" '""""""••- >
^ ^'ît ^4 ^'i .^S

//^-r </+ ^, (A,,, ,, ...F f, f^ ,,„. .̂  ,,„ ^/» ,,„ .r^
2 ^ ^ .̂ l" l l ' l ' l l i . l^î "11"1" ./•^ '1"1"^;?

///'•::::: ^ ̂  Ï ̂  ^^ ^/^, , ^ f ^ ^ ^ ^ _ ^4 ^•^ .r,

'̂  ^ ^ '--1- :r; - ̂  --^

Les neuf autres transformations résultent de la combinaison de cha-
cune des trois dernières avec chacune des trois premières. (Ïne quel-
conque de ces transformations s'ohiient en ajoutant une dmni.période
aux arguments^ ^ o, o étant exceptée; elle corres()ond h h trans-
formation identique. On en déduit très (acHmmmt (pe la relation du
quatrième degré entre ̂ , ̂ , ̂ ^ ̂  est de h forme

a{x\ +• ..^ 4- .r;; -t.- ̂  ; 4..- ̂ ô(^^ 4- -r^rJ)

+ 20^^ + ̂ i) ̂ ^d{^^,+. ̂  ) 4" 4e^i^^.r,:-::: o.
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"25. La sur face (le Kummer a seize points doubles ^= ̂  9-= —•>
P, P' dési^nani une période quelconque; a, p, y, S sont, les coordon-
nées du point, u == o, e == o; en exprimant qu'une surface de la forme
précédente admet le point a, [Ï, y, 5 comme point double, j'exprime
par là môme qu'elle en a seize dont les coordonnées se déduisent de
celles du premier en leur appl iquant les quinze transformations fon-
damentales.

On parvient ainsi aux. quatre équations suivantes :

/ a ̂  • [- h v^ 4- c^'f +• dao^ -}••- e pyo •:''.• o,
| a ̂  -h- / / f Ïa2 4- cQ^ 4- d&'f \- f'o^yo -:;- o,/ < ) \ i • ' ' •
\ a-f -}-• {r/y - i -< cya2 •-[- cly^' 4-- ^a^a ::::::: o,
\ ft,^ 4- / /oy2 4-" f 'o(324- r/oa2--!- ^ap<î •'.::: o;

et l'on a les expressions des coeff icients a, h, c, r/, ^ en fonction de
quatre paramétres a, p, y, o :

^ 1-:.:-: -H^p2" y^â2) (a2/" .- ^o^) (a2^...- ^y^),
^ •.••::: (a^y8 - ̂ ^ ) ( c^o" 1 1 1 1 1 1 1 1 - 1 ; ^'f'"} ( — ^ . - ̂  ^i11-1- y11 4-" o1 - ) ,
c ,",:1:1 f^^—y^2) (a2^ ^- . - . . ^y^) (— a^ 4'- ^ 1 1 1 1 - 1 1 " y^ •"t- r^),

^ :-: ( ̂ 2 ̂  -lli- f o2 ) ( a8 y" --.» ̂  ̂  ) ( — cr 4-" (3^' -l- f • - <î^ ),
/' :,:..: ^\{^- (3^4- (f—^^ - • " ^(a^y2-- ^o8)8 - 2(^0-- p^^)2],

^ :̂  aj3y8 ( a' -}- (32 411- y^ 4- ̂  ) ( ̂  - (38 - y2 411- à2 )
x ( ̂ 2 - ̂  -i1"1- y' --••• 32 ) ( ̂ 2 ••H I I^-1-1 1 ̂  — y8 - 1 1 - 1 - 1 1 1 - <5â ).

Kn donnant à a, p, y, o d(^s valeurs numériques quelconques, on
déduit de ces expressions des valeurs de a, b, c, d, a, qui, portées
dans (^), donnent l'équation d'une surface de Kummer.

On peut dire aussi qu'on a trouvé entre les quatre fonct ions nor-
males du second ordre a caractér ist ique* ordinaire nulle la relation

( ̂  a(0^, 4- ̂  4- Oî, 4- <- )? , ) 4- ^(eL<^H + ̂ îo^L)

4-^c( ^^o ^Ïo -^ e^ ̂ ï i ) 'i-- ̂ ^^ ̂ îo ̂  i "lh ̂ S i ̂ ») + -1 ^ooeoi e,o©,, ̂ - < • > •
26, On olït ient réq nation de la surface de Kummer, rapportée a un

autre tétraèdre de référence, en posant

( ./4.::- ̂  ̂ ,,,, -1--- y. ( î •^ l^ •^ ̂  ̂  ^c(» — 7(M)" i '''^^M^
( 5 ) ( .r,, :-r.,: (S 0,, - ^ 0,, - N, .r, ::.:..:: 80,, -- y 0,, = P.
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Cette forme n'a pas d ' importance en elkM'néme, mais el le est uti le
comme intermédiaire.

On déduit des équations (5) les égalités

^00 0<)1 OK) <")!,

a M - yL "" (3 M — oL ""'1"""1 ^>:r-y"N •'- pp .»..: §1\T

et, en remplaçant dans la relation (4), 0ooi ©o^ ©u,, @u pî^ 1̂
quantités proportionnelles, on a la relation entre L, M, N, 1\

(6) [a^-h (34) -4- a^p2] (M/^-h P4) 4- \a(f^ o4) .4- iî ^y'ô^ | ( I.4^" N4)
-I- [ 6 a ( a2 f + (32 rî2 ) -h 2 b ( a2 ô^ 4- f^ y 2 ) ,̂. 3 ̂  ̂ ^^3 j ( j ;2 ̂  „„„„(.,. ^ s j;);' )

-- 4 [a(^y 4- ^S) 4- /^p(arî 4- (3y)] (LM^-h NP3)

— ^[^(a/^l- pô3) 4- by3{aS + (îy)] (L^M 4" WP)

4- 2[c()/44- o4) 4- ̂ d'f^ 4- a^y^ô 2 ' ) L^N^

4- ̂ (a^ (34) 4- •^/aâ(3a+ ̂ ^p'') M,3!^

4- ^[cCa^^-l- p"^) 4" d(c^y^ ̂ f) 4.-" 'u^,Ïy^ 1 ( 1^ I>3 4- M'N^

•"-' 4 1 . ̂ '(^' 'y 4- p^rî j + (̂ ..h <-) ap(py 4" ̂ ) ' J Ml^1!.? 4 - MN )

—/ lJXa/4- ^o^) 4- (^4- ^) y(î(ao -h ;3y; | LN(1 LP 4- MN}

4-- ^ l . ^ 0(^/4- ^o2) 4- (\d^^ 4111- / '(ao - j - (3y)^) l .MNI^ ^.:^' o,

Or les équa t ions (3) d o n n e n i , les iden t i t é s

^(^•4- fî4) 4- a^lS'M- ^(a^^ 4- ^o3) 4- ^f^o^-h ^y») 4- ^^^fîy^ Wp-4- cta-y5 4- p-o'3) 4- ^ f a - d - h p^y») 4- ^^^&y^ • • • o,
^(y4 ̂  ^^ ,̂ ^ / , ^ y ^ c{^f^ ^ffl) 4... ./(a^^h ^y^) 4" '^-apyS ; - , : - o.

On peut donc poser

Ai ̂  - ̂ (a4-^ p4) — 'îôc^^-:: ̂  a(f 4- o4) — a /^y^2

- c^f^ p^2) 4- ^(^^^-4- iî^y2) 4-. ̂ jÏyrî.

De même, on obt ient les identités

a ( ̂  y 4" ̂  5 ) --h ^ <%(i ( aS 4- (3y 'î 4^- c ( af .•|..- po3 )

4- dyS (aQ 4- (3y) -r ^yo((%8 41111^1•• py) 1.-'̂  <>,

^(ûcy3 -h" ^o^) 41- by5 (aS 4" ^y) 4- c^y 4- jS^d)

-{- da^ ( aë -.+" ^y ) 4- e ap ( ̂  -h (îy ) ;: ̂  o,
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qu i permet tent do poser

B, =- a(^y 4- f^ô) 4- ^ap(ao .-4- py) =1:: ~ c(ay3 4- pÔ3) - {ci 4- e)yo(aô + py),
Ci -= a ( af "h (îô3 ) 4" h y 3 ( ao 4- py ) ̂  ""-- 6- ( a3 y 4- |33 ô ) — ( d 4- e ) a? ( aS 4- (3y ).

Enfin soit, pour abréger,

1) i r-= 6 a ( ̂ f 4-1- fï2 o2 ) -4- a b ( a2 r^ 4- (32 y2 ) 4- 8 h apyô,
EI i-1::..- c ( -f- 4" 3^ ) 4" 9. ( d 4- <î )f6\ Fi =:: c ( ̂  4" p4 ) 4- a ( ̂  4- <?) a2 P2,

G, =-̂  %c(a2y i î4- p2^2) 4- 4^a(3yo 4- (î(ao 4- (3y)2.

La. relation (întrc L, iVI, N, P prend alors f î t forme

( 7 ) Ali^L^-î^î^-^^M2- . -^
-h 4 Bi [ l'.M ( M^ - M 2 ) -t.- N P ( P2 - 1:̂  ):]
4- (\ Cî [ LM ( S.^ — î » 3 ) 4-- NP (N2 — W}\
— I), ( î^ M2 4- N31^ ) — 9. E, 1^ ̂  -- ^ î^, M21^ >" 4 ^x, i.MNj> — o.

Les (•oeiïicienis (l(î celle r e l a t ion p e u v e n t , être mis sous des tonnes
simples el i l existe entre eux (les relations nnportanles»

Tout d'abord on a

^ Ai =:•: 4 ( a' f ~" (S2 o11 ̂  ( ̂ !ï o8 — ̂  y^ )a ;

(*n pas a ni
K^U.^f-^^){^y^^f),

on a
A 1 ^ 2 A2.

Mais alors en posant

B -::•.-; 2 (a2 (32 — y^n^y 4- (Ï" ô ) 4" ( — a4 — ̂  -4-" y^- 4- o4 ) a(3 ( a.5 4- (3y ),
C ̂  ̂ (a2^— y^o2) (ay^ 4- (3o3) 4-" (— ̂  — p^t- y4 4" <î^) y5(a5 4- (3y),

on a
B, :::::: A», (^^Ad

27. Pour arriver à d'antres propr ié tés pins cachées, je vais, à l'aide
de la relation ( 7 ) , chercher l 'équation de la surface

.̂  ̂ : ̂  ( //, e), 1 .r, ̂  ̂ j ( ̂ , i1), ./", •"= ̂ i ( ̂ , ̂ ), ^^ yi ( ̂ , ^).
à,, &a, &^ ^4 désignant les quatre fonctions du premier ordre dont
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les symboles sont ^ï\ 3^, ^r, 11 ' . En d'autos termes, je vais cher-
cher la relation entre les carrés de q u a t r e fonct ions thêta appar-
tenant à un certain groupe de Rosenhain .

Des formules

^ = aCo, - (3e..o -h yOu - c^o :::.,... - S. "- S\
^=^80,- pe,,,—y On ̂ oe, <,-.-.- i. -h p,
^ = aCn - pCio-h yeo,— a9<,o:=: - N - M,
5-^aOii— pâlo—yCoi-h â9,,^=— N -h M,

on tire

L =- ̂ Lt^, M -=-..- 'l̂ î, N ̂ - &^^, P - . ̂ -̂ i.
î-> 1 "2 ' " 2 9.

En substituant a L, M, N, P ces quantités dans la relation ('7), ou
obtient

( 8 ) 2 A^ ̂  ̂  + ̂  ) - !2i±A^^^^^ 05 ̂  .4.,., ̂ ^ ̂ ^ ^
_I)i"l"Ei+Fi—2Gi ^ ^,— ,„.„————,———„„„...„.„..„-.„ \^ ̂ j ^ -f- ^ ^ .̂  ^ >

. b i 1 • i' i ̂ g ̂ , ç^, ^ . ^ i • • - l 4 1 ^ ^ ^^ ^ ,— —•7-—^i^3(^;, -^.^^) —..„ .-..,,,........-...̂ ....-̂  ^ ^ ;^^(^^ -^ ^, )

+ (H, 4" L, pf^ (Sr^ -h ̂ f ) ...h ( ( î , . . . . . . (:, WW ••-1- ^^ )
—(B,-(,)&pj(^~^)

( Bi + < l'pi &i ( S-t .•4- SrS ) -h l̂ -i:..̂  S7î ̂ j â'J £rj ••„ o.

Or on connaît ( < ) la forme générale (Fune telle r e la t ion ; on sait donc
Ï) i -4- E i '4- Fi 4" % G i ", I) i . . }•- E s 4- F i ".-"••• 7. < i , , .que — -L—————.-..--1 et — -l—-J.J.,^...,,--^ sont deux carres1 i6 î h

parfaits; par suite, G^ est un produi t de deux fadeurs. D'autre part,
les coefficients des termes qui su iven t les trois premiers, le dern ier
excepté, sont les produits deux a deux des racines carrées des coetîi-
•cients 'des trois premiers termes; on voit a i n s i que les racines carrées
des coefficients du deuxième et du. t roisième terme soni, a un facteur
numérique près, B 4-C e t B — C ; donc G, est égal, à un facteur

( 1 ; KUMMEH, i\îonaUb('r. zu BeHin, ï8(»,'j, p. 9.49.
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numér ique près, an produi t BC et E , — F , à la d i f férence B2 — ('?. On
arr ive ainsi aux ident i tés

Dl±Jîi±JL±^Jil ~ - LE_^ Eî ErtiÏir" ̂ 1 - (B + c)2
16 ' """' 1 6 ? "'"" ' 1 "16 ' ~ ~ ~ " i 6 — — '

— (I), -h EÎ -+- FO = lî2 4- C2, <« i — BC, E, — F, -::: B2 - (^.

En posant
B,,^,,.C Ï î - h C ; D ^ E i — F iA = a,, ——...,.. ::̂ . ̂ 2, .—^— "̂  ̂ ,, ———^——1 •=" À,

la relation (8) prend la forme canon ique

(9) ^(&^-4.-- 3^f) +. ̂ (^^•+ ̂ ^:) + ̂ ^(^^t-h ̂ ^t)
- 2^43^ (^â 4- ^f) .-h. ̂ ^(&î + ̂ ^ )]
4- 2 ̂  a, [ ̂  ̂ j ( ̂ t 4- ^t ) - ̂ j ̂  ( ̂  -4- ^^ ):|
4- 2 a, ̂  1 ^f y ( ̂  - ̂ î ) - Srpj ( ̂ } - ̂ f )') 4- ^ ?.^Ï ̂ j ̂  ̂ ^ ̂  o.

I^es œeiHcients de l ' équat ion ("9) sont a i n s i exprimés en fonction
de quatre quan t i t é s

AI;.;^ ^a^y l̂ :':- ̂  (^^4- ^3), (.̂  •"--;— 201 (^g—^g),
I), :.r, — 4 (aj 4- ^ j ; 1 1 1 - 1 1 1 " - À) , ^ï :1:^"~" ^ (^ï "̂  ̂  4- À) 4- Ba^y,
Ft ::--:1:; — 2 ( ̂  -î- r/j 4" 1 ) — B r/â ̂ 3, Gi -:=. — 4 ( a| — a^ ),

Entin on a

a^ ;:= (^f — (Ï^2) (a^ô2 — ̂ f),

4^:= ^(a2^2 1— p2^) [^^(^—y 1 1 ) 4- ^(p2— o2)]
4,. ( -««. ̂  _ ̂  ....̂  y^.,,(., o^ ) ( c%p — y3 5 ( a6 -h py ),

4 ̂  =: 2 ( ̂  p2 — -f^ ) [ y.:/ ( ̂  ••+- f ) -1" f3'î( y- -4- o2) ]
4. ( .„...„. ̂  ̂  ̂  4. ̂  4. ^^) ( ap -4" y^î ) ( ̂ Ô 4" (3y ),

.8 À ^ 6 ̂  ( ̂  y8 -h ̂  (^ ) 4- a ̂  ( a2 ô^ 4- ̂  f )
4~ 8 b <%py8 — ^ ( ̂  4- p4 4- y^ 4- ̂  ) — 2 ( d 4- e ) ( a2 (32 4" y2 ô2 ).

Les relations précédentes ont été établies d'une façon qui peut
paraître u n peu, a r t i t ic ie l le ; on. verra plus loin commen.t elles s'im-
posent par des considérations géométriques. On peut d'ailleurs les
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vérifier par un calcul direct qu i n'offre d'autre d i f f i c u l t é
gueur.

1 que sa Ion"

CHAPITRE VI.
ÉTUDE D'UNE SURFACE HYPEÎŒLÎJPTIQUE DU HUITIÉ.MK DEGRÉ.

28. Parmi les fonctions thêta relatives an Tableau de périodes

[ 17:^ o, a, h.
1 . 4 . ^

0, 9.1.71, l), f,

je considère les fonc t ions du quatrième ordre à caractér is t ique n u l l e ;
elles sont au nombre de quatre, comme l ' i n d i q u e n t les formules géné-
rales. Ce sont

O^(^P), ©^(/^), e%(^(-), ^(^e),

La surface pour laquel le les coordonnées homogènes d ^ u n point
sont

^/.+.„l^e^ )(//,^) ( /—o, i ,y , 3)

(en négligeant le (acteur de proport ionnali té) est d'ordre 8. C'est bien
une véritable surface byperell i | ) t ique, car x^ x.^, a^ 4- .x^ sont des
fonctions paires, x^—^ est u n e fonction i m p a i r e . C'est la seule
surface sans courbe unicursa le s i n g u l i è r e qu i soit du h u i t i è m e ordre;
en effet, pour une telle surface, on doit avoir 2/^M = H ; cel te équa-
tion a pour solutions A== i, M1 ̂  1\ qui. ( l ( )nne la surface considérée ici
et h = 2, M == ï qu i donne la surface de Kummer . Les deux intégrales
de différentielles totales i du, f^ontî^ pour Tableau de périodes (^

( 1 ) Foir dans les Compta n;/uln,y de / ' , / /•// démhî d^K Saie/te^ ( ( . CÎXÎJlî, l». i ' ^ ' )
l'expression de cos iiilé^raleB.
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29. S^nir obtenir son équation, je remarque qu'on a les relations
su ivantes faciles a déduire des formules générales. Pour simplifier
récri ture de ces relat ions, je pose

:̂::~< ;̂, .̂..e ,̂ y^^;, o^^;, £^e^=e^, ^=©^=0^,
i j :"::: e;,̂  ( u, c ) 4" e;̂  ( ̂  (Q, v == ©^ ( //, p ) 4- ©^ ( //, v ),

W ̂  ̂ ;̂  ( //, c) 4" (w)^1 ( (f, (.Q, !-Ï =^ ̂  ( ^» ^ ) + ̂  ( ^/, ^ )•

I,es re.lations anî ioneé(ïs s'écriveni alors

( « ) .̂  .-.-h .rj; ̂ " (^^t-" p" ) 0 -h (y'-1)- ô' ) V, ^ ̂  ̂ î ^--W + ̂  ) W 4~ (y'H- o") H,
.ri .r, :-::-:- ̂  W ..-l- ̂  î t, ^"3 .r, == 5^ II -..h V V.

.le considère d'antre pari réqnalion de la surface de Kununer

,r:—e.^(//, c), y 1 1 1 1 ' - - ^ ; ) ' ! ^ ^ » ( ' ) » .s :-:-:; e^'(^, c), /^-e^(</, c),
^ ( . r ^ . -h . r ^ 1 1 1 1 1 ! 1 - ^44•" ^)-t- «^(.^j' -!- ,.s2^) -..h. -^•(^^^.h.r^2)

-4111- ^ d ( <.r2 ̂  -I--1 j^ ̂ 2 ) -1- /i <' ̂ r^ ^ •̂  <.>,

et dans ( * (d (e relalion je double les arginnenis et les périodes; j'obtiens
ainsi réquation de la surface

.r':. , H^(^, c), Y'.^^(U, c), ^^.^(u, ̂ ), r:=e^(^ (?),

sous la tornie. su i vaille

( .> ) a7 (.r^ -.h J^ -4 • 5^ . 1 - . t " - ) • h •< ^/ (.^y2 -h ^ / a ̂ 2) •-h ^ ̂ / (^^^^ H- J'2 ̂  )
-.l- •^/'(.r^/^-hy^.s'2) -+• ( { e ' ^ ' y ' z ' 1'^- o,

en désignant. para\ //, c , d', e 1 les mêmes fonctions de

^B;̂  P'-..^^, /-^ ô7..̂ ,̂

<^^H.t ^, ^, c, ( 1 . c l'étaient de a, f^ Y, o.
Mais on a

.̂ r:.̂ , j'^.rs,

( 3 ) ^^ .4,.,, y^ ,,, ( ̂  + ̂  ) l.J 4- ( 7' 4- ô") V, .̂ 'J' == e' W1 4- Ç'n. î

en outre on a de même

(3 j ^..s.-. /̂ :.=. (^ / /41"•1 Ô^V + (y'-i- ô'QlÏ, ^7^ s'H 4- Ï'W.
^•//M. /'.€. !\orft^, (3) , XKIV . — tVlAïtH »9«7" 1 (>
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Pour que quatre paramètres seulement entrent dans les (brmules,
je pose

a^p^a,, f^-S"=^ 28'= y,, ^=:^.

Ces paramètres sont liés à a', (S', y', ^ par les relat ions

(4) ^-{-(î^a^PiE, aa^rr^+oî, y^-h rP=: ̂ (3,, y'S'^y,^.

30. En résumé, il s'agit de remplacer dans (2) les (pnmlJtés a / , r\
z ' y C par .z^, x.^ x^ <r,,, ces quan t i t é s étant liées par les re la t ions ( î )/ f\ \ • ^ •y V pai 3C { » t3^*» •) SC t î

et (3) que je récris

^ -^ ..yj — ^1 U ~h (3ï V, a ̂ , ̂ 3 ::.-.: y , W -i- oi H,
^ 4- ^^ ^= ai W 4" pi H, a ̂ 2 ̂ 4 ̂  Yî l-I "+•• Oi V,(ï)

^rr^,, 5^^ ̂ =:^V 4- Pil),

y^:.^, ^^^'^y^îI .-h^W1 ,
(3)

De ces équations on tire

^ y .„ , ^^ ̂ W-^}^w-(^ •1-1-- ^^)^ll^~il- ̂ ji , p
(5) j " " " " 1 " ' ' ~ ^^~p,y, ' l l l t f N i • 1 — — ^

( y^^,, ^^/^: ̂ ^i^^^^ -0.
\ < ^ ^ î — p î 7 i "^'

et l'on ob t i en t l 'équation cherchée

/ on / (y\
(6) ^ ^^^.r^-P8-^ 4-2^ ^^^4-4\ — '̂  / \ t t l> /

4- ( c1 + d' ) ( ̂ ? 4- ̂  )P 4- ( ̂  — d ' } < ̂  — ̂  ) ̂ P^::1'̂ ? 4-. ^ ̂  .̂  î ̂ (, 0 .--, <>,

qui s'écrit aussi

( 7 ) [ A (.̂  + .r'j )s -.̂  î-î (^5 4, .^j )^^^ 4. (:; ̂  .^

4- A^ (^J 4- x\ )^h ir (.^ï 4-- x\ ) a-, ,r:, .-..î- C1 ̂  .rJ J^

-Â^^-^)î
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f t l> posant

A - : - - • r t ' | (a^y l—plOl)2 •^(c ' ,0 | - -^ : l l7^)21—( ( • ' - l - ( / ' ) (a '7• -13> r '> l ) (a 'o ' -P l7 l ) '
B .-; — ;, «' ( %, y, - pi û, ) ( a; — pî ) -I- '>• ( (••' -1- <5' ) (v:i - p-f ) ( a, o, — ?, y, ),

'-̂ ,-.-n-,(: ,/, «' ( a; - pï )2, A'.- ——— ( y? - .5; ̂

j !{' - •>.(h' n') fa,-/ i - - p, 01 ) (•/ ;— ' î î ) — "•<' ' (%><')— Pi "A ) (•/; — 5';)'

(;' :- •<( //' / / ' ) |(o:i-/i-- piOi )2 -I- (csi^— pi-/i )'•'] + /ie'(«iyi— |3i0i)(aiâi— pi7i ),

-/.2~-(,.'-.-// ')î(s/,0,—(3,yi)î,

//( : - ( a, •/, - - p, o, ), /' .--. 'i ( af - p; ), /^ .̂- - ( y i - o'f ), ï =- a /«••

II (>sl, (l'ililirlirs (acilc (l'cxprurK-r r//, // - «', /•' -4- d ' , {<;! - ̂ ')\ r;' en
('(Hir(.i(»ii f i e %i, pi, Y ) » ^r <)n a ;ti(lsl

</^I(yï ^^^^^-^^^(Krôî-pîyD,
i c' i ./' --- ', ( y; - ̂  ) ( %;• i. p-f ̂ , p, 1 -- ( »:\ - p'f )2 •i- ( y; - ̂  )2 ;1-

( <» ) • // ./' - ;; - ( ff. •f - p? )2 ( %?• y; - p ; o î ) ( a? cî? - p-f yf ),

^•' .:-(%•{ - pî )2 (y î • l • ô'f ) y, r5, [(aï - ?•{ )'-' • • (yî - W,
(,..'-,/')' - - ^ % f - ?? ) - • ( y ; -^^'[(at+p'f)2- - (y^^-008 ] (a ' {Pî -y^5 î ) •

l^n (Ict init ivc, ;> l'ilidf* des f'onmilcs (8) et (9), les coefficients de
rcqiiîUiolt (7) sont exprinKîS nl^etn-iquonKint an moyeu de (plâtre
I>;ip;nnetres lioinoscne.s; ils sont exprirneM ;msKi, inais à l'aide de
Iransc.eiidaiitcs, ;ui inoyei) des trois périodes a, b, c.

3 1 . l/identité facile a vérifier

( ff:\ - p'f )2 (yî + ̂ \Yh^ -1- W- ̂  y ( ̂  4- P'î)al 13 '
- (a,yi + pi^ ) ̂ i5» + PiyJl^iyi - r^V-H^' - ̂ «•/<)']=0

conduil ;i la relation
C'+4A=o.

On voit de suite que l'on a également

C+4A':=o,
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par suite I n é q u a t i o n (8) s'écrit

(10) [A (^-^^B^+^n^.r,

+^(^-^i)^+B /(.^+^)^^]^
- P ( .̂  _ ̂  )-2 [ ,,,2 (,̂  __ ̂  ̂ , ., ̂  ( ̂  ,̂  ̂  ) ̂  ̂

4- n^J.rl—^^.rJ ̂ ^+^mp^,^,(^ .4- .r^)]-:o.

Dautres relations apparaissent en ta i san t la remarque s u i v a n t e ; on
a la formule

e^+^ ,^^,-•••->1^;^,^(^,^

par suite l 'équation (10) s'écrit aussi (1)

(n) [A(^-^)^4-B(^j+^)^^
+ A / (^- ̂ j )2^ B^^? ̂  ̂ j ).r,<|2'

— ̂ '(^^^^'[^(^I- ^^)-t- ^^/ / ( . r^-^ ^j).r,,r,

-h /^.^^ ^^ —^s ( .yf 4-" .rj )^4-1- 4 ̂ p ( ̂  ̂  ̂  ) .r. .r^ •) , 1 1 - 1 : : : : o.

On dédu i t de là les relat ions

Aî—A^-^^^^o, |^~Iî/».^^(,^,,,,^^r^,^^

M! - A/B 7— ?.2m^ ,", o, AI^- A./ B - 'U^/HR ^., o.

Elles ne sont pas i ndépendan te s a i n s i qu'on le voit d'après 11-dent i té

(A2 - A^ ) ( I^- li^ ) - ( AB - A' W Y ^ ( A W - A^ B j-^1.,.1. o.

Les deux dernières permettent d/exprimer Be t i r en fonc t ion de A, ,A\

0) La surûîce admet qunm) IransibrmîjitionK liliàures en ôilo-ïnâmo. On u ^n em-sfc

^' == M, / " (> .4- ̂  ; d ̂  ̂  - r:«fl,- .̂M.
'•'' •'̂ l ^'2 .^'3 •r^ •7i

^/ -= ^ + ^ » ^ ̂  i» - " ; î^ ^ ~ ^ - fl.
"l 'i ' -^'î "r's 'ry 1""11"" ,î̂  "

Cimoune peut être répétée troîs fois, cô qui donne six transformatloon et charma (}(^
troïs premièrôs peut 8'aysoeier à ctmeluw do^ trais dernièros, ce qui donne neuf u-anqfo^
inatioris,
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À2, m, n,p; on trouve, en tenant, compte (le la première,

A / ( 4 - ; < A ' / » ,., • îA / ' '4 -A 'MB =:-: —————— ) i» •••— —————- •
ni. >»•

Enfin, remplaçai!! A3 par ̂ ^^ l'équation s'écrit, définitivement

( l a ) | A//((./-•:;—,-/.';; î2- ! (A" + ".,\'/< )(,(;'; 4-,i";i),r,,f.,

- 1 - A'm(.r's -- ,'•;)"-+- ("•^ + A'/t)(.-f; + .f; )•'<•) •••r';i'|2

_. (A'- A'2) (.r\ - ,z-l ̂  | ̂ (./'Ï ~ .'/-D2-»- a//'/'^ï''; + ''•Ï)-V.

.4- M2 ,TJ ,r^ -- //' ( ./•; -I- ./•; )' -I- !\ " i f {-l'ï + ̂  ) • / ') •'"s "I: -: 0-

',\-î,. Cel.l.c surface ixlrucl, quaini (•oiirixis (loiil^les |)l;ti>es. (',<* sonl.

.r, - ,r, •- 0, /V /" ( ̂  •'•\ f + ( "• A 1 > I- A' n ) (.rî . 1 .r; ;) ,r; -h -< ( -\ » -1- •< A' /< ) .r? ,/',,^ = " ;

,/., .1 ./•,-(>, Vwl.r| .- .ri)'- ( • < A / ' - I - A ' / ( } ( , r | - l - ./•O^Ï -t- t (A« -4- •<A'/>),rf,r,,rt ~ o;

^--.r. .<>. \' / /»( , / • { --^î)2 1 ( -A /» - l - A'«)(,rï-4-.^),r^4- af A« 4- a A'/.) .r:-r, ,r;, = , 1 ;

./., 4. ,̂  (>, \'m ( ./T - .̂  )'• ' •t ^ /' - t - A' rt ) f ,̂  4- ,̂  ).^î •+- •< ( A/< 4- •< A'/' ) ,r: ,/•, ,r:, -- o.

l/cnsciiihic (le ces (inalri1 (iolirbcs <-»iis(,i(,ii(' la courbe (loiildc (lu
iC»" (Ir^rc ()lic doil. posricdcr I;» surfitcc, jmisqu'cllf1 rsf IlypcrcIliptiqiK1

(>(, n';i pus de courir iiiliclirsalcsiii^ilicrf1. Ou connail, ci) m(M>i(1 (mips
lit surface adjointe (l'ordre // — !\ ; c'esl.

{,s\ -,/•;) (.r;--,r0~ o.

Il v ;» ()ti;>l,r(i |>oii) ls <)i iadri i [>les

i» ,/•! - ./•, - o, ,/';;"--;r;-*i;

3<i ,/•;, . / • t^- o, ,î''f--;r'^- fi.

Ce sonf. des [>oin(,s doubles de l'adjoint.e.
f.e ^eiire des sections planes est '>, ainsi qu'il ressort des formules

^nerales; d'ailleurs ce sont, des courbes de degré 8 a 1 6 points
doubles, et le nombre maximum de, points doubles est, ai.

Les surfaces adjointes de desré y +• 1\ sont au nombre de

/, ,/•'. -.)-.;( q-i)(y-2)(y--3),
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Pour y == i, il y a 4 surfaces adjo intes; elles découpent lo système dos
sccî ions planes; par conséquent ces surlaces se décomposent en cinq
plans : le plan (le la section et. les quatre plans formant la surface
adjointe de degré n — /g.

3î$. Soient en général les deux courbes

^i =: /i 0, ( // -- 7., e — [}.) -}- 7, Ha( // — >., e .-" ,a) - h . . . --1 <>,
^ == }^ Bi ( U + ̂ ., C -h [J.} -}- '/4 ^2 ( / / •-1-" ^? (' ̂ -' ?•) -+- • • 'i"'" " 0»

les © désignant des fonctions d'ordre /iy, de caractéristique réduite
nulle. En d'autres termes, soient deux courbes de même ordre et
dont les familles correspondent à des paramétres ayant des valeurs
opposées.

l/ensemble de ces deuxcourhes î..;^===o est une courhe d'ordre 8y
appartenant à la famille 0,0; cette courbe est donc sur une surface
adjointe de de^ré 2/7 + 4 ? ^tte surlace n'est pas d'ailleurs la plus
générale de son degré; la surlace lapins générale* découpe les courbes
les plus générales d'ordre 8<y et de la famil le 0,0.

En particulier les courbes pour lesquelles

I» V/ ;•;..; •"-? u •1"1-:1 "—"•»
'A '<>

P, P' étant une période ordinaire, sont telles qu'il existe une surface
adjointe tangente tout le long de chacune d'elles. Lorsque

-,^ ^ , ^ P 1
^ :....:.:. .^4-^ ^--^

i l en est de même bien év idemmeut , pu i sque les fouct ions B^u, (^
Ô^Ç^» v), .- admeltent la période ̂  o; iyiais on no peut rien dire
pour

, P . i-K I»7
A .;;̂  --1- .-.-}..- —— ) n :-:-: .„„,..,.-.^ 4 ' l 9,

En résumé :

Par UnUe courhe. d'ordre l\q, de famille A == o, [x == o, on peut faire
passer une adjoi/ite de degré q 4- 4,
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P P'
Le lon^ de toute courbe (V ordre [\ y, r/<' famille À = — ? p. == —? P,

P' ^'/(W^S w/^ période ordirudre, on peut inscrire une ndjoinle de degré
^<y4- f\.

Par une eourl)e d'ordre 4 y» de famille À, [j. et par une courbe de
même ordre, de famille —- A, • [̂  on peut faire j)asser une adjointe
de de^'re 2 y "4- [\.

3'1, Celte cJassificatiors ( I t ^ s courbes (.racées sur la surface peut
encore être faile de la lacou suivaule : soil, donnée la courbe
d'ordre f\ (/

Â(» (")„ ( // •— À, c ... [j. ) -..•I." \ (^i ( u -..-•• À, t ^ -•" p.) 4-. . . -^ o.

Je cousidère la courbe

1[, <M)„4(; ( // • . - t - 7 }„, e - . I . . . <i^ ) -h /^ 9^ ( // 4- fp^ e 4- </^) "4-". . . -^ o.

I l est f ac i l e de voir q u e le p r o d u i t des deux premiers in.mnbres se
ïuel sous la tonne

^(^C)^..,

les 0 élani d^ordre !}(() 4- î). Par cousé<,(ueut renseinble de ces deux
courbî*s es isurune surface adjoiuU1 d( t <legré q 4-;*).

Hu d^iuires (.erines, ou obtient toutes les courbes d'ordre (..\(f :
< 0 I^u coupaut la sur face i)ar nue adjointe do de^re (/ 4- 4;
a0 Eu coupant la surlace par une adjointe de de^re (f 4" 5, passant

par une courbe de de^ré K qui n'est pas une section plane.

liemanfue, — Dans le d e u x i è m e cas, rad jo in te n'est pas la p lus
générale de son de^ré, m a i s i l s u d i t d ' expr imer q u ' e l l e passe par u n e
courbe d'ordre 4 ; ^}i ^(^l bi f o n c t i o n tbe ta d'ordre / { ( y - ^ O ^ l 1 1 1 1 ?
égalée a zéro, représente la courbe découpée par l ' ad jo in te la p l u s
générale de degré (•/ 4- 'i, do i t alors con ten i r en fac teur u n e (onction
d'ordre /h par conséquen t l 'autre f a c t e u r est une f o n c t i o n d'ordre f\q.
Si la première courbe est de fami l l e A, a, la seconde est de famil le ̂

^* Le premier cas peut aussi rentrer dans le second, l 'adjointe de
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degré y -h 5 se déconiposant on une ad jo in t e générale de de^ré y 4- 4
ci un plan.

35. On obtient une surface de de^ré 8 nn posant

Elle a pour équation

Km ( X2 - Y2 Y + (A n + ̂  A Y) ( X2 4- Y ^ } /^^- ï-11

-4- A/ m7:P + ( aA^ + A' n. ) XY ̂ -r T j^±.lT-2

2

(AS- A/^CX2 - Y^^m^X2- Y2)2^- ^////^X2-!- Y^^^^

. ( ̂  "- T )2 rp, . ( ̂  4 - 1 1 1 2 ..„, , y ,„ Z .-{•" T,,,, „. ̂ ^^ 1. ...„„. /, ̂ .^^^^^^^^^^^ .1 . .,„. „ ̂  X ̂  .,.̂ ,..,...,,.... |

A. un poin t correspondent hu i ( , couples a, (\ lîi! posant 9 ss r' 4- -^tt ?
on ob t i en t une n o u v e l l e expression des coordonnées

/'ît /TÏ

X :r: ̂ T .ri ( ..^ [ ' ./•J, Y — • /;lr .r, ( .fa -i1 • 1 .r, ),

7:=—(.ra—.r0\ T . 1 1 - 1 - 1 1 - • 1 - - 1 1 - (^.h ./^ )2.

Les f o n c t i o n s coordonnées apparaissent alors comme ayant la même
panté. La surface n'est pas représentable po in t par p o i n t sur le champ
h y p e r e l l i p t i q u e , bien qu ' e l l e a i t semblé avoi r des coordonnées de
parité différente; l 'eKemple m'a paru assez cur ieux pour pouvoir être
signalé.

CHAPITRE VII.
SUll UNI? SURFACE DE DEGRÉ 4 A yiîATORZE I»(X^TS IHMÎBU^

36. J'ai dit précédemment (n0 i7, 1°) que, si l'on prend les coor-
données homogènes d'un point d'une surface proportionnelles a
qua t re fonct ions paires d'ordre /j , de caractéris t ique n u l l e , relat ives



SUR, LES FONCTSONS THÊTA 'DE 'DSWX VAPJABLRS. 12C)

au Tableau î\, nulles pour deux demi-périodes ordinaires, la surface
hyperelliplique ainsi obtenue est du quatrième ordre el possède qua-
torze points doubles.

Je me propose actuel lement de former eiïectivemeni les expres-
sions de ces coordonnées, de trouver l'équation de la surface et
d 'étudier ses principales propriétés.

La forme générale des coordonnées est

0}

A^)^ ••h/,,^,,,^.,-!----/,^!,,^- r , - 1 : 1 ; 1 /., (̂ ; ( / / , c ) 41"/,,^. r-l1-^»^;, 1> ' / 1 1 5

i • .̂. <-> ? „ •4- ̂ , <-) •i, 1 • ̂ ;, Coo <-)„, -1- ̂  (-) i „ 9,,,

h ^.HL,4"^(-)?,-.4---.^^o^r4--^^ioe,,,

i • p^);, 1 . r,, ̂ î , ....!..- p.^uu^oi -h p,H,,,9,,.

•r" ^i ^o';;(^ ( ' ) • l - ^^ . i
^,n,
p,B.

j ̂ ,,̂  H;;';;(,/,^
\ .r, " • • • o; ^)(,^ ( //, c )

J ( ^ v a i s ex[)rirî lie.r, par exemple , qu ' e l l e s sont n u l l e s pour a :=
/
^ (\); ce ïjui conduit aux, équations

À. ^4-" A,, p ^;î y^ - } - 1 - A^ d'5 -h À;; ap -h /.(; yo
^,^^.-1- ^^"- i1 1 1-^^8- !-1-

^ .. ̂
p;? •/'

Ai y^ •ll•ll- Àî, o8 - 1 } 1 - /;î a2

^,7^ -h- l^o^ [- p^^
-^ y",.,.,.(.,, ^^ ^ ..4... ^^ ^^

p, 7^ -t- p^ o^ • i 1 P;{ î<2

^^1:2 l- l l l l l l• l•• ̂ p -hp^o —:<.»,
y 4 'Ï" ' l 1 1 1 1 v;, a^ -i11- •y,, 70 •— o,
p.^ o2 41'11- pî; «13 4- p,; 70 ^ro;

A4 (S2 4- >.;; 7«3 -i-" /.<; ap ::-.r o,
^l^-h ^;;70 411"^<;^p r.:.,';o,

^4 p ^ - i - - ^iï 7^ ••"h ^(, ^^ •'.'• o,

p4 p^-h p.'; 70 •{- p(; ap ::r1" 0.

On reconnai t f a c i l e m e n t que ces équat ions sont satisfaites pour

,-...,.„.„. ft 2 i . - , . - , . y.î l-...,.. ^ , /,g ^ .. . •^ , /,

i "•:::" o S ^g^^^^ ,̂-::::,-
—: ^â, y, ^11::::1 %7, -y, ^ 1 ' ^ - o
:1::1^" 0, p, -:::,: <>, p, :.::1.1: po',

7^

p4 ^^ ̂

A.^—^ap, X, =ft70,
^,r—— ayo, ^.(,:=ftap,
•y;; = — ao — ^7, i>n "= o,
p;; ::- o, pc :=.::—ao—(31'

ces va ;es valeurs -(consti tuent ( juatre solutions indépendantes; par suite, on

( i ) On. a vu phia hîuH los CSIH << écîirler (n" ^î î } .
^////. /<•<". A'orm^ (;'»), X X ( V . -- M.MW l<)('7.
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peut mettre les coordonnées sons lu forme

^~^^-^?-(^^-y^n')\
^^(o^u-y^i)2-^?^,, ,""^^^)2 ,
./•,::::( ? ©,,-a O.,, ) ( o (")„„-y ̂ ,,),

^::=((3a,o-a^,)(o^,,-.....y^,,),

ou, en introduisant les fonct ions I., M, N, P déjà définies ( 1 1 ° 26),

(5) x,= L2- F2, ^= M2- N^ j-;,^ LM, .r^:-:-: M^.

L'équation de cette surface est donc

(6) [Ai (xi -+-^) - ̂ Bi(^^ —r^) -h 4Ci (^'i^r- .^r^)
— Dj (^ + ;z^) ~ 4 G, ̂ .̂  - (,îî, + I<1, ) (.yj 4,-. ,/.| ..„.- .rî .̂  ï l^

= ( Fi - Fi Y- |>î .̂  - a^, x, (^ 4- .r^) ..4- (^ -.- .r[)^[.

37. J'ai déjà donné l'expression de ces coeflicients, d^hord en
fonct ion de a, (ri, Y, ^ (){iis en (onction de ̂ , ̂ ^ ^^ A ; et fui il cette
occasion établi des relations (mire eux. ,1e vais montrer comment ces
relations peuvent être prévues à l'aide des seules propriétés de la
surface actuellement considérée.

Les six points doubles correspondani aux six denii périodes ordi-

naires antres que 0,0, ̂  ̂  ont pour coordonnées

<)^ ^^-/TC, ^îl. h c , ^ ^ ^ /' <• n h h. . ,^ ,̂ 4..̂ . î^^ i^r r-rv-i^^
<(^^r^) <.- (P...-,.V-(.^., r̂ ,,..,...,̂ .,̂ ,

• :l)a^^ ^^-^r) (?-)(;-ï) (,-...)̂ ..̂  £:^^^^^^ î:.1:11::;;.̂ :;̂
. .T.(ao+?r) .a?(aS+?^ (o-T-)(?..^ (,..,r;(̂ ......... y; (̂ ..̂ %...̂ ;; !̂ :̂ -;;̂ ::1^

^Les deux premiers, parmi les trois que contient le plan ̂ ^o, sont
tels que les sommes de leurs coordonnées respectives sont égales aux
coordonnées du troisième; ces trois points sont donc en ligne droite,
et il en est de même pour les trois points situés dans le pian /r,: o
Ces deux droites appartiennent à la surlace, puisque chacune la coupe
en six points.

Or, si Fon lait, par exemple-, ̂  .= o, dans Inéquation ( (Y ) , on trouve
deux coniques dont l-une doit se réduire à une droite double; ceci
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su f f i t pour o b t e n i r toutes les re la t ions énoncées 'plus l iant et que je
rappelle

Ai"-;.^A2, S S , - • AH, Ci - A^,
. S),.......... 9. 1^ •,1- '2 H\ - I) i - °- S<\ =: ^ t:\ (» i • • 1 - - Bt-

Elles permetleni d'écrire réquat ion (()) sons la forme

( ̂  ) | •>, .\ï ( . / i ] \ - .ri) - i A H^ .ri .r^ — .r^-r;» ) -+• U <K ̂ 'i •r;l — ^a •T^. )

^ 1 . - (It2-!." C") (.̂  I- .^1} ••-1- ^ IU:.r,.7V.--h (Ei •-t.1- Fi).^!^":']2

,-,: ( Ï^ -.-. < ;2 ̂  ̂  ,,,j ̂ .j; _ ^ ̂ ^ ./^ ( ./.j 4- ̂ } 4- ( ̂ ';; — ^l )2 :|.

Je r appe l l e aussi que la cons idéra t ion de la r e l a t i o n c a n o n i q u e
entre les carrés de qua t re f o n c t i o n s thêta a c o n d u i t a mettre ces coef-
f i c i e n t s sons la forme

AF';1." '^1, B,^; '^i(^îr4- ^3),
Ci "•::.:.::.— '^^(r/g—r/:,), l)r41- lîi •r X^-:."-1 —^(^J- l-- ̂ ^,

(^ :11-::1:: — ^ ( ̂ | - </j), Bi •-i1- ^i •^ — 4 ( ̂ ; •+- ̂  -411" ). j, Ki ~- Fi .̂  ' 6^03.

On [*ent 'd ire ( j î î e les paramèt res sont a, p, y, 5 on bien a, , ây, a;,, V A
cl . l ' o n ' a a i n s i les express ions des coe l ï i c ien t s de la su r face en f o n c -
t ion homogène de ces deux systèmes de paramètres . I l sera p a r t i c u "
l i è r emeu l commode d 'avoi r r équa lkm sous la f o r m e

(H ) | a](.r] 4 1 1 - .r|) 1—: f\ (f\ (/^ - • i 1 1 - 1 ̂  ) (.^'t^\—' ^a^'^)

. - 4 ^ 1 ( ^ 2 - " a^ ('f'^^— ^ •3^4)— '^^ ̂  ^•1'^ ^O^i^a
\- /; ( ̂ j 4- ^îi) (^J 4- ^1) 4- H (^ — ^S)^»^4]2

,,, ̂ ^^/|| .r^rl ^ - ^.r,.r,(.T;ï -.h .ri) 4-1-11 (.rj;— ^ï)2.!.

:}B. J'ai déjà indiqué les positions de six des points doubles; on
sail d-autre part ( { 1 1 0 , parmi les huit demi-périodes nouvelles, quatre
annulent (̂  et 0,,, les quatre antres annulent ©,o et (̂  ; par censé-
,pH>n(, quatre |)oinls doubles sont dans le plan ̂ = o et quatre dans
h, plan ^-o. Chacun de ces plans coupe la surface suivant deux

coniques. ^
Les qua t r e coordonnées sont n u l l e s pour u = o, ^ = = 0 et u= .̂

^^^ il y a, deux, courbes unicursales singulières; pour trouver la
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courbe correspondant à u==o, ^ = = 0 , je remarque que ces valeurs
de u, v a n n u l e n t L et P et font prendre à M et N des va leurs égales.
On a donc

L = Ci ((ï 4- c/i (f\' -h <?i C2 4- . . . ?

M == ^2 •+• ̂  ^2 + ^2 ̂ (' + ^Î2 (/2 4~ . . . ,

N ==: —- /^ -4- Ça //2 -h C/3 U^ 4- .̂'î C^ 4- . . . ,

P === c,,.. ̂ 2 4- d^ iiv -i-" '̂., ̂  + . . . -

On voit ainsi que ̂  est d'ordre !\, x^ x.^ x^ élant d'ordre 2. Celle
courbe unicursale est donc s i tuée dans le p lan x^ • - = < > ; c'est une
conique. D'ailleurs, la courbe L2 •-" P^ == o est, u n e c o n i q u e , car la
demi-période 0,0 abaisse le de^ré de quaire u n i t é s et la demi-pé-
riode -? - de deux u n i t é s ; d 'autre pari,, le p l a n x^ o c o n t i e n t une
conique et d e u x fois la d ro i t e des trois po in t s d o u b l e s ; c'est donc
cette c o n i q u e q u i est la courbe u n i c u r s a l e s i n g u l i è r e , L2 "-••"• P2 "̂  o
étant la d ro i t e des t rois p o i n t s doubles . De même, i l v a u n e a u l r e
c o n i q u e courbe u n i c u r s a l e s i n g u l i è r e dans le p lan / r . » k — o et

M^.-.N2,-1-.- o

représente la dro i te des trois points doubles . La d ro i t e s i t uée dans le
plan x^ == o rencontre la c o n i q u e du, p lan x^ -s o et i nve r semen t .

39. Je vais main tenant m'attacher a démontrer un résul ta t fo r t
impor tant :

La'propriété énoncée pour cette surface du f/uatriww degré à quatorze
points doubles est camdérùlù/ue.

La surface générale du qua t r i ème degré à quatorze po in t s doubles
cont ien t cinq paramètres; le f a i t de supposer que1 doux groupes de
trois po in t s doubles sont en l igne droite abaisse le nornbre des para-
mètres à trois.

Je m'appuierai dans ce q u i va su ivre sur des résultats que l'on
trouvera développés dans Kmïmn, Maih, Ah'Iumd. d. K. Ak. d e i ' W i s .
su Berlin, 1866, p. î ; CAVLM, Proc. oj\ ihe Lond. rnaih. Soe^ vol. 111,
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ïSGq- îS^ i , p. 234 et Coll. math. papers, vol . VII , p. 2G /g.; ROHN, Math.
Ann., t. XX.1.X, p. 8 ï .

Je les r e p r o d u i s dans la, forme sons l aque l l e i l s sont exposés par
lùim'mer. 1 /équa t ion générale (te la sur face du q u a t r i è m e degré à
quatorze p o i n t s doubles é tant mise sous la. forme

^pfj' 4- \fpr7/ -+• \f~m1:Tt =r. o,

les points doubles sont les suivants (m est une constante) :

1 ... // = // -.r. ^

2.;. ^=:// ::.::: ^ :
;L. . /^ — 7 — z -
4. . . <y/-//:l:-::^:

5. .. (f'—ff :=/ :

6. . . p i - i i : l i i i • : p' —:.. t r:: o

7 ... ({' :•-" // r'1:::-: ^ =: <:,)

S . . . /:>» "-•: y :::-:: / •-:=2 f)

l î . . . ^ ^= /y - ro

1 l iS... ( /^^ — nt z i "~. o

1 3 . . . ( Z ===/::::=• 0

1 ̂ .. » (/ //y^ — /^/ ( / "^ o

I,e cône cireonseril avant son solinnel a\ l'un des buit premiers
j to in ts se décompose en (rois plans et nn cône du troisième de^ré à
génératrice <loul)le; le cône circonscril, ayant son somi ïK^t en l'un des
six derniers points se décompose en deux plans et deux cônes du
second de^ré.

Je représente la (race du cône qui a pour sommet le point r , en
marquant par les numéros correspondants les perspectives des points

Fig. r.

doubles. Les positions des trois droites et de la cubique ne sont pas
arbitraires, mais ceci n'a, aucune, impor tance pour le ra isonnement
actuel . Si deux poin ts doubles sont en ligne droite avec le point i,

* ' les sur la f igure doivent co ïnc ide r ; mais ondeux des po in t s marqués
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s'aperçoit fac i lement qu'il est imposs ib le que deux s e u l e m e n t v i e n n e n t
en coïncidence; par conséquent , les h u i t premiers p o i n t s c o n d u i s a n t
évidemment aux mêmes conc lu s ions , i l est imposs ib le de comprendre
l'un d'eux dans l 'un des tr iplets .

Je représente de même la trace du cône c i rconscr i t q u i a pour
sommet le poin t 9. Si deux poin ts doubles sont en l i ^ n e d r o i t e avec
le poin t 9, deux des po in t s de la f igure d o i v e n t coïnrider; ce ne
peuvent d ' a i l l eu r s ê tre que deux des p o i n t s por tan t les cinq dern ie r s

numéros; 1 0 ne peut. cire confondu avec, aucun des qua t re aut res; il
reste donc à reunir deux des points u, i'.», n i , r-i, en supposant par
conséquent les deux coniques tangentes. Je vais faire la détermina-
tion analytique d'une ((die figure.

40. Je rappe l le que les deux coniques sont t a n g e n t e s d o u b l e m e n t
et les d e u x d ro i t e s s imp lemen t , a u n e mémo c o n i q u e (1; on t r o u v e
bien f a c i l e m e n t que les con iques b i t a n ^ e n t e s a deux con iques t a n -
gentes en u n po in t se partaient. en deux séries, Pune fo rmée de
c o n i q u e s q u i ne passent pas par le p o i n t , de contact . , P a u t r e formée
de c o n i q u e s passant par ce p o i n t , et. t a n g e n t e s a la t a n g e n t e com-
m u n e . Or le cône qu i a pour sommet, le p o i n t <) et pour d i rec t r ice la
c o n i q u e G n'est- au t re q u e le cône des tangentes du p o i n t d o u b l e < ^ ; s!
C ne passe pas par le p o i n i de contact , le cône des tan^outes ne con-
t i en t pas la droi te q u i passe par le po in t y; je considère alors une
section par u n plan rnoné par cet te d ro i t e ; ce p lan coupe la surlace
suivant la d ro i te et; une c u b i q u e qui passe par les po in t s i i , i3 (H, a
un point doub le en y; elle se décompose en une c o n i q u e et une droi te
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qui se conlond nécessairement avec la droite ():» 1 1 , i3; par consé-
quent, un plan quelconque passant par cède droite la contient deux
(ois; ceci n'ayant pas lien en général, on doit choisir l 'autre série de
coniques bitan^entes.

Ceci pose, soient :

/^.•y ^ z2 == o la conique;
.̂  = o, ^y ::„:. o les deux lanscntes passant par le point 1 0 ;
x +y 4" z =.= o la tangente ail point n; ce point est aussi sur la

droite x — Y ^= o.

Les deux con iques ont a lors pour équa t ions

( ,^. ..,4.,.. y -h z ) ( <( <r -i}i-• h y • • 1 " 1 { 1 1 1 " c.s) -•{- ( .'/• -- y V — o,

(,^ 4.̂ y ..4,. ̂ j (^.y "-1-- ^^r "-i-" ^ /^) "4- (^ —y)2.-:^: o.

I.a seconde droite du couple de sécantes communes qui comprend
;̂ .̂.,..- y 4- ^ s= o (»^[

(^ ..,,.„.., ^ / ) . ^ - -i-. ( A — // /^/ 4- (r ••11--- r - ' j s ^- o;

e l l e d o i t passer par le p o i n t 10 : .x* -=y == < » ; < l o n c c" === ^ / .
Les deux, coniques d o i v e n t être h i t an^en te s a /\a'r — .s^^r o et l 'on

conna i t r l e j a u n [ ) ( > i n ( de c o n t a c t ; en éc r ivan t q u e les d e u x autres
po in t s d ' i n t e r s ec t i on se c o n f o n d e n t , on a les c o n d i t i o n s

( /. „.,.. , ) ̂  ( a •-.(" i ) (h -h î ) == o, ( c — i ) — ( a ' "h i ) ( // -1- i ) = o ;

ce qui conduit à poser

a 4- î :::r À, a' ••-[- i == p., c — i "= v.

Les équations des deux coniques s'écrivent alors sous l'une des
formes suivantes :

/ (,/. .4,.j 4..» c;) (/^ ̂  -i- ^'y 4- î.^ -s) — /. (A^f ~ :ï2) '̂  0?
) ( .̂  --•i-1 y "-h ^ ) ( ̂  •^ -1 •t- ^^r + ̂ ^ ̂  ) '-'• P- ( ̂  •^/ '" zî )= °;

( ( ^/..r -.h '.̂ .r -li•-• ( À 4-- -y)^]2^- |Y). — ^)2 -1- ̂  ] (4^y~ ̂ ) = ̂ ^
( | ̂ .r 4- '^j 4- (p. ~i- ̂ p^" [(^ — ^^—4^..1 (4^.y - s2) ̂  ̂
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La trace du cône circonscrit par le point 9 a donc pour équat ion

^y[(^+j -1- s ) {^ ^ + ̂ y 4- ̂  ^) — ^ (4^7 — ^)]
x [( <r 4- y ~h ^ ) ( p2 y -h ̂ j + [^ s ) — ^ ( 4 ^y —^)] = o.

Elle dépend de trois paramètres comme la su r face hypere l l ip l ique
dont l 'équat ion a été donnée plus h a u t ; par conséquen t :

Toute surface du (fifatriérne degré à quatorze points doubles /nfrmi
lesquels six se parlaient en deux groupes de trou points en li^ne droite
est, une surface hYperellipticfue.

4 1 . L'étude des courbes tracées sur cette surlace repose sur le
théorème suivant :

Soif, f(x^, .^y, .2';{, x^') == o l/éf/ucf.lion d'une surfuee da degré p ; f'e'f/un^
/ion hypereUiptique de sa courbe d'intersection wec lu surfuee à nuator^e
points doubles ^oh/f'eni en remplaçant les /r, par leurs valeurs en u, e;
soit f(u, p} = o cette éc/uation; le premier /nc/nin'e est une fonction
thêta paire, d'ordre ! \ j ) ^ relalive au Ta/dcaa-T^, de caractéristufue nulle
admettant les demi-périodes (i î ' ) , (3 ̂  ) c()mmc zéros d'ordre ^p.

La réciproque est vra ie :

Toute fonction iliMa paire d'ordre !\p, renaive an Tableau 1^, de
caractéristique nalle, admettant les demi-périodes ( i l ' ) , ( 3 1 ' ) corn/ne
zéros d'ordre ^p, représente, lorsepion l'égale à zéro, l'intersection
complète de la surface à quatorze points doubles et d'une surface de
degré p (n° 14).

Le théorème analogue pour la surface de Kummer a permis de
donner une class i f icat ion complète des courbes tracées sur cette sur-
face; i l n'est plus de même ici, et la cause en est; dans ceUe cond i t i on
imposée au, premier membre de l ' équa t ion de la courbe d 'admettre
deux demi-pér iodes comme %éros d 'ordre ^ p ; lorsqu'on se trouvera
en présence d'une courbe 0(^ P) :=: o, i l f audra chercher une (onc-
tion 0< d'un ordre convenable, de même caractéristique et de même
parité, et qui puisse être annulée pour les deux demi-périodes un
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nombre su l l i san t de l'ois. I I est b i en é v i d e n t q u ' i l est impossible de
rien ( l i re q u i soit général .

12. .le vais donner quelques indiealions sur les courbes obtenues
en égalant a zéro les fonc t ions d'ordre 2 et f\.

Je rappelle (lue la surlace a deux courbes unicursales singulières
correspondant aux demi-pér iodes ( î » ' ) , (^i7) et quatorze points
doubles; (i-O, (l'y), { \ [ \ ' ) et (3-^), C^), (3^) forment doux tri-
plets en li^n1 droite-; (/2i /), (î^^, (23'), (2^) sont dans ;r.^==o;
(.̂ O, (/p'), (^3'), (W) ^0^ (hms ^îi = °*

En consultant le Tableau des fonctions d'ordre 2, on voit que, pour
chacune des douze dernières caractéristiques, il y a une fonction de
chaque pari té; on a ainsi vin^(:-()uatre courbes de la surface. Les
fonctions qui s'annulent pour (»Q, (30 donnent des courbes

(poi.di.p '̂i:,±l:lll̂ ^̂  ::-r- ^. II v a six de ces coniques; les fonctions
y,. '». '

qui s'annulent pour une seule denti-période donnent des courbes
d'ordre 3, il y a douze de ces cubiques; enfin celles qui ne sont nulles
pour aucune demi-période donnent six quartiques,

Pour les caractér is t iques ( 3 ^ ) et ( i^ )» < > « ' » ob t i en t deux f a i s ceaux
l inéa i r e s de cub iques et, pour les caractérist iques {W ) et (a/i/)» ^n
o b t i e n t deux faisceaux l i néa i r e s de quar t iques .

13. Uo/un/w. Chaque conique passe par six points doubles; elle
esl la courbe (h* contact d'un plan tangent singulier. Voici ces plans
singuliers et les points doubles qu'ils contiennent :

4 ' î ' . , . . . . . . . ( î ' z ) , n^}, (^0, (^•(' ) - , W^ ^ \ ^ 1 )
^'.. . . . . . . . ( i^} , W), ( < ^ f } , ( • ^ t ) . ( ^ ' ) . ( ^ l )
4°2 ' . . . . . . . . . f i ' î ' ' ) , ( ' î 3 ' ) , ( ' ^ f ) . ( 'A3 / ; , ( ^ ! ) , W ' )
^2'......... ri ' î ' ;, ( 3 V ) , ('^'), (•^t), ( ^ ' ) , ( ^ ' )
w......... ri^^, ^34';, ^^/), ^0. (^/), (43')
°2r . . . . . . . . . C r i ' } , ( 34 / ; , r-^';, ^3'), ( . i » ' ) , W )

l.es équat ions de ces plans sont fac i les à t rouver; il s u f l i t d'élever
au carré la fonc t ion thêta correspondante et d 'exprimer ce carré au
moyen des coordonnées d 'un point de la su r face . On peu t aussi in t ro"
d u f r e les coordonnées du point (21 /) et, par s u i t e , en même temps,

^ffift. / € . A«/m., (:î), KXIV. — MAK» iy<>7. lb
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celles des sept autres po in t s doubles du second groupe; i l s u f f i t pour
cela de poser

0^^}^0^^
g - - - ^ -

s, 7) sont l iés à a, (3, y, S par la re la t ion

a ( s f" -i- n 'î- ) 4 - f ï . ̂  e2 ri2 == o.

La seule cons idéra t ion de ces p lans s ingul iers condu i t à séparer les
quatorze po in t s doubles en deux groupes : d ' un côté, les deux tri-
plets; de l 'autre, les deux quaternes.

Par un p o i n t du premier groupe passent deux plans s i n g u l i e r s ; par
un po in t du second groupe passent ( ro i s plans s ingu l i e r s . I l en résul l .e
que si l 'on considère le cône c i rconscr i t ayan t son sommet , en l ' u n des
points doubles, il se décompose, pour nn p o i n t du p remie r groupe,
en deux plans et deux cônes du second degré et, pour un po in t , du
second groupe, en trois plans et un cône du troisième degré a arête
double.

Les deux plans s i n g u l i e r s passant par un p o i n t ( l ' un t r ip le t passent
aussi par un même po in t de Faiitre t r ip le t ; on a a insi trois paires de
plans s ingul iers . Les trois p l a n s s i n g u l i e r s passant par un p o i n t d'un
qua te rne forment u n t r ièdre sur chacune dos arêtes d u q u e l est un
point s i n g u l i e r de l ' au t re quaterne; le quatr ième p o i n t de ce q u a t e r n o
donne en le j o i g n a n t au sommet du t r ièdre l 'arête doub l e du cône du
troisième ordre; il y a quatre de ces arêtes : (^f), (1 Q; (^f), f/i^);
(23'), (/s^); (24'), (447)- t^ï' deux points d'un même quaterue passe
un seul plan singulier; par deux points appar tenant à d ï^ux quaternes
différents passent deux plans s inguliers , sauf pour les couples s i tués
sur les arêtes doubles.

Chaque conique rencontre chaque courbe un icu r sa l e s ingu l iè re* en
un po in t ; celle-ci est tangente en ce po in t au plan de la conique,

44. Cubiques, — Je considère d'abord les douze cubiques , (Ibaque
cubique passe par sept points doubles; il suffît de l ire le Tableau
pour en avoir la nomenclature; elles sont données par les fonc t ions
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<.lo ca,r<ictcris(.iqiies 33\ î3\ 32', i^', 3i', il/; on peut les diviser en
deux f a m i l l e s : celles qui a d m e t t e n t pour zéro (n') et celles qu i ad-
me t t en t pour zéro (3l/) .

Chaque f ami l l e comprend six c u b i q u e s ; deux cubiques de même
f a m i l l e se coupen t en trois po in t s s ingul iers ; deux cubiques de f a m i l l e
d i f f é r e n t e , en qua t re p o i n t s singuliers. Elles n 'ont pas d 'autre point
c o m m u n . Une c u b i q u e q u e l c o n q u e coupe une con ique q u e l c o n q u e en
trois po in t s tous s i ngu l i e r s .

Par u n p o i n t double du premier groupe passent six cub iques , deux
d'une ( a m i l l e , qua t r e de l ' au t re . Par un poin t du second groupe
passent six c u b i q u e s , ( ro is de chaque ( a m i l l e .

,1e passe m a i n t e n a n t a u x deux fa isceaux. On peut rattacher chaque
f a i s c e a u a u n e des f a m i l l e s p récédentes . U n e c u b i q u e q u e l c o n q u e
d 'un des f a i s c e a u x passe par les trois po in t s d ' u n ( r i p l e t ; c'est donc
une c u b i q u e p l a n e : el le est la section de la sur face par nu p lan pas-
sant par l ' une des deux droi tes q u i po r t en t les triplets.

Je considère par exemple la c u b i q u e

0 '.̂  Ai Oou •+• ̂  ^01 "̂  o,

la caractéristique des f o n c t i o n s étant 3•r / . Si l'on écrit que l 'équation
précédente est s a t i s f a i t e pou r ( i 1 ' ) , le de^ré de la courbe s'abaisse à
u n ; ou o b t i e n t donc a i n s i u n e droi te q u i ne peut être autre q u o - celle
q u i p o r t e » le t r i p l e t , et don t l ' équat ion est par conséquen t

Ci ^(^(o/:)).^^, c) - ^oo (o,o).^ui(^ e)=0,

©0, est une f o n c t i o n d 'ordre 4 a carac té r i s t ique nu l le , ayant comme
zéros doub le s ( ï rf " ) et (3 i ^ ; c'est donc une f o n c t i o n l i n é a i r e et homo-
gène de x,,x^ a;,, x,. 0; a comme zéro double (3 ( / ) et comme zéro
q u a d r u p l e ( i \ f ) ; e l le n'est autre que ̂  à un facteur près.

Je reviens aux douze c u b i q u e s considérées en premier l i e u ; soit
© : . < ) l 'équat ion de l 'une d'elles, de la f a m i l l e qui admet pour
zéro OQ. ' L e p r o d u i t ©61 est une (onction d'ordre f\, a caractéris-
t ique non nu l le , a d m e t t a n t comme zéros doubles (ri') et (3f) : par
conséquent la droi te et la cub ique f o r m e n t la courbe de contact d 'une
certaine quad r ique avec la surface. Cette quadrique est un cône. En
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efTet, je considère par exemple la c u b i q u e ©(,o \ ^ = ° O111 P^^

par les i)oints (13' ) , (i^), (32'), (23'), (^). 0'̂  W)^ ̂  ̂
associe la droite @, === o qui passe par les points (1>32 /;^ (3^), (3 / | ' ) .
Les deux fonc t ions thêta q u i , égalées a zéro, sont les équat ions de ces• < • i / /
deux courbes, on t comme zéros c o m m u n s les demi-pér iodes (n ;,

%éro c o m m u n ; la droite2 . 9- . '.>. — 9, . '2

2 . ?-

la cubique, 01
contient la d roi le e

3i'); i l y a donc, en outre, -~~^^^
est ainsi une sécante double de la cubique, et il y a un cône du second
degré de sommet (32') qui contient la droile et la cubique. Ce cône
coupe en outre la surlace suivant une quartique qui passe une fois
par les points doubles situés sur le cône et deux fo is par son sommet ;
or l'équation hyperelliptique de rensemble de la droite, de la cubique
et de la quartique est ©o = o, ©, étant une fonct ion d^ordre 8, de ca-
ractéristique nulle; l'équation de la droite et de la cubique est

©^ ° ° . (̂  == o; Ici premier-membre est une fonct ion d'ordre /h <!< '

; donc l ' é q u a t i o n de la q u a r t i q u e s 'ob t ien t eucaractéristique
0 0 . ^ «

annulant une fonction d'ordre 4, de caractéristique qm sat is -

fa i t aux conditions énoncées < » ( qui, en outre, admet comme zéros
doubles ( r r ' ) et (3i^).

Il n'y a qu'une quarlique de ce((e espèce; la quartique considérée
ne peut en être diflerenle et se décompose eu la cubique et la droite
i ) ré ce dentés.

Le cône de sommet (32'}, ayant pour directr ice la cubique

est tancent a la s u r f a c e le lon^ de cette c u b i q u e et de la droite q u i
passe par ce point .

Les douze cubiques gauches tracées sur la surface sont les courbes
de contact des douze cônes du second degré circonscrits des six points
doub les du premier groupe. Chacune de ces courbes de contact se
complète par la droite menée par le sommet du cône; pour o b t e n i r
les deux cônes q u i on t pour sommet le même p o i n t a on prend les deux
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cubiques contenant ce seul point de son triple!: et deux points de
F autre triplet.

Les six cônes qui ont pour sommet les trois points d'un triplet sont
tangents au plan tancent le long de la droite qui porte ce triplet. An

contraire, si l'on considère par exemple la cubique ©oo == o et

le cône qui l'a pour directrice avec le sommet ( ï3 ' )? il n'est pas tan-
gent au plan tangent le long de la droite (i;>/), O.^), ( î^^)» ^» ('n

effet, le cône de sommet ( i4 ' )< l t i i ^ pour directrice cette cubique le
coupe évidemment suivant la cubique elle-même.

-IF). Qnar/ù/{/^\ — On a six quarl lques fixes et deux faisceaux,
linéaires. Ce ne sont pas des biquadratiques; chaque faisceau donne
par particularisation une courbe décomposée en deux coniques*

4(>. Les fonctions d'ordre •\ dounent, eu dehors des sections planes,
des courbes qui sont, en général, de degré 8, 7 on 6, suivant qu'elles
s'annulent pour aucune des demi-périodes (î 0, 00» pour une
seule ou pour les deux. Mais on peut particulariser les fonctions de
manière a abaisser le degré; les fonctions impaires de caractéristique
nulle, pour lesquelles on ne peut rien (aire, étant mises à parfy
chaque (onction générale dépend de trois paramétres; pour celles qui
ne s'annulent pas pour ( \ \ f ) , 00. on P^it' hiur donner des %éros
do ni) les pour chacune de ces demi-|)ériodes; il reste un paramètre et le
degré s'est abaissé a 4; il y a sept de ces faisceaux parmi lesquels
six contiennent quatre points de chaque groupe et le septième, les
huit points du second groupe; pour les fonct ions qui s'annulent
pour ( u/ ) par exemple, on peut leur donner (r î ' ) comme zéro triple
et ('h'} comme zéro double; les courbes ainsi obtenues sont des cu-
biques au nombre de seize se partageant en deux famil les; enfin, pour
les fonct ions qui s'annulent pour les deux demi-périodes, on peut
leur donner l'une d'elles comme zéro triple, il reste un paramètre et
la courbe est de degré ^ ; il y a. sept de ces faisceaux,

47. Oulur/ue^ — L'équation d'une cubique étant O f ^ , ^ ) = = o , la
fonction O2 est paire, d'ordre 8, de caractéristique nulle et admet les
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demi-périodes (ï i') et (Si ' ) comme zéros d'ordre 4 ̂  moins^ chaque
CLI bique est donc la courbe de contact d\me quadr iquo avec la sur-
face; l ' in tersect ion se complète par la conique s ingul ière correspon-
dant à la demi-période qu i est zéro t r iple de 0. On a donc l ' énoncé
suivant :

Par chaque conique singulière de la surface, on peut mener huit qna-
driques inscrites tout le long d'une cubique qui passe par sept poil ils
doubles.

Les seize cub iques sont ainsi réparties en deux famil les ,

48. Quartiques. —.le considère d'abord les fa isceaux 0^ -h p 0 ^ ̂ o,
6^ et Oy admet tan t ( i i ' ) e f c ( 3 i / ) comme zéros doubles . La f o n c t i o n
(0^ -4" p 0 ^ ) ( 0 , "h p ' O a ) est paire , d'ordre 8, de ca rac té r i s t ique n u l l e et
admet les demi-pér iodes (i i') et ('h') comme zéros q u a d r u p l e s . Les
deux courbes 0, -4-pCL === o, 0 < + p'^ ̂  0 sonf ' donc sur une même
quadr ique ; ce sont des b i q u a d r a t i q u e s ; en pa r t i cu l i e r , la courbe
(Oi 4- p O a ) 2 = < 1> est sur une quadr ique . On a donc l 'énoncé su ivan t :

II existe sept familles de quadriques inscr'Ucs à la surface le long df
InquadreUiques passant par huit points doiddas; deux de des courbes
passant par les mêmes poinis sont sur une me/ne quadrique.

Les quatorze po in t s doubles se partagent a ins i en sept groupes de
hui t points par lesquels on peut mener une in l in i t é double de qua-
driques (1). Pour cette répar t i t ion, le Tableau des (onct ions d'ordre 4
donne les résultats suivants : u n premier groupe est cons t i tué par les
huit points d ' intersect ion de trois plans s ingul ie rs ; six autres groupes
s 'ob t i ennen t en considérant deux paires de plans s ingul ie rs ; elles se
coupent su ivan t quatre droites, on en choisit deux q u i ne sont pas
dans un même p l a n , elles c o n t i e n n e n t quatre p o i n t s q u i , avec les
quatre points situés sur les axes des deux paires, Cormeut un des
groupes cherchés,

( l ) (7cat ce que lc^ géomètres alleinaïKJs appelletil (urisfy^u^'/ics Pifnkt^^u'fn.
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.le considère les faisceaux O i 4 - p 0 ^ = = = o , 0 ^ , 0^ admettant (11')
eornme zéro s imple et ('"5 s ' ) comme zéro t r i p l e : je considère en même
temps le faisceau, 0', 4- p'O'^ :-= o o b t e n u en par tan t des mômes fonc-
tions générales, ruais en d o n n a n t ( ï ï ' ) comme zéro tr iple et (Si/)
comme zéro s i m p l e ; le produite 4- p 0 ^ ) (J)\ 4- P^) es^ l ]ne fonction.
d'ordre 8, paire, de caractérist ique n u l l e , admet tan t ( i r / ) et (3i')
comme zéros q u a d r u p l e s ; les deux courbes 0 ^ 4- p(L= o, 0^ 4" p ' O ^ == o
sont, ( loue sur u n e même q u a d r i q u e et les faisceaux sont composés de
hi q u a d r a t i q u e s . C h a q u e f a i s ceau comprenant deux f a m i l l e s , on a
donc renoncé s u i v a n t :

// existe au.atorze familles de bicluadrafùfues tracées sur la sur/ace ;
les coarbes (Vune. rnêrm' famille passent par six poini s doubles; par ces six
poinfs passent les e.oarhes d'arie af^re famille associée à la précédente.
Une courbe d'une /ami/le el ((ne de ta famille associée sont sur une même
(luadrùfue.

49* Enfin, je vais donner quelques indications sur les sect ions
planes univoques. El les ont une équation de la forme

0 ( l < — À, C —- [J. ) 0( a ••+" A, C "-'h \J.) :rr o,

O C r / , e), é tan t u n e f o n c t i o n normale d'ordre 2, de caractér is t ique
n u l l e , relat ive au T a b l e a u T^; elle est donc de la forme @oo 4-p©oo
e l l e c o n t i e n t trois pa ramét res p. A, p; ou peut l ' a n n u l e r pour (n^)
et ( ^ ï ' \ ^es zéros sont simples et ce sont aussi des zéros simples
de 0 ( ^ 4 " A , ^ 4 - a ) ; par conséquent ? é q u a t i o n d 'une section plane
u n i v o q u e est de la forme ind iquée avec les c o n d i t i o n s :

^a „, b \ ,. fa ., h^^À^+^+P^^+À^.e<,.,(À, ^)4"pe(H (À, ̂ ) -o, Coo ̂  41- ?., ^ 4- l^ 4- p©oi ̂  4- "Â^ 4- [^ =. o.

Au voisinage de u^v= o, la forme des termes du premier degré
dans les deux fonct ions 0 ( ^ — À , v — (x) et 0(^ 4-^, P 4- ^) est la
même; par conséquent , les deux points où, la conique (n') coupe le
plan de la section sont c o n f o n d u s ; de même pour l 'autre con ique . On
a, donc l 'énoncé su ivan t :
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Les plans tangents aux deux conùfues singulières découpent les sections
planes univoques.

Ces courbes sont de ^enre 3; parmi les trois intégrales de première
espèce qui leur appa r t i ennen t , ( d u et j d ç ont T^ comme T a b l e a u de
périodes.

50. Je vais m a i n t e n a n t é tabl i r en t re les (onc t ions du second ordre
d les p r o d u i t s de deux fonctions du premier ordre des re la t ions (p l i
me permet t ron t d 'étendre les f o r m u l e s d ' inve r s ion aux fonc t ions dn
second ordre et en même temps de calculer les é q u a t i o n s des p l ans
s ingu l i e r s de la surface qui v i en t d'être é t u d i é e .

Je rappelle q u e , sur la surface de Kununer , les courbes a y a n t p o u r
é q u a t i o n s les f o n c t i o n s thê t a d'ordre 2, d ' u n e même c a r a c t é r i s t i q u e
non n u l l e et d ' u n e même par i té sont des b i q u a d r a t i q u e s ( H . , 30),
Parmi les b i q u a d r a f c i q u e s d ' u n e même f a m i l l e sont quaire couples de,
deux c o n i q u e s f o r m a n t u n octaèdre de GdpeL Les q u a t r e p r o d u i t s de
deux fondions du premier ordre a i n s i i n t r o d u i t s s ' e x p r i m e n t l i n é a i
r ement au moyen des deux fonc t ions dn second ordre de la f a m i l l e ; i l
est donc possible de t rouver l 'expression de c h a c u n e des soixante
(onct ions ( lu second ordre a ca rac té r i s t ique non n u l l e sous forme de
(onc t ion l inéa i re de p r o d u i t s de deux f o n d i o n s du premier ordre.
L'inversion do celles-ci étant e f ï c c t u é O y l ' i nve r s ion de celles-là l'est
aussi.

Quant à l ' inversion des fonct ions du second, ordre à caractér is t ique
nul le , elle est immédiate, car chacune d'elles est fonction l inéai re
des carrés de quatre fonctions du premier ordre f o r m a n t par exemple
un groupe de Kosenhain.

51. Je vais développer les calculs pou r les fonc t ions impaires de

carac té r i s t ique o r d i n a i r e ' l ; je serai m même temps c o n d u i t , a

l 'équat ion des plans s ingul iers 4'^ d ^3\
D'après la f o rmu le générale de m u l t i p l i c a t i o n de deux fondions du
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premie r ordre, on a les re la t ions ( î ) :

: :
i i
o î

0 (

0 î

0 1

(",r}&

( / / ,«• ) "3

(«.t-p

(11,^

(^)=:e^ (0,0)^1, (^r)--Oi, (0,0) 9,,i

(/^t-)^^<,,,Hii(/^ r) •+-0i<An(^, f),

(//,<')^ e<,o^,n(^, (1)—0l„^l l(^, t7),

(//, c) -; Hoo H(>i ( / / , t') l ^lo^u («, r).

,[(* [ )OS( *

(̂^;{ ^(^( (o, o), YO;{ ^^ H|
( > < )

< ) 1

et les relalions s 'écrivent :

^ Ê i ; ( ^ u ( ^ e ) "^ ^ n ' C ^ » l ' ) ^ i 2 ' ( ^ » e) +^i ' (^, e)^a ' ( /^ ^).

^^l;»^îl(^» ^ )) ^•——^^{(f, {))^yj.'{U, (') 4- ^"41'( /^ C)^2'(//, F),

^^l^()l(«» C) •"•"•——^ll^/^ t ')^!^^^» tQ ̂  ̂ l^^» ̂ ^'(^ ( ')»

^ Su ^ot(^. ^) — ^i^^. <0^a'(^» (?) •+" •%r( /^ ̂  ^.2-( ̂  C).

ren dedilis d'aixrrd les valeurs de. £^, "^3 :

£):, ••'̂  11 ' ̂  1 ;i ' """I"" •> '̂;' 1 ' •^'2 •.) ' •^îî 1 ' •̂ .•t '2' + "̂ .t 1 ' ̂ Vî.'

T^;, •••— Fï^t' S '̂ -4- ."3'4i' '^a' — ^ \ l'^isi' + -"^ai' ^aa'

( l 'où , en prenant a, ^ égal à ( ï -^,

<'14^;î ^13 c^-h ^n^:i4 ^ 2£ ia ' / î i 3=^Ci4Cy3 ,
"^ 1;} ^1 ;( '̂iU —— ^l '2 ^14 ^l 4 ^a;»

^6^ •:==CiaC^"-i- ^1^34» a ^ i ; t '

Ceci posé, et en utilisant les formules d'inversion des seize fonc-

( 1 ; Voir rAppcncHco.
^nn. È€. A'^r/M., (3) , XXIV . -1" AVIUL 1907. 19
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^(^-)
( ^ - ^ ) f Ç - - 1 ^ )

^________________....^M^L^^^^
"\.̂  [ ̂ Tr ĵTT^- ĵr^^

vA'^'i;,^/.-!^-,;,^,.) <->,.•P'Ï'i " ' "1:"',V» / " 1 1 1 (^,t,')(;;--Ç)

lY';̂ :, ̂  ~ ̂ i) + <¥•:!. ^ -" •-•" ̂ )'l /(Ï '̂J^^J^ - [ r/;,,, (î;..-- ̂ ) - 1 - ̂  (^ -^ r,) | v/^1".1-1^11/-,,).1.1.

\/2 ( r;,;, ̂  - • - / • , y r,j(4n

l̂ s:, ̂  - ̂ ,) - .̂î »;. ( ̂  - ̂ .)] V'(ï^^'(ï^ÏJ^ ....''-^^"j'Tî'"-'71^^ 1 1 - 1 1 1 1 ' 1 ̂ ;̂. ( ̂  -11- ̂  J • ^'. c., ( ;1-1 <',)] V^ ̂ :- ^J.'.1

52. h' reviens mainleimii î» la (orinule fbndîiîneitfale

^ Y ; 1 ; S ^(,1 ( U, t?) ::::- &2i-^2- — ^ î î ' ^13 ' -

On sait d'autre part que ©01 (^, P) = o est l'équation d'unt» coni<)i!e
de contact; donc ©;;, (u, ?) est une fonction linéaire de -r, L3 - f^,
/r^ =-= N^ — M2 , ^;( == I.M", ^^ == NP. En d'antres termes, on a

/î ;, (M^, ( //, î ' ) r.,..- A .r, -4- H .^a 4- î';.r;,. s - î) ./'^

A, B, C, 1 ) é tant d(îs constantes que je vais déterminer en prenant //, c
éganx a des demi-périodes.

En choisissant les demi-périodes (\^), CW), ( i î3 f ) , (33 ' ' i i ) , on a les
équations

o ̂  4 A, ̂ , cj, 4- C cî J ̂ , .4- cl, ) 4- !) ̂ , ( ̂ ,..-. ̂ , ),
o ̂  - ̂ i lî (-1, ̂ , 4- C €^(c^ - ̂ , ) + 1) ̂ , ( ̂ , ......h. /•j, ),

^^^l.~^^L)= ^A.^L^,+Cc;,(c^4-qJ.-l)^^^,^^^^^^^^^^^^^^^^

4(Ci,e^-c^^)^:-4Bc^^,-C^,(c^

Elles d o n n e n t les coedicients A, B, (;, 1) en f o n e l i o n de a, ̂  y, î; je
ne m'arrêterai pas à leur résolu t ion .

En procédant de même sur les é q u a t i o n s des autres coniques , on
ob t i en t les équat ions des six plans s ingu l i e r s ; par conséquen t , on
sait aciiïellemen't calculer l ' équa t ion d e l à su r face a quatorze p o i u l s
doub les correspondant à un système de valeurs de a, ^ y, <? et l'on
conna î t les plans tangents s u i v a n t des coniques* On n e u f donc cal"
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culer les coordonnées des points doubles des deux qualernes qui
n'étaient pas connues jusqu'à présent. lîn d'autres termes, on peut
calculer en fonc t ion de a, ^,y, o les quantités désignées plus haut par

t\ / 7 T / ' \ /^ /7U- ^
£ ^uo^ 11-;^ < > J , •n "rn,,!^-) O l .

Knfin, la connaissance des coediciet i ts A, lî, C, I) permet de donner

niu1. nouvelle forme de rinversiou de la l'onction (-Li (^, e).o 1 l •
On a, en e.Het,

Sr? -•:• — M — M, ^ r:.. ^ S. ~ S», ^ ,̂  - I. ....h \\ ^ :, :1';..:: - N ••-h M ;

d'ou

.^.•.^.-...-^pi, ,r, ::::::: ~^p^,,

^̂ LL l̂li,̂ !/:::!!''} .r, ......... ,̂I,:::...̂ ll.( Î::t̂  ,
.4 î < 1 1 ' ' " " 1 " " 1 " 4

orî peut done éerire les ra[»|)orts e^aux

ï;(^, e) ^^ , ( / / , t 'H^—;)^^ ̂  ..^^^^^^ .. „ ^^ ^,^.^,^^^^^^^^

^(C);^;.^"- <'»^*;^)^|i (^» ^)-,,,: ^^,^^.^^^^

I.es (ormuif^ oht(uuies par cette m.éthode IHÏ doivent pas dilferer
des |>recedentes; elles ne s'appliquent qu'à siK (onctions.

53. Le type de s u r f a c e a qua torze po in t s doubles qui v ient d 'ê tre
é t u d i e est le seul don t les fonc t i ons coordonnées sont paires, d 'ordre 4»
r e l a l i ve s au Tableau T^, de caractér is t ique n u l l e , admet tant deux
dcmu-periodes comme zéros d o u b l e s ; on p o u r r a i t prendre, en ef ïe t ,
deux des demi-périodes que j ' a i appelées noaveUes, mais ceci ne donne
pas u n type < l i f l e r e n ( , les six a u t r t ï s demi-pér iodes nouvelles d o n n a n t
d e u x t r ip le ts de p o i n t s en l i ^ n e d r o i t e ; on pour ra i t aussi supposer
que les f o n c t i o n s coordonnées sont n u l l e s , par exemple, pour les
demi-pér iodes 0 V) et ( ^ i ' ) ; u n e des f o r m e s des coordonnées de
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cette surface est la suivante :

^=(^,,-Y@n)\

^==(o'©,o—y©.0(|3ô^-a0n),

.r3 == ( (3 ©,o — a ©01 ) ( ri 0oo — Ê ̂ o i ).

^=(^+o2)(yï2ô^,-^eS1)-(^^"-P^2)( ( M ) Ïo+ ( M ) î , )-

£ et T) é tant les quant i tés définies par l ' équa t ion

y\ ( l 7 î \ /A 1^"7r \(^{^.o\ ^^^, o )

£ rj

et qui sont liées à a, pi, y, S par la re la t ion

^(£'"4- r^) •4- ^h^'f^^ o,

On constate alors que les p o i n t s (23'), (23/), (a/^) sont sur la
droite x^ — o, ^y r^ o et q u e les po in t s ( î ^ ) , 03'), ( i^ ' ) ^nt' i î n ^ ^ i
en ligne droite. Cette surface n'est donc pas d i s t i n c t e de la précé-
dente.

OIAlTmE VIII.
SUR UNE SURFACE DU yOATRifcME DEGHIÏ A TÎŒNTB4)M[JX DnorrKS.

54. j.es fonctions thêta que Je considérerai dans ce Chapitre sont
relatives au Tableau de périodes

1 '•-1/7:
| -y. o, a, h,

,'t ,

' o, ^ In, f^ c,

Les formules montrent que, parmi ces fonct ions , celles q u i sont im-
paires, d'ordre 6, de carac tér i s t ique nul le , sont au nombre de qua t r e ,
Elles s ' annulen t pour les seize demi-périodes- .En les prenant pour
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coordonnées homo^nes ( l ' u n po in t , la surlace ob tenue est d'ordre

^ . ô . G — i . i ô ^ _ ^

C'est celle surface que je ine propose d'étudier. Je prendrai en général
ses coordonnées sous la forme suivante :

^, :,r ©„, - 9,,;, ,r, - B,.. - e,,/, .r, ::•:: ©„ - ̂ ,,, ,̂  = (̂  - O,,.

Cette surface joui t de propriétés très rejnarquables dont je vais
énoncer de suite les plus fac i les a obtenir.

Elle admet, comme la sur face de Kummer, seize col l inéations fon-
damentales correspondanî a l'addition au couple d'arguments ?/, v des
seize demi-périodes. Voici le Tableau auquel donnent lieu ces trans"
formations :

'n'), ni'), ( i2 ' ) . (T Î ' ) . W). ( ^ ' ) . c^'). ( • 1 ^ ' ) . ( i ;î '). W). ( i4'). (l^). (;S;Q. (W). (34') . { \ ' \ ) .
,r^ ,/') —•'^i l i l - .^j '^'"t ^':} ".—,/':; -.—,r;t >..—.,/•„ •-1--.z'^ ,/.'-, .^a •"-" ,'r'(. ""-j,'4 .r̂  .r,,
•rg ,r^ .r;; ,ro ,r^ ^^ ,r\ ,v\ 1 1 - " j'i -..-.,ri -- ,r\ -11-.ri -"-,r;( — .̂  ~" .̂ 3 —./',-(
j'g »„.. ,,̂  „.....„ ,r;, ,/•;{ .^'i — ,ri -—,ri ,/'i -1-1- ,r,, ,r^ ,r^ —,r^ •••• l l l-. l^a ^2 ^2 —'^
.̂ 4 1 ./•, ,̂  — ,r4 .r;ç - . / "g .r:> ""./•a ••-- .r:; ,-?•;( »-1-./•;; ^•a — .z'i .̂ i — ̂ i .-r'i

Ces seize bomo^rapines sont identiques a celles qui sont relatives à la
surlace de. Kummer.

55, La surlace admet seize courbes unicursales singulières corres-
pondant aux seize demi-périodes qui annulent les quatre coordon-
nées; ce sont des droites, car ces zéros sont d'ordre un. 1 1 y a donc
seize droites sur la surface.

Je considère maintenant les fonctions tbéta d'ordre irais qui s'an-
nulent pour dix demi-périodes, il y en a une pour chaque caractéris-
tique. En les égalant a zéro, on obtient des courbes de degré égal à

iLiiJî lt0:,!' =•:(. On a {iinsi seize autres droites dont chacune ren-
9.. 3

contre dix (les premières.
(.le système d(.î trente-deux droites peut étro figuré symboliquement

suivant les règles employées pour les points doubles et les plans sin-
guliers de la surface de Kummer.



ï5o E. TîUYNAlU).

Soient a, p, y, o; a7, ^, y\ o' deux séries de caractères; on combi-
nant un caractère de la première série avec un de la seconde, par
exemple py\ on obtient seize symboles. On représentera les seize
droites courbes unicursales singulières par les symboles des demi-
périodes correspondantes, c'est-à-dire par nn symbole entre paren-
thèses, et les seize autres droites par les symboles des caracté-
ristiques des fonct ions correspond;! nies, symboles (jni sont sans
parenthèses (H., 18).

Ceci posé, la relation entre les t renfe-deux droites s'exprime ainsi :
la droite (o^') rencontre les droites

a^, pfS^ P/, po7, yfi', yy', yo', o^, ^ 3V;

la droite a yJ rencontre les droites

(aff/), W), (fV), ((Sn (y^), (y/), (y^), (o^), (oy'), (oo /) .

En d'autres termes, si à chacune des seize* droites ('aa') on (ait cor-
respondre un des seize points doubles de la sur face de Kummer, on
peut faire correspondre à chacune des seize droites aa' un plan sin-
gulier de la même surface, de telle façon ((lie la droite (a^/) soi t ren-
contrée par les dix droites correspondant aux dix plans singuliers <)u i
< [u i ne passent pas par le poiu( double faa'L Cette liaison entre les
deux systèmes de droites esï évidemment réciproque^ J'en montrerai
plus loin la raison.

56. Je considère maintenant les ceut so ixante poinis de rencontre
des droites deux a deux; ils forment une configuration remarquable
composée* de dix configurations de Kummer.

En eHeCje pars des dix points situés sur la, droite W, par exemple.
Ce sont les points de rencontre de celte droite avec

(44 /), (^i'), (^/), (^/), (^ /), (^), (^ ' ) , ( î î ' ) , ( ï^) , o^},

et j 'ajoute aux arguments //, e une demi-période quelconque; la fonc-
tion !\l\ se transforme en une autre analogue de caractéristique aa' et
les dix points situés sur la droite f\l\ se transforment dans les dix
points situés sur la droite wJ\ On obtient ainsi dix configurations de
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Kummer dont voic i le Tableau ;

^'- :^'" ^'.. :^. ^4'. M'. Y:$' . 13'. 1^. ;^'. ' i l ' . ;(] ' . y2'. l-,'-. ^'. ir.

(^fj ^î') (1 '>^ W) ('•<) f t / j ' ) C'À;^) m') f/i 'A') ( '}•/) (\\'} r ' î i ' ) w/) fi./) (^r) (ii^
("h') r,^'» rî<) r/i<» ( i ï ' ) { 'A Ï ' ) ( \ ' > ' ) c^') { • Î T ) ( ^ ' ) ci.fj (^/i^ ( 1 3 ' ) (•/r,) ri.f) (^f)
Cî^} ^^) ( '^ f) H i ' ) { \ ' > 1 ) ( 1 ^ > ) ( i l ' ) h.i') ( ' ; , ( ' ) (^') C^1) ( ^ ' ) ( r 4 ' ) (<>:\') ( ï 3 ' ) (^')
C^') ^ . ( '5 ' ) ( ' î ' r j (.ir) f î ' f ) f ^ ' î ' ) d/i') «) ( ' î i ' ) ( 4 i ' ) (•{•/) (/i^) ( i i ' i (•^') f i^ ) (^)
(•u') dï') { ' w ' ) ( \ 7 ! ) ( \ i 1 ) Cil ' } ( ^ > ) Ch') (^r) ( l ' i ' j f^ i ' ) thf) (4;)') ("î:^; ( '44 ' } f34 ' )
f'Â-u ( i ^ ) ('AI'.) (ii '; (4^') ( ' h ' ) (.H') ( ' î i ^ (•tf) ( i ^ ) W) Ci:!') r / î ,1 ' ) ( ' ;r) (^< i /) ('^')
W) ( l ' Y ) ('>.\1) d ^ ' ) ( ^ ' ) c'ri') ( i4' j CH') f - ^ i ' ) ru') ç'^) (i/) r^i') ch^ (,̂  (:^/)
( 1 1 ' ; Cu i ' , ) ( 1 ^ ' ) h<) (•h ' ) ( 4 1 ^ (^/^ (4^) ( i - i ' j ^^') ( 1 4 ' ) f ^ / ) (33'^ (43'; (34^ (,[Ç)
(i'^) c^^ ru'} r-u',) es1/; ( '4-* ' ) cii') (/il'; f i . / i ' ) (^.t; r i - / ) (.^') (•H^ (4 j ' ) (:î3^ cp/^
( ' i3^ M1) d } ' ) ('^) W] ( Y ^ ) C^\') U\Ç) { \ \ 1 ) ^i') ( \ ^ ) (wf) ( 3 l ' ) (f^1) W) (4^)

II ^sl l ) i ( k I ï (;l;iir (l'aill^urs nw h< îiianici^» (lont les poinis se par-
(.a^(inl eîi tr^* hs àïK ^(Hifi^urîliioîts est c()In,plilk(:<^ïllenl indéperidanle de
la droit.e choisit* a l'ori^in^.

57. f /é l i îde |)liis étendue des eourhes Iraeees sur la surface que je
vais faire mainienani, repose sur le Uléoreme suivant qisi sïî déinontre
j)ar un raisonneijtiieuf déjà e î î î o l o v e ;• " .1 •

Toula fï^iclion d'ordre (l/^, Hîlaliw aff Taldcan 1\,, (^ani la parité
de p, de earcwf-éristiffae nuiu^ admeUant cluufue demi-période comme
se'n) d'ordre p^ représent-e^ l.()ncïiion l'égaie à sero, l 1 intersection com-
plele de. la surface cwee. une. stirfwe d'ordre />.

I { (»vei iot is aux (onclions lliêfa d'ordre 3y il y en a pour chaque carac"
ier is( i ( [ î ie deiiK qui s'aniiiiileni ))()(ir six deini-périodes; on oblieitl
ainsi seizt* faisceaux i ineairesde ciibi()iies. Ces courhes sont planes;
en eiïet, si l'on nuilliplie la fonclion llièla <)ui, égalée à zéro, (^sl,
! 'é<jnation de l'une d'elles, par la fonction thêta do même caracté-
ristique qui est l'equalion d'une droite, le produit est one fonct ion
impaire, d'ordre 6, de caractéristique mille, s'annulant pour les seize
denH"-périodes; l 'ensemble des denK eourhes est donc dans un plan;
d'ailleurs on peut voir directement que la droite et la cubique se
coupent en trois points.

Soit ©( u, v ) ==ï o l'équation d'un faisceau de cubiques; si l'on écrit
que Q(u, v ) s'annule pour une septième demi-période, ce %éro esl
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double et le dea'ré de la courbe s'abaisse à 2. Le plan correspondant
coupe la surface suivant deux droites et une conique; je désignerai
cette conique par l'ensemble des symboles des deux droi tes si tuées
dans son plan. Ces coniques sont au nombre de ï6o.

On obtient seize autres faisceaux linéaires de cubiques planes de
]a façon suivante : soit }^o^ -4- A^;r^+ Ag^';; -h A ^ « r ̂  == o réquation
d'une section plane quelconque, on [(eut lui donner une demi-période
comme ^éro triple, il reste un paramètre et le de^ré s'est abaisse a 'î.
Ce faisceau est composé de courbes rencontrant en (rois points l'a
droite correspondatit à la demi-|)ériode choisie- En part icularisant le
paramètre, on retrouve les cent soixante coniques précédentes.

Je désignerai chaque fa isceau de cubiques par le symbole de la
droite qui en est l'axe.

Une cubique du faisceau aa' et une du faisceau (pf^, c/est-a dire
deux cubiques appartenant a des faisceaux dont les bases se coupent ,
se rencontrent en trois points.

Une cubique du faisceau aa' et une du faisceau (a?') se rencontrent
2 .3 . (:> — 3 .3 —"- 5.3 . , „,, , . , „ . .p0 „,—,̂ .̂ .-,..,....,̂ ^̂ ^̂ ^̂ ^̂  :::;,;; ^ points. Une cubique du husceau %a et une

du fa isceau pp'se rencontrent en i'.1..'.^'^-.,,.."'.^ i,,,, ^ i »o i n ( s» Une cuinque

du fa isceau (aa/) et une du, fa isceau fpp'; se rencontrt^tt, , en

- - s . ( > . 6 — 3. '> . : ' î -... î / i ,3.,,...,,.,,.„.,.,.,,..-..,,..,,,.......,..,..,.„................̂ .........̂ ............... . _ ^ (XM n î s,
'-î . .>

Donc d^rux cubiques a|)partenant a des faisceaux dont les bases ne se
coupent pas se rencontrent en deux points»

Pour étudier les pohils d'intersection de deux. coniques, je les
prendrai sous la forme où leur équation est du troisième ordre; elles
font ainsi partie de faisceaux de cubiques dont les bases ne se coupent
pas. Soient a<%'\ p^ ces bases.

t° Les secondes droites sont confondues, par exemple a^Yi^) et

pp^^p') qui se rencontrent en ^'..<'.'..>.>...11^^^^^^ ^ o point;

^0 Les secomies droites coupen t les deux bases, par exemple
^{^") et ̂ ( ^ ) q u i se rencon t ren t en .8^ ,-: 2 points ;
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3° Une seule des secondes droi tes coupe les deux bases, par exemple
aa^aa') el pp'C^a') q u i se r e n c o n t r e n t en '———————'— == i p o i n t ;

/l0 A u c u n e des secondes dro i tes ne coupe les deux bases, par
exemple aa^py^) et p^Cya') q u i se rencont ren t en

^. 3.3 — '.>,. 3 — 2 . ^ . 3_-•—...—.——,,——.——— •:r= o poi ni.

De ces résu l t a t s on d é d u i t très a i s é m e n t la d i s p o s i t i o n des po in t s
de la s u r f a c e s i tues sur les i n t e r s e c t i o n s des plans des courbes consi-
dérées.

58. On peu t vo i r d i r e c t e m e n t q u ' i l existe des groupes de droites de
la sur face s i tués en même temps sur des q u a d r i q u o s . La théor ie de
ces groupes p résente des ana log i e s r e m a r q u a b l e s avec celle des
groupes de p o i n t s ou de c o n i q u e s de la su r lace de lùimmer. Les
groupes de m o i n s de c i n q dro i tes ne p r é s e n t a n t r i e n de p a r t i c u l i e r ,
i l reste a é t u d i e r les groupes de c i n q , six, sept et h u i t droi tes ,
D ' a i l l e u r s les groupes de sept et h u i t dro i tes se confonden t a ins i que
ceux de c i n q et six droi tes ; car si une q u a d r i q u e coupe la surface
s u i v a n t sepî dro i tes , r in te r sec t ion se complète par une hui t ième
d r o i t e , et si e l le la coupe s u i v a n t c i n q droites, l ' in te r sec t ion se com-
p lé t e par u n e c u b i q u e s i tuée su r la q u a d r i q u e , et cette cubique est
nécessa i rement décomposée en une c o n i q u e et une droi te , puisque
les c u b i q u e s de la s u r f a c e sont planes.

59. i° (îroapfts de sia; droites. — Si une quadr ique coupe la surface
s u i v a n t six droites, l ' in te rsec t ion se complète par u n e conique. Le
p r o d u i t des fonct ions thêta q u i , égalées à %éro, sont les équations de
la c o n i q u e et des droites qu i ont une équat ion, doit être une fonction
d'ordre 12, paire, a caractérist ique nulle, admet tant chaque demi-
période comme zéro doub le ,

Je considère alors u n e conique sous la jforme da troisième ordre;
les droites a y a n t aussi des équat ions du troisième ordre, il faut
associer à cette con ique t ro is droites telles que la somme des trois
caractérist iques soil n u l l e . D 'a i l leurs la caractérist ique de la conique

Afin. Kc. /Vorw., (3), XX ÏV . — AVRIL i<)07. ^
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est différente des caractéristiques des droites, le con i r a i r e c o n d u i s a n t
à une conique et une droite situées dans un morne plan cl, par sui le ,
à une quadrique décomposée,

Si je remplace la conique par la droi te de même c a r a c t é r i s t i q u e , la
parité du produit des q u a t r e (onc t ions change et d e v i e n t i m p a i r e ; par
conséquent les groupes cherchés correspondent aux groupes de Ho-
senhain (H.,20). En e f fe t , la parité des f o n c t i o n s thêta d 'ordre i m p a i r
ne dépend que de la caractér is t ique et les f o n c t i o n s q u e l 'on d o i t
égaler à zéro pour avoir, d 'une part , les c o n i q u e s de la surface de
Kummer et, d'autre part, les droites de la su r f ace ac tue l l e , son( do
parité d i f fé ren te . L'ensemble de Irois con iques ( l ' un groupe de Ho"
senliain admet comme zéros treize demi-périodes, une comme t r ip le ,
trois comme doubles, neuf comme s imples ; par c o n s é q u e n t , les
droites correspondantes ne s ' a n n u l e n t pas p o u r u n e demi pér iode ,
on a d m e t t e n t t rois comme zéros s imples , neu f comme zéros d o u b l e s ,
trois comme zéros tr iples. D 'au t re pa r t , la q u a t r i è m e c o n i q u e d u
groupe de Boseu l i a in s ' a n n u l e pour les t rois demi-pér iodes q u i n 'an-
nu l en t pas les ( ro is premières con iques et pour les trois demi-pér iodes
zéros doubles ; il en est de même pour le fa i sceau l i n é a i r e de c u b i q u e s
correspondant ; les qua t r e f o n c t i o n s ont a i n s i douze zéros d o u b l e s et
trois q u a d r u p l e s ; reste une demi-période q u i n ' a n n u l e a u c u n e des
fonc t ions , en la p r e n a n t comme zéro double , (die dé te rmine la
con ique . Les trois zéros q u a d r u p l e s d o n n e n t trois d ro i tes q u i com-
plètent le groupe de six droi tes cherché.

En d'autres termes, pour o b t e n i r un groupe de six droites et d 'une
con ique situés sur une q u a d r i q u e , on considère u n groupe de Rosen"
ham; à trois des plans de ce groupe correspondent trois droi tes ; en
prenant la conique don t le premier syrnbole est ce lu i du quatr ième
plan du groupe, et dont le second est ce lu i du p o i n t commun aux trois
premiers plans du groupe, on a le groupe cherché; il se complète par
les trois droites correspondant aux trois points qui ne sont pas dans
les trois premiers plans du groupe.

II y a quatre-vingt, groupes de Hosenhain; on ob t i en t donc ainsi
trois cent v ingt quadriques; elles sont dist inctes; en ef fe t , je choisis
une face et le sommet opposé d 'un tétraèdre de Itosenhain, ce q u i
revient à me donner une conique de la surface actuel le; i l y a deux
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t é t raèdres a d m e t t a n t ces é l é m e n t s , donc deux q u a d r i q u e s passant par
l a c o n i q u e chois ie . I l y a donc b i e n t rois cent v i n g t quadr iques cou-
pant la surlace s u i v a n t six droi tes et une c o n i q u e .

Je considère les deux q u a d r i q u e s passant par u n e môme con ique F\
de la surface; e l les se c o u p e n t s u i v a n t u n e seconde con ique 1\. Je
f igure la c o n i q u e C et le sommet A, é l é m e n t s connmins aux deux
tétraèdres de Rosenha in correspondants . I / u n de ces tétraèdres a
pour laces A, î , 3; A, 3, 5; A, 5, î , par exemple, et l 'autre A, a, 4;

Fig. 3.

A"

A, 4, G; A, ( > , y . La p r e m i è r e q u a d r i q u e a pour génératrices les d ro i t e s
A, î , 3; A, 3, 5; A, 5, t , d\nie part et (2), (4) , (^ d^utre par t ; la,
seconde a pour généra t r ices A, 2, 4 ; A, 4 » ^ î A, ( > , ^ cl ( ï ) , (3), (5).
C h a q u e g é n é r a t r i c e de la p remiè re rencont re une génératrice de la
seconde : A, i ,3, par exemple , r encon t re (5) en un point q u i est sur
P u n e des d e u x c o n i q u e s f o r m a n t l ' i n t e r sec t ion des deux q u a d r i q u e s ;
i l iresl pas su r 1\ : en el let la c o n i q u e Ï\ e t i a dro i te A, î , 3 ont comme
zéros s imples c o m m u n s les demi-périodes (;i), (4 )» (^ ( ( ))- Elles se

coupen t en un nombre de points égal a, i" -̂-̂ -̂  == î et ce poin t est
d i s t inc t des précédents . Par conséquent , les six points d ' intersection
des générat r ices dos deux quad r iques sont sur une' conique; on
s^ssure f a c i l e m e n t que c'est l 'une des c o n i q u e s des contigurations
de K u m m e r signalées p lus haut . Ains i à chaque conique de la sur-
face correspond u n e con ique d 'une des configurat ions de Kummer
formées par les cent soixante points d ' intersection des droites deux
a deux. . ., .

Je considère maintenant une conique sous la forme du sixième
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ordre; il faut associer deux dro i tes telles que le p r o d u i t de leurs
équations donne une fonc t ion i m p a i r e , d 'ordre ( S , de c a r a c t é r i s t i q u e
nu l le ; cette condition ne peut être remplie.

60. 2° Groupes de huit droites. — Ces groupes c o m p r e n n e n t néces-
sairement qua t re droi tes ayant des é q u a t i o n s , p u i s q u e le p r o d u i t des
premiers membres doi t être d 'ordre 12; i l d o i t être en o u t r e 1 p a i r de
caractér is t ique n u l l e ; les ca rac té r i s t iques des q u a t r e droi tes sont
celles de quatre pians d 'un groupe de Gôpel (11., 23). Or les q u a t r e
plans d 'un tétraèdre de Gôpel passent deux (ois par douze des p o i n t s
doub les et ne passent pas par les qua t r e a u t r e s . Donc l ' en semble des
quatre d ro i t e s correspondantes admet douze demi -pé r iodes connue
zéros doub les et qua t re comme zéros q u a d r u p l e s . Par conséquen t , à
chaque tétraèdre de Gôpel , corre'spond u n groupe de h u i t d ro i t es
s i t u é sur une q u a d r i q u e et composé des q u a t r e droi tes co r r e spondan t
aux qua t re p l ans du té traèdre et des q u a t r e droi tes c o r r e s p o n d a n t
aux quatre po in t s non s i tués dans les p l a n s du t é t r a è d r e . Ces groupes
sont au nombre de soixante,

61. Je considère les f o n c t i o n s d 'ordre (i, de ca rac té r i s t ique non
n u l l e ; pour u n e c a r a c t é r i s t i q u e donnée , les f o n c t i o n s de même pa r i t é
sont au n o m b r e de six; el les o n t h u i t d e m i - p é r i o d e s comme zéros
simples et l 'on peu t les a s s u j e t t i r a a v o i r q u a t r e au t res de in i -pér iodes
comme zéros doub les ; i l reste un pa ramèt re , le de^ré s'est abaissé à
q u a t r e ; on a u n f a i s ceau l i n é a i r e de q u a r t i q u e s . On peut a s s u j e t t i r les
mêmes f o n c t i o n s générales à a d m e t t r e les qua t r e demi-pér iodes non
encore considérées comme zéros doubles et l 'on a u n au t r e fa i sceau
linéaire de q u a r t i q u e s ; le p r o d u i t des premiers membres des équa-
tions de deux courbes de ces faisceaux est pa i r , d'ordre 12, de caracté-
r i s t i q u e n u l l e , et admet les seize demi-pér iodes comme zéros doub les ;
ces deux courbes sont donc sur une même q u a d r i q u e , ce sont des
bi q u a d r a t i q u e s.

.11 y a trente f a m i l l e s de quadr iques coupan t la surface s u i v a n t deux
b î q u a d r a t i q i K ï s . Les b iquadra t iques données par une même f a m i l l e
de quadr iques se répartissent elles-métnes en soixante-dix f a m i l l e s 1

deux à deux associées; les intermédiaires entre ces fami l les sont
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fournis par les cubiques que l'on obtient en donnant une nouvelle
demi-période comme zéro double; il y a c in<jnan(e-s ix de ces eu-
Impies pour chaque famille de quadriques.

62. J^arrive maintenant a une proposition 1res importante :

ÏM surface (la (/uatriénte de^ré sur lac/uelle sont (.racles (rente-deux
droites ne rencontrant de la façon indiquée plus haut dépend de trois
paramétres.

Je suppose que, sur une surlace de degré /i, soient tracés deux
groupes de/ sei/.e droites, désignées les unes par les symboles ay/,
les autres par les symboles fay/), de telle façon que la droite (ay/)
rencontre les droites

a^, ^/, fi/, po^ y^, y/, y^, op\ o/, W.

De ces hypothèses on déduit irrunédiaternent les résultats relatifs aux
groupes de six ( * < huit droites de la sur face situés sur des (juadriques;
je ne les démontrerai pas de nouveau.

Je considère, par exemple, les deux quadriques

Qi : (3/, pr^ a^ " (a^), ( y^ ) , (oa');
Q^ P^S ^/, ^', (^/), (a/), (a^).

Q, coupe en outre la s u r f a c e s u i v a n t u n e c o n i q u e G; cette c o n i q u e est
rencontrée en deux p o i n t s par les d ro i tes aa' et (^ /) qui ne ren-
con t ren t pas les ^énéra l r i ces de Qi ; e l le est donc dans l e u r p l an , et
Q^ coupe la surface s u i v a n t cette même c o n i q u e ; Q^ et Qa ayan t en
c o m m u n la c o n i q u e C se coupen t s u i v a n t u n e au t re con ique (7.

La généra t r ice ^(\ par exemple, de Q^ rencontre (a^) de Q^ ; ce
poin t A de 1 / infersec t ion est, soit sur C, soit sur (7. Je suppose q u ' i l
soit sur C; le p lan t angen t en A à la su r f ace est le plan [^(aâ'); il
cont ien t la tangente en A à C; d'autre part , le plan tangent à Q^ con-
t i en t cel te tangente et [ïy', et le plan tangent à Q^ cont ient cette tan-
gente 01(00^, Q j et Qy sont alors tangentes au point A qui est donc
aussi su r (7. Dans tous les cas, (7 c o n t i e n t donc les six points ou
chaque génératrice de Q, coupe une des génératrices de Q^. On en
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déduit que les cent soixante p o i n t s d ' in te r sec t ion des dro i tes deux a
deux se pa r t agen t en d ix c o n f i g u r a t i o n s de K u m m e r et l'on p e u t en
former un Tableau i d e n t i q u e à ce lu i q u i a été donné p l u s h a u t .

63. Ceci posé, soit l ' une de ces conf igura t ions représentées de la
façon suivante :

n'(2D. 2i'i2i'). i2'(iâ'). 2îi'(22'). wn'). M'(W). ;{:î'(;(2'). wa'). n'W). a-m'i'i. irmz â^'i, .'i»'̂ î',. 4;^*;»'). ;}'*'.;}'»'», u''u'i

•^i— a. a ^ a Y Y Y Y p p p ^ $ î 5 $
•ys.. . P ? — p - p 5 8 -ê -^ a a -a ~% y T - - T "---ï
• r 3 • • • Y — y y — Y a -""a 7' — a ^ — 5 ^ "-^ ? ~1 p ? - 1 1 1 - ?
• ^ • • - 0 -3 -5 ô (1 — p -p p y -Y -Y Y a -"•% -% %

On sait que, par les po in t s n^u'), ^ i ^ ^ î ' ) , j ^O^) , ^a^^^'),
33/(33/), 43'(43/), 34/(34/), ^(W), passent u n e i n t i n i t é de qua-
driques parmi lesquelles sont les su ivan tes :

n', 9 . 1 ' , n', ^ (W), (43 /) , Ç:^), (4,^);

33^ ^/, 3^, ^^, (n^, ('u"), ( i^), (,./).

S o i t C l eu r b iquad ra l i qne d ' i n t e r s e c l i o n ; e l le c o n t i e n t aussi les points

n^), ^ ' ( i ^ i ^ ^ i ' ) , ^(H/), 3:^^^ f^W), ^W), ^{W)

q u i , dans une autre c o n f i g u r a t i o n , f o r m e n t u n groupe a n a l o g u e au
précédent. Je r appe l l e que si la b i q u a d r a t i q u e C est représentée e l l i p -
t iquement de f a ç o n q u e la somme des a r g u m e n t s de q u a t r e p o i n i s
situés dans un même p l a n soit n u l l e , les a rgumen t s du premier
groupe de h u i t po in ts sont :

n^n^):^, 2 î ' ( ^ i 1 ) : ^ WO^):^ H'OV]:^,

^'{^'):a[, i^Cn');^ W(W):r^ ^W]:^

avec les relations

a\ —: ai -^r »»),, ^i 4- ^g 4- a^ -4- <^ — o,

En outre les droites a,a^ a,a^ a,<, a,a\ s'appuiejit sur deux
droites fixes qui sont les deux directrices do rune des con^ruences
fondamentales. Ceci posé, Je considère les arguments du' second
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groupe de poin ts

u/^):^ ^(i^):^, BS^^'):^, S^^^'):^,;
-^(n' ):^, i^Qu7):^, ^^^^S') : / / ; , 4 3 / ( 3 4 / ) : ^ .

On a, par le même r a i s o n n e m e n t que pour les points précédents,

l/^:^ bi-\- r»)a.

Je d i s q u e o)^-=: c^. lui ellet , les droi tes r i ' e t (33/), par exemple, se
r e n c o n t r e n t et l 'on a

^ ..,..(„-. ^ ,4. ̂  ..4..-. ^^ —:: o, a^ •-h ^i 4- a^ + ^3 -1- ^g ̂  ô.

De même, les droites i î/ ^ - ( ^ ^ r ) ^ d'où
(^ ....^.. /^ »..,i... ^^ -.)-. //^ -*^ c > ^ ^^ 4..,. ^ .„.,(-„. ^^ .,,,,.i...... /^ ..,..(» ^ ) ^ ^r: o,

l^u* c o n s e ( j n < î n l , i l y a en t re les po in t s des deux l ignes du second
groupe les menies ( ' ( da t i ons q u ' e n t r e les po in t s des deux l ignes du
p remie r , Un d 'antres te rmes^ la t r a n s f o r m a t i o n hoino^rapluqnc

(rl -^. .^3.. —.. a^ ., -.- 5^
• y i ^ , y n „„ , . ,/' ••/'
,t. ^ ——— .^^ ——"•• ./.^ ^ ^

appliquée aux points

^(u^ ^(-..O, ^^^S'), 34/(:^/), (i^^), ^^i^). 3:W), 34 /(43 /),

donne les po in t s

^(^ ^'(i^), 44 /(^ /), 43/(43^ ^ ^ ( . i Q , ^(^)> 44 /(33 /), ^^(^W)

et inversement»
Un opérant de môme avec les quadr iques

3^ ^f, 3^, ^ (t3 / ) , (23'), ( î4 ' ) , (^ /),
î^ ^/, n^, ^/, (B î ' ) , (4^), (3^), (4^),

on démontre que la même propriété s 'applique aux points d'inter-
section des génératrices de ces deux quadriques.

La transformation considérée, appliquée à la droite l ï 'parexemple,
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donne 22'. On en déduit que les dix conf igura t ions de Kïimmer ont
en commun les directrices x^ ==- x^ == o, x.^ == x^ === o.

En partant des quadriques

ii/, 12^ 3^ 3?/, (^/), c^), (^a^, (44^
23^ 24^ 43^ 44^ (u/), (i^), (3l/), (3^),

on démontre le même (ai t pour une autre paire de directr ices; el en
procédant a in s i de proche en proche, on o b t i e n t ce fa i t f o n d a m e n t a l :

Les dix conf igura t ions de K u m m e r o n t les mêmes d i rec t r ices .

64. Je considère deux de ces conf igura t ions :
îW). 2i'(2i/). i2W>. aa'c^). ;ii'i;!t'). 4W». :^'(W). ww). i;{'(i,y», w'W). n'dVi. ïV\ïV}. ^î'i'M's. 43'?'»;?'». :ïVW). w

^ ^ a a Y Y Y Y p ^ p ^ ^ ^ Ç
p p ^ p — p $ 3 — 5 — ^ ^ ^ ..̂  ^ ,„,„., ^ ^ , ^ _ ^ _ ^

Y — y y """ T a — a a — 7 - ^ 1 - 1 - ^ ^ 1 - ' 1 - ^ p • • • - 1 - 1 ^ ^
$ - 3 - ^ 5 p -p -p p y -Y -Y T ^ -^ --^

îî'W. âi'tia'). la'iai'». â2'',li^. ;îi'(^i'i. 4i'(;{2'i. ^(^i'). 4;i'(^i'). l'i'f^'). ^14'». i4'(^'». 2^13 '» . W4Ï'». N''^'1. ;^'-»;('), »'
T' Y^ i "(\ v y v ^ y y y

y ^' ^' — y 1— ̂  y/ y/ • - 1 1 1 - 1 1 ?/ -—y/ y' " ( ' - - . .Y ' -
y' y 1 —a' %' —%' rî' — ^ ^ -.„ ^ ^ ,̂ ̂  ^

P' -?' -^ V i -1 -Y' ^ ^ -a- «^ -

I I s'agit m a i n t e n a n t do s a t i s f a i r e aux re l a t ions q u i do iven t exister
en t re les droi tes a i n s i ( lé tormnwes. I l sui ï i t d ' expr imer que a1 ren-
contre les d ix droi tes (i!^ (^), (^), Ç^), {^:), ('iT}, ("i^),
(4^), (4'^)» (44 /)• Or 11 ' rencontre ( i x ' ) et (22 / ) par su i t e même
des données; celte droite d o i t rencontrer (2'^); d 'où la cond i t ion

- {ï/^ p^;2— (a'-/ + ̂ f ̂  (^f - a^3— (py^- ^y)S:=,

a

y/

(3

fy .

i
a

a/

P

l̂

p
P'
a
.^/

ï ' rer

p
(S7

—•• 5C

a'

•/
7'

^
—— y

^

icont

7
7^

o

a /

'S
0

<î'

—7
--/

•e (a,/

à
8'
7

7'

; a ia c(

^ ( ay/ - y o )^ - ( ̂ / y ~ py -y .-....- ( «â/ — a' ô •f 4- ( jV - p7 y )'
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i l ' rencontre» (32'); d'où, la condit ion
161

a (3 y r]
a' ^ / f^

y —à ^ —P
y/ O/ —y/ —f^

(a^ + yô^- (ap^h. y^)2-- (atY- a'^-l- (?/— ̂ y)2:^ o.

ï i ' rencontre (4^); d'où la condition

a P y ^
^ p' y' o'
y .^â -a p

/ 6' a' ^

(arp~yfr)%—(a(3 /~y /f^)24-(aa /-.-a^)12•--(p/---(3^)2==o.

: i ' rencontre (33') et (44'); d'ûù la condition

a p y a |
^/ ^ y' ^/

±^(3^:"j-a '2p2qra îy / 2±a / ây â±(32a / 2q=(3 / 2Ô2=Fy2^2±y / 2ê2"=o.
0 ±y ri-p y.

f)1 ^y :;4:̂  a'

1 1 ' reiu;ontr(* (34') et (4.3'); à'ou h c o n d i t i o n

a p y ô
^ ^ / y
fï :4:y ^(3 —v.

û' ±Jf ^:^ —a'

::q: a2^^ a'^y^ ^y^-fc a^y^ (S^Pq": ̂ '"r}^ y^^qz y^â^rr o.

On a a i n s i six relat ions. La comparaison de (5) et (G) donne

(7)

W

^p/2__ ^p2— f^ + f2^ == 0,

'ïyî^^^^ ^ /2o :s=0,^^/'--a

qui les remplacent et, en tenant compte de celles-ci, les quatre pre-
mières ^o réduisent à

(9) ( ̂  - vJ 3 -f - f p/ - y y )2 4-1 2 <y y / à - 2 ̂  (SyÔ' = o.

Les trois relat ions (7), (»)>, (9) permettent de calculer a', j^, 7', o' en
fonct ion de a, (Ï,'y, S et, par suite, de construire un système de trente-

Ann, Éc. Koriri, (3), X X Ï V . — AvnîL 1907. 21
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deux droites sat isfaisant aux condi t ions proposées. Les so luhons se
groupent deux par deux de telle façon que si a\ p\ y\ ^ est u n e
so lu t ion , a\ — f^, — y', §' en est une aut re . Les deux systèmes a i n s i
obtenus ne différent que par le changemen t su ivan t : la droi te aa/ du
premier est devenue la dro i te (ay/) du second et i n v e r s o m e u L D 'a i l -
leurs, a, p, y, o; a, — P, -- y, à est u n e so lu t ion é v i d e m m e n t a rejeter
et i l y a, par sui te , trois systèmes d i s t i nc t s de t r en t e -deux dro i tes
satisfaisant aux c o n d i t i o n s proposées. I l n'y a d ' a i l l e u r s q u ' u n e sur-
face de degré 4 qui con t i enne l 'un de ces systèmes de t ren te-deux
droites, si toutefois i l y en a une , ce q u e j 'admets p o u r le moment .

Dans ces condi t ions , si je choisis les périodes a, b, c des fonct ions
hyperelliptiques de telle façon que le po in t n ' fu / ) a i t pour coor-
données a, p, y, S, j ' ob t iens un système de t ren te-deux dro i tes satis-
fa i san t aux mêmes condi t ions que le précédent et se t r a n s f o r m a n t en
lui-même par les q u i n z e c o l l i n é a t i o n s fondamen l a i e s ; i l ne peu t donc
être d i s t i nc t de l 'un des précédents ; la sur face de degré 4 c o n t e n a n t
les trente-deux droites de ce système se confond avec la surface
hypere l l ip t ique .

65. Voici une autre méthode pour pa rven i r au même résu l t a t ;

^ .-..- ̂  ••^-^ - ^•r:,;:0
a^ l^ ('u ^ "11"1"""" "'

étant l 'équation de la quad r ique

n^ 2 t ' , 12^ ^ (33'), (p^ W). a^).

on en déduit celles des quadriques

33^ 43^ 3^ W. (n1), (-;u^ (i^), (^'),
3l', 4^, ^/, 4^, ( î3 ' ) , (^/). (^ /), W,
ï3\ ^1, if^ ^, (3iQ, {^'), (3^), (4^).

On se donne en mêrno temps la conf igura t ion qu i comi)rend le p o i n t
' î î ^ i j / ' ) : a, p, y, ô ; ceci permet d'écrire les trente-deux droites sous
forme explicite. On a, alors trois équations qui donnen t ^, b, c, // en
fonction de a, p ,y , 8; i l y a trois solutions véritables et umï étrangère.,
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6(L Reste a démont re r qu ' i l y a bien 'une surlace du quatrième
degré contenant l ' un que l conque des trois systèmes de trente-deux
droites ainsi déterminés,

Je remarque que si ce système est sur une surface du quatrième
degré, comme il se t r a n s f o r m e en l u i - m ê m e par les quinze collines
l i o n s fondamenta les , i l en est assurément de môme de la surface.
Son é q u a t i o n a donc la forme générale trouvée par celle de la surface
de Kummer et q u i con t ien t cinq coeHicients homogènes

a {^ + ,T^ - h x\ + .rt) 4" ï h ( x\ x\ + x}x\ •)

4- ̂ c(x\^ 4- y^^) 4- 'îd{x^^ 4- ̂ |̂ :;) 4" [\ex^ï:^x^x^. o.

Ceci posé, i l suiïit d 'expr imer que cette surface cont ient les deux
dro i t e s a, p, y, ô; a', ^, y', ^ (-1 a, p, y, $; a', - ̂  - y\ §\ ce qui.
d o n n e h u i t équa t ions l i n é a i r e s en a, h, c, d, e et algébriques en a, [̂
y, o, a\ ^^{\ ^. I I reste alors q u a t r e cond i t i ons a lgébr iques en a, p,
y, o, a', [^^y', S'. Elles sont sa t i s fa i tes en supposan t les équa t ions (7),
( H ) , ( ( ) ) vér i f iées , au m o i n s pou r u n e des trois s o l u t i o n s ; et, comme
en général les é q u a t i o n s sont i r réduc t ib les , elles sont satisfaites pour
les t ro is s o l u t i o n s . La vér i f ica t ion en serait d'ailleurs b ien faci le , si
l'on ne v o u l a i t pas avoir recours à ces considérations d'Algèbre supé-
rieure un peu éloignées des raisonnements habituels dans ces re-
cherches.

On peut donc enfin énoncer ce théorème général ;

Toute mr/aûe da (fimirlême de^réw IcMjiieUe sont tracées trente-deux
dnnies parlai en dwv groupes tels (pune (/roue d'wi des groupes
rencontre dix dmtes de l'autre groupe, est wie surface fiyperelllptique.
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CHAPITRE IX.

SUR UiNE SURFACE DU QUATRIÈME DEGRÉ A QUINZE POINTS DOUBLES.

67. La recherche générale des surfaces hyperel l ipt iques du qua-
trième degré a moniré qu'on ne pouvait avoir de sur faces à qu inze
points doubles que si les fonctions coordonnées sont paires, de carac-
téristique nul le , d'ordre (2;x+ î )^y] (n0 16, .i°) ou 4^ f n ° 17, i 0 " ) .
Les nombres 2r^(2[j.-+-1)—2 ou 4 y ] 2^ x '— ^ do iven t être carrés par-
fa i t s ; pour le second, ce n'est pas possible, car il serait carré d 'un
nombre pair et l'on aurait

4vi2^ — a =: 4 À2 ( l ), 2 r^p. — i — ;>. V ;

le premier membre serait impai r , le second étant pair.
Le nombre 2-^(2^ + r) — 2 ne peut être carré par fa i t que si Y] est

impair, ainsi qu ' i l résulte de l'égalité 7f(2;ji •+-1) — ï =s 2?; je vais
alors examiner ce qui se passe pour les différentes valeurs do y}.
Si T] == i, (x == X 2 ; en particulier y. == i.
Si. Y) == 3, ;j. == i—-i; on particulier ^ ;£= o,

Si r\ == 5, (x=== —^—^ cette Iraetioïï n'est jamais égale à un nombre
entier.

Si Y] === 7, (x = -—^i; la conclusion est la même.

Si Y] == 9, y. === ---̂ -°; en particulier p, s= ï , etc.

On obtient ainsi une infini té de surfaces hyperelliptiques du qua-
trième degré à quinze points doubles.

(1) X est un entier.
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68» J 'examine d'abord la solution M. == ï , h === 6; les fonctions coor-
données sont paires, d'ordre 6, de caractéristique nulle et admettent
u n e demi-période comme zéro d'ordre 8. Une que lconque d'entre
elles est une f o n c t i o n du troisième degré des coordonnées d'un point
de la surface de Kummer de la forme

^"-: S^(Xi, Xa, X;(, X/J.

Les surfaces cubiques S^== o doivent avoir un point q u a d r u p l e en l ' un
des p o i n t s doubles de la surface de Kummer, ce qui est impossible , f i
ne correspond pas de su r face à la s o l u t i o n considérée. Ce serai t d 'ai l -
leurs la seule surface à q u i n z e points doubles relative au Tableau, T.

69. .le passe m a i n t e n a n t , a la sur face obtenue pour M, = 3, A = = a .
Les f o n c t i o n s coordonnées sont paires, d'ordre 6, r e l a t i ve s au
Tableau T», de caractéristique nul le et admettent u n e denn-période
comme zéro q u a d r u p l e . Celte demi-période sera par exemple ( ï i').

Les courbes tracées sur cette surface sont de de^ré pair. En eiÏet,
en égalant à zéro u n e fonc t i on d'ordre 3//., admet tant ( î ï / ) comme
zéro d'ordre À, on a l 'équation d'une courbe de de^ré

En égalant à zéro (n° 14), u n e fonction paire, d'ordre 6p, relative au
Tableau T;p de caractér is t ique nu l l e , admet tan t la demi-période (u')
comme zéro d'ordre ^ p , on obtient l'équation d'une courbe qui est
l ' interseclion complète de la surface avec une surface d'ordre/?.

Je vais étudier les courbes les plus simples tracée-s sur la surface.

70. Pour une caractéristique donnée, i l y a deux fonctions d'ordre 3
qui s ' a n n u l e n t pour six demi-périodes et une qui s'annuk pour dix
demi-périodes; je considère les fonctions paires qui s ' annulent pour
six demi-périodes; en leur d o n n a n t (u') comme %éro double, les
courbes obtenues sxmides coniques au nombre de dix. Elles sont les
courbes de contact de dix plans tangents singuliers; par chaque point
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passent quatre plans; en voici la liste

1 r (
c>^' (

^".y ( •'
W . . . . . . . . ('
3^..... ... ( :
33 ' . . . . . . . . . . ( ]
34'.......... ( j
4^.. . . . . . . . ( •
43/ ( 1

U'......... ( ]

i^),
^/),
i4'),
i->/),
ir),
^^
r'^) ,
(3'),
r,n.

( I 3 -
(^r
(•^/

(•^/

m'
r^
r'i^
(43'
(4^
r / î^

04'), 00,
(•M'), 00,
(•0, 00,
r^r), ('u':;,
(^ f ) , 00,
00, Oi'),
fîS'), (Si ' ) , -
(44^) , ( 4 1 ' ) ,
(44 / } , (4^),
(43'), (4 l / ) , '

(.^i'}, r î i ' )
(^ /), r,{^)
(^D, (4^)
r î 4 ' ) , ( 4 4 ' }
(•^), ( '1 '^ )
(•^/;, r4 ' î ' )
«;, r44^
r^), cj^)
(^^), (^ f )
W). W)

Les trois premiers et les trois derniers points de chaque li^ne forment
deux triplets; par deux points d'un même triplet passe un plan sin-
gulier; par deux po in fs de deux tr iplets d i f f é ren t s |»asse.nt deux plans
singuliers. Chaque point appartieni a quatre (r iplels*

Les fonctions impaires qui s 'annulent pour six d cm i-pe ri odes
donnent des courbes du quatrième de^re formant six faisceaux
1 i n é a i re s d o n t c Iji a c u n ) ) a s s ( î ( ) a r c i n <} ) H ) i n t, s d o u 1 ) 1 ( ; s. V o i c i < \ (l s
faisceaux :

i 4 .

w..
31.,

( t^ ) , ( ifi ) , {'.A) ) , ( , » , » ,;, ( ,r> ;
{r^ ( 1 3 ' ) , (^.Ç), en1), ( ^ ' )
( w ' ) , ('^f). (^(':), ( 3 ^ ' ) , ( U 1 )
(3 1 / ) , r'î'r;, { 3 4 / } , ( ' ^ i ' ) , ( ^ i ' )
(4^), (4^), (44 / } , r^';, 0»'}

On peut donne r chacune des dix autres demi-périodes comme zéro
double et l'on obtieni a ins i soixante l ) iquadra t iques a'y^nt u n po in t
double en un poin t double de la su r face et passant par c inq antres
points doubles. Le cône qui. a pour sommet le p o i n t double d ' u n e de
ces courbes et pour directrice la courbe elle-même coupe en outre la,
surface suivant u n e seconde b iquad ra t iquo de même nature et dont
l 'équation s 'obtient en égalant à zéro une fonc t ion impaire, d'ordre 9,
admet tan t la demi-période (î ' ï ' ) comme zéro d'ordre 7. (Iliaque point
double d e l à surface est po in t double pour quatre courbes diderentes.

Les fonct ions qui s 'annulent pour dix demi-périodes donnent dos
quartiques ou des sextiques sans par t icular i tés*
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7 1 . Pour l'ordre 6 il y a, pour chaque caractéristique non •nulle,
six fonctions paires nulles pour huit demi-périodes; en leur don-
nant (\ i') connue zéro quadruple, on obtient quinze faisceaux de
courbes de degré ^ qui sont des hiquadratiques ainsi qu'on le
démontre par un raisonnement déjà plusieurs fois employé; on a
ainsi la répartition des quinze points doubles en quinze systèmes
de huit points par lesquels passent une infinité double de quadriques.
Chaque système comprend les huit points qui forment triplet avec
un point donné.

Le long de chaque biquadratique on peut inscrire une quadrique
tangente a la sur face le long de celle courbe; on a ainsi quinze familles
de quadriques iuscrites.

î it. 0^ 4- o(L ̂  o i'équalion d'une biquadratique d'une famille
donnée; eu annulant 0, •hpO. j pour la demi-période qui donne le point
double avec lequel on a formé le système des buit points de la famille
considérée, on obtient la courbe de contact du cône du second degré
qui a son sommet en ce point et qui, avec les quatre (dans passant par
ce point forme la courbe de contact du cône circonscrit de ce point
a. la surface,

Les fonctions impaires d'ordre 6, de caractéristique quelconque,
donnent des sextiques, si elles ont (i ( /) comme zéro triple.

72. La surface générale à q u i n z e po in t s doubles dépend de quatre
paramètres. La trace sur un plan quelconque du cône circonscrit
d 'un p o i n t double a la aurface se décompose en, quatre droites et une
c o n i q u e G tangentes à une même conique F en tous les points où elles
la rencontrent .

Soient 4.zy — z1 == o l'équation de F ; x == o, y = o, x 4-j -+- z === o,
^^ ^y 4-. ̂ s ̂  o, les équations des quatre droites;

4 xy — ,̂  •+• ( a ̂  + by 4" czY == ô

l ' équat ion de C,
Je suppose que ce soit la trace du cône circonscri t du point (ïû');

les po in ts doubles ont alors la d i spos i t ion ci-contre. Mais en outre il
existe sur la surface ac tue l l e quat re b iquadra t iques ayant un point
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double au point (12') et qui se projettent de ce point su ivant des
coniques. Ce sont les suivantes :

(îs^. (i/n, (^/), (3?/), (4^),
(9^^ (^), (24/), (3 i ' ) , (4 iQ,
(39/), (33^ (34 /), (^), (4i'),

(42Q, (43 /) , (44^ (2Q, (3^).

Fi g. 4.

Ces coniques passent par les sommets d ' un dt^s t r iangles formés |)ar
les quatre droites et par les po in t s dïnterseclion de la droite non
employée et de la con ique C. En outre elles l u i sont tangenles. Je vais
chercher la conique circonscrite au tr iangle tonne par les droites

y =-: o, j ̂  o, ^ •4" y 4-" -z == o,

Son équation est de la (orme
a xy 4- P x ( x "+• y -h ^ ) -h y y ( ̂  4" y 4" ,5 ) ̂  o,

D'autre part, un de ses couples de sécantes communes avec C est formé
par rn^oo 4-j + w/s = o et par une tangente à C, ux "4" ^y 4" ws ̂  o-
On a donc

a xy -+• (3 .T ( .y; 4-./ -t- 5 ) 4- yj ( .̂ ' -^ y 4- 5 )
ss 4 .̂ / — ^^ 4" ( ax -•h ^»J• i+-c^)2 --}- ( /n2 .r --h y ••4- ïîi s ) (u a: 4- vy 4- (lï-' ̂  ).

D'où les équations d'identification
(3 =;: <%2 "-h m2 ̂ , y ::::' ^2 -h î^ o ̂ : — ? 41M• (^ 4- ^^ (1^»

a 4- (3 4- y == 4 4" » <^ 4- w8 ̂  4- ^» •/ = 2 ^<ï 4" W^ 4- w,
6 .̂ :: a<^c -h /H^W 4" w^-
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Ces équat ions permettent de calculer a, p, y, u, ^, M^. On a, en par-
t icul ier ,

m ( i •— c2 ) -h '.-t ac - •-- r-z2 m ̂  ( ̂  4- a c ) 4- c2 — ï i, — c2

^ = —^——•———————, ^ = ——^——-——/—-——— ? w = ———?
m ( m. — ï ) ni ( w — i ) nï

et, e,îi exprimant que la droite u, <-\ ^ est tangente à G, on obtient une
relation entre a, //, c, m : 'p(^, ^, (ï^) == o.

,j',a t i^ure dépend donc ainsi de trois paramètres; par conséque.nt :

La surface du (fuairlètne degré à (fidnze points doubles telle que la
trace (l'im cône circonscrit présente la disposition expliquée est hyperel-
lif)ti(f(i€ ( 1 ).

73. Les cons idéra t ions précédentes permet tent de faire l ' invers ion
de cer ta ines fonc t ions du troisième ordre et de donner une forme
s i m p l e aux i r ra t ionnal i tés attachées à la surface à quinze points
do u 1)1 es,

Je pose
y. -•:. 1 .1 ' , ^ ̂ ^-t- / /;
,z' ' x

d/ou

^LL±1 ̂  ( i ..,.„ n u1 + n ^ -..hj+^^ {t 4- î ) (^4- 0, -1—^^——1 = (/i -+- rn) (^+ m),.r ^ / . / ^

(rt.î±.iL±i-}!±î >L=-i2 = i c(t+ /').-+- ̂ +a-12- (<-^ /) ï•
.̂ "is

I I résulte des propriétés de la surface que les quantités
t t ' , t «+" f\ ( t - t - ( ) (^ 4- ï ) , (^ 4" /^) (^ / 4- w),

^[^(T+^J^TT^^

sont dos fonctions quadrup lemenfc périodiques (2) se mettant sous la
forme de quot ients de fonctions thêta relatives au Tableau T;;.

( i ) Ceci moniro que rexislôrico dos quatre (ioniques rôsallo de l'existence do l'une
d'elicH.

( î ) LOH caractérisliquoH <les deux tonnes de la fraction élant difïûrenfces, les inultipli-
cateurH soni ±: i ; la périodicité osl assarôo pour le Tableau

4/'TT, 0, 2<^, 2^,

o, 4 ̂ i '^^5 <26''
Aiw. Kc. Korm., (3), KXIV. ~ AVKII, 1907. 22
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En outre il serait facile de trouver en f o n c t i o n de a, b, c, m les
équat ions des perpectives des six coniques s ingul iè res de la surface
qui ne passent pas par (12'); on aura i t six nouveaux radicaux en /, //

égaux à des fonctions quadrup lement pé r iod iques . E n f i n les équa-
t ions des quatre coniques perspectives de b i q u a d r a l i q u o s q u i on t
servi à caractériser la surface d o n n e n t des fonct ions de /, /' q u i se
décomposent en deux facteurs correspondant Fun a la f o n c t i o n du
troisième ordre et l'autre à celle du neuvième ordre.

APPENDICE,

Les deux Tableaux su ivan t s d o n n e n t les demi-pér iodes q u i a n n u l e u l
les f o n c t i o n s thêta paires, de carac té r i s t ique q u e l c o n q u e , d a n s le cas
où M est pa i r et h pai r ou i m p a i r . Je rappel le q u e les symboles des
demi-pér iodes n o u v e l l e s ( commençan t par 2 ou 4) dés ignen t des
q u a n t i t é s d i f f é ren te s s u i v a n t la v a l e u r de M. Pour avoi r les demi"
périodes qui a n n u l e n t u n e ( o n c t i o n i m p a i r e d ' une c e r t a i n e * caracté-
ristique, on prend toutes celles q u i n ' a n n u l e n t pas les (onct ions
paires de même caractéristique.

TABLEAU L

M pairf li impair.

Caractéristique. î)(.îim"p(îriodes ordinaire». Demi-p^riodcg nHuiicH.

44/ o „ • - • - - aucun(î (4Q, (4<;, { ^ } , (44')

^ 0 0 . .—. (3Q, W), (33'), (3/0 aucune

// 1 0

^ ^ ^ * - • - • aucune f^ i ' ) , {^), (^3'), (^ )
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TABLI-LU] I ( s n ! ( . ( î ) .

M pair, fi im.pwi'.

Caractéristique.

i/i

o î
( » < )

0 I

l 0

i i

l 0

0 î

0 l

< > Ï

I I

0 1

1 Ï

D i * m i- [x'iî'iodo H ordinal re s.

(3 ( ' ) , W), (3 ' ï ' ) , ( 3 ^ )

( ï ' Y ) , ( i/i'), (3:i'), CLf)

d^), or;, ( ' î i ' ) , (3^)

t ir), ri/,^, (•ï:r), CM')

dr^ h.o, ( ' î * ' ) , ^ '^ /)

( i -^^ ril^, W), (3i^

f i ^ ) , ( r^ ' ) , (^i'), (3'0

( r^}, d4'), C^'), W)

(i-,Q, ( I4 /) , Ch'), (33^

( ^ ' ) , (i3'), (3^), O^'^)

(i^), (ï'O, (3l /), (34 / )

r i^'), (i'r^ (3^';, ('î:^;

(I-À^, ( 13^, ( ' î î ' ) ^ (34')

Domi-pôriodes réduites.

lOULes

{ ^ ' } , W), ( 4 l ' ) , ( 4^ )

(-^ /), (M'), r^), (44 ' )

(^ [ r ) , f-^'), (43 / ) , (4,f)

(^i'), (^), r ^ ï ' ) , (4^)

(^), (^4^, f - f » ' ) , (43 / )

(^), r^^, (4^), ( 4 4 ^ )

( • 2» / } , (-.3 /), W), (44')

(^i'), (23'), f4^ ) , (43')

(^/), (^/), (4^ / ) , (44^ )

(^), (23'), (4^), (43^

(^'), f^^ 7 ) , (4^), (43')

(^i^, «;, (^i'), (44')
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Caractéristique.

44^

34'

<

ïi'

43'

3 3'

^r

ï Z '

4^

32'

î^/

19'

4^

'-lï'0 *

0 0

0 0

0 0

Ï 0

I 0

0 0

'X 0

I 0

0 0

0 1

0 0

Ï Ï

Ï 0

0 1

I 0

Ï (

0 1

0 0

0 I

Ï 0

I !

0 0

r o
0 Ï

0 Ï

0 Ï

Ï Ï

TABLEAU ÎL

M pcdr, h pair.

I)cTm--p<5riode8 ordinaires.

aucune

I ) en i i " po ri o d o s r^ < î n 11« s.

aucune

(3^), (37!), (33'), (,3^)

aucuno toutes

oi^ (3%'), (ss^ (34') W), (^ r^r), «)

( 1 3 ' ) , (̂ .t, (33'), (34') (^/), M'), (4'0, ( '4f)

( ï3 ' ) , ( 1 4 ' ) , (3 î ' ) , r ' î^)

f '^^^1 (^'^ (4*^^ (f\Ç)

( ï ^ ) , ( i ^ ) , W), ( ' H ' ) f 'W), (^.f^ (4-^), (44^

f ^^ ) , ( -z4 / ) , ( ^ ï ^ , (43^(ï^;, 04^ ch7), r'i'r)

(^f), (%3 / ) , r4 t ' ) . r4 ' î ' ;( x % ' } , (ï^'), (3^), C^')

(ï^), ( ï^ ') , O^}, (33') (^i^, W), (^^ (44^

f^'}, (r3'), W), (33') (^^ (23 /), (4^;, (43')

( î ^ ) , (•^3f), ( 3 1 ' ) , (34') (^h rïl3 /^ ( 4 1 ' ) , (44 ' )

( i9f), (13'), (3^ ), (33' ; (-^i^, (a^), ( 4 ^ / ^ (44';

Ï Ï

I I (î%'),<i3'}, Oi'), ( 3 4 ' ) (%î^ «), (4^), (43 /)
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Produits et carrés de fonctions du premier ordre.

173

9 :: ^"'^ ^ï ^Ï

0, 0, (^)

= S S ̂ ^^t0^0^'^^0^0^!^'^^^ ^p-y-...^,.^^1^1
/(»»î 1 /»);/ro,•}•<«>, , \ / ^ î i / » ) ' \ ir /O),-K|),, v 'i^^^^,__,,,2p^,-l-(-^-.^^.^^^^^^^^^^^;^^[_«(_^

X

-l-^•^0,^V^;[p'(0,..-0.^.-o-(0;.-01,)|^^^;2^M'-2^^^

+ ̂ a-. .^:.. >- -°-1 ̂ Sl;- • • 22/-- • • •
Voici maintenant les carres des seize fonelions dn premier ordre,

J'ai écrit les fonctions dans la notation des caractéristiques et dans
celle de Beichardt; je rappelle que dans cette notation on a posé
r;,,̂ : â^(o, o). Les formules suivantes donnent les expressions des <Çy-
Je rappelle aussi que l'on a :

a - ê^(o, o), (5 -::; Coî, y = €^, 5 = e,,,

• %' ( ̂ , ^ï) "̂  ^ ̂ oo ( ̂ . <Q + p ̂ 01 ( ̂ , c ) + y ̂ 10 ( (h ^) -h ^QH ( //, <») ,^J4(^.^)

^^4

^î»

s^
^.
&?>
&^,
^<1
<T»,
•- ï !i

^Ïf.
y,
S7J

^r,
&^
ârî

&î,

| :•1•::,'••

——:

==

—1

::•:•:::

=

•̂ .r

=:

rr:

"^

:̂:

.̂:

%•(«,

%'
&?r

,̂'
&â.
:î^

î»î
•-'Î.V
îo"? ,»-̂.J ff —

%-
^7^,

y^.
%,
^
:ï,V
C..2
•-'21'
t»iî3))? —

<.) ":,::;:

—a9o(,

•.-:: a9oo
:^^e^

a (")<,<, (//,

a@io

C(<">10

« (")ig

a9,,,

0(©(,1

S( <"),,1

a(">oi

%(")„

«»„

a("),,

«©„

cc@,,

(') -t-
+
—P@oi 4-

4.

4-
-p0«
—

4"

4-
^-

-PCoo
4-

4- (3^10 ~
-f3e,o
-p0io -

|3®,,i(",
P®01

p^'
p(-),<
P<^1

p©«

P®<,0

(3 ©00

P®00

P©1«

(') -1-
—

—

4-
—

4-
—

4-
—

4"

+

4-

-/<">i»<
y^io
y ®io
y»r
y®oo
y^oo
y^oo
y^oo
ye,,
y®»
y®n
y®n
y®o.
y®oi
yQot
y®oi

',«'
-30,,
-rî@,,

+ "®B«

- 5(">oi
— à®,,,

-+• êQt»

— cî@io

• ôOlo

-t- 0 <")()(»

— rîOoo

— iî@oo

-Hî<">oo

(,) .̂

4-

4-

4"

<î®u

5®u

fî®01

lî®!,,
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Produits de fonctions du second ordre.

En doublant les arguments et les périodes dans la lonnule de &^»
on obt ien t

©^(^ p) == e^o^(^, ̂  + CoW:K^ <Q ̂  ̂ o^o (^ ̂  •41" ©W^(^ ^)-

D'où l'on passe par addi t ion de dcrni-poriodes aux carres des a u t r e s
f o n c t i o n s du second ordre. On a aussi

6^ (u, (>) ©^(^ ̂  =: ̂ W}^ ̂  +e;^(^ <^| -h 6^ [9^ (//, r) 4- e^, c) |.

D'où l'on passe à
^(^^^(^c)-

Produits de fonctions du quatrième ordre.

ê^(//, c) =::: ©^e^(/^ ( » ) .4." (M)^^^(^, e) 4- ^ys,;<M),H;(^, i 1 ) -h e^^^(//, c),
©^ ( ̂ , p j e;̂  ( ̂ , (.0 ::.: ̂  [ ̂  ( //, r ) -h B^ (//, t')'| .4. (̂  |:e^ (^ ̂  .....(-1" e^ ( //, e,i
e W1 ( , 1 t)\__a^^A'H) / // p t l f^^i^Hl i ,1 n\ i ^ H î a ' H ^ / / ^ •i i <4 'H»ÏMVH» / // (» »- 0 1 i .1 1 '» { ) —" ""uu^ 'oï i t " » t ' / ' ' ' • "o 4 "il (i \ M,» r / " " ' " " ' ' 4 0 ' ^ g t,"'» i / ' ' " ^u1 ' /*» " " y r ^

(M)^-)/// c'} (^ ' ^ ) { f / ^Y (A^/\'W^> ( / / t , \ ^W^'^f^ {'\\ i W^1 \ W ^ 1 ( i / fi t - ^ ï ^ / / / t ' i îVy ;[ ^ a, ^ ; u,, ^ (, M, t ) v^ |, "uo \ "» t ) ' "o 4 ^a? i / t i "'*•/. r ' +o v^ K / "+ "44 ^ ' ï i / j

Addition d'une demi-période.

aï w
^ y f«+/^+-/..^+/^,,4...

_ c-
C,) ̂  ̂  0/ ̂  j;^

6/ 4- h Q' + k
^ ^ ̂  ̂  ft •+• P. ̂  ; ^ i ( (ft /, 4.., ̂  f, , ^1-1 ^ ? // )-.s 11+- % b ).. p. -4- <• \^ )

t, ^7 r' / ^ ^ ^ ?

g(25
"/^ y

6) 6)

Q Of

' , , ... M t/
^ 4" h^l -4- À - ••-h p. -- 5 î » -4- . * .

, \ „- » A " • y..-1 " ' |. ( t 1 ->- ï;/' ' (''/( ̂  ̂ <] „- ^ ' " '''•'•2 // / ';' ' '• v--• ^ !/^fA Î I I•41-a///.p.• l^ i ' ^ - j— (AW .
—— '"-'//4-/,//-hl^ (? 0'
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Applications numériques.
j ^ ....— ^ i n ' / ' a ce à { n i n f o i ' z c . points ( l o ( ( l } l ( î s .

rai cherche a obSenir des points doubles réels dans les plans x.^ o
(*( ^4 ==:<), ce qui entraine la réalité des autres; en particulier, on peut
prendre

f/i -::r- 4 , <'/;> •-4-- ^,t t"1"-" ••"•- 3, ^a — ^3 ^-^ -••- ^ , ft-l -•["• (t'i — ^ = "-' 34 •

Le p lan ;r/,=o a, été pris pour plan ;:r=^o, le plan .z^==o pour
plan , ^ = = o , le p lan .T(=:O ) )our plan y === o et en f in le plan ,ïa =:: °
pour plan x 4" y 4- s — .3 •=- o, ce qui a c o n d u i t à la surface
pl

(S^.r% 4-. (p^j2-!- ^G^^3 -h »433y,s 4- 8So,s,r
41" î^'^^.'ry — ï^Go.r— ^G^y "111"" 3^o<)3 -{- ^'UK))^
-— 1 3 f ) " ( y^' ( .f ̂  y 4- ^ -— ^ j2 -11 i- ^j(^' "i1-' r '+•" •:; """"f) ) ((tly '4' ̂ ^^-(•^^ •>-11-1-1 ^â)r! ̂  0-

Ijes j )o iu (s doubles ont pour coordonnées :
/) ^ ., 5 ^0

•î . , . . . . -- 7 - .» 0 iS.. . . . . . < t . "•-1-1- î'»> '; ! • y,l 'M
H) •'» .. ^0 7°ï î . . . . . . . . - • • - î • 1 " 1 1 1 o 0 . . . . . . . - 1 1 1 1 1 1 1 1 - 1 —» o*

H» '» ,. 1^0 I I Û
;L , . . . . — —— y - » 0 0,. . . . . >ii—— » «» , ——"

:î 3 < ) < ) i)9
•x1) Ko , , /) '">.,, o H....... -, o, ,,

I î ^ °

70 7.5 8o
•>, ....... /) 1 2 5 . . . . . . . — /-, ^. —/ 5 t7 1 7 i7

•u> K) .„ no - t00e,,,, ,, ^, ^^ i,î....... ^, -.., ^

7........ o, ï0. i? 1 4 . . . . . . | ,1 ' ^ 1 0

I.es plans singuliers et les points doubles qu ' i l s con t i ennen t sont les
suivants :

( î ) î , ^ 7, K, 9, î ̂  8^; — î^r •+• î .î ^ — 10 == o,

(%) 3, 4, ^. 6, 9? ^. 5.r—^j4- ^^4-uo^o ,
(3) ï , 3, 6, 8, io, i3, <>.y I- 9 .3—10^ :0 ,
(/;) ^ .̂  ">. 7. ïo. l 3» î ï ^-• l1 1" Oy 4- 2 ^ — a o = o ,
(f>) ï , 4, (î, 7, ( ï , 1 4 , 7.^ -1- ^y 4- 4 s — 30 ̂  o,
(6) a, 3, 5, 8y i l , ï 4 , ^"^5y+ 4 ^ — ^ = o,
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11. — Surface à trente-deux droites.

Je pars de la configuration définie par
a-=i, (3=0, y=:a, r5":—ï,

ce qui donne les équat ions

P^^-^/^-o,

y^-^+P^^o,
(a^o^—^—apy^o.

D'où, en é l iminan t y/ et o\

Gp^^^p^y^-y'^'^o.

D'où les trois systèmes de solutions :

1 . . -.... a^^ p^,, /^^,^ a/,, ^

" • • • - • • • • ^-v^ ^-i, /:::::: 3, 3'^ V70

2

m........ ^-^ (î'-:-..,, /=-., 5'.:^-^
^

La première configuration est, singulière; je choisis la sf-condc pour
construire la surlaco.

Les dix points de rencontre de deux droites situés sur i \' ont pour
coordonnées ;

-1''-
1 1 1 ( 1 ' ' ) • • • • • ' o u —i
H'(^')... ... /-,-<; , ft ^

"'w....... , , /„>..-.. -Ao - «
n'(a0....... •<-(-/io 4-4-• '10 (;-4-/,o K4- ' Î /K>
r'(^';.... .. /,-(;-, , ,,,^,,,
1I^"^- • • • ^ - / •o -. , ^.,_^
"^ /i ').^..... ,5-v/,o ,.,./„; , ^.^

<i'(4'-'. ')... ... 7- / îo / îo—t a/ïo-n 3

n'(43';....... •5-/<o —3 i-l-v/rî -.r,._,,v^
n'(44'). . . . . . . -.,V,.; , , ,..,,̂
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Les dix plans menés par la droite n' et celles qui la rencontrent
ont pour équations :

1 1 ' ( I ï / )...... .Xi -+- 3 .Vî — .z'3 — Xi^ == o

i ï' ( y/j^) ...... <ri — /TiTrs '4- ,z*4 === o

n/ ( u'i/ ) . . . . . . (6 •-4- /To ) .-ri "h ( 6 — /n") ) .r 2 — ( -A 4- /1 o ) ,r;t 4- ( -2 — /1 o ) x,, = o

il '( y.,f ) . . . . . . (84- /To ) .ri -1" ( 6 " - 3 /To ) .^2 - "- ( 1 > - -+- \/To ) .r;t "1" ( 4 -"- ^/1 o ) ̂ 4 = < >

i i^:^/).. . . . . (9. 4- /TT)).^!-" (G -+• /ro).^ -h (-^ — v/io),/•..(-+- (() — v/io)-^^ o

I l^^:^) . . . . . . (^ -h /Ï"^')^! "(-" /T<^-2 — V/7(i./'3 "+- ('^ "-" ^10)^4= 0

1 1 / ( 'H/ ) . . . . . . ( ̂  -4" /Te ) ,TI - 3 .^ -h ( i — /To ) .-r;, + ( 4 — /1 < ) ) x^ ̂  °

II ' ( 4 %' ) . . . . . . (4 "h /To ) .̂ i •— ( G •4" 3 /To ) .z'2 -<- ( ••?- — /To ) ̂ a -4- ( 8 — /iT)} -x-4 == o

1 1 [ ' ( 4:^ ) . . . . . . (4 4- /To).ri •4- .'Lrg —- ( ( -4" /To).^ -4" (-2 — /io).r/, == o

ll^,^).. . . . . (4 + /7û)^i——/TÏ.'^ —— /TO.^( •4-(4 —/Iû).Z4== 0

l^iitin l'équation de la surface est

( ̂  4- ̂  4- ̂  •4- ,rî} -•" « o ( .̂  + ̂  ) ( ̂ "1 ~-111•1- ^'Ï )
4- 6% (.^ ./^ 4- ̂ ^'l ) — T- ̂ i x^x^x^ o-

^//M. /i'c. Norm^ (3), 'XXIV. — AVIUL 1907. 9.3


