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SUR LES

S E R I E S D I V E R G E N T E S

ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES^,

P.M-. M. EDMOND MAILLET.

I.

M. Le l î ov , ^ é n e r a l i s a n i , cerlaines n ie l l iodes clé M. Borel pour la
s o m m a t i o n des séries diverge ri (es, a m o n t r e ( 2 ) que, dans des cas
1res ( ' tendus, in ic sér ie d ivergcnl .c do la (or inc

œ

( A ) ^^s"
()

uvec
y.,,---z.ï{[ni - | - î ) / / , ,

( /> nombre positif, a,, cocll iciont ^ôsi î î r i i l d'une sér ie ̂ -h^'1 ^ ̂ w
<lo convcrscî ice/ / /^) clait soinmalï lc au sens de M. Horci, c'est-à-dirt1

quo la soîiinic f (z ' ) (^i' l'on pouvai l lui assigner par ses procédés
sa t i s fa i sa i t aux équat ions algébriques ou différentiel les ¥==o,

( î ; lîn rcsinrin (le ce Mémoirû n clé communiquo a rAcadcmic des Sciences,le sSavril 190^.
( î ) ^n/u/fcs de la Faculté ((es Sciences de Toulon.^, KJOO, j). ii().
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ent ières par rapport a la v a r i a b l e y et ses dér ivées , don t Va/^ é t a i t

one solution f o r m e l l e .
Ces résul ta is s ' app l iquen t , à des séries divergentes pour l e s q u e l l e s

a,, croî t m o i n s v i l e que T(j/n-r i ) , // é t an t un nombre p o s i t i f f i n i
que lconque . I l s p e u v e n t donc d o n n e r de l ' i n t é r ê t au théorème s u i -
v a n t que nous é t ab l i s sons ci-dessous :

TilÉonÈMi:. — Sou ̂ ^(^-.^^(O,^ o) une solution formelle a
(>

rayon de convergence nul d'une équation (n^fcrenUelle rationnelle

c) y \y'<lf'{} • • .J'̂ 'A =o

dont les coefficients A. sont. des polynômes entiers ea x : on d toujours,
des que n est assez ^rand,

V'n ^,«(l•"+v'-<"',

(A, claul /////, I>" et N" étant. l.("s pins ^mnde.s valeurs dcx ( / iw f i i i ! ^
'•ii -+- /i 4- . . . + 1,^ <'i (i + 2 <_,+. . . -|- lii,, rc.sp Rcl.ivc.tncit.i, (hi/is ( \ ).

l'.tr conyé(iu('n(,, ^0,,(,r - .'-&•„/- rertirti ilans la calc^oril1 dca sér ies
<)

a u x q u e l l e s p e u v e n t s ' a p p l i q u e r les procédés p réc i tés .
P l u s g é n é r a l e m e n t , M.. Le Hoy i n d i q u e que l'on p o u r r a essayer de

prendre conm'ie sonnne de Y,^n^1 l ' inlé^rîj^;
0

//' ( ̂  ) == - ( a ~ ''''' ̂ ' '~ ' V ( ;./-• ) d,,-
f J^

;>vec

|^-.)_,Y y-^"^^-^i^r-M)'
0
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F( ' z) é tant u n e série convergente que lconque , pourvu que cette in té -
grale et l ' intégrale

existent.
Commecas i n t é r e s san t d ' app l i ca t ion de ces idées, n o u s s ignalerons

celui ou F(-s) est une fonct ion en t i è re d 'ordre réel infér ieur à l 'ordre
apparen t d (é v ide m ni on t en t ie r )

(B) F ( ^ = - e " ^ l l ^ ( z ) ,

<[>(^) é tant une fonc t i on en t i è r e d 'ordre <^ d. On obt ien t alors les
résultats s u i v a n t s :

I I faut dp > i . L'intégrale fp (s) existe dans tout le plan, sauf pour p --= -.
Son seid point critique à dis lance finie est l'origine : elle possède proba-
blement, en général, une infinité de valeurs^ à moins que p ne soit rationnel.

Pour dp = r, si a^ == po^"» fpÇ^) existe dans tout le plan, sauf
sur la partie des droites issues de l'origine, et faisant avec Qx

l'angle 'ilpr. — y-o/^ comprise entre les points e 1 1 1 ^ 1 ( - ) el U infini.

Les chemins d intégration doivent être convenablement choisis Çonpeut
prendre des droites issues de l'origine).

Les séries divergentes correspondantes et celles (/non en déduit par
addition, soustraction et multiplication des intégrales /(-s), sont som-
ma h les im sens de M. Borcl.

La théor ie des f o n c t i o n s ent ières permet de former toutes les séries
d ivergentes a u x q u e l l e s ceci s ' appl ique . En par t icu l ie r , nous sommes
condu i t a a t t r i b u e r une valeur à des séries divergentes dont tous les

termes sont positifs, par exemple à la série ^-^ ^ ' > qu^"d z est réel
u

et posi t i f .
Nous ob tenons encore cette propriété des fonct ions entières :

soient V a^--, V „ ^flzn ,, deux fonctions entières de la
^ ï { p n -4- i) ^ l ( p n - { - l )

o o
en w w>

forme (B) , et y^^n^ ===• ̂ ^^2?^^ formel lement : la fonctioni n ̂  — ̂ ^ •"n ̂ fi ^^ r/; ̂  ̂
0 0 0

Ann. Éc\ Norm.^ (3 ) , X X , — NOVI';MUHK icp^. 6^
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W——^ -J ^fl

^//^/^^F,^ d'ordre apparent d, e l , si son ordre réel nés f
0

pas < cl, il y a un secteur du plan des z ou celle fonction a pour limite
<

supérieure de son module e^ '"'1? ( { ).

I I .

Considérons l 'équat ion d i f f é r e n t i e l l e générale

, , Y A / /^V1 /^•rV^( 1 ) Z^''\^) ••"(^) -0-

entière en x , y , y , ...^y^, les A étant des polynômes entiers en x.
Supposons que celte équation soit satisfaiLe formellement par une
expression

0 °w^<''-
dont le second membre est une série divergente ou il y îi une inf ini(é
de coefficients 0^ dont le module croî t indéfiniment avec n, ,Ie dis qiK1

l'on peut assigner une limite supérieure a la rapidité de croissance
de O,/ avec n.

Nous supposerons 0^ o : si l'on avait 0,,== o, il suffirait de faire
dans (i) la transformation y= z -+- *C, où *( est une constante diffé-
rente de o, pour que la solution (2) fût remplacée par la solution
formelle ç(^) — Ç qui se réduit à — Ç pour ^ === o.

( 1 ) La lecture de notre Mémoiro cxi^o seulement la connaissance (le passades des livres
on travaux suivants : BOKEL, LCCOUK sur les fonctions cntièrea^ l^ris, iyoo, et Leçons ffur
les séries' divergentes, Paris, ï()oi; ED. Li-; Roï, Sur les ferles divergentes, elc. ( A un. de
la F(tc. des Se. de Tout., 1900).

( 2 ) Un changement do variables facilo ramène ce cas à celui où

r.(.^^0,,(.^..-.r<,).
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On a

d^ ^ — /< 0,i
dx ~ ^aà j - ^ + 1 '

0

<//1 ? -.- V / „ y.^ /^ / / "̂  ' ) • • • (n -+-/>' — ( )
dx^ ' " " j»àv ï / " ' ^n^ir' ' - ;

ci i d c n l i q i î C î n e n t

"' "-ï^z.^y-di-"^^^V^". ' l '• l...( /V(-,l> t ' ••"•.••("-h t-"V•
y^4-/k

Oï l
A ~- a ^ x ' i -\-.. . -i-^/.

Nous poserons

/ < ( / z } - r ) . . . ( / / - ! - / — i ):^^' ( / ; / • ) :

(•/(^sl un po iv î îo înc (le <lo^ré / (^11 //.
Le ((^rine général en î- du |)ro(Juit II qui multiplie A ;» poui1 expo-

sa ni

( m^ a -4- ... 4- rn^ o -|- m \ ( î + ai ) 4- . . . -4-- /^/1, ( î + Oi ) -+" . . .

( 4- fn\ ( /." --1- y./, ) + . . . -4- /^ ( k + o^, ) -Z-LC,

avec
1 /n'; 4- ... 4- fn^ -= ,̂,

(G) . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1 m/, 4- ... -4- m^ — //,,

(^ (ïonr coef f ic ient

T ? _ V ^ > * . lh" f r^n^'î n"'^
1 > - 2ri /^(; ! ... /N;;. ! ' /^ ! . /. mf, î ̂  ̂  ya • • • ̂

a';'! . . .o';'1'. . . .OT^"'L . .^)^,

N 1= ^ -(-^^-• i -- . . . 4- /» 4-

I.e coeff icient de --^ dans le second membre de (4) sera n u l , mais nece '
le sera pas identiquement, quels que soient e et les 0,^ : on peut même
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aff i rmer qu ' i l y aura âne i n f i n i t é de valeurs de e pour lesquelles i l eu
sera d i f f é r emment , sans quo i i l y aura i t une i n f i n i t é dénombrable des
coef f i c i en t s 0^ q u i p o u r r a i t être choisie arb i t ra i rement . On aura donc
effec t ivement pour ces valeurs de e une re la t ion au moins de la
forme

(8) ^...^lïl^o

où II est un polynôme de degré total au p l u s égal à N'7 en a,, ..., o^, N"
é tan t le m a x i m u m de N pour (ï), et où w^a -+-...-+- //-^o^== e 4- £,
£ é tan t f i n i . On p e u t t ou jou r s supposer que dans (8) on a i t groupé
les termes de façon que deux termes de(8) d i f f é r e n t t o u j o u r s au m o i n s
par u n e des q u a n t i t é s 0.,, ..., 0^, ou, s'ils correspondent aux mêmes
q u a n t i t é s 0^, ..., 0^, par un des exposants de 0^, ..., 0^. Le p remie r
membre de (8) est alors u n po lynôme en 0<, , 0 , , .... O^e» d o n t les
coe f f i c i en t s sont les q u a n t i t é s 11.

Cette r e l a t i o n (8) n 'aura pas l i eu en général quels que so i en t
les 0,, p u i s q u e parmi ceux-ci il ne do i t y m avo i r q u ' u n n o m b r e
l i m i t é d 'arbi traires . Donc tous les polynômes Ït ne seront pas n u l s .
Ne conse rvons dans (8) que les termes pour lesquels II ^~ o.

Iso lons alors les termes de (8) pour lesquels u n au m o i n s des
i n d i c e s a, . . . » Q/( est m a x i m u m parmi les ind ices des 0 q u i e n t r e n t
dans (8) : soit p cet i n d i c e m a x i m u m '$.e 4- s. Prenons encore, pa rmi
ces derniers termes, ceux pour lesquels l ' exposant de (L dans le
p r o d u i t 0^... 0^ est max imum et == m. Nous aurons

( 9 ) ^ ̂  ... Ç' ÏIp = ̂ î... ̂  II7,

le second membre pouvant être considéré comme un polynôme
en Op de degré m — \.

ITp est un polynôme ent ier en p, p ^ , .... p^. Considérons c e l u i Ïï.^) des
polynômes IIp qui correspond à u n système de valeurs de p, p , , . . . , o^.,
m,m^ ..., mç et qu i n'est pas iden t iquement n u l . C'est en par t i cu l ie r
un polynôme ent ie r en p qui n'est pas i d e n t i q u e m e n t n u l : on peu t
toujours , p i , ..., pç, m^ ..., m^ étant donnés, assigner une l i m i t e
infér ieure f in ie R de p à par t i r de laquelle IIp11 ne sera jamais nul . Le
terme correspondant ï existera toujours dans les équat ions (9) cor-
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rcspondant a des valeurs de fi aussi grandes qu'on veut , et l'on aura
nom' l u i , m étant f i n i , mp = e — £ i ( £ i f i n i ) (* ) .

Pour toutes les équat ions (9) qui correspondent à des valeurs de <-
dépassant une l i m i t e f i n i e , ï sera un des termes pour lesquels un
indice est maximum, avec l 'exposant correspondant le plus fort.

En effet , s i non , pour u n e valeur de e suf f i samment grande, on a
une équa t ion analogue a (9)

(9^-) ^Ç - • - ̂ •~= 1 )-

ou p' > p et (2) m' p' == e — £, (s, fini).
On en conclut

in' ci' •— m.ci -=. ci — Ej.

On n'a pas m'> m, a moins que p' < p. Si m' == m, p' — p doit être
fini et > o : on pourra raisonner sur (9 his) comme on l'a fait sur (9);
on obtiendra des valeurs successives p, p', p", • • • , c" nombre tini,
puisque les sommes analogues aw p 4- /", p, -+- .. - +w^pç sont == e + s.
Sic est supérieur a une certaine limite tinie dans (9), on peut donc
supposer ou bien m' == m, p' == p, ou bien m' < m, p' > p.

Dans ce dernier cas, on répétera sur (9^»') le raisonnement fait
sur (9); fn étant tini, on finira par trouver pour les valeurs de e supé-
rieures a une limite finie, une relation de la forme (9) pour laquelle
la relation (9 his) correspondante est telle que p'== p, m'=rn.

Considéronsalors l'ensemble deccllcsdcsrelations(9)où ceci alieu.

Deux cas peuvent se présenter :
i < > Le coefficient de Op"est nul. Nous opérerons de la même manière

sur celui de O p " f , s'il est nul sur celui de Op" 2, etc.; au besoin sur
ceux de 0^,, ... ( : 1 ) .

2" Si tous ces coefficients sont nuls pour la généralité des équa-
tions (9), on pourra raisonner sur eux comme on l'a fait sur (9).

P) Pour dmquc valeur do o, il y a ici ""o équation analogue à (8), le premier terme
,lo (< ) v jouissinil ou n'y jouissant pas des propriélC.s supposées à (8); pour ces équa-
tions, II'"' conserve la mûme Ibrme d'âpres (5), car ( 5 ^ devient ici wp - e = - 61.

(2) On ne pourrait avoir p' =-- F avec m"> m, puisque fw-n)p = C-EI +p >e+const.,
dès (ino p dépasse une certaine limite. .

(••>) 11 sulïil qu'un soûl de ces coefficients ne soit pas nul pour que le raisonnement soit
applicable.
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lîn c o n t i n u a n t de la sorte, on f in i ra par t rouver des expressions
analogues à (9) où le coef l ic ient analogue à ce lu i de 0^ dans (9)
est ̂  o, chaque terme con tenan t au moins un des coeff ic ients 0^-; sans
quo i il y aura i t dans ^ une in f in i t é de coefficients arbi t ra i res .

Dans chacune des re la t ions a ins i obtenues, les polynômes 11̂  sont
de degré total ^N" et la somme mp -4- .. - 4- m^pç-== Y], les diverses
valeurs de Y] ne pouvan t di f férer de e que d 'une quan t i t é f in ie . On a
alors

(9^") inpi^^+Si)^ (?.nni),
et le no'mbrc des termes de la re la t ion (9) correspondante est

^+ç,r//.
(9) est de la forme

( ^ o ) oy^n^-oy-^^ +... + o^, <-^o= o.
Le coefficient de Op" est un polynôme/? en p q u i , d'après ce q u i pré-

cède, n'est pas n u l i d e n t i q u e m e n t : s i /? dépend de p, son m o d u l e
croit indé f in imen t avec p ; s i / ? est i ndépendan t de p, c'est une con-
s t an t e ; dans les deux cas

( 1 1 ) l^l^.il^•" I^-tl+...+|^j!(•,4."Ç.)v

Ai étant une constante l imi tée 7^0 en général, et S ,̂ ,,,J dés ignan t
ce que devien t [2^,,p.[ quand on remplace Hp par sa l i m i t e supé-
rieure (91er) et qu 'on néglige le facteur \(j[ -h ^ )v'.

On a pour chaque terme du second membre
i ( m —" p.) p .4- ^i pi -4- . . . =- •n 4- c^,

( 1 2 ) l et, de môme
' m p=n -hs,

£ et £/ é tant f in i s quel que soit Y].
Ceci posé, je dis que l'on pourra prendre

(1 3) ^IS^i^A
[^i et [j^ étant finis.
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D'abord ceci est. vrai pour 0,, (L, ..., 0^ tant que ^ est inférieur a
iiiic lilnile tinK1 arlï i traire, car la valeur de [JL, n'est pas spécif iée et
l'on doit supposer que ceux des coefficients 0,, (L, .. ., dont la valeur
pourrait rester arbitraire, sont finis. Admettons que (i3) soit vrai
pour n <^ p : je dis que si p-.̂  est sullisamrnent ^raiid tout en restant
tini et indé[)endant de p, ( s 3 ) a encorcl ieu pour // = p.

En elîet, cherchons une linnite supérieure de la valeur du module
des termes de S .̂̂ ..

Le module du terme général est

1 ^;' • • • °^1 ̂ (^^•-'••-^(pT^ • • • p^^)^. (0 nn i)-

ITautre ])art, considérons

p^'F- . . . p^i^*.

Ce terme est é^al a
p^'- . . . F^'

où les m^ |)remiers termes sont égaux à p^', etc.
Enfin

(^i)^.'--»'^.^^,)1".
Donc

|^; l•-•^;•l^(^i)pl'(^ ...po^)^

av(îC
p, 4- ... 4-p^=-^+£' (^tini^SP'),

d'après (12) .
Soient p',, p;., ..., F^ i : on a [J^r. Si toutes les quantités ?^ ,

p',, .. ., p, ne sont pas égales a p - i, soieut ?,-„ ?. deux d'entre elles
plus petites que p -- ï . La fonction

p^-i lo^pîr-i + p^ l0^0^

a pour différentielle

o = ( logp^-., 4" ï ) ̂ -i -1- ( lo^'P^ 4- ï ) dur, ;

si on laisse constants p\, ..., p ,̂ sans changer la somme ?\ -h ... -^ pa.

on aura
</po..-i -i- 4^ == °'
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et S devient
Ô^log(^=l),/p^.

\ Pô- /

S est positif q u a n d p^i^p^. Donc, si Fon fait croître p^_i et décroître p^
de façon que p^i 4- p^ reste constant, la fonct ion p^1 . ..p^ augmente
de valeur dès q u e p^^p^..

On en conc lu t que l'on ob t i end ra pou r p^'1.. .p^ la valeur la plus
élevée possible en a t t r i b u a n t au p lus grand nombre possible de ces
quant i tés la va leur p — r .

D 'a i l leurs , si p est grand, ;z étant l i m i t é e t^P", i l y aura au p l u s [j.
des quanti tés pp . . . , p^ égales à p — i , les autres ayant une va leur
' l i m i t é e . Donc

p^'l...p^^:(p—I)^" l)!J•Ê / / /,

€ ' é tan t l imi té . Donc e n f i n

I ̂ '. • . ̂  11\ Op-i r ( p — i)^-^^^)
(£ ( l v• f î n i ) .

Considérons m a i n t e n a n t
/•//i-\). \f
U^ ^ m--[}.-

Le nombre des termes de (9) étant ̂ (T] 4- i^ y", on a

V(n + ̂ <1\ e'^Ï!.n^. \ 'î (Y] + 'Ç,r-^111 9p|-^| 0,^(a - I ) ^ P 'w.s^

(^ ' t ini) .
Or, d'après (12), le second membre est égal a

| Oç, \m-\j' | ̂ ,11''^ p — i )(p"i)^^g(v) ( ,n ? _ g + ç, )Ï'^N^

et
g(V) (^p__ g 4- ^)N"+P"(p _ i)(p-.l)(^^ (,^ ̂ , I)^i"->-^"/FÏ>"+!S•/-»l^-^pi^^ ̂  ppp.î;,^

dès que [̂  ^ P" -+- N" -+• v, puisque [x^ r , }̂  et v étant des constantes,
v aussi pet i t qu'on veut. Donc

^(^4-çJV^^Î'^--^l$l^rl^l"-^'pp^.
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et , d 'après ( i ï ),

Oy\"^\0u.^"^\^-^ pW.,

V'

| ̂  \ •. ̂  | ̂ i F ; | ̂ ' 1 p .̂ -+- | ̂  -2 | FW. + . . . 4- R-F^ !.

) Op | devra alors ôlr^ ^n [ ) l i i s égal à la p l u s grande r a e i n o posi t ive 1 de
r é q u a t i o n a l g é b r i q u e

X/" —— .̂  [ 0^^ [!•" ; \m -1 pplj,, .^, _ . 4. F//W. ; ̂  ( > .

On sait que celle équation a pour l imite supérieure de ses racines

« - i- Ç/^ | ̂ , r'yw. •. ï •+-1 ̂ i^ ( ̂  \ '" ̂ -.
Doue

ï ^o ï ï ^ - 1 ^•i r /^ p^^-' < ̂ -io?a^^
des que o est assez graud, ce qui dernonire la (ormule ( ï ' ' ï ) . Nous en
concluons ce théorème :

TMKOKOŒ. — Soil 'y" /^ fO,, -^ o ) z^/z^ solution formelle divergenic'
^<ww ,'̂ ' • < •

0

( l ' n/ie é(f a a (, io n di/féreii l ie Ile.

( ï ) • ^ Aj^y^'i . . . y ' ^ ' / / - -^ o

(A polynôme entier).
O/i a l<)ujour'Sf des (jue. n est assez- ^rarid y

^•'^ ( r"1- ^"+^^

a, ^/ v é'7^//^ finis, v aussi petit qu on veut, et V " et W étant les plus
Urandes valeurs des quantités IQ -f- ;', •+ .. . 4- ̂  et l^ -h- 2^ -+- • • • -4-^4
dans (ï ).

y' '->
J/<rt. l''.c. Nonn., (.'i), KX. — NOVK.MJÎIÎI. i^o.'i. C^



498 F.D.MONI) M A I L L K T .

Qu'en résulte-t-i l p o u r les s é r i e s ' ^ — ^ ? on encore pour les sér ies
0

V0,/(\r — .z'o) diverse 11 te s aux en virons (lu point .z* == j'o, an point de
0

vue de la sominabil i té? Nous supposerons, pour simplifier, .r,, == o;
nn changement de varial)les ramène toujours le cas général a celui- là,
((ne nous considérerons seul [)ar fa sni(e.

M. Le Rov ( ' ) a considéré comme valeur de la série 'V O//^, ponr
()

nne valeur (le ,r, Fintégrale

i /- 1, ' - i(H) y^ . ) ^ / ^^ ^ F/,(,.r)^,
/ < o

on

F^^.r)^^^/^^)^
o

0,, :^r(/m t - r)^/,,

p entier on non, niais positif, ela/, coedicieni général de la série F/,( ^ )
dont le rayon de convergence est, supposé//m. Il en résnile, si ton les
ces crmditions penvent être remplies, et. si fp(^) ^ nne valeur bien

déterminée, que la série ̂ O,/^ est sommable, an sens de M. Borel,i l ,
0

p o n r c e t te va 1 e n r d e x.
Mais : i° M. Le Hoy ne prouve pas que les condit ions 05) entrai-

rient toujours l 'existence de l'intégrale ( J ^ ) ; ^0 on pont, bien toujours
faire en sorte que a,, soit le coef f i c ien t d'une série entière, mais rien
ne prouve qu'alors l'intégrale ( ï ^ ) ait une valeur.

M. Borel, avant M. Le Rov, avai t considéré le cas où p :== î ; mais il

( ' ) //r/nalc.v (la la Fac. des S(\ (le ToufouWf K)OO, p f[Vi\.
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avai t encore admis a priori l ' ex is tence de l ' i n tégra le ( ï ' î ) » ^u m o i n s
le l ong d ' u n c h e m i n c o n v e n a b l e m e n t choisi .

Nous a l lons , dans ce qu i s u i t , i n d i q u e r u n cas é t e n d u ou les i n t é -
grales ( i i ) dé f in i s sen t des fonct ions auxquel les correspondent lou-
Jours des séries d ivergentes aux env i rons de x ===. o et sommables an

'sens de M. Borel , le sens de ̂  dans les c o n d i t i o n s (i 5) é t a n t changé.
Cons idé rons d 'abord l ' i n tégrale

i /"^ j L-^-/'
( « G ) , ; ^ - 3/ d^

' ' u

prise le long ( l ' i i n c t i c i n i i i f 'ori t ié par u n e d ro i t e OA a l l a n i de l 'ur ignie
h l ' i i i l i n i d a n s ( ' ) le I ) l a i > des z. Soit é g a l e m e n t le c o n t o u r A'A. \W

tonné d'un arc de cercle de rayon infiniment pelitA'B' décrit de l'ori-
gine coinn.e centre, de la partie A'A du chemin OA, de l'arc de
cercle AB de ravon K aussi ^raïul qu'on veut et de la partie B'B de
l'axe 0,r. A l'intérieur de ce contour, la (onction qui figure dans
l'intégrale 0(i) n'a aucun point critique. On a

f . /•.. /• -. f -..
'-/l! I; ^ I tA •- 'AA' ••A'!'. '

Nous sui)posonsque l'on attr ibue a s" en li' celle de ses valeurs qui
est réelle et posit ive :

-' ( ' :-:Y(|^n+^).
PJWY.

(.) On pourrail remi.lacer celto droite l.ar <Jos courbes convenables: nous n'insislons
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(Considérons f ; soit z === o^;
^ liA

p^,-^-^—^)^."

est loujours nul pour ? infini tant que 2 est compris entre _Tl

ct -t- ^, c'esl-à-dire si l'on fait varier o de — T. a -n: tant que/.» > ̂ .

Quand /^:2, P est nul pour p infini quand o est compris entre

— ^p et -h ^p. Alors

iiin / •: : o.
^ • 1 1 - - ^A

Considérons mainlenani / : F est nnl pour p == o, ( jnel que soil c..
' A 'H ' l 1

F " '- 'A-l i '

Nons on concluons que

0 7 ^ ^ / ' - / ' -..r(/,.,-,)
/ ' A ' A / ^It ' t î

sous les conditions ci-dessus pour ^.
On pourra alors prendre comme valeur de (r/i) celle de Piniesrale

du second membre effectuée le lon^ d'un des chemins OA que nous
venons de définir suivant que p es t :? 2 ou > 2. Mais rien n'empecliera
que nous y prenions pour V^(z) une fond ion entière; la condit ion de
prendre pour p dans (i5) la plus pelile valeur// qui soit (e l le qu^
F(s) soit une série convergente ou une fonct ion ent ière n'est pas
indispensable; on pourra encore prendre pour p successivement des
valeurs différentes, mais rien ne prouve a priori que les diverses
valeursy^/r) obtenues ainsi soient identiques. Rien ne prouve même
que les intégrales ( ï 4 ) so ien t susceptibles d'une existence quelconque
en général, môme le lon^d'un chemin convenablement cboisi.

C'est de ce dernier point que nous allons nous occuper en suppo-
sant que V p ( z ) soit. toujours une fonction ent ière.
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Ci)iisi(t»''rons alors l'il1tt''^;l•;^l(>

(,/ ,) /;.(^=- / Q,.(-')^
' t 0

UV(H1

0^3)=^- ' 'C/ ' - '1F/,(^•) .

S(ii)nosoiis ( j U ( 1 la roiiclloii enliore V ^ Ç ^ x ) ail son ordi^1 rfol in t^ -
r ieur a l'ordi't1 appaiTnt, c'est-à-diri^ qiic

( i ^ ^) F^^^^A'^'^C^),

1^('^ ) ( '^anî nii po lynôme cnliol' (le (le^ré r/ ^n ^, (^ (l)(^) un produit
d^ ract^irs [n' iniaircs d'ordre •< ̂ . Si

ÎS^ '^ ) : : : ^ . , ^^ - ! -^ !^ - 1 -^ . . . - ! - . / ^ ,

( k (

i </„ =: P(, ( cos a,, ~|- l sin ao ),

( , S ) < ^ =p (cos^ +/sin9),
f ./• = /• (cos/ 4- <sin/},

on a
i ^/.^./^-^^.(p^)^"^4 '^^4"-^'-1---^

( ' < ) ) ! 1 L ^ ? . . ? ^\ •' / 1 . ,, eus-- l - < - > i i t - J
( c-^ •^e-^ '- l' / ' / .

D^tlïord oii i^a jamais ^ > ̂  quand l'inic^ralc j\,{x} oxislo (^ que

la sér ie correspondante^O/^ (^l une série divergcnle. Eu etiet, le

(erme général d< k i^/^-z1) es(,

^__/.,.)//r ( ^ / z - 4 - i )
e[ son ordre est pi . Donc .^^-"' . • • . : ^

a, ^ ^__ .:̂  , . . \ 1 . 1 : 1 < ' " ; ' 1 : ' ' „rf^+'T) "1' " - i ^ ,:^, ^ _,,- ^ „.-. v ^ ^^:-^
(^0^ .i^^/v ' , , . - : ' - 1 1 " " 1 '



:)w' EDMOND MAILLET.

£ é tan t aussi peti t qu'on veut, mais f ini , e t p étant le p l u s p e t i t nombre
sa t i s fa i san t à cette inégalité pour n assez grand, quel que soit £. De
même, pour une i n f i n i t é de valeurs de n

>r(/^-+-i) '" " î:,/
(n\)^

L'ordre de V p { z x ) ne pour ra i t être d = p i < I- que si

— L^ 1 ^ _ 'r(/^4-7) "" (^T)/^-'
1 c c' —— t

^l
avec/^ + £ = ^ - £ , £ = = ^ -^^ _ s, c'est-à-dire que ^ pour r a i t e t r < »

pris posi t i f et l i m i t é infer ie i i rernent . Dès lors on aura i t

(pn^^ ^^
| a,, | < ̂  -.— .̂-.—

^.-,^^.^',

/»^ 4- ̂  pti 4 ^ ('/< 4- I ) /> - ///< - 1 -- f ,< ( 1 ) s-
, P ' ^ ^e 2 7 V/A 2 '

OU

!__/ ; 1 . ^ -(/<-,.|^j2'

| a./1 < ̂  //'' ^7 '̂ < ;i ( n \ ' , ( -/ con s (. ).
\6 /

£' est l imité infér ieurement . On peut toujours prendre pour n assez
^rand

[ . ) >A•n'
( J i i c l (juc soit /c, si /c est f in i , car il su f f i t de prendre

Dès lors a/,| tendrai t verso plus vite quepa-, > i), et la série Va,..^
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a u r a i t un rayon (le convergence f in i . Donc, on d o i t supposer

^p : 1 .p
d (''tant en t i e r , on n 'aura que doux cas ;i ( ' t i i t l i e r :

i°^>t;
3e* dn •==. \.

Premier cas : dp ^> i . — II s nf Ht pour l'existence de ? intégrale ( i ^ )
le lon^ d'une droile fa isant Pan^le 'p avec O.r

i ï»
} COS (- >• 0,

(^) ^
( cos [ao + ̂ (y +/)] < o,

sirmillanement le lon^ du chemin d'inleg'ration, d'après ( î 3 ) et ( 1 ; ) ) .
l.t^ angles tels qne cos ^ ^> o sont ceux pour lesquels

^ , TT .... /. 7T
• • : . !- ^/•T: 4- YI, --- ~" '-^ ':. - •

// '>.

Les angles [ )0( î r Ies((nels

cos (^o + d^ ~t- r//') << o

sont c( t ux [)our lesquels
, „ , , 7T ,.- / .''Î7T

y.^ 4- <''// 4- a^ -:=: ':> /TT 4- ïh, ~ :;.. '̂ i,,, —•

II v a tou jours une région où rintegration (^st possible, car pre-
nons

' ^-\-df ^£,

| d^ ""=• '.>. /TT -h rj i — £,

" " ; 1 <p :-::: '.>, /f TT/J» -4- ? 'H,

^ '\ /TT -i- r/i --=-; ^ /*"7rc//> 4- ̂ rj 4- £.

I^tur /==:/i; = o,
^ i -— £ —: ^/? -r,,

£ ::= T\ i — (r/^^ Y^.

ri. variant entre7: et ̂  et •/] < t n^ re — 7r et 4~ -^ £ varie entre :î- + dp n
• ' ',>, 'A * 2 2 2 / 9-
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et -^ —- dp — Or ̂  ^> t . Il v a donc un angle de s o m m a b i l i t e q u i d i f -
fère d'aussi peu qu'on veut de

TT+^TT ___ /I , \
^ .4-^d "~ \ <:/

avec
/ i \ a 7:^>T:(^^)>^-,

angle qui est ^ 2-n: q u a n d pï-,i.
Quand î ' ^ p <^ 2, cet angle est ^Tr, et même > 2?: si </ == r , p > i .

D 'a i l l eurs , on n'a pas ici d == r ,^1 d'après dp'^> \.
Soit alors/^ <^ 2, </^> î : l ' angle de s o m r n a l ) i l i t é est e£çal a T. p -+- i-' .

Pourra- t ' i l v avoi r une a u t r e région de s o n n n a b i l i t e ? Si on laisse
e n co re /• == o, (21) d o M n e

Y j ^ -- £ •=: dp'f} — ' Î /7T,

£ "r,:: n i ~h a /TT — dp •f\.

£ varie ici. entre ̂  + dp •̂  + a/T: et -^ — dp ' -+-^(^. 1/an^le d<k
2 " ?- ! ?, /1 '.î 0

s o r n r n a b i l i l c a la inemo va leu r , mais ses ext rémités son t , d'après (21),

ao 3T: pT: ^Ir:— .. .̂.» „,... ...̂ «. — ̂  —^.,,
a 'îd ;i a

a.. 7: p 7: ^ ^ 7:
— — -^" —/ "- — + ~-71- •d ^d '>. d

Cliaquc fois qu 'on augmente / de ï , d é t an t > r , on augmente les
angles des droites extrêmes du secteur (^2) avec O.z" d e — ' - J/an^le

de sommab i l i t e é t an t ^> —^ les d ivers secteurs cor respondant aux
€i

diverses valeurs de / se r ecouvren t ; l 'angle total de sommabi l i t e
est ^> 2?:, et l ' i n t ég ra l e existe que l que soit/, o é tant convenab l emen t
choisi.

Par c o n s é q u e n t :

THEOREME. — Quand dp ^> ï les intégrales ( i4) c|ue nou^ considérons
exisleni dans loul le plan.
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Le p o i n t ,r== o s e u l est 1111 p o i n t s i n g u l i e r . Les diverses valeurs de
l ' i n t é g r a l e cor responden t aux diverses va leu r s i n i t i a l e s que l'on peut

prendre p o u r z ' ' q u a n d z pa r t de o pour v i t r i e r le long de. la l igne d ' in-
t ég ra t ion .

I l resterai t tou te fo i s a préc iser , q u a n d y"^-2^ diverge, si la valeur
0

de l ' i n t é g r a l e pour u n e même valeur de . rue dépend pas de o dans
les l i m i t e s où l ' i n t é g r a l e ex i s te .

Deuxième cas : - , -==. p i.( l l

I I faudra encore pour l 'existence de l ' in tégra le que

<û
— p''cos - -(-- po(p/T cos [a,, 4- d(^ -t-/)] < o,

avec
? /cos -'- •^:cosa^ ^> o,
/^ 1

d'après 0;)).
I! s il (lira, dés lors, qu'on a i t a la fo i s

cos [ a,, --h d{ ̂  +/} [ -< o, cos d^ > o.

fl faut (((l'en a j o u t a n t \\ a^ 4- d/'-\- 2/07: un angle d^ compris entre — -L

2
(*j „[-. ' ÎT, on ohtieniK1 un anffle compris entre - -!- ik.'K et — -4- ik^.

'.--> 1 ' 0 i, 2 2

Si a<, 4- df:^- ' ^ I r ^ i l . y a une solution évidente. Sinon

a..+r//-==2/7:, /^-^^^^ d
- f (Li ^ \

ù<1 — COS - 4- po / • "COS - < 0,
\ /^ /?/

cl pu i s ( j î i e
0.'

COS ~ > 0,
/^

p<:^^<^ r<:r^i\

TnÉOl^EME. — Quand dp =-= r , les intégrales ( i [ \ ) existent dans tout le
plan, san/ dans la partie des droites issues de l'origine faisant avec ()x

l'angle p ( — a,, 4- ^ /îc), et comprise entre le point ^2/7T^ ( — l et /'oc.

Ann. Éc\ Norrn., (3 ) , XX. -— Novi.:MiiiUi icjoS. ^
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Remarque I . -— Nous obtenons ci-dessus des exemples in té ressants
de séries divergentes fonc t ions de x et à rayon de convergence nu l , q u i
sont sommables.

Pour étendre ceci au cas où F(^) est une fonct ion ent ière d'ordre
apparent égal à l'ordre réel, i l f a u d r a i t examiner si l 'on ne p e u t ,
dans ce cas, dé te rminer dans le plan des z une l i^ne q u i s e rv i r a i t
de chemin d ' in tégrat ion, et le long de l aque l l e F(^)| serai t d 'ordre

i
<; e 1 ' 1 1 ( r=== z |). La chose est p a r f a i t e m e n t possible : i l suffît de c i te r
comme exemple la fonct ion sin-rc^ ou même ( ' ) les p r o d u i t s de fac-
teurs primaires d'ordre <^ 2, dont toutes les racines sont rée l les et de
même signe.

Remarque I I . — Considérons, par exemple, l ' i n t é g r a l e

i ^ i - î

/•(.r)r=z ^ ^ cr^z ^^•^/s.

11 faut ici cos ^ > o, cos(^ 4- /) <; o, d'après (20).

On pourra, alors prendre y compris — -7r et 4- 7r'^ ^ 4"/entre TC ri ^7T;

/peut varier entre 7T -— -n; 4- s et on -4- r: — £ == ̂  -— £.

Donc, quel que soit/on trouve tou jou r s une v a l e u r pour/Ï x ) .
Si, en par t icul ier , /== o, on peut prendre ç = ^^ ^ === '—:

/ ( ^ ) = ^ r e-^^^^d^
^ o

l ' intégrale étant pr ise le long de la droite ç == ^ / ' est la somme de la

( 1 ) Nous y reviendrons. Certains résultais publiés par M. Milia^-Lerfler depuis quo co.s
lignes ûnt été écrites le montrent également (Comptes rcnda^ '> mars et 1 2 octobre î9o3;.
Il y a lu une voie possible pour l'extension des deux théorèmes ci-dessus. On pei-it iilômo
se poser la question, inverse : Y a-t-il des fonctions entières d'ordre fini pi y^ o, pour
lesquelles la cho.ve est impossible quel que soit p, wec ppi >• i ?
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série
v v^ (9 J // ) !^a//•r7 '=^ ---'--V - • r"1-

0 ()

On est ainsi conduit, ce que M. Borel avai t pressenti comme n'étant
pas absurde a priori ( '), à alirilfuer un sens et une valeur à une série
divergente don! Ions les fermes sont [ ) o s i l ifs.

1 1 faut toutefois re m. arquer que, pour une valeur de/, ç n'est pas
arbitraire, car il est compris entre-^ —/'et ' l7 7 —y. L'intégrale corres-

pondante a un sens pour tous les chemins d'intégration compris dans
ces l imites; pour une autre valeur de /' les l imi tes sont différentes.

Comme nous l 'avons déjà indiqué, on pourrait se demander dés
lors jusqu'à quel point on peut considérer les diverses fonctions
obtenues pour chaque va leur de /"comme appartenant à une même
fonction. Nous n' insisterons pas a ce sujet.

Pour montrer l ' intérêt des théorèmes précédents, il nous reste a
étendre les dérnonstrat ions connues de MM. Borel ( 2 ) et.Le Roy pour
montrer que. f('ï') est bien sommai/ne an sens de M. îlorel, c'est-à-dire
est bien solut ion des équat ions algébriques ou dif férentiel les aux-

quelles ̂  a^.r" satisfait foi'mellernent.

D'abord, la plupart des ménries démonstrations s'appliquent pour
les valeurs de .r, tel les que le. clieinin d'intégration coïncide avec la
partie négative de O.r, eu particulier colles pour lesquelles x est réel
et ^ et/ 'a la fois nuls : alors cos^ •== i > o, c o s j a,, -{- d(^ •+-/)\ << o,
si a,, == — T:-

La dérivée d'une fo notion/,,(.r) d'indice p est d'ailleurs de même
na tu re , car

/^.z-)= ^ r c--^lz^^^l<w^,>{^)d^
1 J o

y;,,,, - ̂ f'.-- • l " {^ ̂ -W -.- «""•"* '̂) A.

(r) IÎOREÏ., Journal de Malfiémailqucs, iS(j(), p. ï ^ r .
( ï ) Leçons sur les séries divergentes. Paris, 1 9 0 1 , p. 100 eL suiv..
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et la fonc t ion
<l, /-.^'^(££)+^.(±i),

/'1" / (te ' dx '

ou, si zx == ?/, la f o n c t i o n
(I) ^< / M K ) ' i-^/'^ -^/-C")—^-"^ -A—-

est de môme ordre apparent, que la fonct ion (I>/,(«). 11 on résul te que
la dérivée de l ' intégrale ( i4) existe en même temps que l ' in té -
grale ( f ) .

E n f i n , les chemins d ' i n t ég ra t i on , c'est-à-dire la v a l e u r de ^ corres-
pondan t à une valeur de x, p e u v e n t toujours être pris les mêmes
pour u n e même v a l e u r de x pour toutes les intégrales ( i / i ) ou p ,
d de^ré de \\^^.r) et a^ coef f ic ien t de ^ dans l^/^) o î i t les mêmes
valeurs . N o u s d i r o n s que les séries S-a/^'i/' cor respondant a ces foue-
t ions (14) [ p o u r l e s q u e l l e s ( i / g l^ff) a l i e u J son t des séries ( p , d , a ^ ) .
L'eusemble des séries Sa,^^ auxquel les eor respondeu t des i n t é -
grales ( t 4 ) [sans q u e ( i / i bis) a i t l i e u nocessa i r emenf [ e x i s t a n t p o u r
u n e même va l eu r de p et ^ a u x env i rons d 'une môme v a l e u r x sera
d i t un (i/iseinble ou groupe nssociahie ( / ) , ^ , a ' " ) . I^es in tégra les corres-
p o n d a n l e s sont d(îs in tégra les ( / ) , ^> x ) .

Pour j u s t i f i e r eetle dern ière d é n o m i n a t i o n , ï ious a l l o n s mont re r :
1° q u e la somme a l ^ ' é b r i ( ( u e ou le p r o d u i t de deux de ces séries est de
même na tu re , c^est-à-dire a p p a r t i e n t au même e n s e m b l e ou uToupe,
et que l ' i n t ég ra l e co r respondan t à celte somme ou p r o d u i t est la
somme ou le p r o d u i t des deux in tégra les co r r e spondan t aux d e u x
séries; 2° e n f i n q u e , dans un cas é t endu , les dér ivées f o r m e l l e s d ' u n e
( I u e 1 c o n ( \ u e d e s s é r i e s fo r m e 11 e s e o r r ( k s [ ) o n d a n (.e s, ni u 1 ( i [ ) 1 i é es ( ) a r
u n e ce r ta ine puissance de x, y a p p a d i e n n e n t éga lement , l ' in tégra le 1

cor respondante é t a n t la dér ivée m u l t i p l i é e par la même puissance de x
de l ' i n t ég ra l e co r r e spondan t a la série p r i m i t i v e . I l en résu l te ra q u e
toutes les é q u a t i o n s a l g é b r i q u e s ou d i f Ï c r e n t i e l l e s , où n ' en t ren t en

r'^( 1 } I I est bien év iden t , (l'cij|)r(;s les mcmcs riusonncinenis, que / \ ^ . p ( ^ ) \ d z
<./o

et / . - Q ^ f s ) dz existent en inenic tenips (ine / Q//(?')(h' lo lon^ des rnômeri
<-/() ax ^(i

clioniiiis d'inlegrdtion.
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dehors des i n c o n n u e s et do leurs dér ivées que des séries convergentes
aux e n v i r o n s de x, ne peuven t ê t re sat isfa i tes f o r m e l l e m e n t par des
séries du groupe que si les é q u a t i o n s , obtenues en remplaçant les
séries du groupe par les i n t ég ra l e s correspondantes , le sont par ces
intégrales .

On p e u t d ' a i l l e u r s comprendre dans l ' ensemble considéré tous les
po lynômes et toutes les sér ies convergentes au p o i n t a ' == o, car soit.

/(.^-^^^
0

l 'une d 'e l les : on a u r a

/(./•):-: - / ^-^ -"1 - 1 / -F(^.^•)^,
/ <./<,

dont la valeur ex is te év idemment le long du chemin d'intégration cp

et est la même quel que soit <p et p pourvu que ces - ^> o, ce qu'on

suppose. iy;ulleurs
1^^.. v ^//(^r^-^^Zn^+V)

est év idemment nne (onct ion entière d'ordre < -7 puisqu'ici lima^^o.
/- % 1.;-; w

Lu somfnc al^'c^ru/ae de deux séries (p , ̂ , x ) esl une série (p, ̂ ,0.').
( ' /est év iden t , car

./ r c - ^ z " i l ' rl^,(^),l^ + b [ " e-:''^~l'+!)^(^)d^
.yo «-/(}

-^ 1 c -"rl [ a V,, ( z ,r ) -i - b ¥ , ! ' ( z^ )] dz,
0

et si les deux i n t é g r a l e s du p remie r membre existent, il en est de
même de l ' i n t é g r a l e da second, la série divergente correspondante
é tan t la somme (b rme l l e des séries d ivergentes correspondant aux
deux in tégra les du p r e m i e r membre .

I l est b i en év iden t , d 'ai l leurs , que si ces deux dernières existent
abso lumen t , i l en est de même de la première ( 1 ) . Nous ne considé-

/. •A /'•w

( l ) Nous dirons que / ( j ^ ( z ) c l z existe absolument si f \ Q p Ç z ' ) \ch existe.
«./o «-'u
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rerons dans la su i te que des intégrales (/?, y, .r) ayant une existence
absolue, ainsi que toutes leurs dérivées en x, mul t ip l iées par u n e cer-
t a ine puissance de x : c'est le cas des intégrales Çp, d, a^).

c. Q. F. i) .
On peut encore é tabl i r la propriété s u i v a n t e :
Se une intégrale Çp, o, .v) existe absolument ainsi que toutes ses de77-

vées pour une valeur donnée x^ de x, il en est de même pour les valeurs
de x de même argument et de module plus pe t i t .

En effet, soit

./^(.r)^ ^\-^^" lF(^r)^;

posons zx == u, xclz -==. dur,

^(.^.^f.-^^y"^/);
-. • r-^//"'^/,.^"^\-^'(^Y^..)(/l'..

,/,. V - T / ' ' //p ,
l.es a rgumen t s de z et.z' r f^s tan t const i ints par I lypothése , soit

— ::= y. e1^ ( y (:;o ri s t;"t \\ l, a -:::: [ ,r ( ),

A. y. „ _ ^ j, " l ^ ^ . . , y r
À ~ /> !' ' ! ]l' /^ /-^ *

O n a c o s î > o le long du chemin d ' in tégra t ion . A4 est tou jours
négatif des que a dépasse u n e cer ta ine l imi t e A, f o n c t i o n de p et ^.
Donc , quand a dépasse une certaine l i m i t e À, A. est u n e fonc t ion
décroissante de a: prenons ^- ^ A , | // \^h\x, ;A est, •pour\u[^\x, ,

fonction croissante de x . Par conséquent , ( a, pour toute
<Â.r,^

valeur de x < /rj, ses éléments inférieurs en modu le aux élé-
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me.nts correspondants de l ' in tégrale où l 'on fa i t .r==.r,, c'est-à-dire
r w

( lue f existe abso lumen t pour | x <^ œ^ , puisqu'elle existe
^ À . » • ,

pour x = x ^ .
/t'/.j'i ( ' . ' ' "

L'existence de l ' i n t é g r a l e ^ est d^ail leurs é v i d e n t e , puisque
t- 0

celle-ci est é^ale a
I / • ' JL- « - — 1

/ ; / ————— "̂ ^/ ^u

< j u i est toujours t i n i e et existe a b s o l u m e n t .
Le même r a i s o n n e m e n t est app l i cab le aux dérivées.

< ; . (.,). E. D.
Ceci c o n d u i t a la propr ié té suivante :
Toute équation Uncaire fOrmelle entre des séries divergentes de même

groupe ( p, ^, x ) est satisfaite idenii(juemeni par les intégrales (p, cp, x)
correspo/f ( la i i î à e es séries, et re'eiproc/fieme fil.

En o l le t , la v a l e u r de la dér ivée /À i < l m e pour x ==. o d ' une inté-
grale (/r^ cp, x ) est égale a a , , / À ! , c'est-à-dire ne peut être nul le que
si a^== o, et r é c i p r o q u e m e n t . Par conséquent, si la somme algébrique-
dé deux séries du groupe est i d e n t i q u e m e n t nulle, l ' intégrale corres-
p o n d a n t à cette somme est ident iquement nulle, a insi que toutes ses
dérivées, et i n v e r s e m e n t , c. Q. F. D.

Le produit de deux séries ( p , 9, oc} est une série ( p , cp, .r). L'inté-
grale ( p , ^, ,z') correspondant à cette dernière est le produit des inté-
grales ( p , ^, .2') correspondant aux deux premières.

La marche à suivre est, à très peu prés, celle qu'a indiquée M. Borel
pour les chemins d'intégration réels quand p === ï .

Soi t

f/:—z. ~ / e"^ x^ F ( z x ) d x ,
P^

^^r^^
P .
- I ^e-y:'>yr)~ÏV,(zy)cly,
• ^u

,, / ̂  _ v a " x n v ( y ) - v —^y—.1 (•^-2^'V(jmTT)' "^•'-^r^-n)
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On forme le produit', w; l'on pose.ï = p6^ y == p^ :

^ ' - / f (P+Q/)^/p, .
/ t/o ^o

Le changement de var iables

donne

si

,, ̂ ,,
0

L'utilisation de la forîmile

^a—lAP , '
——— (î'ï ...--.,̂ ^̂ ^̂ ^

r(^c4" f ; 1

^^ (- 0-^ .-ç)-^ -n(^ ,)--.: ̂ ^)

donne alors, pour le terme général de w (a), la valeur

y.n p p 3//> h (' ̂ ^T- ( " -i - ̂ ) ̂  /^ + /^ t'-i i
r(pn -h ̂ c 4- a)

Considérant la somme des termes pour lesquels // •+. ^
o b t i e n t dans w{a) le terme général

^^,^; 'y / / ,^ /^/ , - i i
y, —————————„„„ .
' A, (pfï^V- 2)

en posant y.,==Sa^,.
'Donc

2/ 'P ,,„ (0 ao

rt „ - f.T ( ,-,,,7 •V s'" ^'-T"', «/-", nr t (-' A 6 ^-r^-T-Tr7"-^-
' l f' i 1 £^ 1 i ,
-———__——.—————„..„., y ^

1. / ^Z l -4 -2 ) / / /1
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11 résul te d ' a i l l eurs des mêmes raisonnements que l'intégrale du
second membre existe abso lumen t en même temps que u et (\

Cons idé rons alors
2^? ^ ^

i ï '=^/ ' f e-a€l> {v(a)da.

On a

'-y T il ^ ^
^-^•/' ( ^ ( ^ ) J ^_:_ ç / > ç-ac-/' n , (^)+ c-ael' ^(a),

et, en intégrant,

r ï 1'3[^-^•/ t v ( a ) J ^ ==--n-(o)==o,

ear n^(a) c o n t i e n t a en facteur et ces - est^> o, par suite

(v:-= ^7 f c-a^' ^(a)da.
i/o

Celte intégrale existe a fortiori absolument si u et v existent abso-
lument.

P osant en in s
i i

a —=. a ' 1 ' , da === ~ cr^ cl a,
P

on a
ij? , , oo

^ / ' /* w ,r- ^ L - 1 , V (^O-)"1^^(ï.^: ..,„.— 1 ^-C7<"^ ̂  ^ç. > ^ „ / - — — — — — ^ y
^ ̂  ^1 (y^îi+i) '

ou, e n f i n , si
o-<?''?= X,

^r. -x^^xv^^,
/^J, ^àT(pn^i)

l ' i n t égra le é tan t prise le long du chemin cp.

Ainsi le produit w esl égal à une intégrale qui existe et qui, d'après
sa forme, esl une intégrale (/^,y,a'); de plus, la série divergente

Afin. Éc. Norm., ( 3 ) , XX. — DI;CEMBHK 190:^. Ôî)
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correspondante est le produit des deux séries correspondant à u et F;
si u et v existent absolument, w existe absolument ( ' ).

Nous pouvons déjà conclure :

La somme, la différence et le produit de deux séries Çp, y, x) sont des
séries Çp, <p, x ' ) . Toute équation, algébrique par rapport aux inconnues,
a laquelle satisfont formellement une ou plusieurs de ces séries^ et dont

( l ) ÏI convient de vérifier directement que la série Y — î_:—L_. Qe^ convewnie, bien
^d 1;(^//^-4-I) " • !- f t - • ?

que cela résulte de nos raisonnements. Or,

Y/;, == a//, po -h a,/, „. i p i -i-... .

Supposons que 7, —°^—-, V c ^ — soient d'ordre apparent •:1 o : On aI - 1 Âsà \ {pu 4-1; Âuà V{pv -\-1) 1 l " k

-...l̂ L ̂  _±_, _1M .̂ ̂  _L .̂
rf /^/z-4-r) '̂ ' L s 5 Ï ^ / w - h i ) """ 1 _. :>

( ^ Î ) P ' (( . ' !)? '"

A- et / ôtanL dos enliers fixes suffisamment grands, et l'on peut toujours supposer//p i.
Dès lors,

Y " , ^V r( / ) / / - i " i ) r ( /3 ( -4 - i )< ̂  ——_,__^^^^^^ ^

r ( / m i + ï ) ( u \ ) ? (v\)?

II s'agit de prouver que lo second membre est

< —É^ a f m i ) ,
( / / J / P " 2

quand ni est assez grand, ou, puisque le second membre comprend au plus / / i ~{~ i termes,
que l 'un quelconque d'entre eux est < la ( / / i + i)"'''"8 par t ie de cette dernière expression,
c'est-à-dire que

'•(ï)0"1''" '̂'̂ ')'"" '̂,")""''
Ĵ y..,̂ '̂..)̂ .̂ ;,..),,,̂

( X a conslanle linit ').
Or, 'exposant de ^ est, si l'on fait tout passer dans le- proniior (ncnibrc,

(„! 4- ̂  (^ _ ̂  +pn -\- ̂  +/»>-)- ^ - ̂ //, -(- ̂

...- („ -,.. ̂  ̂  _^ - (,-,- y ̂  -s f - const.
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les coefficients sont des séries convergentes aux environs cîu point x == o,
est vérifiée par les intégrales ( p , o, x} qui leur correspondent.

Enfin ( 1 ) :

Soit x ' ' -T-̂  (Sa,^) la dér^ée formelle À10"16 de la série Sa,^ appar-

11 s u f f i t (Jonc
(. ,...-, IV1- - 2 ) ^ 4 - 1 ^-4

/ /^(//-^•r 2 l ^ ' ( p n - ) '(y^) 2

/ / / /- ,-/H. 4--v .4-1- ^ - l y p 7
<[/^r//-i-^.l 2^ ^ 2;

( X a constante convenable),
enf in

l f i ^ / i \ i / 1 ̂  /1,,^/"-. ( " • • . ) ( ? ^ . ' " • • î (-^(p-i / i ^ / i \ i / i ''> / 1
„/ . , , /" ' • '2 ""•i)(p V ' 2 (-^Hp

i / i . y i \,„„./,„, ^ ^ " . - . , j(p-)l / l . f l
<r.,^.f-l/'l'^ ^ / ! l ' - ^ lp

D'après
/'" " ( L ^) / ' 1 1 "(- £^ , / < / / ) / « ' ( / 2+ - i - ) ( ' - 1 E)

^P y ^ v- P / ."" ( // -1- t' ^ P y ,
pn n ( 1 £') /».' > . C - £") / < / / ) / « ' ( / , .4- i -)( ' -1

/•/, ^P y ^ v P / ."^ ( // -l- t^ P

on peut toujours , qinind / ^ p ' i , t l ' o i i v c r n n ( ; v ; > l c u r ( le )«,r, i\i\\Q eL lollc que l ' incgalile pré-

(•édci i t t i a i l I ' K Î I I . Donc 7 '' ' - o.st u n e (onc t i on enL ic ro (.l'ordre < p.^j L ( / / / / i - l - 1 ^ ~^••^1 •/ " / / ,
Nous n 'eLahl i ssons [ > i < s i c i q i i e ^ - - - 1 / / 1 ' ' ' soil i ine fonciion enliôrc d'ordre apparent" 1 -A»J r r / j / / i - i - - 1 ; -

s u p o r i o n i ' a l ' o rd re réel. ('.0 so ra iL la ime ( [ i i o s l i o n b ien inl.ércssanle a élucider, car il
p o u r r a i t , en résu l te r en l o u l , cas u n e propr ié té très cur ieuse (Je ces fondions. Si celte
fonc i ion a v ; » i l son ordre apparei l ! , e^'iil a son ordre réel , on en conclurait dans tout un

i
secteur du p lan des ^ comme l i m i t e supér ieure do son module c ^ ^ P .

i
Réc ip roquement , si nno fonct ion en t iè re F a e ' ^ r ' (s fmi pos i t i f ; comme limite supé-

rieure de son m o d u l e dans u n secteur convenab le du p l a n des z , l ' intégrale ( i 4 ) corres-
pondante a une v a l e u r . On est c o n d u i t a i n s i a envisager le problème su ivan t :

ConiKfis^finl. la loi de croissance (/as coefficients d'âne jonction entière de genre fini,
recon/in/'Ire si l'ordre apparent est. inférieur a l'ordre réel dans ni i secteur du plan des z.

Nous savons, d'après ce q u i ;i è le d i t a n t é r i e u r e m e n t , q u ' i l y a effectivement des fonc-
tions entières de cette n i i l u r e ( s i UT: 3, p;ir exemple ) auxque l l e s correspondent des séries
divergentes a p p a r t e n a n t à l ' ensemble ( / ) , 9, .r). Coinp. noie (T), p. 5o6.

f 1 , ) S I r é su l t e encore do ce q u i précède ( { l i e le p r o d u i t de deux séries (/?, d, ao) estime
série ( p , 9, .x- j ; on pourra d i r e que les séries { p , d, a ^ ) engendrent par addit ion, sous-
tract ion ou m u l t i p l i c a t i o n , un g roupe que nous appe l l e rons le groupe (7^, d, ao).Il en sera
de même des intégrales correspondantes, ce q u i c o n s t i t u e une propriété remarquable de
ces intégrales.
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tenant au groupe (p, r/, Oo); ^ l'intégrale (/?, y, ^") correspondant à

cette dernière existe absolument, à x^'—^(Sa^-") correspond une inté-

grale (/?, cp, *z*) çw existe absolument et est le produit par x1' de la
dérivée À16™" de la première intégrale.

Soit d'abord

/(^)—— ( e^^'FÇ^^dz,
À ^o

F (-s) élant d'ordre apparent d supér ieur à l'ordre réel ; on a

\f{x-)^xf\x)^\ f e-zlizr~'\z.r)Vf(^)dz(^,
P JQ

-V'f-\- V -^au^, ̂
-l {•')•-2^r(fm+^)'• '

0

et xf'Çx) est l'intégrale correspondant à z'W (;;).

( Ceci, toutefois, n'établit pas que/' Çx) soit la valeur de r inlégrah*

correspondant à — V a^,^. )
0 /

Passons aux dérivées secondes ; on aura

^WW:-= WW = ̂ f'W + ̂ 7(^) ;
l'intégrale correspondante existe abso lumen t a ins i que .r/^(/r), par
sui te aussi x^f^Çx} == o2/; de même pour o^/^ ,2/i/(/t')(,^).

Soit alors
(.Ï» ":̂  ^ / / j ^2 • • •

le produit de 0 intégrales (/?, rf, a^) ; d'après
.^(p^rr (^«/ ) U^ U^ . . . -t- {xu\ ) UU^ . . . 4- , . . ,

la même propriété s'étend à xw' ; puis à x2^ ; et a ins i de suite C2).
<\ Q. F. D.

( 1 ) Cette inLograle existe ici absolument craprès cf3 quo noas avons vu pour/^.r}.
(*2) On peut évidemment rétendre à tous nos ensembles (/-», <p, .r), pourvu que l'on

suppose a priori que les dérivées /i:1'''111^ des intégrales correspondantes muUiplices par .z7'
appartiennent à cet ensemble.
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Etan t donnée alors u n e é q u a t i o n d i f f é r e n t i e l l e don t les c o e f f i c i e n t s
sont des sér ies convergentes aux e n v i r o n s de x^ on pourra toujours v
remplacer y ' p ^ r ^ r ^ par °-^, etc. (de même s'il y entre d'autres
Fonct ions Y, etc.) , chasser les d é n o m i n a t e u r s et ob ten i r une équation
ana logue d o n t les c o e f f i c i e n t s son t encore des séries convergentes
a u x e n v i r o n s de a' : i l r é su l t e de ce qu i précède que , si So^rr"
est u n e s o l u t i o n f o r m e l l e de cette é q u a t i o n , l ' In tégra le correspon-
d a n t e en est aussi u n e s o l u t i o n , et r éc ip roquemen t . Nous conclu-
rons :

^IIKQIŒMF.. --- Soi/ l'intégrale

/(.r)=:-^ ^ e"^/'"1!^./-)^

prise le lon^ d i i n e droite faisant acec l'axe OX, dans le plan des z, un
( 1 / 1 ° le o convenable ((fui peut dépendre de .2'), V (^) éta/il une fonction
entière d'ordre réel i/ifé rieur a son ordre apparent d (fui esl forcément
en f ie r .

Soient encore

¥(.-) - •:• V" r ^ " ^ - — ̂  ̂ i1^^^^)
Aui \ (f)fi 4- 1 )
o

I ^ / /C^) fonctio/i, e n t i è r e d1 ordre fini inférieur a d, H^(^) == a^ ̂  + . ..

polynôme de dc^re d\ et la série ̂  y.,,^'1, divergente (nuinci pd > t (').

L'ensemble des intégrales f{^) correspondant à une même valeur
de i ) ^ </, a^ entendre par a Iditiori^ soustraction ou multiplication, un
groupe ( p , d, a^) d'intégrales (p , o, x ) de la même forme que f'(^),
on.V(.ï) est encore une fonction entière, mais a peut-être ses ordres
apparents et réels é^aux. A chacune des intégrales (/?, y, x) correspond

' • v //une série J^ a^s .

( l ) I.e cas on pd ~ i donne l i eu à un éncmcô analogue, mais avec des réserves en ce
q u i concerne ./'.
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Si une série de celle nature est solution formelle d'une équation diffé.
rentielle dont les coefficients en x sont des séries convergentes ( • ) aux
en^ronsdu point x==^ f intégrale (p, o, x) correspondante 'est solu.
lion de l équation différentielle; et réciproquement.

( 1 ) II ne s'agit ici que de séries de Maclaurin,

(n avril K)O'I.


