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SUR LA

THÉORIE DES GROUPES CONTINUS,

PAR M. E. VESSIOT.

Ce travail ( l ) îi pour b u t (le fac i l i te r 1/a.pplication de la théorie des
groupes con t inus a l ' i n t ég ra t ion des équations aux dérivées partielles,
par l 'exposition systématique de résultais c o n n u s , que nous avons
cherché a compléter sur divers points.

Bien que ces résultats s 'appl iquent aussi aux, groupes continus
f in i s , c'est sur tout les groupes i n f i n i s que nous avons eus en vue :
aussi les groupes q u i y in te rv iennent son-t-ils toujours déf in is par
leurs équat ions de d é f i n i t i o n . En dehors de quelques propositions de
la théorie des groupes cont inus f in i s , nous ne supposons connues que
les propositions générales contenues dans le Mémoire de S. Lie, Die
Gmndiawn fur die Théorie (1er unencUichen Gruppen. ÇLeipzig'er Be-
ricf'ile, 1891.)

C'est à M". Engel (^) qu'est due l'idée très féconde de donner une
forme11 commune aux équations de définition de tous les groupes

( 1 ) Ce travail faisait partie d'un Mémoire couronné par l'Académie des Sciences. Les
deux parties essentielles (In môme Mémoire seront publiées prochainement : l'une {Sur In
Théorie de Gcdois et ,w ^éfiéralimdoru ), dans ce recueil; l'autre (Sur l'intégration dc^
^tèine.^ différfîntlels qiu admetterii des groupes de transformations), dans les Acta
Mfi-îltCtncf.tî.cct,,

( t ) Usher die .Z)^/?^^^.?^^'/^//^/^ der continuirllchen Trernsformationsgruppen
(Math. Âunalefty l, XX Vil). — Kleinerô BeltrâgQ mr Gruppentheorie {Leipziger
Barichîe, t. IX, 1894).
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ponctuels qui appar t iennent à un même type, c'est-à-dire tels que l'on
passe de l 'un à l'autre par un simple changement de variables.

M. Engel ne s'était occupé que des équat ions de dé f in i t i on des
t ransformat ions inf in i tés imales . M. Medolaghi ( f ) a donné la forme
correspondante pour les équa t ions de dé f in i t i on des t ransformations
f in ies . Nous avons repris les résultats de ces deux auteurs par une 1

méthode nouvelle et simple, en approfondissant les problèmes auxi-
l iaires dont dépend la séparation effective des divers types de groupes,
Nous avons montré comment la théorie de la s imi l i tude des groupes
in f in i s découle de cette théorie de la recherche des types de groupes
ponctuels.

Nous étendons ensui te la méthode à la recherche des types de sons-
groupes d\in groupe donné : c'est un sujet q u i , à notre connaissance,
n^ava i t pas été traité. Nous avons, en p a r t i c u l i e r , précisé la na ture ;
des opérations nécessaires pour la dé te rmina t ion des sous-groupes
invariants, qui est si, importante dans les théories d ' intégrat ion f o n -
dées sur la considérat ion des groupes.

Nous te rminons en d o n n a n t 'une d é f i n i t i o n de l ' i somorphisme des
groupes i n f i n i s , qu i permet te l ' appl ica t ion de cette no t ion fonda-
mentale aux théories ( l ' in tégra t ion (a).

I, — Deux modes de prolongement des groupes ponctuels,

,1. Considérons d'abord la t ransformat ion i n f i n i t é s i m a l e 1

ri.
(0 . 1 XF^^^(,^,...,.r,)^.

et prolongeons-la, en in t roduisan t les dérivées par rapport aux ^
de n nouvelles variables non transformées, y^ . , . , y,^, que nous con-
sidérons comme fonctions d'os x,.

( 1 ) Sulla teoria dai gruppi infinité coîUlnui (A/mali dl Matematiaa, 1897). Contri-
buto alla detemu/uiziofw dei gruppi continm^ ele, ( Reiidicûnti délia /î. Âccc'Kle-nûa dei
Lincely 1^99).

(^) Ces pHgôs étaienL écrites lorsque M. Carlan a p'ublié {Compte:? renduSy 17 no-
vembre 1909-) m'iô définition de risonaoTphisiTie qui concorde avec la nôtre. 1
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Posant, pour abréger l'écriture,
^a,4-...+a,,y

^^_^^ ==/(a,..,c^ /^(o,...,o^

lions parlons, su ivan t le procédé de calcul bien connu, de l'identité,
n

dj't'-'^ ~^yf' •-^ll •-P'11 ̂ ,= o.
/==!

Nous l u i appl iquons l 'opération X, ce qui donne

^x^ï'•••'p'll'l••<2x^l)••^
^-1 /=!

lit nous tirons de là
n

^ A....P^Î.....p.»,._ ..̂ L X y ^ — — — P n ) V^,....P.M,..,p«, ̂

' • • "' ^ c U i " - " ' ^Jk <),r/
y = = l

l^e second u'iei'nbre s'écrit

(̂x,̂ .....-2,̂ ")̂ E.̂ .̂
\ .î==l / '.Ç-l

e 1 1 î o n o 1 » t i e n t, c n p o s a n t
//
-̂, .W9-! '——.0^(,,) ^,,.,.,.^^^^^__,

.?=•;!

la fo rmule de récurrence,
^^,,..,P,-,,,...,P._^,,...,P.-M,...,P,,^^^

On obt ien t alors sans peine la formule déf ini t ive

(.') x^.••••.P.-^-••••'^--rfp——^^
r/.z'ç1 . .. dx^11

oîi la caractéristique d désigne la dérivat ion totale

dV^^..,^n\.^y(^^.^^ à¥ ^ ^J)L_ày^^^.,,..,_..,,.........̂ .__^̂ ^̂ ^̂  ..... <_^^ ^ ^w,,...,a,) ^^.^

A-IS^.. . ,^ n <
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Le second membre de cette formule est l inéaire et homogène par

rapport aux dérivées des ^y prises jusqu'à l 'ordre de ladérivéeyf"'"^"1

considérée; et aussi par rapport aux dérivées de la seule fonct ion y / , ,
/),/|-'n * • • » ? « )

.'prises jusqu'au même ordre, car les -7—^—— disparaissent après ré-
ductions.

La transformation ( t ) prolongée sera donc de la forme

'c-̂  fW ^^ ^.ai,...,^

(3) ^^^ ^ ^-:7ra,JÀ'--••<a"F•
<=t / |ai , . . , ,a/t

où les Aa ..„<% P sont certaines transformations i n f i n i t é s i m a l e s por-
tant sur les dérivées des y/,., et qui sont l inéai res et homogènes.
D'après cette formule (3), A,,^_^ F es^ (•la reste, ce que dev i en t la
transformation inf ini tés imale ^ a l . . . , ̂  . : ' quand, après l 'avoir pro-</.'<*/
longée, on y f a i t

.y i "̂  ,,. :::::̂  x/i ^'^ o.

Les formules (^), (2') donnent donc

p......^(^...,^^y|
(4) A^,,,,,.^-^"^-.-- --—^^^^^^^^

1-. ^^\ ' • • • €t.Â,^" »| ,^, ,,:... ...,:,,,̂  .,, (,

Posant alors, suivant l'usage,

rr/ _ />( / :?—i ) . . . ( / ? — . < / 4 - 1 )111^1"•"1"> ••—-111"1—-••-11-

nous aurons les formules entièrement explicites

(5) A^.,..^^-^'—— qi;.. - ̂ à^^'^^ (P/^/);

et
(^ A -17- V P^ pa.^'^1"""^^ ^(6) A ,̂...,̂  -- ^ (,p;...Lp;;^_ __ ,

(P,....,^ rvA-

où la, sommation doit détendre à tous les systèmes de valeurs des
P < , . . , , ̂  pour lesquels on. a, quel que soity, ^/^o,.
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2. Supposons maintenant qu'on limite le prolongement aux déri-
vées d'un ordre m quelconque. On devra introduire dans les formules
(5), (6) les condi t ions

o < Pi -}-. . . -4- (3,/^ m, o < ai 4- . . . "4- a,^ m.

Les A^ap...,a,, F correspondants constitueront un système de M
transformations l inéaires homogènes entre les M variables,

M ^ . „ -, . ,,- r (n -+" o • • • (n + m )y'^ • • • • f"1 o < 61 -l-... -4- S/, '--: = w, M === n\ -———'-——-————' — i
•' /> 7 ' t [_ I . 2 . . . /?Ï

Ces t ransformations, que nous désignerons par A^,...,a,,» forment
un groupe simplement transitif, que nous appellerons Jl,^.

On a en effet

\.̂  ^)F, ,.ï« ^^.A
^i • • • " ' • ^ J^/ fc'1 ' f f J " t l à x j )

= y,^î«^ï.... ̂ ..,-̂ 1,. .,,̂ ....y. ̂  ̂  ̂ .-»-ï.... .^/.-Tr^ ... ̂ ^^-ï« ̂ ;^1^ -. ..^.-,-V. -,^:.4-^-1 ^..+V., f)F^

d'où l'on dédui t , en prolongeanfcjusqu 'à l 'ordrem, et annulantensui te
(ou s les x^ , •

(7) (AW,..,^ A;^,...^F)
==y^,A)faÎ4..Yt<...^(+T<-l^-.»a»4-y,,— ^yAîf^;4-r,,...,o/+Y/-l, ...,a»+y« 1'?

où l'on doi t remplacer par zéro toute expression A^,.,^ pour
laquelle la somme a, "h ... -h o^ surpasserait /n.

Ces formules (7) montrent bien qu'on a affaire à un groupe, et en
donnent la structure. Pour voir qu'il est transitif, il suffit de remar-
quer qu'un invariant de ce groupe serait un invariant différentiel du
groupe ponctuel général. Tout revient à prouver qu'un tel inva-
r i a n t ' û ( . - . jf11'""^ ...) ne peut exister; et en effet, en appelant
(,)(a-^ .. ,^) la valeur qu ' i l prendrai t pour n fonctions y / , particulières
quelconques, on voit que l 'équation aux dérivées partielles

^(...j^-^...)^)^ ...,^),

admettant toutes les transformations ponctuelles en x^ ..., ocn,
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admettrait comme solution n'importe quel système de fonctions de
ces variables, ce qui est impossible.

3. On a facilement les équations finies du groupe rji^. En effet, XF
étant une transformation infini tésimale ponctue l le quelconque, i l n'y
a qu'à partir d'une transformation ponctuelle finie quelconque

(8) .<•== ^Oi. • • • » ^) ( / = - î , a, . . . , ri),

et. à effectuer sur elle les mômes opérations. Nous considérerons à cet
effet , en même temps que (8), la t ransformation inverse

(9) .^== <I>,(^. . , , .0 ( l =• î , 2, . . . , /Q.

Posant alors, pour abréger,

.^."^'^y'^
ù^^... ê^^

:y^,.....a.

il suffit d'appliquer les règles du calcul d i f î e r c n t i e l . p o u r o b t e n i r les
formules donnant les j^"'10^ en fonct ion des y^'*""^''; et elles se
présentent d'elles-mêmes sous la forme

(10) 7^—^= ̂ ,,.,pJ.. ..r^—^... |... <l̂  ••••^ ..) (À" = r, ̂  .., /.).

Telles sont les équat ions finies de ^->^, en supposant qu'on se l i m i t e
aux dérivées prises Jusqu 'à l'ordre m., et en y cons idérant les dérivées
des <D comme des constantes arbitraires (les paramètres du groupe).
On voit que ce groupe transforme entre elles les dérivées de chaque
fonction y^ : il est donc isomorphe à un groupe l inéaire homogène
à -"" variablesn

(ii) yH[i,....,^^ ^,,...,p,.,(. . .J(Y>, . . . .Y»1 . . . j . . . ̂ •••••W, . .)

(o<(3,4-.. .4-(3/tâ/M).

On peut enf in modifier les formules (10) par un changement (le
paramètres. En effet, l 'équivalence dea formules (8) et (9) conduit ,
par l'emploi des règles du calcul dinerentiel, à des formule'»

(12)
^-'ci"}-.-.^„.„^{...^-^...-)

y^-"a"l=^l«„...,a„(...<ïf•••••^;•'...)
( / = = i , a, ..., /(),
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au moyen desquelles on donnera aux formules (10) la forme nouvelle
(^ y^--P«)=^^,^,(...^J--^...|...(p^ ( Â - = = I , 2 , . . . , / Z ) ;

et aux formules (ï i) la forme correspondante
(i4) y(P-..^= ap,,,^(. . .j(Y,....,TJ. . . | . . . c^—^).. .).

On peut encore remarquer qu'on aurait les formules qui définissent
les t ransformat ions inverses par le simple échange des î> en 9, c'est»
à-dire
(,5) y;?,, .••,?.)= a^,....p,(.. .y/Jï——ï< .. | . . . <ï>^-^. ..),

et

( x 6 ) yf^^^ ^...p.(- • •y^-"^. . - 1 - • 9^-'^. ..).

4. Nous considérons maintenant la transformation
H

(17) ^^S^^^- ...,7.)^
A ^ l

et noas la prolongeons en adjoignant aux y/: n variables x^ ..., x,^
non transforrnées, et en considérant les y / , comme fonctions de ces
nouvelles variables. La méthode employée au n° 1 donne ici immé-
diafcement ^Y^...^.,^)

YvîP^."••.P<"^• l ' • •< 'P^= —^J———— ,
•/ A; cl X i

et l'on en déduit
^...^n.^

w _ Y^lt<••lp")=^^^
^ désignant toujours une dérivation totale» Si donc on pose

.̂..a^ r̂l!̂^ ~fW...<)y^

on obtient le prolongement cherché.sous la forme

09) : Ï.F=i.̂ ^ 2 ,̂ ^B/I..
^l ,/ia.,...,a, ^^

Ann. Èc.Norm., (3 ) , X X . — OcTonRE ï(jo3. 1)0
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où les B,,^...^. sont des t ransformat ions inf in i tés imales dont les coetÏi-
cients n-e dépendent pas du choix des y^.

On voit encore, sur cette formule , que B^,...,a,,F ^st ce que devient
la transformation in f in i t é s ima le y^.. .y,^^ lorsque, après l 'avoir
prolongée, on y failji == . . . ==j^== o.

On en déduirait facilement que si, comme précédemment, on l imi te
le prolongement à l 'ordre m, ces transformations inf ini tésimales
deviennent M transformations B^^^F» q u i forment un groupe z(î>^,
isomorphe au groupe .1.̂ , et s implement t r ans i t i f comme l u i . Les
théorèmes de Lie prouvent qu'ils sont, par sui te , semblables.

On le vérifie en remarquant que si dans la transformation
n

^e-» /)i^ '%""̂  -/".(Oti, .. ., OC»)
YW F = V T], "L -h S ^1/1——T^l l^fÏ a F^ ^y, j^ a i l . . . !a , , î ' l a l • " • • > a M

<=-=î /|ia(,...,o;«.

on fait, sur les dérivées desj^ le changement de var iables
(20) jf.-^^ ^fa....^(-.. ̂ -^...),

qui donne (voir n° 3) l'expression de ces dérivées en f o n c t i o n dos
dérivées

^^rî-.-.-+-5«.
^.(3,,.... Sj .̂.̂  ..̂ y,__.,,„.„,,..,,
" j "'" ̂  - • • ̂ l

de «r^, . * . , x^ considérées comme le système des fonctions de }\, . , . ,
yn, qui provient par inversion du système des fonctions y^ . . . , r,,
de x^ . . * , x^ considérées jusqu ' ic i , on obt iendra précisément ce que
devientYF quand on la prolonge en considérant n variables x^ . . . , ̂
HOU transformées, fonctions dey,,, - . ^ y n ; c'est-à-dire

r^'v^y n^L.^ y ..^i^L-^^ F
^^^{îy^ Zé a,\ . . . î .^!^1^--^1^

i t /la,,...,a,(

en désignant par
A""""T7/T'»

/îa,,....a,,

tes transformations A^..^, où, on a mis les lettres ̂ " ' ^ n ) à la place
des lettres y^'•••'?< On en conclut que le changement de variables (20)
change chaque B;^...^ w la A^,.,^ de mêmes indices (aux nota-
tions près), ce qui démontre les résultats, énoncés plus haut.
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5. Cherchons encore les transformations finies deitî^. Nous partons
cette fois d ' une t ransformat ion

( 2 Ï ) y^=^.(yi, . . . ,y.) ( / c = j , 2, . . . , ^ ) ,
ou de la transformation inverse

(22) J^^/X^——^) (/.==!, 2, ..., /Z),

et nous d i f ïe ren t ions par rapport à x,, ..., x^ Le calcul est le même
que celui du n° 3, aux notat ions près : les ̂  jouent ici le rôle desj^-
dans le calcul du n° 3, les y/, jouen t le rôle des <t^ et les ̂  le rôle
des^.. On obtiendra donc, en posant

^af4-...+a/,,~7'' —Ji^-.____JJL — ^ap...,a/,i
àx^.. . ()a;^ ~ J / ( : 9

le nouveau groupe de formules

y^-^= ̂ ,....p,(. . . ̂ .-ï'.). . . | . . , y^.-a^ . . ) ^

yf—^:.:: ̂ .,,.p,(. . . xi^...,^. . . j . ̂  ̂ ,..,a^ . ̂
(23)

J^——^= ̂ ....pj. . • ¥y——T«).. . [ . . . y^——^>...),

jf——^ ap,..,p,(. .. ^-ï'....).., ̂ ...a,,,..).

On passe donc des équations finies de p,̂  à celles de ̂  en échan-
geant les rôles des variables et des paramètres. Cela donne à penser,
d'après un théorème, de Lie (1), que ces deux groupes sont deux
groupes simplement transitifs réciproques, don t chacun sert à l'autre
de groupe paramétr ique .

On a, en effet, iden t iquement
( X F , Y F ) = o ,

et, en par t icu l ie r ,
' ,y /y </r a o v-t \<)V 3 g à'F

—— y yt-< i/P" ——
()Xi J i ' ' ' -/ {t àfk,

.T^. . , X^ ——, yP<. . . )A —— ) == 0.i /^ ^ j i • • - ,/ /fc .1^ /

Prolongeant" jusqu'à l'ordre w, en considérant y^ • -»y/ / comme des

( 1 ) Dont l'idéo paraît duo à M. Engel [voir Liiî ot ENGEL, T I i . âcr Transf. gr., t. 1,
p. 4-^).
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fonctions de x^ . . , , ^, et a n n u l a n t dans le résultat x^ . . . , a?,/;
y-n • " " î .y//» on obtient

/ 4 ( /// 5 y ft C / i l ) •n \
(A,|a,.....a«,iS I^l^_^)-=o,

ce qu i prouve bien que les groupes .A.»^ et IH),,, sont, au sens de Lie,
deux groupes simplement t r a n s i t i f s réciproques.

II. — Diverses formes des équations de définition d'un groupe.

6. Soit (G) un groupe ponctuel de l'espace à n d i m e n s i o n s . On
sait qu'i l peut être dé f in i , soit par les équat ions de dé f in i t i on de ses
transformations f in ies , que nous désignerons par (<s), soit par les
équations de d é f i n i t i o n de ses t r ans fo rma t ions i n f i n i t é s i m a l e s , q u e
nous désignerons par (K) . Ces systèmes d 'équations sont susceptibles
de diverses formes remarquables , que nous a l lons rappeler.

N o u s d é s i g n e r o n s p a r
(^4) ^=j/(.:ri, ..., x,,} ( l - ^ i , ^, . . . , / / )

une t rans format ion f in i e quelconque de (G) et par
/ t

(a5) XF-=.^'(•r•'•••^')^
/ ̂  1

l 'une quelconque de ses t rans format ions i n f i n i t é s ima le s .
Les équat ions (ô) peuvent , d'après Lie (1),, se mettre sous la fo rme

(26) U,(yi, ...,y^ .-,J^---^...)r:rG.),(.^, .,.,^) (^:-:f, y, . . . , / / ) ,

ou les U, constituent un système complot d ' invariants d i f f é r e n t i e l s
de (G), quand on, considère les y^ comme les variables transformées,
et les x, comme non transformés; et où, les co^ se déduisent des U, en
y remplaçant les fonc t ions y^ - . ,,j^ respectivement par x^ ..., x,,,
et leurs dérivées par les valeurs qu i en résultent-

II est important , pour les applicat ions de la théorie des. groupes, de
montrer que la réduction des équations (e), supposées données sous

( 1 ) Leîpzi^cr JSerichie^ 1 8 9 1 , p. 391 ,



SUR LA TÏÏÉORÏE DES GROUPES CONTINUS. 421

une forme quelconque,, à cette forme (26), ne comporte que des
calculs rationnels.

Nous supposons, pour plus de netteté, que ces équations (c) don-
nées soient algébriques, rat ionnelles et entières par rapport aux
dérivées j^"""^-'. On en dédui t alors, par voie d'éliminations, les
relations différent ie l les qui l i en t un système de n fonctions x^, ..., oc^
de n variables indépendantes t^ ..., ^ aux fonctions x^ . . . » x^ des
mêmes variables qui en résul tent par une transformation (2,4) quel-
conque du groupe, les var iables indépendantes ^, . .., ^ n 'é tant pas
transformées. Soient

f ( ' r r ^.fai...., a,,) [ ^.' y /^'.(a,, ...,aj \ — o./A'v-4-'!, * * • ? " f n ? - • • y w i • • • ) " ' 1 ? ' • • » w n') ' • • » -^ " • . . . ; — u
(-27)

(.y^r 1 , 2 , . . . , //)

ces re la t ions . En écrivant qu'elles l ient auss i les fondions x\, ..., x^
à un nouveau système de fonctions x"^ ...,.2^ en r é s u l t a n t par une
autre transfoniKilion du groupe , on o b t i e n t

/ / / „.. " y . " .// ( a i,..., a,, ) ( ../ ,y./ y'. ( a,,..., a,, ) \ — ,./ Lf\ ./^V" 1 » • - " 1 ' " / < ? * • • y ^-t " " . . . |^ i, . . . » -A'/p . . . , 'f'i, » " . . . ; -— U
( '^) (.-=,,.,...,,).

On écrira alors que les systèmes (^7) et (28) en
.^ T' y/(5C,,...,%„)

<A,' ^ , . . . , w''/^ • * * ? *—/ ? . . •

sont équivalents .
Si le groupe (G) est t rans i t i f , x\ ..., x^ j o u e r o n t seulement le rôle

de paramètres dans ce calcul , et l'on obt iendra rat ionnel lement des
relat ions de la forme

ÏT / ,.,, /y, /y..( a,, ...,a,<) \_\'\ ( .r>" - • ^ > ^"(îî,,..., a,,) \UA-(^I, . < * » «'^•/;.? • . • î •^•^ t > ' " ' . . . ; — U.s-^i, . . ., ,.^^, . . . , ̂ i ^ ^ y . . . )

(.ç=: I , -^ . . ., //),

où les fonct ions U.y seront les fonctions demandées. Si x\, ..., x'^ figu-
ra ient dans ces fonctions Uy, ce serait à titre de constantes arbitraires,
et on leur donnerait successivement divers systèmes de valeurs,
jusqu'il,ce que cela ne fournisse plus d 'équations indépendantes des
équat ions déjà écrites.

Si le groupe ((x) est in t rans i t i f , x\, ..., x,, in terviendront efïecti-
vernont dans l ' identif ication des systèmes (27) et (28); en mettant a
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part le plus grand nombre possible d'équations (27) qui n 'ent ra înent
aucune relation entre les x\, . . . . x1^ où ne figure quelqu 'une de
leurs dérivées, et en leur comparant les équations (28) correspon-
dantes, on obtiendra encore ra t ionnel lement les invar iants différentiels
proprement dits. Quant aux invariants d'ordre zéro, on les cherchera
directement au moyen des équa t ions (e) données : on él iminera
toutes les dérivées, ce qui donnera un certain, nombre de relations de
la forme

g k ( y \ , • . ., yn; ^n . . ., ;rJ ==0 (Â*=r:l, 2, . . ., /•);

et c'est en les iden t i f i an t au système

ffh-(y\ ? • • . , y'n '•> x^ • • • , ,̂) = o (A- == r, 9-, . . ., r),

par rapport à x^ ..., x^, qu'on trouvera les relations

UA-(JI. • • • »y^ )==u^ ( j u • • - » y ^ ) (Â-^I , ^ ...,r),

dont les premiers membres seront les i nva r i an t s cherchés.
On ne peut donc rien dire de précis sur la nature , ra t ionnel le ou

algébrique, de cette partie du calcul, si l'on ne suppose pas les équî i-
t ions (ô) données ra t ionnel les aussi par rapport aux ̂ , ..., x,^ ou ,
tout au moins , les combina i sons ^=:o ra t ionne l les par rapport
a oc\, . . . , x' ̂ .

7. Supposons donc connues les équa t ions ( c ) sous la forme (26),
que nous appellerons h/orme de Lu. Les U, consti tuent , d'après Lie,
un système d'intégrales indépendantes d'un certain système complet,
dont on peut supposer les équat ions obtenues en égalant à zéro un
certain nombre de transformations inf ini tés imales

/;
Y,F=^(J,,....7,,).^.--i " y 1

du groupe (G) prolongées jusqu'à l'ordre m du système (aG), con-
formément à la formule (i<)). Ce système complet admet donc les
transformations du groupe A/«. On aura par su i te des identités de la
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forme

^9) A;^,..,a.U.=7.ia,....^|.(U^ . . . , U/,),

elles t ransformat ions inf in i tés imales
p

(30) A'^^s'•^'^^^li^t'•••'^^u^ • • • ' UI^'^

définiront un groupe .̂  isomorphe au groupe Jl,/,/.
Si l'on f a i t i n t e r v e n i r les équations f in i e s du groupe ^/», on voit

que, moyennant les formules (8) et (i3), on a i d e n t i q u e m e n t des
re la t ions de la forme

(3Q U,(ji, ...,.r,,, ...,y//P--P^ ...)
== L,[.. . U^(j,, ..., j/, . .., y^-^), . . . ) . . . [ . . . ̂ ....,^. . . - ]

( . y = r r , a, .. . , /?) ,

de sorte que le groupe ^ a pour équat ions f i n i e s
( 3 % ) //,= L,(^, , . . . . ^,,1.. .^V-^...) (.ç== 1 ,2 , . . . , / ? ) ,

où les ^••••0") sont les paramètres.
On peut dire encore que la t ransformat ion in f in i t és imale

^ /)F 'c-̂  Ha,,....a«)
03) 31-2^- 2; ^—r.j^-.""17'àV ^ J l̂:'̂:^ ) 2»à aiT..T^,î

/'.=l /'(ait..., a»

où les ^- sont des fonctions arbitraires de x^ ..., .r^, est la transfor-
mat ion inf ini tés imale d^un groupe i n f i n i , dont les équat ions f in ies
sont

.7;'^ ç>,(.ri, . . . , .„/;„ ) Cl = r , 2, . . . , n),
W z<,= Ls(u^ . . ., Uy,\.... cp^'--^'. ..) (.y=:ï, 2, .. .,/;•).

Nous aurons besoin quelquefois de résoudre les équat ions (32) par
rapport à u^ .. « , u^, ; cela donne vis ib lement

(35) u^L,{i^ . . . , ^ | , . . .< ï>f—^. . . ) ( ^ = i , 2 , . . . , / ? ) ,

et, en réintroduisant les y par les formules- (12), on obt iendra des
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équat ions de la forme
(36) u,=.^(u[, ..., ̂ |...9^--^...) (.ç== 1 , 2 , ...,^).

Remarquons enfin que les I ransformat ions du groupe .11,,̂  [ c'est-
à-dire la transfbrniat ion ponctuelle, générale effectuée sur.^, . . . , x,,
dans les invariants IJy de (G), puisque les variables x^ . . . , x^ n ' in -
terviennent pas explici tement dans les U y j l a i ssen t invar iant tou t inva-
r i an t de (G), d'ordre zéro, s'il est i n t r a n s i t i f , et t ransforment en t re
eux tous les invar ian ts d i f f é r e n t i e l s d'ordre in fé r i eu r ou égal à un
ordre quelconque ( i n f é r i e u r ou égal à m).

8. Les résultats précédents conduisen t à une nouvel le forme des
équations (^), due à M. I\ Medoktghi (1) . Lie a montré que, pour
q u, ' u n e tra n sfo rm a l i o n
(37) ^=rcp,(.^, ,.., .y/,) (<=:ï,a, . .., n)

appartienne à (G), il faut et il suiïlt qu'elle laisse invariant le sys-
tème (c), et, par conséquent , que les équations
(38) U,(ji, ...,./,/, ...,7^-^P'^ ...)-=^(^, ...,^) (.s'=i, 2, . . , ,//)

soient des conséquences des équa t ions (26) et (27). Or les équa-
tions (38) s'écrivent, d'après (3 î ) ,

L,[...UA(^ ...,y,,, .^jf—H ...).., [ . . . 9^— •^..]=:^(9,, ...,9,)
(^•r::. 1, %, . ..,//),

et la condit ion énoncée se rédui t par suite à

L,[c.h(.^ ...,^), ,..,û.)^(.Tiy . .., .r^,)!...?^1""^'- ..]=^.(yi, * . . , ç / / )
(^=i,%, ...,/>).

En remettant tes lettres y à la place des lettres y, nous avons donc,
pour la forme des équations (•£) annoncée,
(89) L^OhOi, ...., .^), ..., û)/,(^i, .... ^)|...j^»--^...]=^(ji, ..,, yri}

^ 1 , ( ^ = 1 ^ 2 , —y/^) ,

( 1 ) Ânnali di Maternaticci, 1897, p* 179-^18.
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qu i peut s 'écrire aussi, d'après (36),

( .^o) •Ol^iO'r ..., r«) , ..., o)/;0-i , . . . , .r„)|...J^••- ;3" ! . . .]=:G),(.rl, ..., ..^)
( ^ : = i , a , . . . , / ;) .

Si l'on cherche de même la condi t ion pour que la t ransformat ion
i n f i n i t é s i m a l e (25) laisse inva r i an t le système (26), on ob t i en t les
équa t ions de d é f i n i t i o n (E) des t rans format ions i n f i n i t é s ima le s de (G).
Or, îi cause des formules (3) et (29), on trouve comme c o n d i t i o n

•̂  ^ .̂.-̂ .̂̂  ..., ̂ ,), .... ^(.Ti, ..., ̂ Ol—^Ï/^^ 0

/ | a , .....a/, // / - i
( , y = r . i , s, .. .,/.;•).

Celle forme remarquable défi équations (E) est due à M. Engel ( 1 ) .

S. Lie a l a i t cette remarque i m p o r t a n t e ( 2 ) q u e l'on a r r ive aux
é q u a t i o n s (/j î ) [ et par s u i t e aux é q u a t i o n s (3[)) ou (4°)| ̂  cherchant
cel les des t r ans fo rma t ions d u groupe (33) [on (S7!)] q u i l a i s sen t
i n v a r i a n t le système ou , en langage g é o m é t r i q u e , la m u l t i p l i c i t é

( /h) i^—f,^(.ri, . . . , . y / , , ) = o ( ^ = i , a , . . . ,^).

ÏII. — Des groupes semblables à un groupe donné.

(). Partons du groupe (G) considéré au paragraphe précédent , et
cherchons à dédu i r e , de ses équat ions de d é f i n i t i o n , celles du
groupe (G') qu'on o b t i e n t en le transformant par une t ransformation
ponc tue l l e que lconque .

Pour mieux poser la quest ion, nous désignons par

(9) ^=^(.z"i, . . ., ,r/J =8,z-, ( f = : i , 9., .. ., n)

une t ransformation quelconque de (G), et par

1' ) , ^ rr: fi (x^, , . ., ,r/,, ) -=: T Xi ( ( =: î , 2, . . ., H )

( 1 ) Mat/i. Àimcdcn, l, XXVII. Veber die .Defirulionsgicichun^'eK, de., § 3.
(2 tbut.

Aun. Éc. Nonn., (3) , XX. — OCTOBRE 1903. <->-)
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la transformation déterminée par laquelle nous allons transformer 0.
Posons encore

y^/zCn. • • • > }''n ) = T^ (< =! » ̂  • . . , ̂ ) ;

la transformée ©/ de 0 sera, par définit ion, représentée par les équa-
tions

//•(ji, . . ., J,,) =^[/i(.yi, . • ., -^), . . .,/,,(.ri, . . ., .r,,)] (^= i, a, . . . , / / ),

c'est-à-dire
T ;',•=(•) T.:r/ (<'=•" j , 2, . ., ///);

ou encore
j ' i •^ T~"1 Q T .r, ( i ̂  \, 9., . , . , / < ? ) .

Nous écrirons donc, symbol iquement ,

e^lMeT, (GQ^T-^G)!.

Cela posé, nous avons à remplacer lesj et les^ par leurs valeurs
dans les équations 'de déf in i t ion (<!:), écrites avec ces variables, c'est-
à-dire dans les équat ions

t^Cri» " ^ y , n • • •».r^pp•"^"), . ..^^(.-y^ ...,.:r;/) ( . y= - î , ^ , *..,/^.

Remplaçons d'abord les ̂  par leurs expressions T.^ : cela se l a i t au
moyen des formules (3i) et d o n n e

^[...lUJ^ -.,^ ...,Jt—^ ...)...|.../f l••-^...j:••:,:,::^(y,, ...,/,),

ce qu'on peut écrire, en vertu des formules (36),

U.(.y; ...^...Jt--^ ...)
=<.[...^(/i, ...,^)..J-../fl-'?^..-:|.

Nous poserons

(43) ^(.^, . . . ,^)=<.j . . .^[^(^), -^^(^^ . . . ( . . . /^—^(. r ) . . . ;
(A?:=l, », .. .,^).

D'autre part, en remplaçant les ̂  par leurs expressions Ty/, on
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o b t i e n t des ident i tés de la forme

(W ^Cn, ...,.?-., .• . ,r f—^1 , ...)
=U.[/i(r), ...,/.(r), ...^"••••^(j-), ...].

Avec ces notat ions, les équations de définition de (G') seront

(43) U,(ji, ...,J^ . .., y^—-^', ...)=^(^,i, . ..,.r/,) (,?=:!,2, ...p).

Donc i l suŒit de faire le changement de variables sur les y seule-
ment dans les premiers membres des égalités (26), et de remplacer
les seconds membres par les fonct ions (43).

10, Mais on peu t arriver à 1111 résultat encore plus simple. En effet ,
d e s i cl e n t i t é s (44)' c ' e s t- à - d i r e

^O'i. ...,y^ • • ̂ j'I"--^, .. .):=ii,(ĵ  ...,J^, ...,J^"---^, ...),

on conc lu t que, si, l'on f a i t sur^, . . . , a^, dans les Û.y, une transfor-
m a t i o n que lconque

•^"=9/(^i? - . . , . : r , / ) ( < • = î , 9., .. - , ^ ) , ,

les [.J.y se t r ans fo rmeron t suivant le groupe ^, c'est-à-dire qu'on aura

ïï;(.r,, ...,j,, ...,r,/?—^, ...)
;.:r: L,[. . .ïï/;(.n, ..., j^ ,.., jf—P/-1, . . . ) . . . [ . . . ̂ -^^....]

( . y = = i , 2, .. .,/?),

et, |)ar conséquent, /^y équations de définition de (G7) se déduiront des
équations de définition (.39), (4o) ̂  (41) de (G) ̂  y remplaçant par-
tout lea fondions co,y par les fondions o .̂ données par les formules (43)-

(Test à ce fai t que la (orme canonique de MM. Engel etMedoIaghi
do i t son ^rand in térê t .

11 est du reste visible que, réciproquement, des équations qui se
déduisent des équations (3;)), (4o) ou (4ï) par la règle indiquée
définissent toujours un groupe semblable à (G).

On peut interpréter ce résultat en disant que chaque groupe sem-
blable à (G) s'obtient en cherchant celles des transforoiations du



/.^g E. VESSIOT.

groupe (33) qui laissent i nva r i an t e l 'uno des mul t ip l ic i tés

/ / , -—^(^i , . - • > .^)=0 (.S'=:I, 2, . . . , / ^ ) ,

homologues de la m u l t i p l i c i t é (4a) par rapport au groupe

x^fi{x^ . . ., ̂  ) (/' == i, '̂  . . . , / / . ) ,

//,=:L,(//.i, ..., ^|..../^1"--^", . . . ) (.^=i^, . . . , />).

IV. -. Snr la détermination des groupes ponctuels.

i l . On do i t à M. Kngel (1) l'idée prcnuëro d'une méthode générale
pour dé terminer , par leurs équa t ions de d é f i n i t i o n , les types de
groupes ponctuels de l'espace à n d imens ions . M. Engel ne s 'é ta i t
occupé que des équat ions de dé f in i t ion des t r ans fo rma t ions i n f i n i t é s i -
males. M. Medolaglii ( 2) a considéré aussi les équa t ions de d é f i n i t i o n
des t r ans fo rmat ions finies, et a complété la méthode sur divers poî nts.
Nous al lons l'exposer, en partant des résultats des paragraphes pré-
cédents , que nous compléterons d'abord par deux proposit ions réci-
proques.

Supposons, p o u r la p r e m i è r e » que l'on connaisse y fonc t ions d i f l e "
ren t ie l l es , de la forme

V,Cn, ...,j.,, ....J'^--^', . . . ) (,^i,^ . . . , 7 ) .

satisfaisant à des identités de la forme

A<|a,...,a.V,=^ia,,..,a^(V"l. . . . , V ^ ) ( .9== î ,2 , .-,7) ( i •^ i, 2, . . . , / / ; ,

) ) o u r tous les systèmes de valeurs de a,, . * . , a/, tels que:; l'on a i t

0 < Oi-h. . .-h tXn^m,

m é tant l'ordre maximum des ¥,$. Cela revient à dire q u e ^ par la trans-

0) LUC. eu., Mat//, Jniïalen, t.. XXV*
( 2 ) Loc. cit,, ,4 iui(t il cil Mate inaticaf 1^97.
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formation (8), on obtient des identités

(W V.s<yi, .... Y,n .....r^——^, ...)
:=M,|:...VA(,ri, ...,r,, ...,r^--?-, . . . ) . . . | . . . ̂ —^'1.. .1

(,ç=:i,^ . . . ,<7).

Considérons alors le système différentiel

(47) ^(.ri. - • ^ 7^ • • •. r^>'--P"\ ...)== S,(^, .. ., ^/,)
(.ç= r, 2,. . .,7),

oa les seconds membres se déduisent des premiers par la subs t i tu -
tion y^ === x ^ , . . . , y,/, = .r,/,. Ce système ne se trouve pas nécessairement
sous forme complè temen t intégrable, mais il n'est pas impossible ,
p u i s q u ' i l admet la so lu t ion y, === x^ . . . , y^== ^n' O"1 ^n dédui ra i l , du
reste, par d i f fô r en t i a t i ons , un système complè tement intégrable
d ' équa t ions diiTorentiel les don t les premiers membres j ou i r a i en t , rela-
t ivemen t au groupe ̂ , de propriétés toutes semblables à celles qu'on
a supposées aux V.y, comme on le voit en d i f f e r e n t i a n t l e s ident i tés (46).
Mais i l nous suf f i ra de garder les équa t ions (47), qui suffisent à déf i -
n i r toutes les solutions. 'Nous a l lons mont rer que, si ce système a plus
dîme s o l u t i o n , l ' ensemble de ses s o l u t i o n s c o n s t i t u e un groupe,
q u a n d on cons idère les é q u a t i o n s
( 48 ) y i == 'u 0"i. • • • . ^ii ) ( / == » , r ^ ..., /^ ),

q u i dé f in i s sen t l 'une que lconque de ces solut ions comme les équa t ions
d/uno t r ans fo rmat ion ponctuel le . Il faut remarquer que nous suppo-
sons i m p l i c i t e m e n t que les équat ions (4?) sont sa t i s fa i t es par des
systèmes de (onc t ions (48) indépendantes ; ce qui a lieu effect ivement
au mo ins pour la so lu t ion y , -^ ̂ , . . . , y,, == ̂ ; et que nous réser-
vons le nom de solution aux systèmes de fonc t ions (48), sa t i s fa isant
au système d i f f é r en t i e l considéré, q u i remplissent cette condi t ion .
Les autres sont des solutions impropres, car elles sa t i s font à l ' équa t ion

ï ) ( y i , . . ., r/0 _ ^
i)^"^ '̂̂ ^^" '̂) ~ " 9

q u i n'est pas une conséquence des é q u a t i o n s (4?)*
Exprimons que le système (4?) admet la solution (48). Nous pou-
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vons le faire en faisant d'abord dans le système le changement de
variables
(49) ^==%/(.ri , . . . , ^ / , ) ( < = = r , 2, . . ., ^),

et en écrivant que le système transformé admet la solut ion y, === ;z'p ...,
Y,=x^

Or, en vertu des identités (46), 1e système transformé prendra la
f o r m e

V,(ji, . . . , y,/, . . . , y ' i ^ ^ " " ^"\ . . . ) = U^i, . . . , , .< ) (.s' =^1 ,2 , . . . , < / ) ,

e( la cond i t i on cherchée rev ien t alors Si

^(^, . . ., ^)^^(>u . . ., ' X ' n ) (^^ î , 2, . . ., ^/).

La condit ion est donc que le système (^7) prenne , par la t ransfor-
mat ion (4<))» 1^ forrrK4

V,(^, ... ,y//, ..^r^—^, ...)^?.(^'p -^^ / ) (.v:r::i,^ . . . , / /) ,

c'est-à-dire q u ' i l admet te la transformation (^ î ) ) ' 11 ( tn résirfte < | u e
l ' ensemble des s o l u t i o n s (48) correspond h. l 'ensemble des t ransfor-
m a t i o n s (49) ( t l N la issent le système (47) i n v a r i a n t : il d é f i n i t donc
bien l 'ensemble des t ransformat ions f i n i e s d ' u n groupe ponc tne l .

12. Supposons, en second l i eu , que l'on ait un groupe ̂ , isomorphe
au groupe e^. On pourra supposer que ses t ransformat ions i n f i n i t é -
simales, rapportées i somorph iquemen t a celles de cJl^ soient les
t ransformat ions (3o), et que ses é q u a t i o n s f inies aient été mises sous
la forme (32), la correspondance de ce groupe avec le groupe ( i 3 )
étant dé f in ie par l 'égalité des valeurs des paramétres ç'^"'^"'.

Si l'on 'considère alors les systèmes (3c)) [ou {<40)1^ e^ (40» où
Von supposera les co^ choisis de manière que (3<)) admelle des so Unions
autres r/ue la solution identique y ^ "== x^ . . , , y^^ x^, i ls d é f i n i s s e n t ,
par ses t rans format ions , soit f i n i e s , soit in f in i t é s ima les , , un même
groupe. On pourrai t le montrer , pour les équations (29), en se servant
du, théorème du numéro précédent.

Il est plus simple de f a i r e appel à la remarque de Lie, rappelée à la
f i n du n° 8. Sous les hypothèses faites, il existe un gro-upe i n f i n i ro-
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présenté par les équations (34), et dont la transformation infinitési-
male générale est donnée par la formule (33).

Et les équa t ions (39) ou ( Z j i ) définissent le sous-groupe de ce
groupe qui laisse invariante la multiplici té

(f^—- 0).,(.rj, . . ., ^/,)=:o, (s == i , 2, . . . , / ? ) .

Elles dé f in i s sen t donc b ien un groupe.
On voi t par là que la dé te rmina t ion des groupes ponctuels à n va-

riables se décompose en deux problèmes, que nous allons examiner de
plus près : ï ° déterminer les équations des divers groupes ^ sous la
forme (3^); ^° déterminer les fondions cOy qui f igurent dans les équa-
tions (SQ), (4o) e t ( / î t ) » de manière qu'elles satisfassent à la condi-
t ion énoncée plus haut .

V. — Recherche des groupes transitifs.

13. Pour p lus de netteté, nous nous horn erons d'abord, à la recherche
des groupes t rans i t i f s . Que seront les groupes ^correspondants?

La. réponse est fac i le : pour un groupe (G) t rans i t i f , tous les inva-
r iants (J^ et les fonc t ions de ces invariants sont des invariants diffé-
ren t i e l s propreinen t dits, c'est- à - dire cont iennen t effect ivement
que lque dérivée des j/c : il , en résulte qu 'aucune des fonctions U^ ne
peut rester invar ian te par toute transformation effectuée sur les x^ et
par conséquen t q u e le groupe ^correspondant est transitif .

Réciproquement , si le groupe ̂  correspondant à un groupe (G) est
transitif , i l en est de même de (G), car aucune fonct ion des Uy, c'est-
à-dire aucun invariant différentiel de (G), enj^, .. .,j/y et leurs déri-
vées, ne peut être d'ordre zéro.

Donc on. se bornera aux groupes ^ transitifs. On doi t de plus re-
marquer (ce qui serait vrai, aussi pour les groupes (G) in transitifs)
que, pour un groupe (G) donné, le groupe .(^ n'est pas entièrement
défini, puisqu'on peut remplacer les Uy parp fonctions de ces Uyy assu-
jet t ies seulement à être indépendantes. Donc le groupe ^ peut être
remplacé par l.'un, quelconque des groupes semblables en u^ . . . » LL^

On se bornera donc à chercher un représentant de chacun des types
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de groupes transitifs isomorphes à oA^. Et il n'y a pour cela qu'à appliquer
la méthode donnée par Lie ( { ) : on cherchera les divers types de sous-
groupes de ̂ ; pour chacun d'eux on calculera les invar ian t s , q u i
seront échangés entre eux, par les t ransformat ions de rA^,,, su ivan t un
groupe ^ r é p o n d a n t a la q u e s t i o n , et q u i se t rouvera d'emblée mis
sons la forme (32).

On peut encore remarquer que, p u i s q u e ji>/,/ et ̂  sont semblables,
on peut f a i r e l ' inverse, c'est-à-dire chercher les sous-groupes de .'l^,
calculer leurs invar ian ts et les t ransformer par le groupe i(^-

14. Si l'on a trouvé un groupe ^ , par le procédé précédent , i l ne
reste p l u s qu'à écrire les équa t ions (3()) ou (4<) ) correspondantes , et
à en chercher les cond Liions d / in té^rabi l i té : elles dev ron t d o n n e r un ou
plus ieurs systèmes d 'équations aux dérivées part iel les , qui détermi-
neron t les f o n c t i o n s œ^. Nous a l lons voir qu'on peu t opérer do manière
à ob ten i r des systèmes différentiels dis t incts pour les d ivers types (h1

groupes (G); c'est-à-dire tels que les fonc t ions o),y f o u r n i e s par les
diverses solut ions de l 'un de ces systèmes correspondent aux divers
groupes semblables à un même groupe (G).

Cons idérons , à cet effet (2), en mémo temps que le système C'io),
c'est-à-dire

( f>o) U^(7i. •••^r/^ ••^^O'i» —»y/01 -.^""•'^...] ̂  ^(.-ri,.-, ^n) .
( ^ = i , a, . . . , p ) ,

le système un peu plus général

^ l ) •G[>i(7i, ...,j^).,.,^(^, ...,y/0[...j^--^"'.,.)=^(.c,,.,.,^)
( ^ ^ J , 2, . . ., p ) .

Remarquons d'abord que, quelles que soient les fonctions o>,, si l'on
f a i t dans les premiers membres des équat ions (5o), sur les x^ ..., x^

( 1 ) Théorie der Tnmsj\, t. I, p. po et suivantes.
( 2 ) Le principe de cetto méthode est dû à M. P. Medolagîîi (Rendiconti del M. dai Lin"

C€i, p. ^QÏ , 1899).



SUR LA THÉORIE DES GROUPES CONTINUS. 433

la transformation (37)? on obtient les identités
o f.. ,. \\ ^/('5.,...,ci,.A _ p r P ( f\ r\ \ 'v(5,, ...,s,,)\ m^r ••••^«n-L.À- v-»h î • • • ? G^) 1 • • • } j ) — L'-î L • - ' \- ̂ \u i ? • ' • ? ̂  1 • • ' J j ' " ; • * • • • • (?/ J

(,ç=], 2, ..., /?),

car elles résultent , en considérant les œ^ comme des variables indé-
pendantes, de ce que les équations (34) sont les équations d'un groupe.
11 suff i t , en effet, pour s'en convaincre, de considérer les deux trans-
formations qui correspondent, par isomorpliisme, à

x^. 9/(^i , .. ., ^tt\ (^ i, 2, . .., rz),
x^y^x'^ . . . . ^), (i-=:î, 2, . . . , n),

et dont le produit correspond à
^=^.(^, . . ., 9/,)=y,(^i, . .., ûc,,\ (^'==1, 2, . . ., /Q.

Cela posé, si ron suppose que le système (5 r ) admet une solution

(59,) jr/-=/,(.ri, ...,.T^), ( t=:ï ,2, ...,^),

constituée par des fonc t ions indépendantes, en y f a i s a n t la transfor-
mat ion
(53) a'^f^x,, ..., ^n), , (/=ï,a,...,/Q,

il prendra la forme

^.[:^(yl>•••>y/0.•-.^(yl.•-^^!•••^'•••>r^^^^^^^ (^i,^...,^);
et, comme il doit admettre la solution j,== oc\, les fonctions 0, sont
ident iques aux o^. Donc, par la transformation (53), le système (5i)
se réduit au système (5o), ce qui prouve déjà que les intégrales géné-
rales des deux systèmes ont le même degré de généralité.

De plus, pour chaque système de fonctions o^ rendant les équa-
t ions (5o) compatibles, la valeur générale des fonctions 0^ telles que
les équat ions (5 ï ) admettent une intégrale générale ayant le même
degré" de généralité, s'obtient, d'après ce qui précède, en écrivant
qu'elles admettent une solution (Sa) quelconque, c'est-à-dire est
fournie par les formules . .
ô^,,.,^)^<.[a)/(/i,.-.A)---.^(^--A)l-^1- (s^^.^p).

^nn. Ec. Korm^ (3), XX. "— OCTOÏWÎ X9o3. <->5
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Comparant ces formules aux formules (43) du n° 9, on voit que ce

sont précisément les divers systèmes de fonctions qu'il faudrait sub-
st i tuer aux cûy dans les équat ions (5o) pour obtenir les divers groupes
qui appa r t i ennen t au même type que le groupe (G) supposé défini
par ces équat ions (5o).

L'étude des cond i t ions d 'mtégrabil i té du système (5i) doit donc
nous permettre de séparer les divers types de groupes (G) ayant des
équations de la forme (5o).

15. Etudions donc de plus près ces condit ions d'intégrâbilité.
Nous pouvons 'supposer que le groupe ^ d'où. nous partons est

celui, qui correspond aux équat ions des groupes (G) cherchés, mises
sous forme complètement intégrable, et, par conséquent , nous bor-
ner à écrire que le système (5ï) est, tel quel, complètement intégrable.
Le système do condi t ions ainsi ob t enu , s'il a une solut ion donnant
pour o^, ..., 0 ,̂ et O i , .. * , 0^ deux systèmes de fonctions correspon-
dant a deux groupes semblables, en aura d'autres correspondant à des
couples quelconques do groupes semblables à ces deux-là» c'est-à-dire
qu'il doi t être invar iant par le groupe inf in i qui a pour transformation
générale

y'i = ̂ '(./i. -^ yn), (<= ï. ̂  - * ? ^);
û),=:^(fa)^ ..., ̂ |...,^«'--'^). ( ,y==Ï,2, -.,p);

aî'i^^^X^ ..., Xn), (^=1, 2, , . ., /2);

0,:=.a(^, ..,,^i...cp^"-^ (^=^^ -.^);
où les ̂  et les ç^ sont des fonctions arbitraires,

'Nous allons en conclure d'abord que les cond i t i ons d' intégrabilité
ne peuvent contenir de relations d'ordre %éro entre les œ^(y) et les
0^(<r) seuls. En efïet, s'il en ' con t ena i t , l 'ensemble de ces relations
const i tuera i t un système invariant par rapport au groupe fini constitué
par les transformations

6)^.C,(^, ...,^(,..^-Â^..) _

^=,0(^ ...̂  ...y^—^...)1 (^-J^--^).

où les ^••"^l5 et les ̂ -"^ sont considérées comm.e des constantes
arbitraires. Or,,ee groupe étant transitif, tout système invariant com-
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prend les relations obtenues en écrivant que ses équations ne peuvent
pas se résoudre par rapport à 2.p des paramètres. Par suite les équa-
tions (5o) du groupe (G), où les équations analogues du groupe sem-
blable correspondant aux fonctions 0^, ou encore les unes et les autres,
ne pourra ien t pas se résoudre par rapport à p des dérivées desj/^. Si,
par exemple, cela avait lieu pour les équations (5o), c'est qu'on en
pourrai t déduire des relations entre les Xjç et les r/c seuls, c'est-à-dire
que le groupe ne saurait être transitif , comme nous le supposons. De
là résulte l ' impossibil i té annoncée.

Ce point établi , à quoi se réduira le calcul des conditions qui
doivent exprimer que le système (5i) est complètement intégrable?
Suivons la marche ind iquée par M. Delassus ( ^ ) . Nous prendrons
d'abord celles des équations (5:i) qui sont d'ordre max imum 772 et
indépendantes par, rapport aux dérivées de cet ordre; soit // leur
nombre : on pourra les résoudre par rapport à p ' dérivées d'ordre m
de n' des fonct ions inconnues . Soitv,^ le nombre de dérivées d'ordre m
d'une fonct ion y^ quelconque. En d i f f é r e n t i a n i le groupe d 'équations
considérées, i l f audra que les équat ions obtenues puissent so résoudre
seulement par rapport à p " dérivées d'ordre (jn 4- i) des mêmes n'
fonct ions inconnues, p " étant dé terminé par la condit ion

//v,,^i— p"'= n'^nt— ^ '

Comme elles ne peuvent jamais se résoudre par rapport à moins
de//' de ces dérivées, et qu'elles sont linéaires par rapport aux déri-
vées d'ordre (m 4- ï), on aura à égaler à zéro certains déterminants
<lont les éléments ne dépendent visiblement que des co,(ji, • • •» .y^ . )
et non de leurs dérivées. Ces déterminants devront être identiquement
nuls , sans quoi le groupe oserait à rejeter; puisqu 'on écrivant que
ces déterminants s 'annulent sous le bénéfice des équations (5i), on
obtiendrai t des relations entre les o^ et les 0^ seuls qui , comme on l'a
vu, ne sauraient exister.

Cette condition préliminaire étant supposée remplie, les équations
d'ordre (w+i ) obtenues se résolvent par rapport à//'des dérivées
d'ordre (m 4- T); et en portant leurs valeurs dans les autres équations

(^ ) AimaUff de l'École Normale supérieure, 18.96, p< 44^ ot suivt
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d'ordre (m-h-i) , les dérivées d'ordre ( m + i ) s'élimineront d^elles-
mêmes.

On aura donc seulement à écrire que les équations ainsi obtenues,
a in s i que celles q u i résul tent de la d i f îerent ia t ion des équations (5ï)
d'ordre i n f é r i e u r à w, sont des conséquences des équations (5i),

Or c'est la , aux notations près, le calcul que l'on aura i t à faire pour
déterminer une certaine classe de systèmes différentiels du premier
ordre invariants par le groupe

( ^==^.,(^, , . . , U^\. . .Ç^'--^. .) (.<?==ï, 2, . . . , />) ,

f j?;-=i:ç,.(^i, ..,,.^) (^=ï , 2, ..., n).

11 conduira donc, comme l'a montré Lie dans sa théorie générale, à
des systèmes qui pour ron t comprendre :

j° Des relations de forme entièrement déterminée, qui seront les
mêmes pour les (^s <^t les 0^ :

/ c - ^ s r'\ ( \ ^rf^ \(55) , ^ / ï l^ i^ • * • » û )^ ) . . . j— .. . » :="o,

(56) ^(Oi, ....^l.,^^.)::-^:);

2° Des relat ions do la fo rme

<r,,) ,,„.(.„. ..,,,,,|,..^...)=j,(,,,...,o,,|,..^...).

S'il contient des équat ions de la forme (^7), la séparation des
types est immédiate, puisque les équations (^7) montrent précisé-
ment que^pour un même type, les invariants ,̂  doivent être égaux à
des constantes, toujours les mêmes.

16. En résumé, on obtient des systèmes de la forme générale

(58) ^(^ —, ^|. . .-^^.)=o ( A = = i , ^ . . . , p ) ,\ u^i /

(''9) h ("i, ..., u, |... -^ ...)= c,, (k-- i, a, ..., r),
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tels que l'un quelconque de ces systèmes fourni t l'ensemble de tous
les groupes (G) d'un même type; en d'autres termes, la solution la
plus générale de l 'un quelconque de ces systèmes se dédui t d 'une
solution particulière quelconque

(6û) ^==CO,(^1, . . . ,^ /0 ( , î = ï , 2 , ' . . , ? )

par la transformation générale du groupe (54)- L^- solution (60) du
système (58) (S;)) donne pour groupe (G) celui qui est formé des
transformations

.^.==y,(.^, ...,.^) (^==i ,2 , ...,n),

auxquel les correspondent les transformations (54) laissant invariante
la m u l t i p l i c i t é (60) : ces dernières forment un groupe, isomorphe
à (G), et que nous appellerons (C)1).

Les diverses solut ions (Go) donnen t ainsi, tous les groupes (G)
d'un même type; mais il peut arr iver que deux de ces solutions
d o n n e n t le moine groupe : la cond i t i on pour cela est que la transfor-
mation (54) q111 fait passer de l 'une à l'autre laisse invariant le
groupe (<î) correspondant à la première- Le fait se présentera donc
quand le groupe (y) sera invar iant dans un sous-groupe plus grand ((j*o)
du groupe (54); c'est-à-dire quand (G) sera invar iant dans un groupe
ponctuel plus étendu (Go), q u i correspondra à ((j'o) comme (G) corres-
pond à ((?). A chaque solution (60) correspondra alors un groupe (Ço)
de transformations (54) qui la transformeront en toutes les autres
solutions d o n n a n t le môme groupe (G). Nous allons chercher à séparer
les f ami l l e s de solutions associées de cette manière.

Nous considérons à cet effet les équations de définition (4i) des
transformations infinitésimales, et nous écrivons que deux systèmes
de valeurs des o^y les changent en deux systèmes équivalents : nous
obtenons ainsi un certain nombre de relations distinctes, de la forme

P.(^^,^|..^.^)=P.(^.,.^ ...^-.) (^=^...^).

Et l'une quelconque des familles de solutions-considérées sera définie
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par un système de la forme

(6l) P/Ai, ..., ^|...^...)=7T/.(^, ...,^,0 (Â-=I, 2, ...^);

et tout reviendra à déterminer les fonctions TC/,, puis à chercher une
solution du système [(58), (5g), (6?)] correspondant à l 'une des solu-
t ions du système auxiliaire auquel ces fonct ions TT/, doivent satisfaire :
ce système auxiliaire se déduira du reste du système [(58), (5c))| au
moyen des formules (61) qui définissent une transformation de ce
système connu.

Remarquons encore qu'on pourra remplacer ce système auxi l ia i re
par le système, analogue au système [(58), (bg)], qui servirait à
déterminer les groupes du môme type que ((,\,) et qu'on peut toujours
obtenir en se servant des équat ions (4j) . Car, si les fonctions ̂  sont
connues , on obtient les équations de déf ini t ion de (ffo) en écrivant
que la transformation (54.) laisse invariant le système (61). Et inver-
sement, si, ((Jo) est connu, on peut former, sans intégration, les équa-
tions de défini t ion des transformations inf in i tés imales de ses divers
sous-groupes invariants transitifs, ainsi, qu'on le verra plus lo in ,
c'est-à-dire qu'on doi t pouvoir en déduire les fonctions -rc^

Quant à la nature du système [(58), (5c);, (61)], qui déf in i t les
transformations f in ies d'un sous-groupe invar ian t de (^), nous v
reviendrons aussi plus lo in ,

Remarquons enfin qu'il serai t possible que deux systèmes f(58),
(5g)] ne fournissent qu 'un seul et même type : la considération des
fonctions 1:̂  permettrait encore de constater la chose,

17. Exemple 1 : n ••= 2, m == ï . — On prend pour .̂  le groupe sui-
vant :_ .

oc, = y/(^i, x^) (i= ï, a),
y/^,/ ^i , ,/ à^itl^^ U. ——-- -(" u ——y

" d.z"i 2 <tei
(-0 ' , d^i , ()ÇQ^

• U^U\i——1 +^2 T"'?I à^\ ï àxy,

^=^^1^1.
'I)(^^)
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Les équations de définition des groupes (G) correspondants sont
donc :

^i(ji> ys)^- + ̂ (yn y^-^ =-=^i'(^i, ̂ j,

(6) ' ^i(yi,y2)^+^2 (yi, 72)^== ^2(^1,^2),

^(y.y^^^^^^C^,^).
iJ ^ ,Z i , X 2 ;

Nous considérons donc le système plus général

^(./uVâ)^1 +^(ji,y2)^2 ^1(^1, ^a),

^i(ji, y^) ̂  + ̂ (ji. ya) ̂  = ̂ 2(^1, ^a),

o)a(y.y.)^
1 ) { X i, ^ 2 }

Les conditions pour qu'il soit complètement intégrable se ré-
duisent à

^ i ( y 1. y^ ) _ ^î^ ( yi,»..̂ .) ^.^i^l ̂  î̂ MïirfiI
"~"~<)y7~""""'"w"" j)y\_ ..„, _,^.,,^ï2_____ î_ 1

^3(71^2) ^
de sorte que, pour chaque type, on a une condition unique de, la
forme (5e))

^^L^l ̂  ̂ S^L^ ̂  c^(^ ^),
ôx^ àx^

où c est une constante entièrement arbitraire.
Pour c = o, on peut prendre

C») ^ == 1, 5)g == 1, C».).'} "= 1 ,

et l'on obtient le groupe type •
( G ) ^=^1+0, y2=^+?(^i)-

On voit ensuite que toutes les valeurs non nulles de c donnent le
même type, pour lequel on peut prendre

c^l, ^==^ r^=ô, (^3 :=:!,,
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ce qui donne pour groupe type

(G) y.-o^), y.-^.

Exemple I I : n = 3 y m = T . — On part donc de

Xi = (p,- ( .r̂  x^ ^3 ) ( < ==: î , a, 3 ) ;

et du groupe .[̂

à^i , à^î , 6^3 ()^4 , ()co^ , à^..^ ^ u r ^_ ^ ^ ^ ̂  ̂  ^ ̂  ^ ^
, p. _ ^i___^ „ ̂ ^JL^—JL?^^__uxt'ï
' '^^+^^1^^ u^^^ ̂ ^^^'

(jXi ôx^ " à^i <)^\ Wi àx\

Cela donne les équations

^ -h o), (j,, y,, y,} •yâ -h r,),(y^ y,, ya) ̂
2 <1"^'2 '-fit"•i•'"Ï f————————————..,...,.,—..—^..^.,.._,».._,—=: oi (^i, ^2, <r;(),
|̂ + ̂ i(y. ̂ , y.) |̂  + ̂ (yi, y., y.) ̂ |+ ̂ i(yi, yâ, ys) .— + ̂ â(yf? y^ js) •</^111(^

^_^y^)^4-».(y,,y,,^.)^-_
()y ' w - . ^ ^ - — — . _ _ „ „ , ,_.(,)^(^î^ ^^ ,y^)^

^ + ̂ , (y, y, y,) ̂  + .),(y,, y,, y.) ̂

et l 'application de lii méthode condui t à une seule condit ion d ' in té-
^rabilité de la forme (58) :

o — ^^li^iJ^A _ ^^x^ tv^ 'y^
.̂.̂ 3 ûx^

+.,(.„ .., ̂ )^î(",•——i)-^(^, „ ^) ̂ (^-£^»),
(/^'l C/<2'i

on obtient un seul type ayant pour représentant

(G) yi== 91 Oi), y2=: ©^(^i, ̂ , ^a), y^i 93(^1, ^2, ,ïa)<

Remarque. — On voit par cet exemple que, contrairement à, une
assertion de M. Medolaghi, les condit ions définissant un type de
groupes peuvent nô 'pas se composer uniquement d'équations de la
forme, (5g) et que, par suite, le théorème que1' M. Medolaghi eu 'avait
conclu — à savoir que, dans tout type d'Ëngel. figure un groupe
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de Picard, c'est-à-dire contenant toutes les translations — reste à
démontrer.

VI. — Recherche des sous-groupes transitifs d'un groupe transitif donné.

18. La méthode donnée au paragraphe précédent pour la détermi-
nat ion des groupes peut servir, convenab lement modifiée, à la
recherche des sous-groupes t ransi t i fs d 'un groupe transit if donné (G).
Ici. deux sous-groupes ne font part ie d'un même type que s'ils sont
transformés l'un de l 'autre par une t ransformat ion de (G) : nous
disons encore, dans ce cas, qu ' i l s sont homologues dans (G).

Cherchons les sous-groupes dont les équations de déf in i t ion , mises
sous forme complètement in tégrable , sont d'ordre m au plus. Nous
partirons des équa t ions de d é f i n i t i o n de (G), diflercn fiées, s'il est
nécessaire, jusqu 'à l'ordre rn, qui. sera. toujours supposé au inoins
égal à l'ordre m a x i m u m des é q u a t i o n s de déf in i t ion de (G), mises
sous forme complètement in tégrable . Sous la forme actuelle, elles
forment encore un système complètement intégrabio, jouissant des
propriétés établies dans les paragraphes précédents. Il leur correspond
un groupe t ransi t i f , .^ , qu i exprime comment le groupe ̂  transforme
les invar iants d'un, cer ta in sous-groupe (/) de ''u^; et par suite un
groupe in f in i de la forme

(6a)
^;.=9^(.2.-i, ...,^/J, (^=:f,2, . . . ,n ) ,
^,=^,(//p ..., ^|...9^••< '^...), (s=ï,^, . . . , /?) .

De sorte que les équa t ions de défini t ion de (G ,) sous la forme consi-
dérée, c'est-à-dire d i f îe rent iées jusqu'à l'ordre m, sont :

, ( <.l ̂ (Ji. - • -.7/0. —. ̂ (yi, .. .,y/,)1 . . .y^"-^.. .]-==G),(^, ...,.̂ )
^! ' ' . (.^..,..^).

Les équations de l'un quelconque des sous-groupes cherchés, diffé-
rentiées, si cela est nécessaire, jusqu'à l'ordre m, contiendront, en
plus des équat ions (63), certaines autres équations, de la forme

W/,(J,, . . ., yn, - . ., J^ -At)- . .) = 7^(^, . . ., Xn) , (h = I, ̂  . ̂ , Ç);

Ânn. Éc. N'orm., (3) , X X,—-OCTOBRE xgoS, J^
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et, par suite, le groupe inf ini , analogue à (6a), qu i correspondra au
sous-groupe (F) considéré, se composera des équa t ions (62), et
d'autres équations de la forme

(64) ^,-=X//(^, ...,^|(ï<, ..., (pyl. . .9^'-- .^. . .) (A= i ,a , . . . ,7) .

Ce groupe [(62), 64)]» ou du moins le groupe fini ( A ) qu'on en
déduit en supprimant les équat ions x^= çy(,z^, ...,,^), et considé-
rant les Q'?*"--^ comme des constantes arbi traires , peut s 'obtenir en
introduisant dans les équations de .1.̂  les invar iants d 'un sous-groupe
(X^) de i^///. Or les invariants de(^/) qui correspondent dans ce calcul
aux variables u^ ..., /^, in t rodui t s seuls, d o n n e r a i e n t le groupe ..̂
lui-même. C'est donc qu' i ls sont invar ian ts d ' u n sous-groupe de 'i(l),//
p l u s grand que (A') : soit^) ce sous-groupe. D'après un théorème
de Lie ( 1 ) , on peut rapporter r.^ i somorphiquement a lui-mênie, de
manière que (/) et (/ /) se correspondent, parce qu ' i l s fourn i s sen t le
même groupe ^ ; mais alors au sous-groupe (A') de (/') correspondra
un sous-groupe (A) de (^) donnant le môme sons-groupe (A).

On conclut de là que, pour obteni r les groupes (A) correspondant,
aux sous-groupes de (G) cherchés, il sull i t de chercher les divers
types de sous-groupes (A) de (/), et d ' introduire leurs i nva r i an t s nou-
veaux, en même temps que ceux de Cl) ( lui ont servi pour Irouv^^r ^ ,
dans les équations de n^.

La méthode est bien précise, a condit ion qu*on sache t rouver (/},
quand on c o n n a î t seulement les équations de (G), sous la forme de
Lie, d i f fé ren t i écs jusqu'à l'ordre m.. Or il suffit pour cela, d'après les
raisonneinents du n0 7, de chercher les t ransformat ions de IJL^ q u i
laissent invariants les premiers xnejnhres U, dos équations de défini-
t ion, mises sous la forme (26), en traitant y^ - . . , y^ comme des
constantes arbitraires; puisque ^ exprime précisément la loi de
transformation de ces Vs P^r 1<^ transformations de ^^.

19. Les équations de définition 'd'un des11 sous-groupes cherchés
s'obtiendront donc en ajoutant aux équations (63) des équations de '

( 1 ) Théorie der Transf. ^r», T* I, p. 44 ̂
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la forme

(65)
\ ̂ h\^\{y^-"^yn\"^ ^ / . (7 l»•• •»7/Ol^ l (7 l , • . . ,7 /0»• . • ,^ (y l?•• • .7^1•••J ( J 1 5 • • • ' 8 " ) • • • ]

=;7r/,(.ri, ..., x^} ( / < = î , o., ..., /y),

ou les ̂  sont maintenant des fonctions connues de leurs arguments;
c'est-à-dire où il ne reste plus qu'à déterminer les fonctions TC;,, en
écrivant que le système [(63), (65)] est complètement intégrable.

Le calcul à faire est ident ique à celui qui a été expliqué au para-
graphe précédent. II. pourra fournir divers systèmes; et l 'un quel-
conque d'entre eux sera, de la forme

„, / ôu^ \ , , .iïl\U^ . . ., d p . . . . . . . -= 0 (// r= î , 2, . . ., p),
\ ' / '/ i J

,!/, ( ^i , . . . , H? . . . -y ̂  . . . )== C/, (/(• •=!,?., . . , /•) ;

/, / i àf^; i i à^h \ f^a «i, . . •, i'!,\ ' . • •-y-7 . . . | ̂ ^ • • • , (^1 • • • .1— • • . = 0 ( a =: î , 3, . . ., r),
\ (fiA/f (/<<••• [ y

\ nJ/<,....,«,,|...^...|«,, ...,«,|...^...)=^ (P=i,a, . . , , / ) ,
1 \ /A" /• ^"' f. /

où l'on a mis à part celles de ces relations où ne figurent que les ^,
et qui, sont vérifiées d/elles-mêmes, pour //,, == o,^, ..., u^ co^.

La solut ion générale de ce système se dédu i t d 'une solution parti-
culière par les transformations da groupe [(62), (64)] ; et l'on a ici à
chercher les solutions pour lesquelles on a constamment

38) //!-= ^(.Z'1, ...,^), ..., Uy-=.h}^X^ ...,^.).(^

Elles se déduiront donc de l 'une d'entre elles par celles des trans-
formations ['(62), (64)] qui laissent ce système invariant : pour expri-
mer cette cond i t ion , il. su f f i t de faire intervenir les équations (62), et
il résulte de ce qui a été vu, au n° 8 qu'elle consiste en ce que l'on
devra ne considérer que les transformations

x'i = 9/(^ ..., <^) (l~= ï , Q, ..., n),

qui appartiennent au groupe (G) donné.
On obtiendra donc, en définitive, pour chaque type de sous-groupe
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de (G), un système entièrement dé te rminé , de la forme

()u^ , (^(ï'/j
^ ( G)I, . . ., G)/,, .. ., —— . .. |(ï'i, . . ., (V^, .. ., ,— ., . == 0 (a rr: i, a, . . ., r),

W ' ",î; """"""" ""Ï
I . Ip((Oi , . . . , r,)^ .. ., <—^ . . , | ( T ' i , . .., (py, .. ., < n A .. . ) = bç (j3 = ï , 2, . . . , Q,\ ( / w / (/.t/ y

don t la solution générale se dédui t d 'une solution part icul ière par les
transformations du groupe i n f i n i , qui s^obt ien t en associant aux.
diverses transformations

(70) ^== ©/(.T}, . . . , a ' n ) (^=- i , 2, . . . , ii},

du groupe (G), les transtbrrnations correspondanles

(71) ^-=X/,(r,)i, , . . , ^ p (Pp . . • ,^ .. .o^ ' - - - .^" . . . ) ( A = : r , ; ^ . . . , 7 ) .

Cela revient ad i ré , au po in t de vue géométr ique, que les m u l t i -
plicités

(^=7r/,(^i, . . . , ^,) (/<==: 4 2, * . . , y),

•fournies par ces diverses so lo f Jonsde (69), sont homologues les unes
des autres par rapport au groupe [(70), ( 7 1 ) ) ; et que chacune d'elles
admet u n sons-groupe de ce groupe [(70)» ( 7 ^ ) » <p.»i ^k r édu i l , au
sous-groupe correspondant , de (('1} quand on considère seu lemen t la
manière d o n t i l t r a n s f o r m e les var iables ̂ , ..., a^ en ̂ , ..,, x^

VII. — Des sons-groupes invariants.

20. La méthode précédente donne, par un même système ((x)),
tous les sous-groupes de (G) appar ienant a un même type, et la for-
mule (71) donne la loi suivant laquelle s'échangent ces groupes quand
on les t ransforme par les diverses t r a n s f o r m a t i o n s de (G).

11 en résulte, d 'une manière tou.1 analogue à ce qu'on a vu au n° 15,
que diverses solutions de (G<)) donneront un même sous-groupe (F)
de (G), toutes les fo is 'que ce sous-groupe sera invariant dans un plus
grand sous-groupe de (G11), et que les formules (71) liant entre elles
ces diverses solutions correspondront à des transformations (70)
appartenant à ce dernier sous-groupe.
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On vérifiera le fait comme au n0 15, en faisant intervenir les trans-
formations infini lésimales de (T), dont les équations de définition se
composeront, d 'abord de celles de (G) :

n

(72) 2 'c^TTr^^''----^^1''''^1'^^'^ {s=î,^...,p);
i\cx.t,...,a,, '=1

puis d'équations de la forme
n

(^3) ^ ^-^^j ̂ la,,...,^,lA(^ . • • > ^|7T,, . . ., Tty) =^^ ̂

( ' la i , . . . , a« ^ = l
( À : = = I , 2, . . . ,< / ) .

La cond i t ion pour qu'elles représentent un même groupe, pour
deux systèmes de va leurs attribuées aux fonctions TC/,, s'exprimera
par des relations de la forme

/ , à^h. \
^k ^^ " • • ? ^i>\^\^ . . -. 7r<y? • " • ? .̂ . 7 • • • ;

\ ^'^i /

( , , ^Tî/» \ , i \
=:M^. r,)i, ..., ̂ K, ..., 7T^ ..., ̂ 5 . . . , ) ( / C = = Ï , 2 , .. .,0-),

c9 est-a-dire
/ , ^7T/A\ / .(74) ^/c ^h, • • '> ^p\^i> • - • ? e K ^ ( - • ? j^r. j ^ ^(^i? • • • > ^'/J

(/.•==:!, 2, . . .,cr),

On aura donc à voir si, l 'on peut déterminer les £^ de manière à
avoir plus d 'une solution commune aux systèmes (69) et (74)-

2'L En particulier, pour que le système (69) fournisse un seul
groupe (F), c'ost-a-dire un sous-groupe invar iant de (G), il faut et il
suf f i t que toutes ses solutions appart iennent a un même système (74)-
Donc, dans ce cas, les fonct ions e/^ se détermineront sans intégration,
en exprimant que les équations (74) sont des conséquences des équa-
tions (6r)). Or ce sont les valeurs des seuls coefficients des équa-
tions (72) efc (73), résolues par rapport au plus grand nombre
possible des ^ et de leurs dérivées, qui dépendent des fonctions
inconnues TC^.
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Donc /es équations de définition des transforma/ions infinitésimales
des divers sous-groupes invariants (^transitifs) de (G) s'obtiennent sous
forme entièrement explicite.

Soit (F) 1/un de ces .sous-groupes invar ian ts ; pour avoir les équa-
tions de déf ini t ion de ses transformations f in ies , il faudra intégrer le
système (^9)- î^es diverses solut ions de ce système correspondent aux
divers systèmes d ' invar ian t s f o n d a m e n t a u x du groupe (T) qui se
déduisen t de l ' un d 'entre eux. par les transformations de (G) :.elles
sont donc liées par des relations de la forme

(75) ^=.A(^'l, . . . , ( T y | o ) î , . . . ,^) ( Â = = ï , 2 , . . . , ^ ) ,

qui définissent un groupe isomorphe a (G-), Cet isomorphisrne n'est
pas hoioédr ique, c a r i a t ransformation i d e n t i q u e du groupe (75) cor-
respond, au sous-groupe i n v a r i a n t (F) de (G), puisque chacune des
transformations de (?) laisse inal térée ses divers invar iants f o n d a -
mentaux , et que cela est caractérist ique pour les t ransformations
<ie(r).

On peut observer, du reste, que, puisque l 'on c o n n a î t les é q u a t i o n s
de d é f i n i t i o n des t rans format ions i n f i n i t é s i m a l e s de (F}, la recherche
des équa t ions de d é f i n i t i o n de ses t rans format ions f in ies , qui revient
a la d é t e r m i n a t i o n de ses inva r i an t s (orni a men taux , ne dépend q u e d e
l ' intégrat ion d 'un système complet . De sorte que l ' i n t é g r a t i o n du
système (6c)) doit se ramener à celle d 'équat ions d i f l e r en t i e l l e s ordi-
naires.

"VîîL — Sïir la recherche des groupes et sons-groupes intransitifs.

22. Disons quelques mots de la dé te rmina t ion des groupes in t r an -
s i t i f s de l'espace à n d imensions. On précisera en cherchant ceux qui
ont un nombre donné n — r d ' invar ian ts d'ordre zéro* Comme on ne
cherche qu 'un groupe de chaque type, on peut supposer que ces inva-
riants sont les variables ;r,.,n» - * " ? ^n- '̂  groupe est alors un groupe
transi t i f de l'espace à r dimensions, de coordonnées x^ . . . , x^ dans
les transformations duquel Xy^^ . . . , x,t peuvent figurer comme para-
mètres*
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On devra donc reprendre la méthode de recherche des groupes
transitifs, en remplaçant toutes les constantes arbitraires qui pou-
vaient se présenter, soit dans la recherche du groupe ^, soit dans
les systèmes auxiliaires i n t rodu i t s par les condit ions d'intégrabilité
et servant à séparer les types, par des fonctions arbitraires des
variables .̂..n, . . . , x^.

La même idée servira pour trouver les types de sous-groupes intran-
si tifs d 'un groupe ( G ) donné. Mais ici i l faudra chercher d'abord les
systèmes de fonctions pou vaut rester invariantes par les transformations
d'un sous-groupe de (G) : ce qu i pourra conduire à l ' intégration de
systèmes différentiels auxil iaires. Ayant calculé un tel système de
fonc t ions , le plus s imple sera de faire un changement de variables
dans (G), en prenant ces fonctions pour certaines des variables nou-
velles. On sera alors ramené à la déterminat ion do groupes transit ifs ,
(lép(uulant do constantes arbi t raires en nombre donné.

lîn p a r t i c u l i e r , si l'on cherche les sous-groupes in t rans i t i fs inva-
riants de (G), les i n v a r i a n t s d'ordre zéro de l 'un d'eux devront se
transformer entre eux par les t ransformations de (G). Le cas ne se
présentera donc pas si (G) est p r i m i t i f . Et, s'il est imprimit i f , on devra
intégrer d'abord les divers systèmes complets invariants par ce
groupe (G). Après quoi , on achèvera sans diff iculté.

IX. — Sur la similitude et sur l'isomorphisme.

23. Les systèmes tels que le système (5i), que nous avons intro-
duit au n° 1.4, s 'offrent d'eux-mêmes quand on cherche à reconnaître
si deux groupes (G) et (G'), donnés par leurs équations de définition^
sont semblables', et à déterminer les transformations qui changent ces
deux groupes l'un par l'autre ( ^ ). La question, en effet, est la suivante :

Les équat ions de définit ion de (G-) ayant été mises sous la forme

(76) •G[^i(ju ' " . y n ) , ...^(jiy ..•>.y/0l ...j'f1'--"^...]^^^^,-.,^)
(,y= 1 , 2 , . . . , p ) .

( 1 ) Nous supposons, pour simplifier, les deux groupes transitifs.
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celles de (G^ peuvent-elles se mettre sous la forme

(77) •G[^(yi. —.J^ —>^(.ri, ....7.)l.-.r^••••ï5/'):l=^(^, ...,^)
(.?==!, 2, . ..,?),

de telle manière qu'il existe des fonctions

(78) Z^fi\X^ . . . ,^) ( < f = . l , -2, .. . , / Z ) .

satisfaisant aux équat ions aux dérivées partielles

(79) ^I>i(^ •••^/O. —,^(^ ...,^)|...^----^...]=@,(.ri, ...,.z,)
(,Ç:==Ï, 2, . . .,//)?

Que ce soit bien là la quest ion à résoudre, cela résulte immédia te-
ment des résultats du n° 1.0 : et: l 'on voi t que le système (79) ne dif-
fère que parles notations du système (Si).

On commencera donc par mettre les équa t ions de d é f i n i t i o n de (G-')
sous la forme de Medolagbi, comme on l'a vu aux n^ 6 et 8. Elles
seront alors, par exemple,

Ol^T(.ri, •-»,r/0? ••^^(j i> . . . , 7 / , ) 1 * . . j^--"^1 . . . ]—M^^n - • • > - ^ )
(,v==i, 2, ...,/^),

car la question, ne se pose que si, elles sont du même ordre que celles
de (G), et en même nombre. On ne peut e n s u i t e les mod i f i e r qu'en
remplaçant les invar iants fondamentaux par d 'au t res , c'est-à-dire en
effectuant dans ces équat ions des transformations ponctuel les

f^=:^(^ ...,^) (^= ï ,a , . . . , ? )

Il s'agit donc de reconnaî t re d'abord si les deux groupes finis (car
les y181'""5^ jouent le rôle de paramètres dans ce calcul)

,̂= J^,( a^ ..., u^ [ . . . aff11 " '^ . . . ) (,ç == t, -A, - . . , p),
et

^=<;(ui,..., ^...af1'-"'^...) (,y=i,^ .,^p)

sont'semblables, et de trouver toutes les transformations qui font
passer'de l'un à l'autre. C'est un problème qui a été complètement
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traité par S. Lie ( ' ) et qui n'exige que des opérations effectuables,
parce qu'on connaî t les équations finies de ces deux groupes.

On obtiendra ainsi divers systèmes de fonctions 0,i(^, . . . , ̂ ), ...,
(L(;Z'(, . . . , ̂ \ et i l faudra chercher s'il y en a, parmi eux, qui satis-
fassent aux cond i t ions d ' in tégrabi l i té du système (79), c'est-à-dire au
système auxi l ia i re [(38), (^9)] qui correspond aux groupes du même
type que (G). Dans ce cas, les groupes (G) et (G") sont effectivement
semblables et, pour trouver les transformations qui permettent de
passer de l'un à l 'autre, il n'y a plus qu'à intégrer les divers sys-
tèmes (79) complètement intégrables que l'on aura ainsi obtenus.

24. Essayons de préciser, pour les groupes infinis, la notion de
Visornorphisme; en nous bornan t , pour plus de simplicité, à l ' i somor-
phisrne hoioédrique. Il est clair que l'on peut prendre pour déf in i t ion,
soit celle de la théorie des subs t i tu t ions :

« Deux groupes sont isomorphes, si leurs transformations finies se
correspondent u n i v o q u e m e n t , de man iè r e que le p r o d u i t de deux
transformat ions de l 'un des groupes corresponde toujours an produi t
des deux transformations homologues de l 'autre groupe, )>

Soit la d é f i n i t i o n de la théorie des groupes f i n i s :
« Deux groupes sont isomorphes, si leurs transformations i n f i n i t é -

simales se correspondent un ivoquemen t , , de manière que le crochet de
deux t r ans fo rmat ions in f in i tés imales que lconques du premier groupe
corresponde tou jours au crochet des deux transformations inf ini tés i -
males homologues de l'autre groupe. »

Et i l n'y aurai t pas de difficulté à montrer que ces deux déf in i t ions
sont, au. fond, équivalentes. Mais il paraî t beaucoup plus di f f ic i le de
déduire, de ces déf in i t ions , une manière analyt ique de t r adu i re la
correspondance q u i y est énoncée. C'est pour éviter cette d i f f icu l té que
nous proposons une autre défini t ion, peut-être plus restreinte, mais
ou le mode de correspondance entre les transformations, f inies ou
in f in i t é s ima le s , des deux groupes sera dé terminé d'une manière ana-
ly t ique précise.

( i) Théorie dar Trarifff. ^r., L. ï, p. 3%7 ̂  ̂ mrf

Anii. Éc. ]\'orm., (3 ) , -XX. — OcTOnnE 1903. ^7
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Rappelons à cet effet ce qui se passe pour les groupes f in is .
Les t rans format ions des deux groupes ne dépendant que de con-

stantes arbi t raires , la correspondance énoncée dans les deux déf in i -
t ions précédentes ne p e u t se t raduire que par des équat ions f inies
ent re les constantes arbi traires , ou paramètres, nécessaires pour
d é f i n i r l 'une des t r a n s f o r m a t i o n s de l 'un ou l 'autre des deux groupes.
I l n 'y a pas alors d e d i f ï i c u l t é à t radui re ana ly t i quemen t la correspon-
dance i somorpb ique .

Supposons toujours les groupes considérés (G) et ( G ^ ) t ransi t i fs .
Prolo/i^eo/is le premier , en cons idé ran t les variables x ^ , ..., x^ qu ' i l
t r a n s f o r m e , comme f o n c t i o n s d ' u n e var iab le /, non t r ans fo rmée ; en
poussan t assez l o i n le p ro longemen t , nous f i n i r o n s par obtenir un
groupe i n t r a n s i t i f . Nous dé te rmine rons ses inva r i an t s , et, les p renan t

///// rp ,

comme nouvelles variables à la place de certaines des dérivées , ,'»

n o u s ob t i endrons un g roupe s i m p l e m e n t t r a n s i t i f ( G ) , q u i sera impri-
m i l i f , et dont, on peut d i r e que (G) p r o v i e n t en le mccourcissafil,
c'est-à-dire en ne gardant de ses é q u a t i o n s f i n i e s que celles q u i
é c h a n g e n t entre elles les var iab les ,r,, ..., x^ el les-mêmes.

No u s o I) t i e n d r ions d e m é m e u n g ro u ) ) e s i m p 1 e m e n t t ra n s i ( i f ( ( x , ),
d o n t ( G , ) se d é d u i r a i t en le rcictourcissani, et q u i serait isomorphe
b o i o é d r i q u e m e n t a (G, ), et par suite à (G) et a (G) .

M a i s a lors ( G ) et ( G , ) é t a n t s imp lemen t t r a n s i t i f s et bo léodr ique"
m e n t isornorphes, sont semblables . Désignons, pour préciser, par

<L l •) • • • î ^hff ^'/l-f ï f ' ' • ? tl'/"/•

les var iables que (G) t ransforme, et par

Yi? • • • ? y i i ' > .y p i " :? - * • » .)'/•
celles q u i sont transformées par ( G < ), les p premières é t a n t celles que
t ransforme le groupe ( G , ) d o n n é » On passera de (G) à (G^) par des
f o r m u l e s

y i =: 9,0i, .. ., .:x1^ <r,,-,n, . . . » .r,.) {i = ï, -'î, . .,, /•),

et , par conséquen t , do (G) au groupe ( G , ) donné par des f o r m u l e s
(80) ^:=ç.(.ri, . . , , ̂ , ,z-/^, ^ . , œ , . ) ( / r ^ i , 2, . . , , / ;) .
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On voit donc que, en écartant le cas simple où (G) et (G.) sont,
semblables, ils correspondent à-deux modes d'imprimùivitè différents du
<rroupe (G). Dans le premier s'échangent entre elles les fonctions
5c a;,, .... x,,-, dans le second, les fonctions de o, , . . . , ç/» et, il n'y a
aucune transformation de (G) autre que la transformation identique,
qui laisse invariantes à la fois, ni les variables ,r., ..., x,,, ni les fonc-
tions y , , . . . ) 9p-

On voit également que, réciproquement, deux groupes (G) et (b.)
qui seront associés de cette manière à un troisième groupe (G), sans
que celui-ci soit, nécessairement, simplement transitif, seront hoioé-
(Iriquement isomorphes. .

C'est ce caractère que nous proposons de prendre comme défini-
tion ( ' ) pour l'isomorphismc des groupes infinis :

Deux coupes infinis {ou finis} sont dits isomorphes hoioédnquc-
m(int : soil s'ils sont semblables; sou s'ils expriment deux modes d'impn-
mlwlé différents d'un même troisième groupe, c'est-à-dire s'ils expri-
ment 1;> loi de l'échange, par ce troisième groupe, de. deux systèmes de
fonctions des variables qu'il transforme, avec cette condition que la
transformation identique soit la seule transformation de ce troisième
groupe qui, laisse invariante chacune des fonctions de l'un ou 1 autre

de ces doux systèmes.

(.) Cotio définition paraîl d'accord avec une phrase de Lie ma obscure (Icipziger
Scrichtc, 189'), p. W au bas de la page).


