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DÉTERMINATION
DES

SURFACES DE JOACHIMSTHAL
A COURBURES PRINCIPALES LIÉES PAR 'UNE RELATION,

PAU M. L BAFFY,
pnOPESSEUIt ADJOINT A LA F A C U L T E DES SCIENCES DE PARIS.

E n n e p e r a déterminé ÇGôllin^er Nachricluen, 1868) les surfaces à
co'urbure totale constante qui admettent une f a m i l l e de lignes de
courbure p lanes : les plans de ces lignes passant tous par une ï'néme
droite, les surfaces ainsi obtenues sont des surfaces de JoachimsthaL
.11 existe donc des surfaces dont les rayons de courbure principaux
sont l iés par u n e relation (surfaces de Weingarten) et qui sont en
même temps des surfaces de Joachimsthal. Je me suis proposé de
trouver toutes les surfaces qu i jouissent de cette double propriété.
Les f o r m u l e s par lesquelles j 'exprime la solution complète de ce pro-
blème fournissent , entre autres, de nombreux exemples, que je crois
les premiers, de surfaces cdgébrùpes (et même unicursales) a cour-
bures pr inc ipa les l iées par une relation et qui ne sont ni de révolution,
ni parallèles à des surlaces min ima,

Je commence (§ 1) par é tabl i r une propriété commune à toutes les
surfaces de Weingarten qui admet ten t une famil le de lignes de cour-
bure planes : l 'argument dont dépendent les courbures principales
est la somme d 'une fonct ion de u et d 'une fonc t ion de ^ u et 9 étant
les paramètres des lignes de courbure. II suffît d ' introduire cette con-
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dition ana ly t ique dans les expressions des rayons principaux d 'une
surface de Joachimsthal pour obtenir les deux équat ions du problème.
On les ramène immédia tement à une équation aux f o n c t i o n s mêlées,
dont la discussion conduit à distinguer deux cas, dont l 'un est le cas
général, l 'autre un cas l imite, qui doit être traité à part.

L'examen du cas général (§ II) f o u r n i t , abstraction fa i t e de con-
stantes dépos i t ion et d 'une bomothétie, une série doublement, in//'nie
de surfaces dont les courbures pr incipales sat isfont à la même rela-
tion. Par là, ces surfaces se rapprochent des bélicoïdes; mais leur
détermination n'exige que deux quadratures, tandis que celle des
hélicoïdes dont les courbures principales sa t is font a une relation
donnée dépend de l ' in tégra t ion d 'une é q u a t i o n du premier ordre et
d'une quadrature- Un paramètre arbitraire n f i g u r e dans les expres-
sions des rayons p r i n c i p a u x de nos surfaces ; pour tontes les valeurs
entières ou fractionnaires,-pontwefs ou négatives de ce paramètre, la rela-
tion entre les rayons principaux est algéinic/'ae et du ^enre zéro; les sur-
faces correspondantes, en nombre! doublement i n f i n i e sont dé termi-
nées par deux intégrales abél iennes* A lu v a l e u r pa r t i cu l i è re n ;== o
correspondent les su r f aces à courbure to ta le cons tante ,

Dans le second cas de la discussion (§ 111), on t r o u v e u n e série sim-
plement infinie de surfaces dont les rayons de courbure sa t i s fon t à la.
même relation. Ici encore les expressions de ces rayons c o n t i e n n e n t un
paramètre arbitraire c ; pour toutes leff valeurs entiercH ou fraction^
noires, positives ou ne^atwes de c, la relation entre les rayons principaux
est alwbrùfiie et du -^en're zéro; la déterminat ion des surfaces corres-
pondantes 'dépend de deux intégrales abéliennes. La va leur particu-
lière e == i donne des surfaces 'à courbure totale constante, parmi les-
quelles f igurent les hélicoïdes de D i n i ((7. Jî. Acad. des Seienees, i865)
engendrés par des tractrices ou courbes aux tangentes égales*

Dans la dernière part ie (§ IV), nous examinons dép lus près1 quel-
ques exemples. 1 1 ' ! ! !

Si. l 'on part icular ise les formules trouvées dans le cas général, en
supposant n u l l e l 'une des constantes qui y f iguren t , et si l'on f a i t en
même temps n ̂ ^y on obtient une série simplement infinie de -surfaces
du/uiitiêî'ne ordre, dont les rayons principaux sont liés par une relation
du cinquième ordre ^t-du genre zéro. Toutes ces'surtaces ont en commun
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une droite double et sont des surfaces a deux côtés analytiquemeni
distincts. Leurs lignes de courbure planes sont des sextiques unicursales;
les lignes de courbure sphériques sont des biquadratiques. Les coor-
données de chaque surface sont des fonctions rationnelles du para-
mètre des lignes de courbure sphériques, des fonctions irrationnelles
du paramètre des lignes de courbure planes; par un changement de
variable, elles deviennent des fonctions doublement périodiques de
première espèce, aux mêmes périodes.

Quant aux formules trouvées dans le second cas, si on les particu-
larise en égalant à zéro la constante qui ne figure pas dans les expre's"
siens des ravons principaux, les surfaces obtenues et la relation entre les
rayons principctux sont à la fois transcendantes ou algébriques. Quand
elles sont algébriques, la surface est unicursale et la. relation entre les
ravons principaux est du genre zéro; la surface admet une droite
double 1 et ses deux côtés sont analytiquem.ent distincts; les lignes de
courbure planes sont unicursales et a courbure rat ionnel le {courbes de
direction}; les l ignes le long desquelles les rayons principaux restent
constants (lignes d'égale courbure) sont tracées sur des cônes de révo-
lution ayant tous même axe et même .sommet. Pour u n e valeur
convenable du paramètre <", on obt ient une surface du sixième
ordre, don t les l ignes de courbure planes sont des quartiques, les
lignes de .courbure sphériques des biquadratiques et les lignes
d'égale courbure des sextiques unicursales , tracées sur des cyl in-
droïdes.

I, _ Mise en équations du problème.

1. Nous commencerons ,par établir une proposition qui est de
nature a simplifier notre analyse.

Une surface (S) étant rapportée à ses lignes de courbure (u == const.,
^^ const), pour exprimer que les courbes de la f ami l l e ^=const
sont planes, i l suffit d'écrire que, dans la représentation sphérique de
la surface, les lignes ^== const. sont planes,1 ou, ce qui1 revient , au.
même, sont des courbes de contact de cônes circonscrits. Or, une sur-
face él^nt rapportée à un réseau conjugué (^ ^), ses trois coordonnées
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•ponctuelles satisfont à u n e équation de La/place

^À 6?À <)}.
;),,"7ï7T — P -r; -+- pi ;)~»6 /̂ ()P l 6?// ' ^('

et la condit ion nécessaire et suffisante pour que les lignes 9 == consL
soient des courbes d'ombre consiste dans révanouissement de l ' inva-
riant À; d'où

PP,-f--0.
ou.

Si p était nul , les l ignes ç == consfc. seraient des courbes de contact
de cylindres circonscrits : leurs plans coupera ien t la sphère a an^h 1

droit; par suite les p lans des lignes de courbure p :== const. coupe-
raient la surface (S) à angle droi t , ce qui n^a pas l i eu pour les sur-
faces de Joachimsthaly tant qu'elles ne dégénèrent, pas en su r f aces de
révolution. Ce cas peut donc être écarté.

Tout réseau conjugué sphérique étant orthogonal, l ' é lément l i n é a i r e
de la sphère prend la forme

df^—: a du^-}- ^d^.

Les expressions générales de p et de p ^ se réduisent aux v a l e u r s
suivantes

, s àio^o , . î () îo^"p ;::::: --..*,.,»..—, j :::^ .„« -„..„...,...;.:».,„«, ^
1 ^ <)^ 1 9< Ôli

de sorte que la cond i t i on précédente d e v i e n t

On conclut de là

'lo^-.o.'ôu^'J

P ^ ^^-V^^).
\/Ï' '^1^

Or, pour les surfaces dont les rayons p r inc ipaux sont liés par u n e
relation, on peut supposer e et ' g fonct ions du paramètre OT d o n t
dépendent les rayons pr inc ipaux. , On aura donc

/'(^-V'(.),
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( l^ou , par une intégrat ion immédiate,

/(^)=.U(^)+V(.).

On a d o n c nécessairement
OT =:rîT(U -hV),

ce qui. est le résu l ta t que nous avions en vue.

'2. Ces préliminaires posés, rappelons les formules qui représentent,
en coordonnées rectangulaires (^,y, ^) toutes les surfaces de Joa"
chimstlial. Si l'on prend pour axe des s la droite par laquelle passent
les plans des l ignes de courbure planes 0 = const., et si p est le para-
mètre des l ignes de courbure spliériques, on a

r.os9 sin^ ^ _ _ silie t̂LVL.(, ) ,,; ;::,:: .,^^^^^^^^^^^ y ̂  ̂ ^.,^^^ , ^ _ (, ^^ ç^^yy

© est une f o n c t i o n arbi t ra i re do 0, V u n e fonc t ion arbitraire de y , V sa
dér ivée; les Sh et les Cil sont des s inus et cos inus 'hyperboliques.
Dans ce système de notations, les rayons de courbure Ro et Ry des sec-
tions p r inc ipa les rcspecfcivemeni tansentes aux lignes de courbure
planes 0 == const. et aux. l ignes de courbure spliériques v == consL
ont pour expressions

<„ .,.V-Ï(s,,-^,:i,), ,,,-=-^(si,-S»)-;

nous sous-ontendons l 'argument ©+ V des fonctions hyperboliques
et nous posons

î dW „ ciy ^ dT
(3) W-= y,, W7- y T- ̂ ,̂ ,̂, I.-- ̂ .

Oii peut , en e f fe t , sans inconvén ien t , prendre désormais comme
variables V" el 0 : si N é tai t constant , la surface disparaîtrait et si 0
était cons tan t , e l le dégénérerait en une surface de révolution. •

On voit que, si l 'on parvient à déterminer W en fonction de 'V, ainsi-
que T en f o n c t i o n de ©, on obt iendra séparément 9 et 0, et par suite
les coordonnées de la surface, au moyen de deux quadratures.



384 i^ RÀFFY.
Introduisons encore, pour plus de simplici té , les no ta t ions sui-

vantes
- W- / A) T , ch

w '^TW5 ^^VT ^ÏT T=:=^'

Si maintenant nous d i f f é ren t ions les relations (2), nous trouverons

^=\/î". ^î(————,c,,<e.v,,
1 ï 6)R. , / ï ^ I JI^ , /T/ , ^nm v^(^^^^/^M, ^^—^/^(i-T^r^y^e^V),

en posant, pour abréger,
1 M' = (1,4- r.)T) Ch(ê 4- V) ~ (^) .-h r) Sh(© -h" V)

(6) ^e
. [ e29 ( i - r,) ) ( ( .- T ) 4- ^"-âv ( r + ̂  ) ( i ̂  r )].

Ces formules vont nous servir à exprimer qu ' i l existe 'une» relation
entre les courbures principales*

3. Remarquons, auparavant, que les hypothèses

ne conv iennen t qu'à la, sphère. En efîei, chacune de ces hypothèses
entraînant

M ̂  o, ï — r.)2 — ï t ) ' :1-;::; o, î — r12 —•• r' =: o,

les quatre dérivées de Bo et do B^ sont nul les : en conséquence, les
deux rayons p r inc ipaux sont constants1 et la surface est une sphère.

Mais il y a'plus : si l ' o n suppose seulement M = o, la wrface est une
sphère. En effet, quand, M est nul, les deux hinornes (ï — oj) et ( i 4- T)
sont simultanément nuls ou différents de zéro* La première hypothèse
•ramène au cas précédent. La seconde permet d'écrire

^inî^^vilL^^o .
Ï + T K — û)

d'où, en différentiant séparément par rapport à © et par rapport à V,
l'on déd'uit

î ̂  ̂  _ ^ ̂  o^ y ̂  ^2 _ ^/ ̂  ^.
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les quat re dérivées des rayons pr inc ipaux sont encore nulles : la sur-
face est une sphère.

Nous supposerons donc désormais M. =/=. o. Il s u i t de là que Be <^ B(,
ne peuvent pas être fonct ions (rime seule des variables © et V, car
cet te hypothèse en t ra îne M — o.

Or, d'après ce qui a été prouvé au n° 1, les deux rayons pr inc ipaux
do iven t dépendre de la somme ©o4-Vo d ' u n e fonction de © et d 'une
fonct ion de V. Si ©^ et Vy sont les dérivées de ces fonct ions , la double
c o n d i î i o n dont il s'agit s'exprimera, en ver tu des formules (5), par
les équat ions

^, ' j 0, ( i -. .)- - ̂  ) Ch ( 0 4- V ) = V, M,
w } ( V, ( i - T2 - ̂  ) Ch ( © + Y ) = 0;, M ;

et i l est imposs ib l e , on v i e n t do le voir, que les rayons p r i n c i p a u x no
d é p e n d e n t que de © ou que de V. En conséquence , les dérivées ©^
et V^ sont F u n e et l 'autre d i f f é ren te s de zéro, comme la fonct ion M.
Dés lors, i l f au t égaler à zéro le d é t e r m i n a n t des équa t ions (7), q u i
sont l i n é a i r e s et homogènes par rapport à ©^ et V^. On trouve a i n s i

( 8 ) ( ( - ̂  - ̂  ) ( i - T2 - ̂  ) Ch2 ( Ô -h V ) = M2.

Quand on aura sat isfai t à cette é q u a t i o n , les deux équat ions (7) se
r é d u i r o n t à u n e , q u i d o n n e r a

( 7 1 ) v^:=1: ^1•11^—•1•-^1,•_^^^^ •

Si l'on remplace M par sa valeur tirée de la c o n d i t i o n (8), i l v i e n d r a

e; ̂  ̂ r^^f
v'o " ^T^^Z:^'

ce qu i prouve bien que le rapport ©, : V',, sera égal à u n e fonction de©
divisée par une fonct ion de V, II semble qu ' i l y ait ici l 'ambiguïté d'un
double signe. Mais nous verrons que le second membre de la rela-
tion (7') est toujours une fonction uniforme de © et de V.

4. 1,1, s'agit maintenant de discuter l'équation (8)- Extrayons les
racines carrées de ses deux membres, remplaçons le cosinus hyperbo-
l ique par des exponentiel les et M, par la seconde des expressions (6).

Ann. Éc. Korrn., (3), XX. — SEPTEMIÎÏIE î<)(>3. 49
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Après suppression du facteur commun É^""9 et groupement des termes,
i l v iendra

( 9 ) e2® [^/ï"r^rr^7 ̂ TZZ^TZT? _ ( j _,,))( i — T )]
4. ̂ sv [.̂ Tzr'.̂ Tir̂ vr̂ ^^ (i -+- u) (i 4- r)] ̂  o.

On peut divise!' tous les termes par le produi t des deux radicaux :
en effet, l'expression M étant supposée d i f f é r e n t e de zéro, les équa-
tions (7) montrent qu 'aucun des deux tr inômes î — o-r — oY et
i —• T2 — r' ne peut être n u l . Nous écrirons donc

(. o ) f î— ̂ :J^^^ ̂ ^L^ \ ̂
\ ,</,^.^.^/ ^,,,,^,_,,^

/ ^ _ .........L:̂ ,.̂ ,..,.,.,.., ....,._i.±.,.I,_.\ ^ï\^ ^r1:::̂ )^ :̂'1'1'̂ / ^ï'1^1"^1::::'̂ ^6

(^ t nous associerons à cette équat ion celle qu 'on ob t ien t en la d i f ï e r e n -
( i a n t successivement par rapport à 0 et à V, savoir

d ( t—r)^ d i—r,»( r ï ) Tm ̂ ^f^ ï/v 7r=1^^^^
d i4"r d (ï-^f^e^

^ cl^ ^T r̂:::̂  ÏV '^^^^^

Dans cette équat ion, il n'y a pas l i e n de supposer que deux dérivées
relatives à la même variable soient nu l les : c'est ce qui. résu l te d e s '
iden t i t és

( 1 2 )

^(^.)^__ ^H
^ •--y^1-'11^'11— — -f . - . ; ̂ .-^^

d (l -h-r,))^ , , . ^^V
_ 1_1—.2,,..,..— r:: % ( t — r,>2 ~ o/ ) —--.---..•.--,. ,
d\ ! JE •"•"• r.) ' , ' ( î — rx))2

dont nous aurons encore à fa i re usage. On voit que, si les deux déri-
vées par-rapport à © qui f igurcn t 'dans l 'équation (11) é ta ient nulles,
le rapport ( r — ^)e29 :(i + T) serait constant et l'on aurai t

î — T— r==ô,

contrairement à nos hypothèses actuelles ; 'de même, si les deux déri-
vées par. rapport à 'V étaient nulles, le trinôme ï — (o2— o/ devrait
être nul»
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En conséquence , nous n'avons que deux cas à d i s t inguer : ï ° aucune
des q u a t r e dérivées qui f igurent dans l 'équation (11) n'est égale à
%éro; 2° deux de ces dérivées, nécessairement relatives à des variables
différentes , sont nul les .

Ij, — Premier ca.s : cas général.

5. Aucu/ie défi quatre dérivées nest nulle. L 'équat ion (i i) peut alors
être mise sous la forme

d ( j — r ) ^ 8 d (14-0))^
o-2 -ĵc(% ^TZZ^Z:^ _ dV ^

y . . . V - ' (f) ———————— rl) _________ _______

d î --h T """"" d l !— (f)

M jzzz^z^' d\' T/zzz'^z.^'

On dédu i t de là par in tégra t ion
/ ( î .^)^> î -..̂
[ — -_»====-r.-:1:11"1-. -^ m. -•—==-==„::• ̂  K,^ 1 ̂  ̂  »„,. ̂  ^ (.- ̂  _ ^

( î ^ f , } ) ( r ^ ^ ^ ^ î — ^ ^ ^ _
^"i^rr'^'c"^/ ^^^^^ •̂-̂ .̂

a et S désignant deux nouvelles constantes- T i ran t de ces formules les
termes exponent iels pour les substituer dans l 'équation (10), on
trouve

//2(") , .y^lZZ^_^ ̂ v _ g ̂ ZLitl.^. — o^ 1 - 1 ".t"- a •.;„,.„: ̂ ,̂ .,.....̂ .-,......,,.,.-.,,, î ^ ^ ,--——.J-^..-—,-.,..„-—u^,
^ — — ^ — — Q / ^ / i ^^__^

équat ion qui se décompose en deux :

| e29 - p ——^^ - y = o, e-^ a ~ î̂ L=^ + y =: o
(^/j) ' ! ^/t^^^r' ^î—w2—^'

(y =; const.).

On voit que ni a, ni J3, ne peut être supposé nul . Ces dernières fo r -
mules doivent s'accorder avec les relations ( ï3) ; or, si l'on lire les
i r ra t ionnel les du, système ( ï 4 ) pour les porter dans les équa t ions (:r3),
on trouve

< ..̂  r a6 ï 4- (^ wv a^
- T-^ ̂  ̂  m - ̂  ' - 7 ;̂ <^-2V -/ra := <F -̂y •
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Dif fé ren t ions ces dernières fo rmules en ayant égard aux iden-
t i tés (12); il v i end ra

/ ^î0 r/^c^
[ ( r „ r2 — r' \ ———— — —^___,
| { l "T ^ ( i+T)^^ (^^y)^

^ 1 ) j . , ,, e^ ap ̂ âv

( (^^-^ )^^= ̂ r̂

La comparaison de ces résultats avec les équa t ions (.1.4,) mon t re
que 8 doit être é^al à a. Si donc nous remplaçons a et p par /"(^ ̂  o),
nous aurons

( ̂  ) ! „ ̂ U ̂ 0 ,4- ̂  = - ^ - i±^ r- ̂  - /^, ..:• ...-^^;^ .̂̂ . <
v ; Î4 - .T ^2<-) .^y î — f.) ^-^,^,,y

<^es re la t ions, résolues par r appor ta T et à fc», d o n n e n t
. T ^ ̂  ^^") — ( m .....h 7 ) (^ -h ^2 4" m y
1 T "1"" ÎT """ 611U^I''4:^/^"^^—^

( 1 (> ) i W7 rf-^ 4- ( rn •^ y ) fr-^ ».l- (^ •-{- /n y
[ " = ̂  i:::::: :::11••1^1-:^:•;^11•11(11111,^•••_

11 n'y a donc plus qi'fà intégrer pour connaî t re T et, W. Les r é su l -
tats de l ' i n t é g r a t i o n seront de forme d i f ï e r e n t e » suivant que les f r a c -
t ions ra t ionne l l es en e^ et ^ " ^ p r é s e n t e r o n t t e l l e ou te l le p a r t i c u l a -
rité, correspondant à des re la t ions entre m, y et c. Mais, si n o u s
faisons le changement de variables

'/• •» {-\ »» VÇ== ^u, ri "^e-"-^,

les équations- précédentes deviennent

1 idv = ^—p^jl^-^+rny ^j ^^^^^^^^^ ....^
J clW ^ •r^ -"h ( m 4" y ) r] 4- c^ -«•h m y c/'/j
l W ""'"" y/2 — ( m — y ) •/•] — ( c'1 -h m'y ) rj

.En conséquence, on peut les mettre sous la. forme s-mlvanle
r/logT=/(^)^, , ^ logW=/(-^)^(-^),

ce qui montre que l'on aura toujours, -après r in tégra t ion^ -
T=py(0, W=^ç(-rî) ,
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p et q désignant deux constantes arbitraires. Il n'y aura donc, en
réal i té , quune seule quadrature à effectuer pour déterminer à la fois
les deux fonct ions T et W.

6. Cherchons m a i n t e n a n t les fonct ions Q() et Vo don t la somme est
rargiiment u n i q u e don t dépenden t les courbures p r inc ipa l e s . Si l'on
désigne respec t ivement par S et par II les dénominateurs de T et de CD,
savoir

S = e1 ̂  + ( m — y ) e^ — ( c2 -+- m y ), H z= — e-'^ -4- ( m — y ) (T^ 4- c2 -4- m y,

et si l 'on calcule M à l 'aide des formules (6) et (16), on trouve
f, /.2//2H/,-2V

( • 7 ) M=i^-^—Ch(6+V).

D'autre part, les re la t ions ( « 4 y e t ( i G ) d o n n e n t

_ ^ , _ ^ , _ ^^.^.L - '^JEZI
(^^^y) 2 ^ H^

Subs l i luons ces va leurs dans l 'équat iou (7) ' ; il v i e n t
e, _ l'i:̂ 8

v, " al"c-•-l:ilv [
on p o u r r a donc prendre

1 8 )
0' .„,...„, _,,.,,,___________.

1 " 1 f t ""'""" (M 4- ( //^ — •/ ) e^ — ( (^ 4- //z y ) '

\ —
• c"^v 4- ( m. — 7 ) (r-12 v 4- c2 4- /^ y '

et il est vis ible qu'ou obtiendra ©o et Vo par une seule quadrature .
Si l'on i n t r o d u i t , en ef fe t , les variables auxiliaires ^ e t r j , on trouve

, o v ,/^ ^ _______î^_^ „__ //y — ________ch________^.
v o / a ûw" |r^(^__y)^^r^;,y^ V 0 — — ^ 2 _ _ ( ^ _ _ y ) ^ _ _ ( ^ ^ ^ y ) ?

c^est-à-dire
rf@o:=^(0^ ^Vo=^(-7î)^;

d'où résulte, après intégration, 1 1 1 1

©,=^(^), Y,=^^(^^);
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et f i n a l e m e n t
©^Yo^^)-^-"-2')-

7. Nous a l lons t a i re de nos résul tats u n e vé r i f i ca t ion q u i aura
l'avantage de nous c o n d u i r e à d i s t i ngue r , parmi les surfaces trouvées,
celles dont la courbure totale est cons t an t e . I I est vis ible que la va leur
commune Q des deux rappor t s égaux

<)HO. ï an, ^ H o . î an,,
"à0 : ÏU à'Q 1= àV : HÎ "âV

doit être une fonc t ion de ©o-h-Vo, De plus , si l'on suppose la cour-
hure totale cons tan te , Q se r édu i t à une constante, et r éc ip roquement .
Or, d'après les relations (5), on a

O»^———__M, ,___..-- T (ï^^-^yci^ô-t-T)
D'autre part, les formules ( ï4y et (^>) donnen t

^.^^....- '̂tl̂  « ̂ ^^^'_^ -" --gi-

Tenant compte de ce résultat et de l'expression (17) de M, nous
trouvons

wa^^'0
Tlï^9""

Calculons la différentielle logar i thmique de Q, en avi-nrt égard, aux
formules (16) et aux expressions (18) adoptées p o u r O ^ e tV^ 11 v i e n t .

rflog Q = ( m + y ) ( 0, rf© -h Vo cIV ) = ( m. ̂  y ) </( €„ + Y, ).

Ainsi Q est bien une fonction de © o + V o , , e t nous obtenons , pou r
caractériser les surfaces à courbure totale constante , la c o n d i t i o n

rn 4- y == o,

qui est à la fois nécessaire et suffisante.

8. Il convient maintenant , en vue d'arriver à u n e conclusion impor-
tan te , d'intégrer les équations (ï6y et (18)^ D'après ce q u i a ' é î é
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( l i t plus haut;, nous n'avons qu'à nous occuper des formules
dT _ 'ç — (y •+- m ) g 4- c2 -+- /n y c/J __ ________^c________
-T - ̂ __ (y __ ̂  „„ (^. ̂ ,y) -^ c M"- Ç.__ (y__ /^ __ (c2+ ^y)"

Appelons a et b les racines, supposées distinctes, du dénomina t eu r
de ^©o; ce qui revient à poser

y — m =1 <2 4- /^, c2 -+- m.'/ == — a/j.

On voi t q u e , étant donnés a et b, on ne peut dé te rmine r que deux
des trois coefï icients m, y, c2; les deux derniers, par exemple, de sorte
que rn restera arbitraire. Cela étant, il v i e n t

dT [(^ - a) ('£, - h) - 2(/ni; + ah)]d':, _ ^
'T == -ll•la•- - ^o- ̂ ^^^-^.

Ijes résidus de la première f rac t ion , re la t i f s aux i n f i n i s o, a, b, o n t
respect ivement pour valeurs

a 4,-. f) ...̂  ^ in a -t~ b "h 9- m
? a — b a "~ //

On p e u t donc poser
a 4-. i ) -i- a /^—————— ̂  /^

c î •""- b

n é t a n t u n e nouvel le constante, qui, sera, comme m, entièrement indé-
pendante de a et de b.

Des lors, l ' i n t ég ra t ion donne

T :̂  li (^ — a)1-^ — ^)l-li"/^ (p ̂  consi.)-

Quant à ©o, on trouve immédia tement

a -__io<A:Z^.'V- rt_//1 0^^^

A. raison des remarques précédemment faites, on aura^ sans nou-
veaux calculs,

W = ̂  (^. -h a)^1 (^ + ̂  )^+/^ {q = const.)r
•n

v * \ ^ l ' J r l }V^^^^log^^.



3f)2 L, BAFl- 'Y.

De la nous lit on s
, , i (——^)(rM^) Ïo^Ç

( ] ( • ) ) H, 4- V o "":: ————7- 10^ .,•—11~.1~....-—...-..-.—— -=— ————, ,
' J a — b ( ̂  — ^ ) ( '/'J -h ^ ) «' -~ i)

en posant
^ _ ( l̂ iĵ J -̂t̂  )

^^ -^ ) ( r j4 1 - " ^ ) "

(^est du seul a r g u m e n t Ç que von t dépendre les courbures pr inc i pales.
Avant de les calculer , remarquons q u e » d 'après les f o r i n u l e s ( ï ) ,

aux diverses valeurs de la cons-lante y d o n t dépend W correspondeni
des surfaces homothét iques par rapport à l ' o r i g i n e ; on ( )our ra donc
disposer de q comme on voudra . Q u a n t à la c o n s t a n t e / ^ , q u i f i gu re
dans l 'expression deT , il sijiïit, pour la f a i r e d i spa ra î t r e , de d iv i se r E,
•/], a, h et m pa r^? ; en f a i s a n t cela, on ne m o d i f i e pas le rappor t //;
mais W est alors mul t ip l i é par/^ ce q u i correspond a u n e h o m o i h é l i e
don t on peut f a i r e abstract ion; en f in , ©o et Vy sont m u l t i p l i é s par ce
même fac t eu r^ , qu i est ici sans i n f l uence» Nous pouvons donc désor-
mais f a i r e

p = q ̂  ï .
1 1 vient alors

(^o) T- [1:1̂ 2!.:̂  w-^^^^^
'S, ' 'n

Repor tons-nous m a i n t e n a n t aux f o r m u l e s (3^ q u i e x p r i m e n t les
rayons p r i n c i p a u x ;

/w r w7
.14 = i/^r sii ( o 4- v ) - ̂  ch ( e ̂  v ; ,

y^v" r T' "' --ll
' i^ - i/̂ ... Sh (0 •4". V ) - ̂ , Ch (C -4- V ) ,

Si l'on tient compte des identités

Sh(e •4-V) :::;:: ^ (^ell• l (••v•-- <^IJI-IHI-lll••v;l•":l::: ^ ^IVIII•11•H(^(<._ ^-^') t:::: i:::2̂
^ . . 2 ' ^ ̂ ^7

Cil (C -.h V) :::::•: -r (e^ ̂ .-h ^-"9-1-V) := 1 ^v1-^^^^-»1^ e-^') ̂  i±^ ,2 î>v^
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ainsi que des formules (16), qui donnent
T mi-^-cib W7 _ m-n •— ab^^,^^^^^^^, ^ ̂ _i4-a^_^^-^,

on trouve, après quelques calculs,
w!. ri ^ tL^. l̂i""^) (Y] •+- ̂ ) +(r """ ̂ ) -^ •-L^) (^J- ̂

bh 2"W ~ ̂  2 (•/] 4- a ) (Y] + ̂  ) " "- -"" 5

ci T/ n ~ vî (ir̂ LtirL^̂ ^̂  ^)
^""^ÎT Lh"^ ' 2 (^ -a) (Ç- / . )

..En conséquence, nous arr ivons f inalement aux expressions sui-
vantes :

1- n

(,r+^+<i- n _ 9/Ç â

(^) ^^^ •-••--•-•-----••--rT^————5 R-- ̂ ^^y^^^,^.

sur lesquelles on vér i f ie immédia tement que le produi t des rayons
principaux est constant, q u a n d on suppose n == o, ce qui rev ien t , avec
nos notat ions primitives, a ni -h-y == o.

On voi t aussi que, pour toute valeur entière oufracllonncïire, positive
ou négative de n, la relation entre les rayons principaux est algébrique
et du ^enre zéro.

M'ais il y a plus. Dans le cas général, cette relation dépend unique-
ment du coefficient n. Or, si l'on emploie les expressions (20) de T et
deW pour déterminer lasurtace, par l ' intermédiaire des relat ions (3)
e t ( 4 ) y qui donnen t

on est conduit aux deux quadratures

(22)
/ l —^ 1 -+- n

o..... L (^-^^T^-^ZÂ-,a ^-'a^Y^^- b^
/-<, 1 —J^ 1 4- //1 / (2l±^Lil̂

r^îi

En se reportant a;ux formules (i), on . reconnaî t que les coordonnées
Ami, Éc. Norm., (3), XX. — SEPTEMÏÎKIÎ 1903. <->0
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f/^/^ sur/ace, abstraction faite d'une rotation arbitraire autour do ()z
et d'une translation égaleinent arbitraire suivant (,)^, dépendent des
trois paramètres a, b cl /?. Par suite, si l'on f ixe //, il restera encore
deux paramètres arbitraires dans les expressions de .r, y^ ^; c 'esî -
a -d i re q u 'il existe une série douldemenf i//////ie de surfaces deJocie/limsihal,
do ni les rayons (/e courbure pri/'îai.paux vérifie/il la rnetne rel.a.lio/t.

IIÏ. — Second cas : cas limite,

i). Deax dérivées son/ nulles. Revenons a rcqsiafion (il)

d ( i — ï) f^ d t .— /•.» d \ - f - - d {\ -h r,)) ̂ -;îv

^ .̂̂ ^^ ^^ ^-
;llll ï̂i:::l• /̂ ^/H ^', - 'r ' (lv ^''T1^1'^^-1-----'1^)

et supposons (jue deux des dérivées, luk^ssairernent relat ives a des
variables ditlerentes ('n0-^), soient nnlles. Il n'y a pas lieu d'adnteilre
que w soient celles où ligurent des exponenjieiles, parée (JIK^ l'éva-
noui ssetneni de ces dérivées s'exprime s i in j de 1 1 1 en l par l'Iivpo-
(.bèse m, ̂  o faile dans les équations du premier cas. Supposons donc

(^3) - 1 - 1 - 1 1 - " "̂  const,.=;i p, . consî . •?--,1 a,
V i

oa m infini dans l'équation (ï s'), l/équaiion ( î o ) d,evient

^.-"T111

a(i 1 " • 1 • | 1 1 • 1 1 1 t f } ]
\1 ï • - ^r -"- (j/

ses deux termes, ne dépendant , le p r e m i e r que de 0, le second q u e
de V, sont nécessairem.ent constants ; d'où

, .....̂ A;:'̂^^r—1111^1—1"^ 7.
,% ( î l - 1 } ' - fs) )

(,îes forniules mon t ren t que a et [ï d o i v e n t , éire supposés di/férenis
de ^éro. H f a u t qu'elles s'accordent avec les précédentes; or, si l'on
é l imine les radicaux entre les re la t ions (a3) et (2.{), on trouve

W a^;^^^^^^-y, aS^±...').l^v:.:^^v~k i •""1"- ^ '
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D i f f e r e n t i o n s ces équat ions en ayant égard, aux iden t i t és (12); il
v iendra

S „ ^.i — ^ i -„ ^.)2 — (,/
^Q _,.._--_- ^ i ^p ———————^— ^ i .

' (i-|."r,r I ( « — r , ) ) 2

Pour que ces re la t ions so ien t compatibles avec les formules (23),
il f a u t et i l suf f i t que [j soit égal à a. En conséquence, nous aurons

( ,5 ) c ; -^ .-<-• = ̂  + y, c ̂  .-"• = .- - ,,

en remplaçant 0^== [32 par e, coeiïicient qui devra toujours être sup-
posé d HÏerent de %éro.

Réso lvan t ces é q u a t i o n s par rapport à T et à o-), nous trouvons

T/ ( ^ ,„„-. i ) ̂  „- y W7 ( c — i ) fr-^ + y
(26) T- ,11 -":- (11.1:^ ')= ."W ::=:~ ^^^y^iv'1:^-

Corsrsa issani , a i n s i 'T ( ^ t co, n o u s n'avons plus que des quadra tu res is
e f lec tuer pou s- d é t e r m i n e r les sin'Iaces.

'10. IProposons- î tous , a u p a r a v a n t , de calculer les fonct ions 60 et Y(,
dont la somme est rar^iHïàeî'U don t dépenden t les courbures pr inci -
pales. A cet e t ie t , n o u s lormerons, comme plus liant, l 'expression deN

M' ::= ^—— \ <-s^e ( î - ̂  ) ( t - T) 4- ^-2V ( r 4- w ) ( i 4- T)"].
2

Eu. é^ard aux fo rmules q u i d o n n e n t T et o.», on t rouve

.^^^^"•^'GS^e-hV)
IM ̂  [(7;:••J)ll^(^:y]^^^^^^^^^^^^^^^ t

D'autre part, on a
, {i-^Y 4^-ll-l'(v,^^^,^,^^^^^^^^^^

Si l 'on substitue ces valeurs dans la première des équat ions (7),
il vient ^) »-av

v/ <" ' ...— a' ^-,
' ( ) (cT7)^4-7 ~" v ( c 4-1 ) ̂ lv - y
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ce qu i permet de prendre
9.e^ „,., ^e"^

( r)rf\ {^f __ ___ _ V' __ _________
v"•7/ v0^ (0+1)^+7 0^ (c4~J")^v-y'

Ainsi que nous l'avons fait précédemment , nous a l l o n s comparer
les expressions qui résultent de là pour ©o °t Vo a^ec 1^ rapport0 <;l/ î 0

^Ro . r <)IL W MQ^ ^0 • B i àQ ~ 'r ( i -- r2 — r' ) (JI» ( 8 4- V )

Nous connaissons M; on a, d'autre part ,

^^ ^(f^)2^ ^^
^ "[(^.-hQ^^+y:!^

Em conséquence, i l , v ient

o^^w^•âvl:<c'hI)^(w)^y; ll1" 1 1 ' " T^(N)[(c+ ]t)^•av-7T'

Calculons maintenant la dîf îerent ie l le logari thmique de Q, en ayani
égard aux relations (a6). Nous trouvons, tous calculs fa i ts ,

^Q _ ^ '" ^(^fm 'Afr^dV
Q w i c w l ) ^^^r^i'y^âH'rFy ""il!' ̂ r:̂  ?

ou, a raison des valeurs (^7) obtenues pour €^ et V^,

^^ (^-^ . / (©o+Vo) .

On vér i f ie par la que les courbures principales sont bien des (onc-
tions de la somme ©^+"V^ Mais on reconnaît, en outre, que rhypo-
thèse caractéristique des surfaces à courbure totale constante est ic i ,

11. Revenons aux relations (26) qui , par l'introduction des
variables

Ï —— //^6 .„ __ /,..»-2VCy —. fc , fl .-.-.,- 6 ,

donnent respectivement
/ ^ y ^T ,„,, (<• - i }$ -y dî, dV ^ {c - ï )^ 4» y d'^
' f T """ (c"+i')S":h'y T' '"T w ̂ ^jj^^ ̂ -
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Si, laissant de côté le cas très particulier de c == — i, nous posons

C-t- ï

l ' in tégra t ion donnera, avec deux constantes p et q,

(28) T^^+Â-r^ w=^(Yi-Â-)^1.

Nous avons déjà fait observer qu'aux diverses valeurs de q corres-
pondent , en vertu des formules ( i ) , des surfaces homothétiques par
rapport a. l ' o r ig ine : on peu t donc assigner à ce coefficient y telle
valeur qu'on voudra. En ce qui concerner, divisons "^, T] et /c (c'est-a-
d i r ey ) par//\ ce qui ne change rien aux formules (27) ; W se trouvera
mult ipl iée par une puissance de p que l'on peut faire rentrer dans le
coefficient y; quant à T, son expression devient

,,,(1 ̂ .c )4, (1...1-, c)
(ç+/,)"~~v" ' /

Ains i , sauf dans le seul cas des surfaces à courbure totale constante
( c = = i ) , on pourrit disposer do /( de manière à faire disparaître le
(acteur^ de l'expi'cssion de T. Nous prendrons donc désormais

/ ov -r (£+/-)''^ w-^-^1
(a8)' .1 ==———'•c——-' vv ———:^

Comme d'autre part, en vertu des relations (3), on a

^-=vÇ^/©-^5^ ^=^wdw:

i l restera h effectuer les deux quadratures

/_ 6'~(")(e2e

i77̂
,^y^V(e-sv_/.y-7î^V,

e-e (e^+fi-'^dQ
» 0 :.-_: 1 —-=^̂ -=====-====^

(a9) / y i-.e-^(e^ -h/.•)'•-•
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que l'on peut aussi écrire

On voit que dv est une d i f f é r e n t i e l l e b inôme, q u i s ' in tégrera si
le rapport c : (e-{- r ) est un ent ie r ou. un e n t i e r a u g m e n t é de r : 2.

Pour les surfaces à courbure totale cons tan te ( c ̂  s ) , le coe i l i -
cient/.? subsiste et, i l v i e n t

r ^^j^:j^^ /y^'^
(29) / / ^^ J ——-••<..-î _ t'=- 7 / v 1 1 - 1 1 1 1 1 - 1 - - 1 -^^..7 ^c^q-^(^^Â-) ,,/ - ^ ^ v ^

Passons au calcul des rayons de courbure p r inc ipaux :

Ho^ i/^-1 Bh (© -h V) - 1^, Cl.» (0 4"- V)

iî - i/^..[sii(e+V)- ^li:IK^-l+" V) ' 1 " " 1 1 .

Les formules (^Y reviennent à

ï/ ^ f f -11" r ) Ï4"" (> r -h f' ) / ' lwl/ ( 1 1 1 - 1 ' - < 1 ' ) '̂  tll• l• l• l l•M < l ""i-"<1' ') / t r
- ̂ ,̂  ̂  -•^-••^•'^.y'1^1^ ^ 1^ "= :•'-••(7-1:^^1111•••(11^111_

et les relations (28) donnent

./^..-../^I^-^Y^V T " v p^ u ••>-/• ) •
lin tenant conripte de ces résullats, on trouve successivement

SI,(9.V,-^CI,,e-,.V,.-^'^,^',

SM^V,-^,.,(0-.V,- '̂|,±.^^,
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et, pour les rayons de courbure principaux,

]^ __^__ f^^Y^ (c ̂ -k. - ̂( i+c)v/ j U-t-Â-y \ T ] — À - y ,
_ ^/(r+,.)/- ,-Â-Y~^/ ,^-^Y1

"~ —--^——^ ^-c^-^ .

Quand ^ est égal, à r , on trouve immédia tement

RoB.==--7

/;

et les sur faces correspondantes sont données par les formules (^Q)^.
I l c o n v i e n t de s i gna l e r celles qu 'on obtient en faisant k = o. Où trouve
a 1 o r s, (.k n r e d i :s i s a n (.. q h I. ' i.:i n i I, é,

p =. V, 0 •:= 9 / : ^^—^
^

et, par s u i t e ,

cos<y ^ sin 0 ^_ SI1(/0_±^JI

>r ̂  C!ï'( /^ -1-^'}9 •r = Ci^^^'TT'")5 ^ "":""" r "̂  cî 'J-̂  p) '

Si l'on remplace /O + ^ par une nouvelle variable l, il vient

cos6' s 5 n ^ ,., , , Sb^..^^^^ y=.^^, ^=:-/0+^^.( o^'y h ni ^ fr\ ^ i.^^^rr j=nr,- ^=-^+^

Ce sont la, les l ié l icoïdcs de D i n i , qui ont pour profil générateur la
courbe aux tangentes égales. On verra f a c i l e m e n t que tout hélicoïde qui
est en niénw temps une surface de Joachimsihcd est représenté par ces
fo rmules ci par sui te a soi courbure totale constante.

Quand (.' d i f ï e r e de î , on peut faire/-» === q == r ? et si l'on pose

i.±A=ç,
rj — /.:

vient

^-"îl n ^^±C^L(3o) 14 ;::::,--.-..—^^^ R,
( i+c)^
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Les surfaces correspondantes, é tan t données par les formules (29),
dépendent évidemment de c et de k, t and i s que la re la t ion enire les
rayons de courbure pr incipaux ne dépend que de e. Nous obtenons
donc ici une série simplement infinie de surfaces de Joachimsthal, dont
les rayons de courbure principaux vérifient, la même relation. Les p lus
simples de ces surfaces sont celles qu'on o b t i e n t en supposant /c = o.
Ces surfaces, qui jouissent de propriétés remarquables, seront étu-
diées un peu. plus l o i n .

Nous nous bornerons à fa i re observer que, pour toute valeur entière
ou fractionnaire, posilive ou négatù'e de r*, la relation enire les rayons
principaux est algëhrir/ne et du ^enre zéro. Pour c := — 2 par exemple»,
elle est seulement du troisième degré.

IV. — Examen de quelques exemples.

12. Les formules (22), qui donnen t 0 e t t% se s i m p l i f i e n t q u a n d on
y in t rodui t rbypothese b == o, qui revient à c2 •4- m^ — o.

Dans ce1 cas, sans doute, les dénomina teurs des f rac t ions ('16)' qu i
représentent les d iderent ie l les lo^arit inniques do T et de 'W a c q u i è r e n t
une seconde racine n u l l e ; mais cette racine a p p a r a î t aussi dans les
numérateurs et l'on v é r i f i e aisément q u e t o u s nos résu l ta t s subsistent .
II f au t seulement remarquer que n désigne m a i n t e n a n t le rappor t

a 4- ''-î îu y ••• 1 ! - " /^
a ""'""" y — ni

et ne peut, en conséquence, être supposé é^al n i à -h r , ni a — r , parce
que ces deux hypothèses en t ra înera ien t c == o1. Sous le bénéfice de ces
observations, nous trouvons

^(S11"'11—^"1"^^^^^ ( "^ , ^J ^(r^'a)'1^9

Les rayons principaux ont toujours les1 mêmes expressions

^ . (r 4 - /< )? ' • • ( -1 - ^ . ^t '2""" . ^('n^a(^) Re=-—^^^^^^^^^^^^^^^^^ "^rrr^^^^^^^^^^^^ î=..17?ll-::l-.
<1^1̂  1 - 1 - 1 ——— (,- ^Q-Ï11:^"?^.71 s - T)Tt11-^1^1'
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On voit que ^est une intégrale de différentielle b inôme; elle peut
être obtenue en termes finis pour toute valeur entière de n, positive ou
négative, paire ou impaire . Mais 0 est alors une intégrale hyperellip-
t ique.

Un cas particulier remarquable correspond à la valeur n == 2, pour
l a q u e l l e on a immédia tement
i i-\ n \ r\ Ï 2 Ç "—~ I f—-—•———•( ô6 ) u = - arc cos —=:=:•=— ? v = — \/'n •+- a.3 y i — 4 a

S u b s t i t u a n t ces valeurs dans les formules (i i), on obtient, les coor-
données.

(34) { " iî ''''''^ï'-i^ t' 1 a 1 1 1 J ' 'yrr^
; = ̂ -:Fa + .---̂ ^^^^ = ̂ !l±̂ Ii±̂ );

(, 'c, -h ïi ) \/'n ~\- a ( S -l" 'n ) \/r] + a }

la surface est donc algébrique, quelque valeur qu'on, assigne au. para-
mètre arbi t ra i re a.

Les expressions (3a) des rayons p r inc ipaux deviennent

(S^) •Ho ̂  ::K-'::^1 R,= -.—.-ft--^
^ Ç ^ (3-S)V/S

ce qu i montre que ces rayons sont liés par une relation du cinquième .•^'.r '1 * • '
ordre et du ^e'nrc zéro. Kemarquant que l'on a .,; ' l l l . , ^ > l t - ' • " ' , . .''?1,^"^--'<•^-3(vî-70+4• "•-R-.-i^-^)- '",.•,.<:"
on trouve immédiatement ^ 1 . <.\i ''"";•

^ B,(:ItoB.-102+ 16 (Ro- R.)3^: o.

Los f o r m u l e s (34) représentent donc une série simplement iri/inie de
surfaces algébriques d o n t les rayons principaux satisfont à cette rela-
tion et admettent les expressions (S^).

13. Nous a l l ons voir que les coordonnées de ces surfaces .sont
représentées par des fonct ions uniformes de deux paramètres et que

Ann, Èc, Norm., (3), XX . — SEi'TisMiîmîïgoS, 1 } I •
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/eu/y deux cotés sont analytiquemcnl distincts. Posons, en efTcf:,

'\al;--,=^-^,

de manière que \/T] e t v ^ - + " - ^ do v i e n n e n t des fonc t ions r a t ionne l l e s
de t. Posons, en outre,

c , . .»

afin que la fonction
r^-JL» l.:L̂

< g ...... ̂  YJ

dont la racine carrée f igu re dans les expressions des rayons pr inc i -
paux, devienne le carre d ' une f o n c t i o n r a t i o n n e l l e de / el de / / i

^.^(^+1)',,„ ......̂ ,̂ .,.̂ ^ .

Enfin , en vuedeco qui suivra, i n t r o d u i s o n s la d i s tance r =.^ ^/a;2 4-j^
d'un po in t à l'axe des s. Nous obt iendrons

.r/a \j i — 4 ̂  \/f('i -"""• » . ,y '/'•î v^î -- 4 ̂  \/^'{ "-1"-- î
V ( ̂  ̂  — i ) (^/1 -•-- 4 ̂  - ' i ) -h ̂  a //^ V (u ] "-" î ) (v/ ï - •l--" 4 ̂  '"•î"'jt ) """ 9t €(iï î

(^40 ....,..,. II ( ) a ^flt ^ ^i ^({1])""""1
1 / -••l•••l•"lll(7;îTT)|:ll/q'll^lll^-

. „, ̂ a ( / a — i ) [( ̂  — 0' /^ 4" 8 ̂ î -s- ^a^(u] — i ):|,,.,,,. ^...........,..,......,^.^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^

Les expressions dea?, ̂  et z sont ra t ionnel les par rar '^port h l ; comnn*
le, radical \/^— ï n'y figare pas, elles ne c o n t i e n n e n t , r e l a t i vemen t
à ^p que deux radicaux carrés portant sur des (onctions l inéa i res de ^.
En conséquence, si l'on introduit, a la place de u^ lo nouvel argu-
m c1 n t u, défi n i p a r 1 a re 1 a t i o n

du i
\/(^^ — î ) (^——^ _ ̂  ̂  ^^^^ ̂ ^ _ ̂  (̂ 7:::"̂  4,.. ï ^ _ ^^^^

<y, y et ^ seront des (onctions uniformes1 de u, à deux périodes, en
même temps que des fonctions rationnelles de l.
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De plus, les rayons pr incipaux sont des fonctions rationnelles de \/t,
qui est l u i - m ê m e devenu une. fonct ion uniforme de t et aussi de u. Or
on sait que, quand les coordonnées x, y , z d 'une surface sont expri-
mées par trois fondions uniformes de deux paramètres u et l, si l'on
représente l ' é lément l inéaire par

la fonc t ion
cl^z^'Edu^}- 2Vdud6-+- Gdt\

^:(^,^=:v/.Ë<^^~F'
est la seule i r r a t ionne l l e dont dépendent les cosinus directeurs de la
normale, C'est aussi la seule i r ra t ionne l le qui figure dans l 'expression
de la courbure moyenne. Si donc la courbure moyenne est une fonc-
t i o n imiforme de u et de l, il en sera de même des cosinus de la nor-
male et la. surface sera une surface à deux calés ana ly t iquement dis-
t incts . C'est ce qu i a l i e u i c i . En conséquence les surfaces considérées
ont leurs deux côtés analylir/aemeni d i s t i nc t s .

Chacune d'elles admet l'axe des z comme droite double. lin effet, il
résulte des forrnulos (3'1) que le p o i n t x ==• y = o, considéré comme
appar tenan t à c/uif/ue sect ion p l ane z == consL, est donné par la valeur
Ç =L= o et par celle-là seu lemenL Or on ,déduit de ces mêmes formules

y2 , , / i ^ — i \ ^zija — 2 ç -h i•/- =: tan^ ( -11111 arccos —^=T-= 1 == T.^,.^^——"-•— ,
•^ & V^ \/i-^aj ^/i-.-4^ 4 - 2 ^ - 1

ce qu i mont re qu'à chaque valeur de ^ et, en particulier, à. la valeur
^ == o correspondent deux valeurs et deux seu lement du rapport y :x\
Ainsi le poin t x =;j/ === o est un point double pour chaque section
^=const . et l'axe dos z est une droite double des surfaces consi-
dérées.

14. Les l ignes de courbure planes (^ = const. ou ^,, = consfc.) sont
représentées dans leurs p lans respectifs par les deux dernières des
formules (''H.'}. On, vo i t que ce sont des sextiques unic'ursales, symé-
tr iques par rapport à l'axe des z. Cet axe étant une droite double et les
sections fa i tes par d e s p l a n s q u i le c o n t i e n n e n t é t a n t d u sixième degré,
les surfaaes considérées sont du huitième ordre.



4o4 i^- ÏUFFV.
Pour reconnaître la nature des lignes de courbure sphériques

(<„»==: consL), posons

^^^+^ P=^^

les formules précédentes dev iennent

.̂  _ y _ ^Z]\/c'n ^ _ p(c'—n)
cosô sin(9 c — 'n ? ^ î """ Ç 4- 'n

Egalons le carré du dernier rapport successivement à ce lu i du pre-
mier et du second, en ayant soin de remplacer les lignes tr i^onomé"
triques de 0 par leurs valeurs en fonct ion de Ç ; nous t rouvons

^^^Y~'^ 4 ^ ? c^
^/i"r:4'̂  ̂  14. ̂  "" (S — ^ ? '

ays^/ . ï— 4</ _ (\^c-(i

^Y~^a •4-" i — 2$ " i"1 '" (S "-: ^ î ^ <

Enfin, substituons à Ç son expression en fonc t ion de ^,

?- „„...,„ ' ^^P >"l"':lll'u ^i)
^"" p-h-:.i

Nous obtenons, âpres suppression de facteurs communs ,

2^^î —/ ia"=(p —^ i ) [f^r^' 4^—i) (p »4--1 ^ )4-aï ) (p "-^i)J,

a^yyî^r^ = (p _ s, ) [(^T^Ja 4- 0 ( p 4- ̂  ) "- a y] ( p — ,̂  ) (.

Ces relations ent ra înent d'abord
^"y^-h^p2,

ce qu i est l 'équation de la sphère p== const; mais on en dédu i t auss i

\^'^a(^-y^=2'rï(p -^^~ (^^ s^,

équat ion d 'une quadrique ayant son. centre sur l'axe 0-s.
En conséquence les lignes de courbure p==eônsL sont des bir/ua-

dratiques sphérùfues.

là. En vue d'étudier les exemples correspondants du cas limite
(a===ooy 6 s = — A ) reportons-nous aux formules (29) et (29') où
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nous introduirons l'hypothèse /c-= o. En même temps nous ferons
i — n

c = ———,
ï -4- n

en excluant les valeurs n =± ï , auxquelles correspondent pourc les
valeurs inacceptables zéro eti ' infî.ni. Nous écarterons aussi la valeur
n == o, à laquelle correspondent les surfaces à courbure totale con-
stante, qui. ne rentrent pas dans les formules en question et sont
détenni nées par les équations Ç^<f)' Sous le bénéfice de ces réserves,
nous obtenons

(35) / ^-i
L L——^^ia
a ^^'^ ~ r

ârccos£ 2 = —arccose""18,' n0^
^/î_^ n

/ n; __ n en!
n

, r-. -—. - rj ï d-f} ^=. — 'n 2
a n

Subst i tuant ces valeurs de 0 et de 9 dans les formules (i), on trouve,
pour les coordonnées des surfaces considérées, les expressions sui-
vantes ;

(36)

<+^)

î 1 — n
^^—ry

^ + rj
co.s ( l" cos arc £ 2 ) sîn ( - arc cos$ 2

' V fi \ ̂

[(J.-^+0+^L

ce que l'on peut aussi écrire

y ^^v

(3^)
COB( - arc cos e-11^ sio - arc cos e1'\ n

^-^(@^vy

/,/<v
[ Cli ( ô + V ) — n Sh ( © + V)].' ̂ ^0-^^ L -^

11 est facile d'obtenir en coordonnées cylindriques (r, 0, s) l'équa-
tion de ces surfaces, sans faire d'hypothèse sur la constante n. Si l'on
pose, en eflet, conformément à nos notations antérieures,

ç^e20^^^ •z?
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les expressions des coordonnées pour ron t être écrites ainsi :

(3;)

ï-^n

^ _ y _ ^T
cos n 0,cos^ sin0 ' "" Ç -i- i

n

„ ̂  Sf [0 —ji. " ) Ç -h i -I- n] . ̂  ̂
z ~ —-"^(-^^^

On n'a donc qu'à é l i m i n e r a entre la dern iè re de ces é q u a t i o n s et
celle qui donner , savoir

1 4- H

r == —-— cos/iO.
Ç4-1.

Or, si l 'on divise z par/ ' , on obt ient l 'équation du. second degré

(38) ( i — n ) rÇ — 2 ns^ 4- ( i -h //•) r — o.

Résolvant par rappcn't ;i \/Ç et subs t i tuan t dans la précédenle, on
trouve

! ( • / <

( 39) /.." = (, -.- . )<-» ces . 0 ...---.̂ ..--l^--4-^^^ .
/^y- + ( //• — ï ) r " ' -}- z ̂ / ^ . . z 1 4- ( /^ — i ) f^

Pour que la, surface soit a lgéb r ique , il fmu. q u e ses sections
0 == consi, soient algébriques, c'est-à-dire que n soit ent ier ou frac-
t ionna i re , p o s i t i f ou négatif*. Mais cette cond i t ion estévi^leinrnent^///^"-
sante, puisque

ycos n 0 "-: cos n arc l'a ng —̂
.v

est alors une fonct ion algébrique de x et y. En outre, nous a l lons voi r
que Ici surface (3^), quand elle est al^ébrùfae., est u/zicursale^ Soit en
effet A : [x l'a fraction irréductible que nous prenons pour va l eu r de /Z.LCS
f'brinules (37) ne c o n t i e n n e n t d'autre i r ra t ionnel le que ^/^ Ce sont.

y. ÎL
donc des. f o n c t i o n s ra t ionnel les de .^t == u. Corrnne, d'autre part, a?,
y et ^ dépendent ra t ionnel lement de cosO, s i n O et cos/^O, il. sufÏ i ra , de
prendre comme nouvel le var iable
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pour que les trois coordonnées deviennent des fonctions rationnelles
des deux paramètres u et /, ce qui démontre la proposition.

16. Calculons m a i n t e n a n t les rayons de courbure principaux. Dans
les formules (3o) faisons

i+ /^
nous obtenons ainsi

(^ H,.„( t?- /Q^( l+ /^) R - ^ 2
\ 4° / a- lo — "•—'"'——-y-_^.——— ? i\ y —

l-n • ^ (I-.,,)-(t^)ç

01
 î

Pour que lit relation entre Bo et B,, soit algébrique, il faut et il suffi t
év idemment que n soi t en t ie r ou f rac t ionnai re , posi t i f ou négatif.
Quand, il , en est a i n s i , i l su f f i t d ' i n t r o d u i r e la variable u dé f in ie un peu
plus haut pour que les expressions de Bo et de B^ deviennent rai ton-
nelles. En conséquence : les surfaces considérées et ici relation entre
leurs rayons nrincipcm.x sont à Ici fois trcifiscendci/iies ou cilgebriques;

P'

quand elles sont al^éirriffues, la sur/ace es!, urdcursale el la relation entre
les rayons principaux fiU du genre zéro. En outre, d'après un raisonne-
ment présenté 'plus haut (n° 13) et qu i s 'applique ici, les surfaces ont
leurs deux côlés analytiguement distincts.

Les lignes t ̂  const. , le lonff desquelles les rayons principaux restent
constants, sont tracées sur des cônes de révolution, comme le montre
l 'équation déjà formée , !

(38) z _ (\ - ̂ ^Jrî r J r n
^ _.„... - ̂ ^

dont le second membre se réduit à une constante dans l'hypothèse
actuel le . Tous ces côneç? ont leur sommet à l 'origine; tous ont pour
axe l'axe des s. Ils ne d i f f è ren t les. uns des autres que par leur angle.

M'en t ionnons encore un résultat re la t i f aux lignes de courbure-
planés (0 == const.). Ces l ignes sont représentées chacune dans son
plan par les formules

1 - { • r i , n

^^""Gosnô Ç^f(j — n )?+ ÏJ+^ Goc'n6. '''^"T^^^^^^^^^^^ ^^—-——-^^^ ——— ,
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on dédui t (le là par d i f férent ia t ion (pour dO = o)

——^ ces n 0 \( r -- n ) Ç - ( i -+- /. )"| ̂  ^
ya/'2 4" as2^: —.——*—..——-,......,.,,--...,-......,.,..—--,-v 2 ( C + i )

1 ^
--• 5

ce qui montre que l 'é lément d'arc de ces l ignes est une f r a c t i o n
rat ionnel le par rapport au. paramètre a =" \jt. A ins i ces courbes
planes, non seulement sont unicursa les , niais ont l e u r courbure ralum-
nelle : ce sont des courbes de direction, et leur rectif icat ion dépend si m-
pi
plement de Fintégrat ion d 'une fraction ra t ionne l le , tandis qu 'en
général la rectification d'une courbe un icu r sa le dépend d 'une in té-
grale hyperelliptique.

pic

17. Pour terminer, nous é tudierons rap idement la surface par t icu-
lière qui correspond à l'hypothèse n =• — 2. Si l'on in t rodu i t cette
valeur dans l 'équation (3<)) et qu 'on effectue les calculs, on trouve

/ir^/-2-!- ,^) — 4.s(9r2+ 3^) cost i9— a 7 /^cos^ Or::::, o.

C'est Inéquation de, la surface en coordonnées c y l i n d r i q u e s » C'est
aussi l 'équation en coordonnées rectangulaires (r, s " ) des l ignes d e »
courbure planes dans leurs plans : ces l ignes sont donc du quafriênw
ordre.

Pour avoir l 'équat ion de la surface en coordonnées cartésiennes
( x , y, z ) , il su f f i t de (a i re dans la re la t ion précédente les subs t i t u t i ons

r2 "= a^ -h y ' 2 , r2 cos ^ 0 ̂  ^ï — J2,

qui la transforment en celle-ci

^(^2+J2)2(^2-+"y2 +• ̂ } — (\ s(()^ .^9y^+ 8^)(.ra —y2)_ ̂ .ç^ _.^)^ ç^

Ains i la surface est .du sixième degré. Elle admet p o u r , p lans de
symétrie les1 p lans des zx et des zy; ses points à l ' i n f i n i sont sur le
cercle de l ' i n f i n i "et sur l'axe des 5. Cet axe est une ligne double : en
chacun de ses points le cône des tangentes se compose des deux
plans .^2 ̂  y ' 2 '

Pour déf in i r les lignes de courbure de la seconde f a m i l l e (9 == const.
ou TJ == eonst.) qui sontsphér iques , in t roduisons l'hypothèse n = — 2
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dans les formules (36). Nous aurons ainsi

___j'^___ _ __ — y _ 2 '̂  \/'E'n

cos - arc cos? sin î- arc cos£ t> 'Jr f}
2 2 '

Z = Z -h^- —•—• ^-^-^2 """' ^ 4- r i ?

en transportant l 'origine des coordonnées au centre de la sphère dont
la cote, dans le système primitif, étai t v = — Y l-

Tirons ^ de la dernière équat ion pour le porter dans les deux pre-
mières préalablement élevées au carré, ce qui donne

^ „„.-. W^ ^ _ 4ïlL-
7 +1^ - ("l'+^p5 i "^^ — (^^ ̂  y '

Nous trouvons de la sorte

2^2 "=: Ti2— ^^-h rj (ri — z,)\ 2^=^ — ̂  - YJ (TJ — ^Q3.

De ces équa t ions , combinées par voie d 'addition et de soustraction,
on lire

^ 4« yï 4... ^ ̂  ._ ^ 2 ̂  ^^ ^.2 __ y2 -^ ^ ( <31 - Y]') â == 0,

par où l'on vérif ie dYbord que les lignes de courbure r\ == const. sont
sphéri(j'o,es. On voit, en outre, qu'elles sont tracées sur des cônes du
second degré : ce sont donc des bùfiieidratiques sphériques.

Si, dans les équations de ces hiquadratiques, on remplace ^ par
z 4- ^ et qu'on él imine T], on retrouve par un calcul facile l 'équation
du sixième ordre de la surface considérée.

Les ex,.pressions des rayons principaux, déduites des formules (4.0)5
sont ici

K 3 ^ ! „ ^ .
H H „.,——. "-»--———_— y A, l y ———" ————————!———————7-.,'

-2S\/Ç (Ç+3)v /Ç

En conséquence, Ro et Rp sont liés par une relation du genre zéro et
du cinquième ordre. Comme on a identiquement

^^(^l^î-^^ Ho+r—(^y'14 \ \ j ç ) ^v ^ \ vçy
Ann. Éc, Korm^ (3), XX,. — OCTOBRE 1903, 1 , ^^
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l 'élimination est immédiate et donne
Q7B, (RoB.+ i )—ï6(Ro-R . ) 3 =o .

A raison de l 'équat ion (38), le paramètre *( ne peut devenir ni nu l ,
ni négatif en un point réel de la surface, de sorte que les rayons prin-
cipaux sont partout finis. Les ombilics, qui correspondent à la valeur
*( =: — ^ sont les points du cercle imaginaire de l ' i n f i n i .

Chaque ligne d'égale courbure ('( = consi .) est représentée par des
équations de la forme

x 2= az ces Qy 'y ^. az sin 0, ^ = l ces 2 Q.

C'est donc une courbe unicursale, située à la (bis sur le cône de
révolution

,^4^=^

et sur le conoÏdc du troisième ordre
^ /y -S „ y*-
^Jl ».̂  *"-**' f

Z^^Tj25

surface bien connue sous le nom de cylindroïde. Les lignes le long
desquelles les deux rayons pr inc ipaux restûnl constants sont donc des
îïexiiques gauches; elles-se projettent sur le plan des xy suivant des
rosaces à quatre branches

/•= a/COS20.

C'est aussi suivant une courbe de cette espèce que la su r face est
coupée par le plan des xy.


