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SUR

CERTAINES SURFACES ALGÉBRIQUES
DONT LES INTÉGRALES

DE DIFFÉRENTIELLES TOTALES SONT ALGÉBRICO-LOGARITHMIQUES.

PAR M. EMILE PICARD.

Je me propose d'indiquer dans ce Mémoire certaines surfaces pour
lesquelles toutes les intégrales de différentielles totales se ramènent à
des combinaisons al^ébrico-logaritlimiques. Dans des recherches an-
térieureSy j'ai déjà examiné quelques-uns de ces cas, mais sans en
achever l 'étude. Telle était la surface

^=/(^)/(j),

où /(^) représente un polynôme du troisième degré en oc. La discus-
sion complète de toutes les intégrales relatives à cette surface est
assez longue ; on la trouvera dans les pages qui suivent.

J'examine ensuite des cas plus étendus. Tel est celui de la surface
^.=/(^)F(j),

où / et F sont deux polynômes quelconques. J'insiste enfin particu-
lièrement sur les intégrales relatives à la surface

^m^^m^.pÇy^

où P(y) est un polynôme arbitraire de degré w. Je détermine aussi
pour cette surface le nombre p qui y diaprés un théorème général,
démontré antérieurement, joue un rôle important dans l'étude''des
surfaces algébriques. . 1 : , ! / ! !
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1. Etant considérée une surface

0) ^=/(^j),

où/'désigne an polynôme en x ety de degré 2p 4-- î par rapport a .r,
j 'ai montré (Annales de l'Ecole Normale, 1901) que tou tes les in té-
grales de différentielles totales relatives à cette surface se ramènent a
des intégrales de la forme

,/ p d^ 4. (') r/y

P et Q étant ra t ionnel les en x et y , n ' ayan t , en dehors peut-être de
courbes correspondant à y --•= const., d,'autres l ignes logar i thmiques a
distance f inie que des l ignes données par u n e équat ion i r réduc t ib le

(3) y(^j)=:o,

de degré auplus égala p par rapport à .1*, la re la t ion précédente é tant
d'ailleurs telle que dos équations ( ï ) et (3) on puisse t i r e r a sous la
forme d'une fract ion rationnelle de x etj.

J'ai étudié ÇBullelin des Sciences mathématic/ueff, 1901) le cas ou
1. ' é q u a t i o n se r é d u i t à

^—::/(^)F(y),

y et F é tan t des'polynômes du troisième degré respectivement en x
et;y; je me propose tout d'abord de compléter cette étude.

2. Dans le cas actuel ( p == i), la relation (3) sera. du premier degré
par rapport à x, et l 'on doit tout d'abord chercher les fonctions rat ion-
nelles z et x àay satisfaisant à la relation

(4.) ^=/(.r)F(j). .

D'âpres ce que nous avons 'vu, Çloc, a7.), il n'existera pas, en
général, de telles fonctions ^ e n dehors des solutions immédiates

z -z o, x ~= a,

a étant une racine de/(.r) ==,o» On le démontre en remarquant qney
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dans l'hypothèse de l 'existence de telles fonctions, on a

cîx _ dx F ( r ) cly
\//(;r) ~ ̂  z v/F^y)

et que, par sui te , l ' in tégrale de première espèce

r ̂
J v;/'^)

se transforme (en méf ian t pour x la fonction rat ionnel le de y sup-
posée répondre à la q u e s t i o n ) en l ' intégrale

f^r)^.
J v.^.y)

R étant ra t ionnel le en y. Comme cette intégrale doi t être aussi de
première espèce, il faut que; K,(j) se réduise à une constante. La
fonct ion r a t i o n n e l l e cherchée x d ey devra donc sa t i s fa i re a la rela"
( ion

-—^•:::.. ̂  C ii•iii-i,:^=:: ? (C élant une constante).
V7/"^') V^(J)

l..a réciproque est d 'ail leurs immédiate : si u n e fonction ration-
nel le x de y s a t i s f a i t à une te l le re la t ion on aura

^•^y^^^

et, par su i t e , z sera r a l ionne l l e en y.
Des cons idéra t ions précédentes résulte tou t d'abord que , pour un

polynôme donné ./'(^') du troisième degré, si le polynôme du troi-
sième degré F(,y) est a rb i t ra i re , il ne sera pas possible de déterminer
une f o n c t i o n rationnelle x de y (ne se r é d u i s a n t p a s à une constante)
satisfaisant aux cond i t ions voulues .

De là nous concluons , que toutes les intégrales de différentielles
totales relatives à la , surface (4) s e , r a m è n e n t y par la soustraction
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d'une expression algébrico-Iogarithmique, à la forme

P dx -l- Q dfrp^r_
J \/f(â )F(y)

ou P et Q sont des polynômes en x, à coefficient rationnels en y.
D'ailleurs, par la soustraction d'une fonction ra t ionnel le conve-

nable en x, y et ^, on peut supposer que l'on a

P = A ^ 4 - B ,

A et B étant des fonc t ions r a t ionne l l e s dej; il sufï i t d 'appliquer la
théorie é l émenta i re de la réduct ion des intégrales e l l i p t iques .

La q u e s t i o n est donc de savoir si, l'on peut avoir une intégrale do
dif férent ie l le totale telle que (ô). Dans ce t te hypothèse, les périodes
de l ' intégrale relative à x

^A^"+>•B)^ï
J W^'}y(y)

ne doivent pas dépendre du paramètre y. Or il est aisé de voir que
l'on ne peut choisir des fonctions rationnelles A. et B de y (sauf*
A=^B==o) toiles que les périodes de cette intégrale ne dépendent
pas dey. Soient en etfet envisagées les deu'x intégrales

/"* cî^ r x dxI --==- et / -—.:;....,::...,j vy^ j V/A^)
dont nous désignerons par (.û^ il( et 0^ ûa les périodes correspon-
dantes. On devra avoir

AQi4-ïUh ^ / ..,,̂ ^^^^^^ ^ ^

A^â+B^a /..,
""———;̂ ;,:—= -̂.——-- :'^ {^.1

V/F(y)

(Ci cl (^ étant des conslaotes).

• Or les valeurs deA et B a ins i dcterrninées ne 1 sont évidemment pas
rat ionnelles en y (sauf pour C^ =• €3.== oy 1

On conclut de là que toutes les intégrales'relatives à la surface (4) ̂
ramènent à des cûmbmaisons algébrico-'iogcirithînùfues.
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3. Nous avons supposé, dans ce qui précède, que l'on ne peut
satisfaire à l'équation

cl 'y d'y—=__ == C——i—, (C étant une constante)
^f{x) ^ F ( y )

par une fonction rationnelle x de y.
Approfondissons le cas où F(y) se réduit à /(y). On a alors

l 'équation
daî __ cly ^

^fW~~~'\/J\y}

Cette équation se rencontre dans la théorie de la mult ipl icat ion
des fonctions elliptiques. Supposons que les fonctions elliptiques
correspondant au polynôme du troisième degré /(^) n'admettent pas
la multiplication complexe; alors C sera nécessairement un entier
réel m, et si, avec les notations de Weierstrass, on pose

/( X ) •= 4 ̂  -~ ̂  X —— ^-,

et que j>(^) désigne la fonct ion e l l ip t ique correspondante, on aura
d'abord la solut ion

y^p(u), x^p(mu),

x ainsi oblenue est une fonct ion rat ionnelle dey. Nous désignerons
par R///.(j) cette expression; on obtient ainsi des fonc t ions ration
nelles x dey telles que s soit aussi fonction ra t ionnel le dey, et l'on
a évidemment

Bi(y)=y"
L'équation

dx ciy—, m _»/„__,
vT^""" ^fW

admettra d'autres solut ions oc fonctions rat ionnelles de y; il est
facile de trouver leur expression générale. Si l'on pose / .

,r"=p(p), y - ^ p ( u ) ,

l 'équation précédente devient

dv-^-inclu, 1 1 d'où, . ^=7n^4-K . (K étant une constante).
Ann. Éc, Norm^ (3), XX, — SBÏ'TI.;MBKIÎ 1903. , 4^
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Or, comment doit être choisie la constante K pour que de
x=p{mu -4-K), y=.p{u),

on tire x fonction rationnelle de y. Il faut et il suffît que

mit -4- K et — nui -f- K

donnent pourcT la même valeur, quel que soit u; ceci exige que

K==

v et V étant des entiers, o et o/ étant les périodes de j '>(^-)» Nous
aurons donc pour K quatre valeurs condu isan t à des fonct ions ra t ion-
nelles distinctes; le cas de v ^ v ' ^ o est celui qui. a été considéré
ci-dessus.

Nous allons étudier la disposition sur la surface des d i f fé ren ts
couples de courbes correspondant aux diverses fonct ions ration-
nelles x dey que nous venons de trouver. Prenons d'abord la série
"correspondant à v = V = o.

4. Pour la courbe du troisième degré entre s et x

^=/(^)/(y),

on a, en posant y = pÇu), la représentation paramétrique (avec le
paramètre ^)

^=J)(P), s^p^^p^u).

Si l'on coupe la courbe par une droite quelconque, la somme des
valeurs des 9 correspondant aux points de rencontre est égale usera
à un multiple près des périodes.

Les valeurs v = ± u correspondent à x =y^ et les valeurs ç ==± mu
correspondent à la fraction rationnelle x dey, désignée plus haut
par B/^. On obtient ainsi sur la courbe précédente une succession de
points; il est facile d'obtenir pour ces points une génération géomé-
trique qui va nous être très utile.

Si l'on mène la tangente au point A correspondant à
! , ; ^ , , ^==j, , ^==/(y),1 . : .
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elle rencontre Ici courbe en un troisième point B pour lequel on a
C == — 2 U ;

le symétrique B' de B par rapport a O.r correspond à
F =: 2 ZZ.

En joignant le point A au point IY, le troisième point C d'intersec-
tion de la droite AB7 avec la courbe correspond à

(? rr: — 3 U»

Prenons le symétrique (7 de C par rapport à On?, pour lequel ^ == 3u,
la droite ACV donne un t ro is ième point pour lequel

r :=: — 4 ^ /»

et, ainsi de suite, on obtiendra tous les points correspondant a
C rr: ± W/.

Considérons les deux points correspondant à u et —- mu; la droite
qui les jo in t coupe encore la courbe au po in t correspondant à (m -- r )^ .
Soit

z = ax 4- h

l 'équation de cette droite, où a et b'sont manifestement des fonct ions
rationnellôs dey. I /équation du .troisième degré en x

{ax^bY-fWf{y)^o
aura pour racines

I.MJ), K/.-t(y) et I:Uy).

Si donc nous revenons à la surface
z^f(x)f{y\

l/expression
, . . , ax + b 4- z , . ,(a) A log •"——...--.,.-.-...-.-- (A étant une constante)

CÏ £C '—i— ^ '—" -S

aura, comme courbes logarithmiques, les trois couples de courbes
z=±{ay^rb), £c=l^,(y),

où ^ a les trois valeurs r, w — x . e t w . 1 , 1 !
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Donc, si une intégrale de différentielle totale admet le couple de
courbes logarithmiques correspondant à k == m, on pourra, par la
soustraction de l'expression (a) avec une valeur convenable de A,
faire disparaître ce couple de courbes et le remplacer par les couples
de courbes correspondant à k == i et k == m — r . En allant ainsi , de
proche en proche, on arrivera à n'avoir plus, comme courbes loga-
rithmiques, que les couples de courbes correspondant à

Â - = = Ï et k ==2,

mais, pour ce dernier cas, on peut, d'après la construction indiquée
plus haut, déterminer a et b rationnelles en y, de telle sorte que

(ax^by-f{x)f{y)

admette R^(j) comme racine double et Ra(y) comme racine s imp le ;
alors k == 2 est ramené à k === i.

5. Nous n'avons encore considéré que la première série de couples
de courbes, celle qui correspond à

F ="=± mu,.

L'étude des trou autres séries sera très facile. Il suffira de prendre
la série correspondant à

, (Y)(î == ±: m K. 4- — y
2

et désignons par
^=p^(y)

la fonction rationnelle correspondante,
Considérons, comme plus haut, sur la courbe entre s et x^

z^fW^Ha)

le point A correspondant à
c»). (;==; mû + —^

les coordonnées de A sont
/ ^\ / / ^A / / .x == p [ m il- 4- - ) ? s :rr: p ' i m u 4- '-"- ) p ( u ),
\ 2 / \ 2 /
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Considérons aussi le point B correspondant à

G)
^,;

les coordonnées de B sont

x ==. a, ^ == o (a étant une racine de/).

La droite joignant A et B rencontre la courbe en un troisième point
correspondant à

ç ==•— mu,

Désignons par z =: ax "h b la droite joignant ces points (a et b sont
rationnels enj). I/équation du troisième degré en x

(^^^-/(^/(y^o

admettra pour racines a, p,,/(j) et B,r/(j). Si donc on revient Si la
surface

^=/(^)/(y),
l'expression

, cix -h b -i- i;\w —...— ._„-...—0 a^' -h ^ — ^

admettra comme courbes logarithmiques les deux couples de courbes
correspondant à

x =: p,/, ( y ) qt x == R,,,(j)^

On peut donc, par une soustraction convenable, ramener le pre-
mier couple de courbes logarithmiques au second. Mais les couples
de ce type viennent d^être étudiés et nous avons vu que l'on pouvait
se borner à envisager le couple de courbes correspondant à x=y.

Finalement, toute intégrale de différentielle totale relative à la surface

z^fWf(y)

peut, par la soustraction d'expressions algébrico-logarithmiques conve-
nables^ être ramenée à n avoir y à distance finie y d'autres courbes loga-
rithmicfues que le couple de courbes correspondant à

' ! 1 ! ^==y. ,
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Nous ne parlons pas des courbes correspondant à x r== a (où a serait
d'ailleurs nécessairement racine de/) qui ne peuvent être des courbes
logarithmiques pour les intégrales envisagées.

L'intégrale sera donc de la forme

r ^^j^^^^i—^.
J ^^yY^^)J^

P et Q étant des polynômes en x à coefficients rationnels en j. Enfin
des réductions tout élémentaires permettent de ramener cette inté-
grale au cas de

m = ï .

6. Considérons donc l'intégrale de différentielle totale

r_P^-+- Q dyj ^^^^^^,

où P et Q sont des polynômes en x à coefficients rat ionnels en y.
Les périodes de l 'intégrale relative à x

/ PC,y, y)cl^
{x^y)^f1^)f{y)

ne do iven t pas dépendre du paramètre y . En particulier, l'expression

P^,^)f^r
doit se réduire à une constante; cette constante est différente de
^éro, s inon1 les deux lignes correspondant à x ==y ne seraient pas des
courbes logarithmiques et nous serions dans le cas étudié plus haut»
On peut supposer que là constante est égale à un.

Si. l'on considère d 'une manière générale Fintégrale ci-dessus,
P étant de la nature ind iquée et, avec la condition

P(^)=/(^

les périodes cycliques de cette intégrale sont des fonctions dejr? I<t
période polaire étant un. Les points singuliers de ces périodes regar-
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dées comme fonctions dey sont les trois racines de f(y) et le point à
l ' inf ini . Envisageons, dans le plan de la variable oc, le cycle r Çfig' i),

^

comprenant à son intérieur deux des racines a et b et laissant y à son
extérieur, et supposons y voisin de a. Nous avons pour une détermi-
nation de \//(cc) en un point A du contour et pour une détermination
de \/7(y) une période déterminée a). Supposons, pour fixer les idées,
que la déterminat ion de s/A^) en A s()[t ^ll6 (^u l devient V/(y)
quand x va de A en y par un, chemin rectiligne.

Faisons m a i n t e n a n t décrire à y un contour fermé autour de a. Le
cycle F va se déformer, fuyant en quelque sorte devant y, et nous
aurons, quand y sera revenu à sa position in i t ia le , une nouvelle
position P du cycle F correspondant à la seconde figure, où. l'on a
supposé, comme il est permis, que seulement la portion de F com-
prise entre le po in t A et un autre point B s'est modifiée.

Au poin t de départ A Çfig' 2), le signe de \ / / { y ) n'est pas le même

dans les deux cas, puisque y a tourné autour de a; les éléments de
l'intégrale ont donc des signes différents au départ.Il est alors aisé
de voir ce que devient co quand y a tourné autour de a; on reconnaît
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de suite, en comparant les deux figures, que

c.) se transforme en — G) — 4^*

Faisons ma in t enan t décrire à y un autre chemin fermé envelop-
pant les trois points a, b, c. Quand y revient à son poin t de départ,
le radical \//(j) a changé de signe, rien par ailleurs n'étant modifié ;
par suite

M se transforme en — w;

Orco a dû rester invariable. On a donc

Ci») rrr o.

D'autre part, la circulat ion de y autour de a changeante) en — co —- f^i,
on voit que l'on arrive à un résultat absurde. Nous en concluons que
l'intégrale, dont nous avons supposé l'existence, ne saurait exister.
Donc, toutes les intégrales de différentielles totales relouées à la surface

^=/(^)/(J)

^expriment par des Gombinaùons algél)rlcû-l€)garithmi({ues.
On a seulement supposé que les fonct ions elliptiques1 correspon-

dant au polynôme f(x) n 'admettent pas la mult ipl ication complexe.

7. Relativement à ce dernier cas, faisons seulement l'étude d'un
cas particulier; des considérations analogues s'appliqueraient à tous
les cas de multiplication complexe. Soit

/(^):=4.^-ï;
l'équation

-^r- •= c --^-
vy^) v7(y)

ne pourra être vérifiée par une fonction rationnelle1^ de y que si

, , .C ==w-r ne (e racine cubique imaginaire de l'unité).

Les fonctions rationnelles x de y se déduisent, en raisonnant
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comme plus haut, des deux équations
y == p ( u ), x =-=/-?[( m -+- n s ) u -h- K],

où K est une demi-période.
A ces fractions rationnelles peuvent correspondre des couples de

courbes logarithmiques pour les intégrales de différentielles totales
considérées. On verrai t , comme ci-dessus, que l'on peut se borner
à K = o et considérer par suite les fractions rationnelles ce dey cor-
respondant à

y==:p(u'), x=p\±.{m--[-n^i(}.

En particulier, pour
/7î r-= J, n ~= 0

on a la solution déjà considérée plus haut
.r=ry;

et pour
/n rr= o, n == î.

on a
x == ey.

On va voir que tous les couples de courbes logarithmiques peuvent
être ramenés aux deux couples de courbes correspondant à

x =y et à se == sy.

Tout d'abord le raisonnement fait plus haut pour montrer que tous
les couples de courbes correspondant à

y=:pÇu), x==.p{mu)

se ramènent à x = y est encore applicable.
On verra pareillement que tous les couples de courbes correspon-

dant à
y=:p{u), x=p^n&u)

se ramènent au cas de n = i, c'est-à-dire a x == ey.
Soit enfin le cas général correspondant à

y^pÇu)y x'=p(^) avec ^==(/?z4- n£)u.
Afin. Éc, Norm^ (3), XX- — SEI»TEMBKE X9o3. 46
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Nous considérons sur la courbe, entre z et x,

^^fWp'nu)
le point

.x=:pÇ^), 5=://(tQ//(^) [ v ==(///. 4- n£)u].

Il est en ligne droi te avec les deux points ayant les coordonnées

X ==/?(/»^), Z ="://(— /7l«) p ' Ç u ) ,

x -=. p ( / i £ u ) , z ==J^?/ (— neu)?' (u),

puisque la somme des arguments

( m -h ns.)u, — /n ̂ , — ^ s a

correspondant à ces trois points est nul le . Soit

z •=: a x -4- b

l'équation de la droite joignant ces trois points, où a et, // sonf deh
fonctions rationnelles dey. Alors, en revenant à la surface*

^=/(..z;)/(y),

l'expression
ax •+- b — G

' & ax ~h À "••h ̂

permet de ramener le couple de courbes logarithmiques correspon-
dant à

(•' r:r: ( m 4- 11 £ ) U

aux couples correspondant à

p == mu et à ^ •== nsu, .

C'est toujours le même mode de raisonnement, et f ina lement nous
sommes ramenés aux deux couples relatifs à

x-^y, ^=£y.

8. Par suite, dans notre exemple actuel, on voit immédiatement
que l'on peut se borner à envisager les intégrales de différent i(*l les
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totales de la forme
363

r ___P^^^^___
J (^~y)(.z--£y)\/7\^7(7)3

P et Q étant des polynômes en x, à coefficients rationnels en y .
L'intégrale diffère de celle que nous avons étudiée au n° 4 par la/

présence au dénominateur du facteur x — £y. M'ais les raisonnements
faits doc. eu.) vont encore être applicables avec peu de modifications
et nous arriverons à la même conclusion, à savoir que toutes les inté-
grales relatives à la, surface

^^(^^-^(.i.y3-!)

se rarnènent encore à des combinaisons algébrico-logarithmiques.
Reportons-nous, en effet , à la f igure faite plus l iant; a, b, c repré-

sentent les trois racines de /i^--1- I I faudrai t encore marquer le
po in t correspondant ày£. Si y est voisin de a, le p o i n t y£ sera voisin
d'un des deux autres po in ts . Supposons qu ' i l soit voisin de c. Tontes
les parties du raisonmmuïnt f a i t au n° 4 sont encore applicables,
puisque le po in t y c restant voisin de r? n 'amène aucune modificat ion
dans F quand y tourne autour de a. On arrive donc encore à une con-
tradiction, et par suite l'intégrale dont nous avons admis l'existence
ne peut être construite, et les seules intégrales sont -des combinaisons
algéhrico-log^ritlimiques.

II.

7. Les cas particuliers que nous venons d'examiner se rapportaient
à des surfaces donnant des sections du genre un, poury = const. Voici
des cas plus généraux et mettant en évidence des circonstances inté-
ressantes,

Envisageons là surface
^=/(^)F(j),

f{x} étant un polynôme de degré ip + ï (à racines simples) et F (y)
un polynôme arbitraire. D'après la théorie générale, développée précé-
demment, nous avons à rechercher les courbes

9(^j)=o
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de degré p au p lus en x, tels que, pour Çx, y ) satisfaisant à cette
dernière équat ion , z soit fonc t ion rationnelle de x et de y. Nous
al lons démontrer que de telles courbes n'existent pas, en dehors des
courbes x == a, en désignant par a une racine de f (/r).

Soit
^=^/F(y7ç, .

on aura
^=/(^),

et l'on pourra satisfaire à cette équa t ion en prenant pour Ç une fonction
rat ionnel le de x ^ y et V ^ C y ) ? les deux lettres x et y é tant liées par la
relation ç == o que l'on suppose exister. Donnons à y une valeur
déterminée et considérons une déterminat ion de \/^(,y); on aura,
pour oc, les/? racines ̂ , ̂ , ..., ̂ , en supposant y de degré /> et irré-
ductible. Formons les sommes

x^d.'ï:^ xt;d.r^ x^f/.c^ ,,
( E ) ——-=^ "I- ...A,—^ 4.».. . -^ -—,:_^ ( X :.̂  o, î , . . ., p ".. j ).

\//(^) ^/(^^ V//(^) / /

Puisque \lf(x/) est une fonc t ion rationnelle de x^ y et \/F(.y)» les
sommes précédentes seront de la forme

l.hJ'js/îVj'I^r,

les B?, étant rationnelles en y cl \/F(,y)» et les intégrales

j^[y^T^)}dy

seront des intégrales de première espèce. Toutes les (onctions 1̂  ne
peuvent être identiquement nulles (à moins que les ,2? no soient
constants); car, des équations obtenues en égalant à zéro les expres-
sions (E), on déduirait que deux des x sont égaux, ce qui est contra-
dictoire avec F irréductibilité supposée de l'équation ç = o» Ceci posé,
nous aurons donc au moins une intégrale de première espèce relative
à la courbe,,

^=F(y),

qui aura les mêmes périodes qu'une intégrale,de première espèce
relative à la courbe

^=/(^).
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Cette circonstance ne peut se présenter si le polynôme F (y) est arbi-
traire, ce qui démontre l'impossibilité de la relation cp === o jouissant
de la propriété ind iquée .

Nous avons supposé le polynôme irréductible 9 de degré p par
rapport à x\ la même démonstration s'appliquerait si y était d'un
moindre degré quep.

De cette analyse nous concluons [en remarquant de plus que la
surface

^==/(^)F(y)

n'a pas d'intégrale de seconde espèce] que toutes les intégrales re.la-
twes à celte surface sont algebnco-logarU/imiques. On suppose, bien
en tendu , que F (j) est un polynôme arbitraire.

23. Les conclusions précédentes s 'étendraient immédia tement (en
raisonnant comme au n0 19) aux équations de la forme

^ ^ a Ç y ^ ^ ^ ^ b Ç y ) ,

a et b étant des polynômes arbitraires enj.

24. Nous avons donc ainsi obtenu des cas particuliers assez étendus
pour lesquels les intégrales de difÏcrentiel les totales de troisième
espèce peuvent être étudiées. Si l'on cherche à traiter le cas d'une
surface do degré m (à singulari tés ordinaires)

/(^,y^)==0,

on devra considérer les courbes gauches tracées sur cette surface. Soit
une telle courbe de la surface; elle coupe la courbe définie par la
relation entre x ( ï t z

/(^y,5)=o

en un certain groupe de points dépendant rat ionnellement du para-
mètrey. Il faudrait donc1 étudier les groupes de points sur la courbe
précédente qui dépendent rationnellement de y . On peut supposer que
ces groupes de points ne contiennent pas plus de p points (/? désignant
le genre'de la courbe/pour y arbitraire); c'est ce que nous allons
commencer par démontrer. .
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Envisageons en effet un groupe de À poin ts (X >/?), et rappelons-
nous que la d imension des adjointes d'ordre m — 3 4- a (aîi) est

:, ^ — 3 -4^ /^ o^

Or on peut choisir un nombre p. dans la suite

de telle sorte que l'on a i t
À + [M ̂  p — a 4- ma (a entier ^ i ) .

Ceci: posé, nous avons vu que les m points à l ' i n f i n i de la courbe /
sont à considérer comme distincts au. po in t de vue de la ra t ional i té par
rapport à y. Joignons alors a u x X points du groupe considéré, [x des
points à l ' i n f i n i , nous pouvons dire que nous avons un groupe de À •+• p
points dépendant rat ionnel lement dey. Par ces A -h ;x points on peut
(aire passer une adjointe au moins d'ordre

m — 3 •+ <%,

et, en dehors de \ -{- ;̂  points et des points doubles, nous avons
p points de rencontre. Nous sommes donc ramenés à un groupe de
p points (dont quelques-uns pourraient être à l ' i n f in i ) ; c'est ce que
nous voulions montrer.

25. L'étude générale des groupes dep po in ts sur la. courbe/, dépen-
dant rationnellement de y, ne paraî t pas facile. Nous allons étudier
seulement le cas particulier de la courbe
(a) ! ^ ! ,3w=r^w.+-P(J),

où P (y) est un polynôme arbitraire de degré m. Nous considé-
rons donc, sur la courbe (a) entre s et oc, un groupe de p points
p étant i c i -^— ' ^—— - • dépendant rationnellement dey; posons

^=^VP^),,
^ç^^

on aura
((3) ^=^.+-1.
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Sur Ici courbe ((3) correspond au groupe des p points delacourbe (a)
un groupe dej? points dépendant rationnellement dey et de \/P(.y)-
Désignons ces p points par

(ci; Ci)? (ç2» Çs)? • • • ? (^pî S//)?

et soit une intégrale de première espèce de la courbe (^)
ro^^c.

.7 ç^" ^
la somme

9^" ̂ ^ ^ Qi^',^^ -L- + îldî ^^„ ^,^, _..,„. -̂. .-.---^7^'::^ " " r " • . . ~r- yni-\
S i S a '= //

(où les différentielles sont relatives à la variable y) sera nécessaire-
ment de la forme

iMy/TPMkr
R, é tant inie fonc t ion ra t ionnel le de y et VF (y), et l ' intégrale

f^[y/y^y]\dy

sera nécessairement une intégrale de première espèce relative à la
courbe entre u et y

^=P(y).

Nous avons donc les/? équations

Q^M _, 0^)^ -,.. .^ <^^ =. R,| ,, 71 )̂ 1 ̂
b f ' S 2 ^ P

pour < = = = i, 2, .. ̂  ^.
Si ces équations admettent une so lu t iondonnantpoar toute fonction

symétr ique des p points (^ ^)...(^, Ç) une fonc t ion ra t ionne l le
,de y et ^/'PQ^^ ji ̂  nécessaire que les périodes des intégrales

f^[y/V¥U)}dy (^=i,^....p)

soient les périodes correspondantes des intégrales
fQK^O^j - ç^f
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Or ceci est impossible quand le polynôme P (y) est un polynôme
arbitraire de degré m (en supposant m>3) ; car alors il ne peu t
arriver qu'une intégrale de première espèce relative à la courbe

^z=P(j)

n'ait d'autres périodes que celles d'une intégrale de première espèce
relative à la courbe

Ç^r^+ï.

On en conclut que tous les R sont iden t iquement nuls, et nous avons
les relations

(Y) Mil̂ Mi. Od^ S.)^ , . QK^ ç.)^ ,.(. 7 ; ç .̂.. ^ } ——. —^ +. _ + ^_..-./^._./ = o ( <; = i, 2 , . . . ,^ ).
- " S i -s »

On peut énoncer ce résultat sous une autre forme. Soient

(^Sî) , ( S i p S S ) » —, (M)

^^^^l^ des (^T]) PÛ^Ï* y-yo et une certaine déterminat ion
ae vÏXjo); là somme des intégrales

f^^ /k^^ /••^Ly + / +... «.h/ /,
tl" ^? "Ë0 î:0 < / » - « » - ( »î t ? bi ç^ Sa ç//, Çp

où nous n'avons pas écrit l 'élément

Q<(£, 0^^^^^ ..,„,

sera, une fonction de y dont la dérivée est nulle. Elle est donc égale
à une constante (à des périodes près), et cette constante est nul le
(d'après sa valeur pom\y==yo\

Los équations (y) nous apprennent d'ailleurs, si les (^ T]) dépendent
dey,, que le déterminant

IQ^^)l==o,
et, par suite, les points

(Su Ci), ..., (^,^)

sont sur une adjointe d'ordre m — 3,
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Ceci posé, considérons une telle adjointe passant par ces points ; elle
rencontre encore la courbe ((3) aux/? — .2 points

(c^, pi), ..., (0/^2, ^-2).

Poury ==yo, on aura en particulier

(aï,?';), .... (a^P^).

On aura évidemment, pour toute intégrale de première espèce,

r^ ̂  r^ ̂  r^ ̂  r^pï r^^ ̂
1 + 1 + . . . 4- 1 + 1 4- . . . + j == o •

ii/^ii ?'(» «-'su ?•'(> ^ s n ?'fi ^ / - / f t f td ^ w 1 ' 1 0,"% i î Ci î a ? L^ ç/^ ̂  ^^n i^i a/->...-.2l ^//-s

Or, si l'on a une courbe de genre p et ^ p •— 2 p o i n t s de cette courbe
situés sur une adjointe d'ordre m — 3,

/ '"() ^0 \ / !:1) ./,(» \
V ^ J . 7 - ' ! / ? . - . , ^2/>~-2» ^ ï p - ï ) l

les condi t ions nécessaires et suff isantes pour que ^ p — ' z autres
poin ts

(^l» Cl)? .... (C2^.-»-.ây '^2p—'î)

so ien t sur une adjointe d'ordre m — 3 s 'expriment par les p relat ions

/ •^)5 Ç( f^f Î2 /''^-2î Ç2/?-3
j -h / -h. * •+ / ^O»

^Î.Ï; JS;, Ç3 ^S^â^i^s

formées avec les p intégrales de première espèce.
Si. nous appl iquons ce résultat, nous voyons que les 2p -— 2 poin ts

( S i C t ) , a/^). (^pn •-. «.2^-^)
sont sur une adjointe d'ordre m — 3. Par suite, si nous revenons à la
courbe entre z et«2?,

z^^. .^lm+ P(7),

nous .aurons sur elle le groupe desp points, dont nous sommes partis,
situé sur âne adjointe d'ordre m — 3, et cette adjointe rencontrera la
courbe en1? — 2 points dont les coordonnées seront

a? 7p-(7^ ^ ̂ y) ( , = ï , 2, . . . , /^ - 2 ).

Aiïn» Êc. AWw., (3), XX. — Sïâxn-EMBiffî r9o3. ^7
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La correspondance entre les deux courbes
z " 1 = a}m 4- P ( y ) Cl Ç^- == S^ 4- i

est d 'ail leurs telle qu'à un point de la première cor respondent m po in t s
de la seconde [ su ivan t la détenninat ion de ̂ P (y) J » et les coordonnées
de ces m points d i f fèrent par un facteur qui est une racine m"-*"18 de
l 'uni té .

Il résulte de là que, pour la surface
^^.rm+P(.y).

on peut trouver une surface
R(.r,y, 5):=o

de degré m — 3 en x et z r encont ran t la surface à dis tance f i n i e sui-
v a n t la courbe i n i t i a l e considérée (correspondant au groupe des p
points) , et suivant les p — 2 courbes planes

/ (7°N

;r—}./,c==ô ^À ,=^ I (<f=i ,2, . . . ,^~2);

i l pourra y avoir aussi des courbes de rencontre correspondant , h
y == const., ces constantes étant racines de P(j) == o.

f ternarquons que V/1 est d i f l e rcn t de un^ à cause de la r e l a t ion

(Pn^=(a?)^4"i;

nous supposons ici, le point (aj, [3J') à distance f in ie ; s'il étai t à l ' i n t î n i ,
le po in t (x, z " ) serait à l ' i n f i n i ' pour y arbitraire, et, par suile, sans
intérêt pour nous. De ce que "À/ n'est pas une racine m1^ de l ' u n i t é ,
il résulte que le plan

y. — )./ ,5 .~":i o

coupe la surface suivant une courbe irréductible.

26. De ces résultats nous allons pouvoir tirer des conclusions inté-
ressantes sur les intégrales de différentielles totales relatives à la sur-
face de degré m

zm•=^scm^'ïf{y),

où P(y) est un polynôme arbitraire de degré m-
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Par la soustract ion d'expressions de la forme

Clog-R(.r,y^)-C^log(^-},^,
t

ou K a la s ign i f i ca t ion du paragraphe précédent et où C désigne une
constante convenable? nous pouvons ramener l'intégrale à n'avoir plus
à distance f in i e d 'autres l ignes logarithmiques que des courbes cor-
respondant a j = = c o n s t . Nous fa i sons , en effet, disparaître par ces
soustractions toutes les courbes logari thmiques à distance f in ie , en
n ' in t rodu i san t peut-être que des courbes logarithmiques correspon-
dant à des équat ions de la forme j == a, a étant une racine de P(j) == o,
valeur pour l aque l l e la courbe entre z et x se décompose en m droites.

En résumé, par des soustractions de logari thmes de fonctions ra t ion-
nelles, n o u s sommes assuré de pouvoir ramener toute intégrale do
d i f f é r e n t i e l l e totale relative à la surface

^=^+P(y)

a u n e in t ég ra l e no pouvant avoir, à d i s tance f i n i e , d 'autres courbes
logarTthjmques que les droi tes cor respondant aux sections de la sur-
face par les p l a n s y ^ a [a é tan t racine de P(.y)J. On n 'oubliera pas
d 'a i l l eurs que toute l 'analyse précédente suppose que le polynôme P (j)
n'est pas un polynôme par t icul ier de degré m.

27. Soit donc l ' intégrale do dificronlielle totale

(E) / P (^, y, z ) dx -h Q(^J, .=) d y ,

n 'ayant d 'autres lignes logari thmiques que les droites sections de la
surface par les plans y == a, où a est une racine de P(y).

L'intégrale
(a) JP(^y^)^

sera une intégrale abélieime pour la courbe entre z et x
^w=^^+P(j )

(fêtant arbitraire et différent des a), n'ayant pas de point singulier
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logar i thmique à distance f i n i e , pu isque l ' intégrale (E) n'a d'autres
lio-nes logarithmiques que les droites sections de la surlace par les
plans j==^. On sait d'ailleurs que, par la soustraction d 'une expres-
sion de la forme

^R(^y^),

on ramènera l ' intégrale (a) à la forme

fF(.^7, z} dx
j ——?^———?

F étant un polynôme en x et z a eoefïicients r a t i o n n e l s en,y, et l 'on
peut supposer que le degré de ce po lynôme en oo et z est au p lus 2 m — /s.

Les périodes (polaires ou cycliques) de cette intégrale ne d o i v e n t
pas dépendre dey. L'intégrale précédente est do la. forme

x^ rtt^^zïd^

a et ^ étant des entiers posit ifs (a 4" fri < 2m — [ \ " ) , et les a^ é t an t des
fonct ions rationnelles de y. Considérons d'abord les termes p o u r
lesquels a+[S a la valeur A, comprise ent re o et w — 4» ( > t ^
valeur k 4- w.

lin posant dans l ' équa t ion de la courbe

^ = ̂  4- P (y) ^ ̂  S ̂ F .̂j ^ ^ ̂  ̂  ,̂ ^

nous aurons une intégrale où,
/^jjî

P(y)"-

sera uin facteur, et qui sera de la forme

(„ 2^y^.
a^p étant encore rationnelle BU y, et ne représentant pas nécessaire-
ment la même fonction que plus haut.

• Envisageons ensuite les termes où a + (3 à la valeur w-- 3,; on est
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alors condui t à l'expression

(H, ^^f^S.

Enf in , les termes où a + p = m — 2 conduisent à

(i..) s/^-
La somme des périodes des intégrales (I), (II) efc( ï l l ) doi t être u n e

constante indépendante dey. Il s'ensuit que la somme des périodes
des intégrales ( I ) et (II) doit être nul le ; s inon

VîW
satisferait a une équat ion d'ordre m — i au plus, dont les coefficients
s e ra i e n t rat i o n n e 1 s e n y.

Nous conc luons de là que, dans l ' in tégra le

rv(,,T,');s')d.r.j ———^————,

les termes q u i correspondent à a 4- p -^ m — 2 donnent une fonc t ion
ra t ionnel le de ,r, y et s. On peut retrancher celle-ci de l 'intégrale de
dii ïerenlicl lc totale envisagée, et nous avons alors une intégrale de
di f fé ren t ie l le totale, dans laquelle le coefficient de dx est

• y^^ (a+p=m-.).
J^ ^//l—l v (

Les périodes de l'intégrale

C^^::^^ {a^ fraction rationnelle)
j À»à Z'^1 •

ne doivent pas dépendre de y .
Il en sera ^insi si les o^p sont des constantes, et il est facile dansée

cas d'avoir la valeur de l'intégrale. Désignons par e une racine m1^
de l'unité et écrivons

lOg(-S-Ê^)
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sous la forme d'une intégrale de d i f fé ren t i e l l e tolale, et nous rappe-
lant que

^w==^w -4-P(y) .

Le coeff icient de dx sera
ï /^

ou
ï - y » / / / — l ^ _ " '•ni— 1 j ^//^ - l ^^. / . / / / ,—î , y . i

^ __ g ..y» ^ //; "•" 1 g //A — 1 ^ __ ç ,j*

et l'on a, par suite, l 'intégrale
ï /•.s^1-"2-^ e.r^'""^-^ e:8^^^^-4-}-. . . -4- s^"2.^-2 ,__^.^_ j .̂__„_^_^__„__„,_,_««»».._.,...»™,-..,,.̂ ._-_».,̂  .»,-.«.„.,„».««.„...,..-„ .̂_ . . . . „ > , . . , , - _.» //',/*ï rz111

, ̂ j „

qui est de la forme des intégrales considérées plus haut . En p r e n a n t
successivement pour e les m racines m""""'8 de l ' u n i t é , nous aurons
ainsi m intégrales dont la somme est nulle, et l'on voil i m r n é d i a t e i n e n i
que toute intégrale

r^z^d^j ̂ ^ (a+p=/n"^)

est la somme de m—i des inlégrales précédenl<»s^ et s 'exprum» |)ar
conséquent par les logarithmes de z — s;r en p renanf ; , pour £,
(rn —• i ) racines m""""'8 £,,, £3, . .^ £/^i de l 'uni té .

Nous avons supposé que les a^ ne dépendent pas dey. SI les a^
dépendent de y y l'intégrale considérée

r^cir^^^ dx
j ^—"•••^•^^^^^^^^^

i ES m •— 1
aura pour valeur

^ ç^I,Og(^—£^y),

les 9 étant des fonctions rationnelles de j. On aurait donc une inté-
grale de différentielle totale

f A dx -h B dj'y
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relat ive à la sur face
^=^+P(j),

dans l a q u e l l e
i = m — l

A•::::=:<Iï 2 ^•10^--£^•)»
f = i

les o é tan t r a t i onne l l e s en y. Mais ceci. est impossible, si les ;p ne sont
pas des constantes, car on aura i t , a cause de (— = —y' <7.r ôy

i =,: /// •— l
/y «î 11 ,̂B = jy JL (?i log ̂  "~£ ï^ + fonclioïl de y^
J i=i

(ît cette fonct ion B ne peu t être rat ionnel le en x, y et z que si les o
sont des constantes. Il en résulte que les intégrales considérées de
la sur face sont nécessairement de la forme

^(•:, ]og(^ - E^) 4- ^A 10^(7 - a) 4" R(j),

les Cî ( ^ t les A, étant des constantes, et lî. (j) u n e fonct ion r a t i o n -
n e l l e dey.

Nous pouvons donc conclure :

Toutes les intéffrcUes de différentielles tutelles relatiçes à la surface

^^.•x^-}-- P.(y)

[où V ( y ) est un polynôme arbitraire de degré m], ^ expriment pcir des
combinaisons algébrico -logarithmiques »

28. Terminons en cherchant le nombre des courbes i r réduct ibles
sur la surface précédente répondant à l'énoncé du théorème fonda-
mental sur les intégrales de différentielles totales, que j'ai établi pré-
cédemment ÇAnnales de l'École 'Normale, j y o i , p. 4°8) et où figure
un nombre p. Étant considérée une courbe irréductible quelconque de
la surface, on peut, d'après tout ce qui, précède, former une intégrale
de différentielle totale n'ayant d'autres courbes logarithmiques que
cette courbe, et la totalité ou une partie de la courbe a l ' inf îni et des
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droi tes sections de la surface par les plans

y=:a

\a étant racine de P(y)J.
Or de cette intégrale on peut faire disparaître comme courbes loga-

ri thmiques les m droites obtenues en coupant la surface par le plan

j===^,

a^ étant une racine déterminée de P(.y)» et lesw — i droites sections
de la surface par le plan

z —Êp'r^o,

e^ étant une racine m1^ déterminée de l ' u n i t é (la m^"^ droite d ' inter-
section figurant déjà parmi les m précédentes). On peut, en eiïel,
retrancher de l 'intégrale l 'expression

Aâ log(y — aa) 4-... •-h km iog(y — </,/, )
4 - B i l o g ( 5 "~£^") + B a l O g ( 3 — g â ^ ) 4-". . .4- H m iog(5 —5,,,^),

' les A et les B étant des constantes convenablement choisies de f a ç o n
a fa i re disparaître les 'im — i lignes lo^arithjmques i n d i q u é e s .

Donc, en, cons idérant les (m — ï)2 l ignes droites A de la s u r f a c e
situées dans les plans

J=CT/ ( / " = 2 , 3, .. ., ru)

et non situées dans le plan
S — Sji ̂  »— 0,

i l existe certainement une intégrale de troisième espèce ayant comme
lignes logar i thmiques u n e courbe arbi t rairement choisie, et la totalité
ou. une partie des lignes A et de la courbe à l ' in f in i . D'ailleurs, i l
n'existe pas d'intégrale ayant seulement comme courbes logarith-
miques la total i té ou une partie des l ignes , A et de la courbe à
l ' i n f in i . En effet , d'après le paragraphe précédent, une telle intégrale
serait, à une fonc t ion rat ionnel le près, de la forme

C i l o g ( ^ — 6 i ^ ) -+ -Câ iog(^ — ê^') •+-... "4" C,Jog(-s —e/^)
+AJog( j—aO 4- " .< .+Â,^ l , og (7—a^) .
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Or les droites de la surface dans le plan

y == a^

ne doivent pas être des courbes logari thmiques. Donc, on doit avoir

Ci 4- A.i =. o, Ça +- A i == o, . . . , C,/, + Ai == o ;

l'expression est donc de la forme

— A i F ( y ) + Ai log (y — aQ +... + A ,„, log (j — a^ ),
car

(^ — cp'r) ( ^ — £ 2 ^ ) .. .(^ —£^^)-=P( j ) .

Donc, l 'expression peut encore s'écrire

Aa ^og(j — ^a) + . . . + A;,/, I(ïg(,y — a,n),

et, coinme les droites si tuées dans le plan.

ne doivent pas être des courbes logari thmiques, tous les A' sont nuls .

Le 'wmhn'î désigné par p cici/ifï renoncé (lu théorème fondamental est
donc wi égal à

( r n ^ i y + î .

Âîin, Éc. Norm., (3) , XX. — SWS.WM îQ(î3. 4^


