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APPLICATION
DE LA

GÉOMÉTRIE CAYLEYENNE
A L'ÉTUDE GÉOMÉTRIQUE

DU DÉPLACEMENT D'UN SOLIDE AUTOUR D'UN POINT FIXE,

P A U M. E M I L E C O T T O N ,
MArriU-; DE CONFERENCES A ï / U N I V E R S I T E DE GRENOBLE.

INTRODUCTION.

Le Chapitre 1 de ce travai l est consacré à des n o t i o n s de Géométr ie
cayleyenne in f in i tés imale .

Je suppose connus les p r inc ipes de cette Géométrie, que M. Darboux
a exposés dans ses Leçons sur la ihéoriçdes surfaces. Après avoir précisé
les nota t ions (n° 1), je déf inis la courbure (n° 2) et la torsion (n° 3)
cayleycnnes d 'une courbe. Je donne ensu i t e (n05 4, 5) une généralisa-
tion des formules de Frenet; les coordonnées des sommets d 'un certain
tétraèdre associé à un point d 'une courbe gauche in t e rv i ennen t dans
cette généralisation comme le fon t , dans les formules de Frenet, les
cosinus directeurs des arêtes du trièdre f o n d a m e n t a l . Je généralise
enf in les théorèmes de Meusnier et d/Euler relatifs aux courbes tracées
sur une surface (1) (n05 6, 7).

Au début du Chapitre I I , je considère, dans l'espace euc l id i en
, ordinaire^ deux trièdres trirectangles T\, T de même.sonnnct 0, et je

(1) Une gônéralisatioo plus étendue a été donnée par M. Bianchi, dans l'édition allô"
mande {'Teubner) dô ses Leçons de Géométrie différentielle,
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dé f in i s (11° 8) les coordonnées de T re la t ivement , à. Ï,. Ces coordon-
nées soni un système par t icul ier de paramètres d:'(). Bodrigues. Dans
les paragraphes suivants (n03 9 à 12), je cherche r in t inence de la sub-
st i tut ion à l 'un des triédres Ï on T^ d ' un autre t r iedre T ou T", inva-
r i a b l e m e n t l ié au premier. J 'é tabl is ces f o r m u l e s de changement de
coordonnées par un calcul d i rec t ; on pourrai t les dédu i re également
des formules de la composi t ion des rotations.

L ' in te rpré ta t ion géométr ique de ces fon 'nules (n° 11) consti tue
l'idée fondamentale de ce t r a v a i l *

Je considère les coordonnées de T rela.tivem.ent à T,, comme déf in i s -
sant un po in t d ' u n e m u l t i p l i c i t é à trois d imens ions , le point ima^e du
système ï ^ , T» Le t r i edreT se déplaçant r e l a t ivemen t à T,, d 'une façon
con t inue , le po in t image décrit une f igure image du déplacernenL
C'est une ligne ou une surface selon que le déplacement est à u n ou
deux paramètres.

L'étude ana ly t ique du, déplacement d 'un solide ayantun poin t fixe 0
se ramène à celle du déplacement re la t i f d.e deux triédres de sommet 0;
l 'un T est i n v a r i a b l e m e n t lié au solide, l 'autre 1\ à l'espace f ixe* Le
choix de ces deux triédres, et, par suite, de la figure image du dépla-
cement est j)ossi,ble d 'une i n f i n i t é de f açons ; i l comporte, en général,
six arbitraires.

Les f o r m u l e s du changement de coordonnées condu i sen t a d é f i n i r ,
dans la mul t ip l ic i t é rempl ie par les points images, une q u a d r i q u e Ion"
danaenlalc et à envisager cett("u'nultiplicité comme un espace cayleyerL

Les diverses figures, images (F un même déplacement sa déduisent de
l'une cfentre elles par les mou'céments dans cet espaça cayleyen.

Les conséquences de cette proposition sont développées dans la f in
du Chapitre IL

Je passe très rapidement (n0 13) sur les déplacements algébriques,
pour aborder(n^ 14 à 16) l'étude inf in i tés imale d 'un déplacement à un
paramètre. La courbure et la torsion cayleyen nés11 d'une courbe image
d'un déplacement à un paramètre 'sont rattachées11 par des relat ions
simples aux courbures des Toulettes sphériques fixe et mobile^ La
courbure cayleyerme, par exemple^ est'ie double du paramètre À. inter-
venant dans une formule analogue à celle de Savary.
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J'applique enfin (n0518 à 20) l'étude des courbes tracées sur une
surface de l'espace cayleyen, à la recherche des propriétés infinitési-
males des déplacements à un paramètre compris dans un déplacement
à deux paramètres.

Il est naturel de chercher dans la théorie précédente une méthode
de classification des équat ions linéaires aux différentielles totales aux-
quelles conduit l 'emploi du trièdre mobile en géométrie. On peut
aussi généraliser cette théorie, en considérant des groupes de trans-
formations autres que celui des rotations autour d'un point fixe. Je me
contente de signaler ici ces questions, sur lesquelles j'espère pouvoir
revenir ultérieurement.

CHAPITRE 1.
NOTIONS DE GÉOMÉT1U.E CAYLEYENNE INFINITÉSIMALE ( 1 ) .

1. Dans un espace cayleyen a trois d imensions , une quadrique
fondamentale ou absolu sert à dé te rminer les angles et les distances.
L'équation
(i) P+^+^+p^cs

représentera l'absolu en coordonnées tétraédriques.
L'homogénéité des coordonnées tétraédriques serait gênante dans

la s u i t e ; nous la ferons disparaître au moyen de la convent ion sui-
vante :

Dans la suite de ce Travail les coordonnées d'un point (2) désignent
des coordonnées tétraédriques du point, À, [JL, v, p telles que l'on ait

(2 ) À^p^^-hp^I,

(1) Voir DAKBOUX, Leçons sur la théorie des surfaces. Livre VU, Chap. XIV, t. III.
( 2 ) Les avantages de ce système particulier de coordonnées sont expliqués par M. Dar-

boux à rendroU cité. Son emploi revient à considérer la géométrie cayleyenne d'un espace
à trois dimensions comme la géométrie sur une hypersphère d'iin espace euclidien à
quatre dimensions*
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On peu t év idemment substi tuer — X, — [j-, — v, — p à X, (^ v, p,
mais, à cette restr ict ion près, les coordonnées d 'un po in t réel sont
bien délerminées .

La d is tance mm' de deux po in t s m et m! est donnée , en f o n c t i o n de
leurs coordonnées \ p-, v, p et À', [j/, V, p' par la formule

( 3 ) cos mm' == /}•/ 4- p^ -h ̂ t 4- pp-'.

L'élément l inéa i re de l'espace est d o n n é par
( 4 ) d^ = dV 4- d[j^ -l- ̂ 2 -h df.

Soient D', IV d e u x droites ayant un p o i n t c o m m u n » m-. Si /// est le
p o i n t de IY conjugué de m par rapport à l 'absolu, / / fê tan t le p o i n i
analogue re la t i f à IV, l 'angle de IY et \Y est é^al à la dis tance m! nf.

2. L'élément l inéaire de 1/espace étant connu , on d é f i n i t immédia-
tement la longueur d 'un . arc de courbe.

Sur une courbe (C) fa i sons choix d 'une o r ig ine et d'un sens de
parcours; soit s l'arc de cette courbe te rminé en un poin t / /? . La tan-
gente à (G) ^en m. est la droite j o i g n a n t le point rn au p o i n t m,^ dont
les coordonnées sont

» cCh d[ï. d^ r/p
( o ) AI '"̂  "-,- 5 u^ ::::;:: • • • • . - y •y <::::.--.".> pi =ï .*...-*< c/.y 1 ds ds i (^/A"

En dérivant les deux membres de l ' ident i té (2) par rapport à ^ on
voit que m et w,, sont conjugués par rapport à l 'absolu. No'y's appelle-
rons m^ le point directeur de la tangente en m.

Lorsque m décrit (C), m.^ décrit, une courbe (C^). Prenons sur (CJ
un sens de parcours tel que la dérivée ̂  de l'arc cr de (C^) par rapport
à l'arc s de (C) soit positive. On va voir que l 'équation

/m ï ^chu/ ' , , sin'a"1"^ 1 ,
admet une racine réelle S comprise entre a et ^< (On, suppose la courbe
(C) réelle). Nous donnerons à cetteTacine S le nom de rayon de cour-
bure et nous appellerons courbure l'expression ^ ==- cet S.
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Pour vérifier l'assertion précédente, on établi t d'abord la formule

(7)
^Y__ 1. (^À d^ — d^ ̂  cil)2

^) ^ ^

où la sommation s'étend aux six combinaisons des lettres À, ;ji, v, p
prises deux à deux.

On observe ensuite que l'on peut choisir lo système de coordonnées
de telle façon que wsoit Je po in t o, o, o, i, que la tangente en m soit
X = [x === o, et que le plan osculateur au même po in t soit À == o. En
supposant la courbe donnée par l 'expression des coordonnées d'un
point en fonct ion d 'un paramètre / dont la valeur zéro corresponde à
w, on a, au vois inage de ce poin t (1),

[^...............^ p.= p,̂  . . . ^
(8) < v-.-y^+yî/^-h ...,

(p - - .--^-l-...,

les termes non écrits étant d'ordre supérieur à deux,
La formule (7) donne alors, pour le p o i n t w,

^ ^M^._7;>+/lPi.(9) ^ - -^——,

on trouve bien pour s in o une valeur comprise entre zéro et u n .
On voi t aisément, à l'aide des formules (8) et (9) par exemple,

qu'i l existe un cercle cayleyen osculateur en un po in t m de la
courbe (C). Le rayon de ce cercle est égal au rayon de courbure , son
centre sera d i t centre de courbure.

3. Soit b le pôle, par rapport à l 'absolu, du plan oscillateur à (C)
en m. Nous d i rons ,que rnb est la hinormale et que b est le po in t direc-
teurde ta, binormale. Lorsque w, décrit (C), b décrit une courbe (G') ;

( 1 ) Nous limitons notre élude aux courbes et surfaces réelles cl analytiques.
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nous désignerons par ^ l'arc de ((7) compté à p a r t i r ( l ' u n e o r ig ine
quelconque, posi t ivement dans •un sens q u i sera précisé p lus l o i n .

On calcule € T de la façon su ivan te . On part de l ' é q u a t i o n di i p l a n
oscillateur en m :

A A - h B M ' + C N - h D l ^ ^ o ,

(A, M', N, P désignent les coordonnées courantes) , et l'on o b t i e n t
sans diff icul té

^(AdU—'ndAy
^(As^:1!?1'1^:'^^1::!::11'1])'1^^

la sommation s 'é tendant aux combina i sons de A,B, C, 1) deux a deux»
Pour transformer cette expression, on considère le d é t e r m i n a n t

À y. v p
cth ! dy. d^ dp
d^ d^ d^v <^p '
d^ d^. rf^ rf^p

et l'on prend

A :

A ;

alors on a

(M
^TPT

n^ à^^-j^
àà

Jd'^1 1) — (}à
Jd^;

,, ()àcl A -= ~ -v^ ?ôd1}. dU , ^A
^"(X9

rM
5'^' r/1) - /M

J^'p

On transforme les binômes AdB — ('^/A,, ... an jinoyt^1» < l ' l t n e i d e n t i t é
connue relative aux mineurs d 'un déterminant , et, l 'on ob t ien t a i n s i

^
^-(p^i^^^^^^^^^^^

Le second fac teur est ds\ il vient donc

^-,.-4- A1 ^ — ij: ̂ ^^^^^

Le, sens de parcours resté indéterminé étant, choisi de façon -que le
s igne 1 — soit nécessaire, nous poserons ! ! ! 1 :

i _ dr _
'S ""'"" ds """

A.̂̂ ^ .̂̂ ^^
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L'expression ^ sera appelée torsion.

4. Soit n le pôle du plan mm^b par rapport à l'absolu ; le tétraèdre
mm^ bn conjugué par rapport à l'absolu sera appelé tétraèdre fonda-
mental relatif à la courbe (C) et au point w. Nous appellerons mn
la normale principale et n le point directeur de la normale principale.

Dans ce qui suit, 'À, ; j . , v , p ;À^ ( ^ , v < , p , ; X,, ;^,^, p ^ ; et\,, [j.3,v,,p,,
désignent respectivement des coordonnés de m,m^ n et &. Mais on
observera que, dans les formules qui suivent, on ne peut multiplier
par •— i les coordonnées de l'un des points sans modifier convena-
blement celles des autres.

Nous allons déterminer les dérivées de ces coordonnées par rappor t
à l'arc s de la courbe (C).

Les formules (5) donnent les dérivées de "X, p., v, p,
Le p o i n t m ^ , dont les coordonnées sont

a=^, ^^, c==^ rf-=$î,
w cia c/.a drs

est le point directeur de la tangente à la courbe (G,), l ieu de m^. On
vérifie aisément que m\ est situé sur la normale principale mn. En
utilisant les deux points m, m\ de cette normale pour en déterminer
le point directeur n, et observant que a = —11 sin §,..., on vérifie que

l'on peut prendre (1) À^"= (\ + d^} t<zng^ .... Par suite :

( . . \ ^4 „ ̂ 2 .. d^^^ ,, ^1. ^2 . ^Pl Pî
(IJ) -ds-^^^ ^^IK^^ ^""^^""^ clï^k^^

On détermine À..? p^, vg, p^ par les relations

( 1 2 ) ^— ̂ ^^^^rr __^___^.^__,^
A B ' C I) ^Â^'B^C2"^)2'

1(1)111 On pourrait prendre ^aussi bien ^2="— ^À -+• —1) tang^y ..., Le signe choisi est tel
que les! eoordonnéee du centre de courbure soient Xâ'sm^-h ^ cos8, {Agsinê -+-a,cosâ,...

Siron change le sens positif sur la coarbe (C)y en prenant ^ ==—,$• au lieu de ,r, il
faut subst i tuer—Xi,—^, — v i — p i à 5^1, ^ i , ,v i , pi, mais Àg, ^2, v 2 , , p 2 ne changent
pas.

^^/z. À-, ^orw., (3), XX. — MAX igoS, 31
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où A, B, G, D ont même s ignif ica t ion qu'au n0 3, et où £ est égal
à + i ou à — i et choisi de façon que le dé terminant

X IA v p

>-i y-i vi PÎ
^2 ^2 ^2 P^

Î.3 ^3 ^3 p,.(

soit positif*. On ^érifie, en calculant son carré, que ce dé t e rminan t
a pour valeur •+• ï .

Les formules ( la ) et les ident i tés relatives aux mineurs d'un déter-
minant donnent

- A ! IJ' v p

^3=Ai^B^(?TÎ^ ^ ^ ^p ;

P-.-î v» P»

on en déduit —8 = — ; on à donc

( i3) '^ -^
(̂  ^"1" Ç '

dy^ _ p.2.̂ ̂  .̂ , ^Ïl ^'îî

^ =: i;
^P» .„„,. P^""^" "'!""" "ë '

En dérivant par rapport à s l'identité A^ + ̂  + v^ •41- pï == î , et bu
identités liant Ag, p.^, Va, pa a À, ;x, v, p; A i , ;.Â^ v^ p^ A^, iA;p v^ py,
on a quatre équations déterminant ̂  et les dérivées analogues Voici
le résultat ;

^â
Tir '""
r/^â =

^
(i

^1^ ̂

?.,
-5 '

Vî

Ê

dy^
~ds '
c/pj
"</«'

... ^i
"" "' .il ~

- „ P> .
~ ,-H

,̂
^^,

P'ï

" 5 *

( i4 )

Les formules (5), ( ï x ), ( r3) et ( ï4) ^ont analogues aux formules
de Frenct.

5. Le résultat précédent permet d.e développer^ suivant les puis-
sances de^, les coordonnées d'un point de la courbe voisin du point
,? ==:o, dès que Fon connaît les fonctions «îR, et ^ de là variable s. Sup-
posant que^= o1 donne le point c^ o, o, i 1 ; que la tangente et le plan
osculâteur en1'ce point soient respectivement À ==• (x === Oy et p. == o-y on
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obtient

dS)

/^\les termes non écrits sont d'ordre au moins égal à 4; ^-o» ^o> (~r )\ as J
d^sont les valeurs de ^l, ^ e t— pour^ = o.cis

6. Définissons une surface (S) par les expressions des coordon-
nées A, (x, v, p d 'un p o i n t en fonct ion de deux paramètres va-
riables u et ç'.

I /équation du plan tangent au, point 'À, [M, v, p est, en désignant
par A, M', N, P les coordonnées courantes,

( 1 6 )

A M N P
\ ^ v p

à)\ à[j. àv àp
au ()u au ait
à'h à[J' à^ âp
"à^ ^àv ôv àv

o.

Soient x, ^l», 3, CD les coefficients de A, M, N, P dans le dévelop-
pement de ce déterminant ; posons

^ 4- ̂ ,2 4_ ©2 ̂  (©2 ̂ '^

et

( ï 7 )
ê Jl»
TX'

/n
Ê ÎÎ)
i/X'

£(P

\/St ^
la détermination du radical est choisie une foispour toutes; mais
nous prendrons, suivant les cas, s= + i ou e== — ï. Le point
/, m, n, rest le pôle du plan tangent par rapport à l 'absolUy la droite
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joignant les points "\, [^, v, p ; /, m, n, r est la normale à la surface au
point considéré.

Remplaçons, dans l'élément l inéaire (4) de l'espace, ^ p., v, p par
les fonctions correspondantes des variables u et 9, nous obtenons
l'élément l inéaire de la surface

( 18 ) ds2 = E di^ -|- 2 F du. dv •+• G A'2.

L/importance de cette expression est bien. connue .

7. Une courbe (G) tracée sur (S) est déterminée par les expressions
de u et de v en fonction d^un même paramètre ; prenons pour ce
paramètre l'arc s de (C).

En conservant les notations antérieures on obtient

i ^ ̂  €^ . ^ ̂
11 """" r^ c/<y <^ ds

f^i _ ^2 _ i ̂  ̂ x ̂ V ^À du dv àrh f^Y (rh ( l ï t i (û dïv

^ ^ ^ ^ ^ < 2 ^ ^ whâ JuJ^ %" ̂  4" ̂  \% / ""^ 5<ï ̂  "'h J? ^13 '

et les formules analogues» II vient alors

cos0 _ L\ + m.. fJ.s + /^a •"+- / 'p^._, fî lîi ̂ ^^ -"• î - % '̂ 1 ^^ ''^î ••4" •r» j rfï-»3
( 1 9 ) •-̂ - = " - . ^ ^ ~ — , ^ ̂  ̂ ^^^^^^^^ .

Dans cette f o r m u l e , E^ ̂ 2 4- iV^dud^ + G^dv^ est le résultat de la
substitution dans le déterminant (ï6) de

â^ , \ ' ^À , , an ,,
-.— di^ +" 2 —— rf^ ̂  4- -r. d9 9 - * ?rfa5 ! àuùv <)^

à A, M, N, P; 0 est Fangle, compris entre o1 et î> de la normale prin-
cipale à (C) et de la normale à (S). On choisit donc Ê = = + - y

, 1 lîi du^ "+ 2 V^ dtcd^ + G, d^ ,ou £ = — ï, selon que "-———,.^.J,_^^^^^ ^ positif ou né^atif^^/ t,j1^ ' 1 ""'
On voit ainsi que. toutes les1 courbes fracées sur la surface passant

en un même point, ayant .même plan osculateuren ce po in ta ont aussi
même courbure*
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En désignant le second membre de (19) par —73 on a :

/ . cos0 î(20) -Z-^-

Ce résultat consti tue ce que nous appellerons la généralisation du
théorème de Meusnier.

On est ainsi ramené a l'étude de la courbure des sections planes
normales.

Pour une pareille section, cos9== » , et ^2, p^, Va, pa sont égaux
à l,m,n, r. On évite toute discussion en considérant le centre de
courbure, au lieu de la courbure dont l'expression contient encore £.

On sait (n° 4» Note) que les coordonnées de ce point sont

À ces S -+- Â2 sin 8 -==- \ cos <î -4- l sin §, ...

En prenant S = £îp et
„ , «Ao , ^ï) e CDr=: £^=: —=? m' •= s m :==:-—.? w==£^==—-=? /"==:£/•=:—=;,

\/ÏC f/X \/X ^/X

on a les coordonnées du centre de courbure :

^ coscp-h ^siny, p(,cos<p -h m^siny, v coso -f~ /2'siny, p cos® -h r'siny.

L'angle (p compris entre — ^ et +• ^ est donné par

_ î îîi du2 -h ^ Fi du d^ -|- (^ d^
( 2 Ï / cotgy-^ E^•2+2F^^+G^2 '

Nous dirons que ."—. == coty est la courbure algébrique delà section
normale considérée.

Egalant à zéro le jacobien des formes quadratiques figurant au
numérateur et au dénominateur de la formule (21), on obtient, en
général, deux tangentes rectangulaires que nous appellerons tangentes
aux lignes de courbure. Elles déterminent les sections normales pour
lesquelles [À] est maximum ou min imum; soient [cR.J et [x;J l^8

valeurs correspondantes de [^l],
Désignons par a l'angle de la direction du^dv avec la tangente corres
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pondant à [<^i]. On établit aisément la formule :
r ces2 oc sin2 a

(22 ) ^=^^+^^.

C'est la généralisation du théorème d'Eider.

CHAPITRE II.
DÉPLACEMENT D'UN SOLIDE AUTOUR D'UN POINT FIXE*

8. Rappelons d'abord la s ign i f ica t ion géométr ique des paramètres
d'Olinde Bodrigues servant à d é f i n i r un changement de coordonnées
ou une rotation ( î ) .

Soient T^O^y^) et ÏÇOxyz} deux trièdres trirectangles de
même sommet. Sur l'axe de la rotat ion amenant 1\ à coïncider avec1\
choisissons une direct ion 01, et posons

a = cos (10^) =cos (IQ^i), (3 = co^ (ÏOj) ̂  cos {lOyi),
y= cos( ÏÛ5) =:;:cos(10^ï),

Désignons par 0 l'angle de la rota t ion,
Les nombres

/ , , . 3 . . 0 . 0 . 0(i) À = oc s in-? ' a=:psm»-î vssysul""? P = Î C O S " )1 2 r r ^ / ^ t , ' ' ! 2 '

constituent,un système de1 paramètres d^Olinde Rodrigues.
Ils satisfont à la relation :

(à ) p^^^2^p^^

Nous dirons que X, (x, v^ 'p sont les coordonnées du irièdre T relative»
ment au Irièdre 1\.

(1 ) ^w les Notes de M. DARBOÏJX î Notô V de ses Leçons- sur la théorie générale "d^
surfaces; Noteï des Leçons de Cinématique â(s M. Kcs&mGB.
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I I est clair que l'on peut remplacer 0 par 2?: +6, et, par suite, 'X,
;j., v, F, par — À, — [i, — v, — p.

Les coordonnées de Ï, re la t ivement à T sont manifestement — X ,
— (x, — v, p ou , ce qui revient au même, X, pi, v, — p.

Soient^y, z et oc^y^ s, les coordonnées d'un même point M de
l'espace re la t ivement à Ï et Ï^ . M. Darboux (/oc. cit.) a établi les
relat ions

p .r •— vy + [j. z -== p a\ 4- •<}-• i "— /^i

•y ,z* + p y — À ^ "== — V.FI 4- pj'i --h- ̂ i

.̂r 4~ )ir 4~ p-s = p^'i — \}'i 4- p^i

À .a? "4-1- .̂/ -h v z == "À .r i + ̂ . /i -+- v z i.

(3)

Trois seulement de ces relations sont indépendantes. En les résol-
van t en x , y , z , on obt ient les formules d 'OHnde Rodrigues.

9. Un procédé analosûe permet de résoudre le problème suivant :
Soient T. T^ T<, (Oa^, O^y.^, Ox,y^) trois trièdres trirec-

(angles do même sommet 0.

Connaissant les coordonnées \, (JL, v, p de T relativement a TV, lescoor-
donnée \^ [^o, V(P po de T, relancement à To, irower les coordonnées A,
M, N, P < ï̂ T relaiwemerU à Ïo<

Désisnons par x , y , z ; x , , y ^ ^ , ; ^o.yo^o lcs coordonnécs^un
niêrne po in t M, par rapport aux trois trièdres.

Écrivons le système analogue à (3), re la t i f au système T,, To,

PO .t4—- ^O./l •+• P-O ^l '=: PO ̂ 0 ̂ " ^0^0 "" ^0 ^0

yo .^1 4" poji — ^o ̂ i = "" ^o ̂ o -("" pojo + ̂ o ^o

— ^(,.r4 -h loYi "4- po^i = F-o^o — ^ojo •+" PO ^o

} î •41- ^o/i + ̂ o ̂ i = ^o ̂ 'o + ̂ ujo'^-" ^o ^o-

Mult ip l ions les deux1 membres des équations (3) par =bÀo, ± po»
± V o , ±:poTespectivemenfc, et ajoutons,, les signes étant choisis de
façon que le 'coefficient, de x soit ppo - ̂ o - ̂  -vv^ il vienlt :

(5) , ^(ppo-Âlo-Wo-^+^^^-PV^^-^0^^^ ^po4~Â.o+P^o-^o)

^ ̂ ,(ppo+ ̂ o -h Wr- ̂ o)+7,i< ^Po" P^o-^a- ̂ o)^ ̂ (- Wo- ̂ oH-.PMo- ̂ o).
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Combinons de même les équations (4) de telle sorte que le coeffi-
cient de XQ soit encore ppo — XX^ — ap^ — vv^ , il v ient :

.^i(ppo4- WO^-P^-O— no)4-yi(— p^o+ ^Po"- ^.o— ?^o) 4" ̂ i( p^o— ^o"- ^.po— ^'

== <yo(ppu— ̂ o--" W-o— T^u) +yo( P^o+ ^po-4- plu— ?.^o) -1- ̂ o(~ P^(T+" ^^y— ^.po— 7^

Dans les équations (5) et (6) les termes en x^ y^ s^ sont les
mêmes, ce qui permet d 'é l iminer ces variables. lin faisant jouer
ensuite ày etyo, puis à z et Zo le rôle de x^tx^ dans les combinaisons
précédentes, on obt ien t trois équations ne contenant plus ̂ .y^ s^
Ces équations peuvent s'écrire :

(7)

en posant

(8)

On a d^ailleurs
A^-M^N2"-!

p^ — Nj- + Mz =
' N X -h Py — A^ =: —

— M'^ + Ay 4-1^ ̂

A == pÂo + î.po —
M = P/J.(, + ^-po "—
N =" p^o -h •up(:, —

^ ,l> =:;: ppy — ?.?^ .1-—

P^o+N/o—M^
N^y +?/(»+A^o,
M.ro--A/û4-P^o,

^o -h 1^0,
^?.o ""j1- ?.^(,y
7^o -hp^Ao,
P ^ Û — W O .

-P^-x,

Les formules (8) donnent donc les coordonnées demandées-
10. Considérons T comme mobile par rapport à T^ ; autrement di t ,

regardons À, [x, v, p comme des variables liées par la seule relation (2).
On voit alors que la substitution au trièdre T d'un trîèdre T inva-

riablement lié à T se traduit analytiquement par les formules

(9)

)/ = /"^ 4- lp -....- ni^ + ny^
p! =: r/j. 4- mp —. n\ 4" by
^ = rv 4-^p — l [ j . 4-wÀ,

nv.P =^P " m p. '

où 1\ [j!, V, p7 sont les coordonnées de T relativement à T^ et où les
constantes l, m, n, r désignent les coordonnées de T relativement
àT,

De même la substitution au trièdre T^ d'un trièdre T^ invâriâ-
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blement lié à T ^ , se traduit par la substitution linéaire

( 1 0 )

}^ -": r^À -h- Zip + m^ — ^ip-,
p\ ̂  ri p. + Wi p 4- /?,i 7i — Zi -y,
T^ -r: r^ ~(- /?.i p + ̂ i p- — ^1^5
p^ ~ ri p — /i À — mi \j. — ni v,

où le^ variables 7i^ [x? v',, p\ et les constantes ^, m^ % j\ désignent
respectivement les coordonnées de T relativement à T\ et celles de T.,
relativement à T^

On reconnaî t là des substi tutions l inéaires dont la composition
donne la subst i tut ion l inéaire la p lus générale transformant en elle-
même la forme À2 •+- pr 4" v2 -h p2 ( ^ ).

IL Soient À, (x, v, p les coordonnées d'un triedre T relat ivement
à un t r iedre à T , - Considérons , dans un espace à trois d imensions E,
le po in t P dont les coordonnées té t raédriques sont *X, p-, v, p. Nous
dirons que le poini P est V image da système ( T ^ , T).

Subst i tuons aux tr ièdres T\. T des triedros T\ et T' invar iablement
liés, le premier à 1\, le second à T ; le po in t P' image du système (JÏ\, T)
se déduit du point P par une t ransformat ion homographique laissant
invariable la quadrique
( ï t ) À»-}- ^-hvM- p^—O.

luvcrsement une pareille transformation hoïnographique corres-
pond à un changement de trièdres de la nature précédente.

Prenons pour absolu, dans l'espace 15, ta c/uadrique (i i ), les transfor-
matùw précédentes sont celles qui conservent les angles ei les distances de
F espace aayleyen airui défini, en d'autres termes, sont les déplacements
daru cel espace cayleyen.

Deux points P, P' ont un invariant et un seul relatif au groupe des
déplacements cayleyens, à savoir leur distance. Il est facile de l'inter-
préter. 1 :1

( i ) P^ûir h cours mUographié de KL'EÏN : Nicht Enclidiscïie Geomctrîe, t.. iï, p. 119
et ïw.

^nn. fie. Nffrm., (3), XX. — MÀÏ ïçp^ w
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Pour cela, considérons deux triedres T, T dont les coordonnées
relativement à un même trièdre i n i t i a l T^ soient 'X, ;x, v, p ; //, p/, v', p';
appelons P, P" les points images de (T^ T) et ( T < , T). Observons
que les coordonnées de T, relativement à T sont — X, — ^, — v, p;
les formules (8), ( ï ) et (I, 3) ( 1 ) mont ren t que la distance ça)-
leyenne W représenfe la moitié de l'angle de la rotation amenant T à
coïncider avec T.

i2. Soit S un solide ( a) ayant un point fixe 0. La représentation
analytique habituelle d'un déplacement cont inu de S relativement à
l'espace fixeZI.i consiste à choisir deux triedres T\, T liés invariable-
ment, le premier à S^, le second à S et à considérer les coordon-
nées de T relativement à 1\ comme fonct ions d/un ou de deux para-
mètres.

Le point P image du système (T^ ï) décrit unecourbe(C) ouunc
surface (S) selon que le déplacement est à un ou, deux paramètres.
Nous dirons que celte figure, courbe ou surface, est Y image au dépla-
cement de S.

Mais le choix des triedres T( et T est possible d'une in f in i t é de
façons; il y a donc une in f in i té de figures images d'un même dépla-
cement,

On peut dire, d'après ce qui. précède :

Un même déplacement de S relativement à S,< a pour ima^e l'une quel-
conque des figures,lignes ou sur/aces, se dédiumnt d'une/l^ure donnée
par un déplacement cayleyen (:l).1

Nous utiliserons souvent l'arbitraire que comporte le choix de la
figure image'du déplacement, pour donner à cette figure une position
simple relativement au tétraèdre de référence; nous obtiendrons, en
même temps, une représentation analytique commode da déplace-
ment.

( 1 ) Nous indiquerons ainsi les formules du Chapitre1,1.
( 2 ) Umolsolicfe est employé ici pour faciliter rinimtion da déplacemeni de doux

espaces euclidiens superposés*
(3; Pour abréger, nous dirons que cea figures sont égales entro olles.
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13. Appliquons ceci à quelques exemples de déplacements algé-
briques.

Toutes les droites de l'espace cayleyen sont égales à la droite

(r'Q 7i==^=:o.

Un point de la droite (12) est l'image d'un système (I\, T) de
trièdres ayant en commun l'axe 0^. 11 en résulte qu'une droite quel-
conque est l'image d'une relation continue autour d'un axe fixe.

Un plan cayleyen est égal au plan p == o. Deux trièdres formant un
système ayant pour image un point de ce plan se déduisent l'un de
l'autre par un renversement. Un plan quelconque est donc l'image
d'un déplaccmentà deux paramètres que l'on peut définir de la façon
suivante : Les diverses positions occupées par le solide mobile S se
déduisent d'un solide fixe S< par les renversements autour des droites
passant par le point fixe 0.

On pourrait dire également que les diverses positions de S se
déduisent de Funo dalles par les rotations autour des axes, passant
par 0, situés dans un même plan.

Une courbe plane de l'espace cayleyen est égale à une courbe1 du
plan p ==s o. Soient

p1.:-:: o,
03)

<p(À,p. ,v) =0,

les équations d'une telle courbe. Cette courbe est l'image du déplace-
ment d^un trièdre T relativement à un trièdre 1\. Mais, puisque p = o,
les systèmes (T, T<) et (T^, T) ont même point image, et le dépla-
cement de T< relativement aï a encore pour image la courbe (:r3).

On parvient ainsi au résultat suivant.

Une courbe plane de l'espace cayleyen est l'image d'un déplacement à
un paramètre où les cônes roulettes fixe et mobile sont égaux; le roule-
ment $e fait de telle sorte que deux génératrices homologues de ces cônes
égaux se confondent au cours du déplacement.

D^ailleurs Féquation

04) , . <p(^uyi^i) ̂ ^ ^
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représente un cône (les axes de coordonnées sont les arêtes de 1\).
Les diverses positions de T se déduisent de T\ par les renversements
autour des génératrices de ce cône. La combinaison de doux renver-
sements inf iniment voisins donne la rotation inf in iment petite per-
mettant de passer d'une position du trièdre mobile à une posit ion
infiniment voisine* Ceci montre que le cône roulette fixe est supplérnen»
taire du cône (i4).

Les résultats précédents, appliqués aux cercles cayleyens, montrent
que ces lignes sont les images des déplacements ou les cônes roulettes
sont des cônes de révolution égaux.

Il serait aisé de multiplier les exemples. L'élude des déplacements
algébriques autour d'un point fixe serait assurément intéressante;
mais elle sort du, cadre que nous nous sommes fixé. Nous ne la pour-
suivrons pas; et nous abordons les propriétés inf ini tésimales des
déplacements à un paramètre.

14. Soient (C) une courbe de l'espace cayleyer^ m et ni! deux
points de cette courbe. (C; est l'image du déplacement à un paramètre
d'un trièdre T relativement à un trièdre T,. Désignons par (F) ce
déplacement, par t et l ' l e s positions de Ï correspondant à m et m'.

Il existe une rotation autour d'un axe fixe faisant passer un trièdre
mobile par les positions £ et i\ Le déplacement de ce second trièdre,
relativement à Ï\, a évidemment pour image la droite mm\

Supposons m'infiniment voisin de m.
La différentielle de" l'arc cayleyen de la courbe (G) s'interprète, au

point de vuejlu déplacement (F), en se rappelant que la 'distance
cayleyenne//W estia moitié de l'angle de la rotation amenante à coïn-
cider avec ^/.

Nous voyons ensuite que la tangente en un point m de la courbe (C)
est l'image de la rotation tangente, pour la position t du trièdre mo'bile,
au déplacement (F').

Deux courbes (G), (G') ayant un point commun m sont^es imagos
de deux déplacements (F), (F) rapportés au même trièdre fixe T,, et
dans chacun desquels le trièdre mobile vient coïncider 'avec un1

trièdre /.
Pour interpréter l'angle de (G) et (G7) 'au point m, il mOit de se
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limiter au cas où (C) et (G') sont des droites. En supposant que les
coordonnées de m soient o, o, o, T , et achevant de déterminer les
droites par leurs traces sur le plan p = o, on voit que :

L'angle cayleyen de deux courbes en un point m est égal à F angle des
axes des rotations tangentes aux déplacements correspondants Çpour la
position t du triêdre mobile correspondant à m).

15. Nous allons chercher les éléments qui correspondent, dans un
déplacement (F), à la courbure etàlatorsioncayleyennesde la courbe
image (G).

Dé te rminons d'abord les cônes roulettes fixe et mobile. Le dépla-
cement (F) et la courbe (C) sont déterminés par les expressions en
fonction d'un paramètre u des coordonnées À, pi, v, p du triêdre mobile
'ÏÇQxyz) relativement à un triêdre 1^(0^^^). L'axe de la rotation
instantanée s'obtient à l'aide des formules (8) (1). On trouve ainsi,
pour paramètres directeurs (relatifs à Oxyz) de cet axe

cÛ , dp du. cb
i := p — — À — -h v — — u. — ?
' l du du du da

, ,,. du. do . (h d'\
( t 5 ) yj == p "-,*- — p< — -t"- À — — v "-r" >' / i du du du du

dv dp dî. * du.Ç ::= p — — v "-.t- -+- u. — — À ",4"- •1 du du du du

Les formules précédentes prennent une forme plus élégante, si l'on
utilise les relations

}^,.^^4,yâ^.pâ^^

. d')\ du. dv do
^ 4...- y. ̂  -h- v — 4- p — = o.

du du du du

On trouve, en effet, ,̂..̂ ^
$ étant rare cayleyon de (G), et, par suite :

Les cosinus directeurs) relatifs à Oays, de l'une des directions que l'on

( l ) 'Fuir la Note V des Leçons wr la (Morie des mrface.^ t. ÏV, daM. Darboux.
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peut choisir sur l'axe de la rotation tangente sont donnés par

(16 )
( P =: pÂi — Api 4- ̂ i — p^i,
. Q =:- p^i — p.pi + ?^i — vÀi,
[ R = p^ ...... vpi 4- ^?4 — T^i,

-. •,, . , . o, •• ï / . . rA rfu rfv rfpÀ < , p-^, v , , p^ désignant , comme an n0 2, les dérivées y;? —» ^ 3 , ^ •
Les formules ( î5) ou (16) déterminentbien le cône roulette mobile»
Pour trouver le cône roulet te fixe, on, cherche P < , Q^ Ri cosinus

directeurs de la direction précédente, relatifs à O^y^p On emploie,
à cet effet, les relations ( i G ) et les formules d'O. Kodrigues- On peut
aussi utiliser le déplacement inverse* Voici le résultat :

07)

SV^:pÂi —Ap i -"^ -h^i,
Ql-r^pjXi - 1 1 - 1 - fApi — ^^i 4-^Âi,

Bji r-:̂  p^i — ^pi -- pÂi 4" ?vp-i.

16. Nous supposerons maintenant que les coordonnées À, p., v, p
sont données en fonction de Farc s de (C) pris comme paramètre par
les séries (I, 15), et que le point au voisinage duquel on étudie (C)
correspond, à s ̂  o,

Les formules ( t6) et (17) donnent , dans ce cas,

08)

OQ)

.P =:-±w^
., ^ ^ •• \
u - ÏI

. R =^ î "

P,^^

<c&
Qt=-^

B, - î -

^\
^ <•/.? A,,- —^-.

7 \ ® o ~ /
.̂.^^4-..

f^\
V ds /„

"2^-0

/ r \- î- î \
o \6o /

•̂
2^ +'"'

les termes non écrits étant d'ordre supérieur au second.
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Lorsque s varie, le point dont les coordonnées, relatives à Oxyz,
sont P, Q, R décrit une courbe tracée sur une sphère de rayon égal a
l 'uni té ayant l 'or igine pour centre. Cette courbe est la roulette sphé-
rlque mobile; on définit de même la roulette sphériquefixe.

Pour .9 == o, le trièdre mobile coïncide avec le triedre fixe, et les
deux courbes précédentes sont tangentes au point A (o, o, T ).

Soient Ooo/', Oœ^ les axes des cercles osculateurs en A aux roulettes
sphériques fixe et mobile; désignons par /y, r^ les angles AOcoy,
AOo^, -comptés positivement dans le sens de 0^ vers Qy^ On a aisé-
ment les équations de ces axes et par suite ^formules

(w)
\ col/y ̂ ^ (— +
J \^o

( ûôtr^^^o — ~ i
^ \^o /

donnant les courbures des roulettes sphériclues en fonction de la courbure
et de la torsion cayleyenne; le problème posé au début du n° 15 est
ainsi résolu.

Les formules (20) donnent
( ':u ) , a ̂ .o "̂  coi r/- ••"- co l r^.

Oa voit que 2^^ est la constante j qui figure dans la formule ana-
logue, pour les déplacements considérés, à la formule de Savary rela-
t ive aux déplacements d'une figure plane ( ^ ).

17. On trouve facilement, au moyen des formules (iti) et (\, n),

dV s:..^ .,:,: ̂  ( ̂  -^ ̂  + v^.^ - ̂  )

, ciQ dRet des expressions analogues pour -^-; ^j4

On observera que ces expressions ne changent pas : 1° si Fon mul-
tiplie À, ;x, v, p par — ï. ( i l faut alors, d'après là remarque du n° 4,
multiplier aussi À,, p^ v,, p, par - ï) ; 2° si Fon prend partout ^== - s

( ï ; P'oir KOIÎNÏGS) Leçons ((e Cinématique, p. 190.
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au lieu de s (voir n° 4, note). La même propriété appartient à ,'B,2—,

^^f.as as
Nous appellerons point associé à la ponlion t du trièdre mobile dans le

déplacement (F) le point B dont les coordonnées, relatives à ly sont
.dP «JQ .r/R

^2 ^Fl2——^ <fï l 2 ——-
^û as cis

Ce point est déterminé sans ambiguïté dès que (F) et l sont: con-
nus; on peut le définir géométriquement de la façon suivante : il est
situé dans le plan tangent commun aux deux cônes roulettes, sur la
perpendiculaire à l'axe de la rotation tangente menée par le sommet 0
de ces cônes, à u n e distance du sommet OB === x == •• l l- l î , • Voici, enf in ,^ /»'
comment on précise le sens OB : en déplaçant le trièdro fixe de
manière à amener ox^ sur OB, oz^ sur une direction OA arbitrai-
rement choisie sur l'axe de la rotation tangente, il f au t que les
angles r^==AOo^, /y=AOû)p. évalués algébriquement comme au
n° 16, donnent pour la différence c o t r y — cotr^ une valeur posi-
tive,

18. Interprétons maintenant les propriétés infini tésimales des
surfaces.

Soit (S) une surface, (G) une courbe tracée sur cette surface, m un
point de cette courbe.

La surface (S) est Pimage d'un déplacement à deux paramètres (S);
la courbe (C) est celle d'un déplacement à un paramètre (r) compris
dans le précédent, c^es't-à-dire tel que toutes les positions occupées
par le trièdre mobile au cours du second déplacement peuvent être
obtenues au moyen du premier. Enfin à m correspond une position l
du trièdre mobile.

La tangente à (G) en m estTimago de la rotation tangente à (F)
pour la position / du trièdre mobile. Soit OA l'axe de cette rotation.
(G) variant en passant toujours par m, la tangente précédente décrit
un plan. On sait (n° 13) 'que, dans ces conditions, l'axe OA delà
rotation tangente décrit un plan (passant par 0) que nous appelle-
ronsplan des rotations tangentes relatif à t et à (S).
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19. Les propriétés inf in i tés imales du second ordre (1) sont résu-
mées dans les fo rmules (I, 19) et (I, 22). Pour les interpréter, consi-
dérons la surface (S) et le déplacement (S) déterminés par les expres-
sions des coordonnées À, [j., v, p en fonction de deux paramètres^, v;
supposons que le p o i n t 772, au voisinage duquel on étudie la surface,
soit o, o, o, i , que le plan tangent en ce point soit v == o, et que les
tangentes aux lignes de courbure soient X === v == o et u. == v == o. On
peut prendre alors l' == m' ==: /7 == o, n' === s .

Le plan des rotations instantanées relatif à (S) et / (correspondant
à m) est z == o.

La tangente en m à une courbe (G) tracée sur (S) est située dans
le plan v = o ; le p o i n t directeur de cette tangente est situé dans le
môme plan et dans le plan polaire de m par rapport à l 'absolu;
donc v , ̂  p, ̂  o, Con-une X^ + (xf + v*f + pf r::= j , on peut poser

).i =•= ces a y.^ -̂: si ri a.

Des considérations analogues montrent que p^ —. o, et que

^2 COB a + y.^ si n ix -̂ .: o.
Posons

}.g •:::,;.. --1" si il a sin îp, ^3 :=: cas a sin 9, v^ rr cas 9.

Les éléments précédents sutRsent à déterminer la courbure de (C)
eu m. Nous la désignerons par—-; en supprimant le dernier indicet'k «, <p
lorsque y === o. Le plan osculateur à (G) en m est alors normal à (S).

Désignons par OAa l'axe de la rotation tangente à (F) pour la posi-
t ion^ du trièdre mobile; cet axe ne dépend que de a ou de la valeur
de — correspondant à la tangente à (G) en m.

On a d'abord

(22) cosi^ 1:= €cosy.

Cherchons ensuite le point B^<p associé à ( T ) eti (n0 17). Il a pour
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coordonnées, relativement à /,

— «^îpSina siny, tîRo^çCOSa sinep, ^a^cosy.

Le plan perpendiculaire en Ba,cp a OBa,<p coupe 0^ en un point lia
^R /

dont le s a pour valeur—0'19- Mais si ç varie seul, ̂  est constant, et1 ces y T dv
les formules (I, 20) et (22) montrent que

—OM? :;:=£^la=[^a],ces 9 L "

en désignant toujours par.—, la courbure algébrique de la section
plane normale de (S) correspondant à-^-

On a donc le résultat suivant ;
Considérons un déplacement à deux paramètres (JS) et une posi-

tion particulière t du triedre mobile. Soit (F) un déplacement à un
paramètre compris dans le précédent, fa i san t passer le triedre mobile
par la position i, et tel que l'axe de la rotation tangente correspondant
à / soit une droite donnée OAa (située dans le plan des rotations
tangentes correspondant à (2) eU),

Les cônes roulettes fixe et mobile correspondant à (T) se touchent
suivant OAa» lorsque le triedre mobile occupes la position t. Leur plan
tangent commun OA^Baç varie suivant le déplacement (F) considéré.
Le point B^ associé à (F) et t est la projection mr ce plan tangent
d'un point fixe Ba situé sur la normale Oï au plan des rotations instan-
tanées correspondant à (S) et à t.

Ce qui précède1 est la traduction du théorème de Meusnier géné-
ralisée dans le langage de la géométrie du déplacement,

20. Remarquons maintenant que les rotations correspondant aux
tangentes aux lignes, de courbure! en m (X == v = o et p == v == o)
ont précisément pour axes Oy et 0^. L'angle a du numéro précédent
peut donc être considéré comme identique à l'angle a du n° 7. Donc :

La loi de variation du point Ba sur la perpendiculaire au plan des
rotations instantanées lorsque le plan OB^A^ tourne autour de celte
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perpendiculaire est identique à celle du centre de courbure d'une
section plane normale d'une surface dans l'espace euclidien ordi-
naire, lorsque le plan de la section tourne autour d'une normale
déterminée.

On peut observer, en définitive, que, a et iy variant, Ba,ç décrit une
surface qui est le lieu des centres de courbure, relatifs a un point
donné, des courbes tracées sur une surface de l'espace euclidien.
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