
ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’É.N.S.

A. KORN
Les vibrations universelles de la matière. Théorie mécanique
de la gravitation, du frottement dans les masses continues
et des phénomènes électriques

Annales scientifiques de l’É.N.S. 3e série, tome 20 (1903), p. 133-154
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1903_3_20__133_0>

© Gauthier-Villars (Éditions scientifiques et médicales Elsevier), 1903, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Annales scientifiques de l’É.N.S. » (http://www.
elsevier.com/locate/ansens) implique l’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1903_3_20__133_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


LES

VIBRATIONS UNIVERSELLES DE LA MATIÈRE.
THÉORIE MÉCANIQUE DE LA GRAVITATION,

DU FROTTEMENT
DANS LES MASSES CONTINUES ET DES PHÉNOMÈNES ÉLECTRIQUES,

• PAR M. A. KORN.

Les théories mécaniques dont je tâcherai ici d'expliquer les prin-
cipes se rattachent aux expériences connues de M. C.-A. Bjerknes, et
ont pour but de remplacer toute action à distance par des actions se
propageant d'une manière con t inue dans une matière très f ine qui
obéit , du moins pour les mouvements très rapides, aux lois de l'hy-
drodynamique. Supposons que la matière pondérable se compose de
particules fa ib lement compressibles, qui nagent dans un éther (théo-
r iquement) incompressible et i n f i n i ; alors l'Analyse mathémat ique
nous apprend que ce système admet un nombre in f in i de v ibra t ions
dont les durées

To, Ti, Ta, . . . , T/, ...

(décroissantes avecj) dépendent du nombre , de la forme et de la
situation relative des part icules compressibles. Ces vibrat ions peuven t
être regardées comme la cause des forces apparentes, avec lesquel les
les particules de la matière pondérable semblent agir les unes sur les
autres. Il y aura évidemment superposition des forces correspondant
à des vibrations^l'ordres différents, de manière qu'i l suffit d 'étudier
chaque v ibra t ion séparément. L'étude des v ibra t ions d'ordre zéro
nous donnera une théorie mécanique de la gravitation, une explica-
t ion de la loi d'attraction de Newton; l 'é tude des vibrations du pre-
mier ordre nous donnera une théorie mécanique du frottement dansles
masses c o n t i n u e s / u n e explication de la loi de répulsion de Maxwell.

Aussi longtemps que les particules de la matière pondérable'se
trouvent assez éloignées les unes des autres, la gravitation l'emporte
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sur toutes les a u t r e s forces cor respondant aux v i b r a t i o n s d 'ordre
s u p é r i e u r ; mais q u a n d les pa r t i cu l e s se rapprochent , par exemple,
d a n s u n gaz que l 'on cherche a compr imer , la fo rce de r é p u l s i o n
gagne de l ' impor tance , et l 'on arrive aux phénomènes du f ro t t emen t
q u e l 'on observe d a n s les gaz.

N o u s no nous occuperons i c i que des v ibra t ions d 'ordre zéro et
d'ordre u n , q u i nous f o u r n i s s e n t u n e e x p l i c a t i o n des forces de
Newton et de Maxwel l , mais je peux a j o u t e r que les v i b r a t i o n s du
d e u x i è m e ordre ne j o u e n t pas un rôle m o i n s i m p o r t a n t : elles sont la
cause des forces capi l la i res .

Quelques théorèmes géncmaoc' sur ie^ vibrations u/werffcllen
et les actions à distance qu'aller comblent produire.

Considérons un, système de pa r t i cu les f a i b l e m e n t compressibles
dans un l i q u i d e i n f i n i ; supposons les vitesses u, r, w c o n t i n u e s dans
tou t l 'espace, et posons-nous la q u e s t i o n d e s a v o i r s ' i l y a la possi-
b i l i t é d 'une v i b r a t i o n

(0 ff^ Û'sin ^ ̂  c ^. Vs in ^ ^r:, iï'":;;: W sîn ^ ^7:*

T ( la durée de la v ib ra t ion ) é t a n t très p e t i t e par rapport à P u n i l é
de temps, I.J, Y et 'W é t a n t des fonc t ions i nconnues des coordonnées
,r, j, s et du temps /, d o n t les dérivées par rapport à t m non t i e n n e n t
pas de termes de l 'ordre ;̂

Les équations hydrodymuïuques nous d o n n e n t auss i lo t la réponse
suivante : 1 ! !

Pour qu'un •tel1 mouvement soit possible, (J, V, W1 d o i v e n t être les
dérivées part iel les d 'une f o n c t i o n 1 <I>, que nous appellerons le noten-
tiel de la vibration en ques t ion , soit

(.) u=-^, v-..?, w=-^,1 ()tL ^ ày ^ (h
et <3& doi t satisfaire à l 'équation 1

( l â < l ) A< ï>=ro (à Foxié'ricur des particules),
( 3 h ) , A<l>+^<Ï»::ro ( a l ' i n t é r î e u r d e s p a r l i c u l e s ) 1
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OU

(4 ) Â^==4^Ç.

a2 é tan t u n e cons tan te pa r t i cu l i è re à la matière pondérable . La fonc-
t i o n ^ doi t être con t inue avec ses dérivées du p remier ordre et s'an-
n u l e r à l ' i n f i n i .

On peut démontrer qu ' i l exis te une in f in i té de nombres
i-2 z-2 /•2

u > ' ^ i ? * • " ? y ? * * *

(croissant i n d é f i n i m e n t avecy), qui satisfont aux c o n d i t i o n s du pro-
blème énoncé ; on voi t donc la possibi l i té d'une i n f i n i t é de v ib ra t ions
un ive r se l l e s de la mat ière pondérable avec les durées

y
( '> ) Ty •== t)' T. -r- (,/ .=: 0, i, '?., . . . ),

et les poten t ie l s !>/. La d é m o n s t r a t i o n ana ly t ique complè te de ce
r é s u l t a t p e u t être faite en s ' insp i ran t de la méthode imag inée par
M. Poincaré pour le problème c lass ique d a n s leque l on veu t avo i r

et
(I> •== o (s u r u n e s u r fa c e S )

A<Ï> -4- Â-^l» == o ( l\ l ' in tér ieur) .

11 peut y avoir superposition d'un nombre quelconque de v i b r a t i o n s
d'ordre d i f f é ren t , et aux vitesses (i) correspondantes à ces v i b r a t i o n s
on peut encore ajouter des vitesses ord ina i res que nous suppose rons
assez pet i tes en comparaison avec les valeurs des U, V, W.

Les forces apparentes q u i s emb le ron t agir sur u n e p a r t i c u l e a un
observateur n 'ayant pas les sens assez sub t i l s p o u r d i scerner les vibra-
tions dans tous leurs détai ls , p e u v e n t ê t re ca lcu lées par les r e l a t i o n s
su ivan tes

t r1^ r
X -=. ^ j j p cos(p.:r) ds dt, . ^

J i J^

j r^11 r(6) { Y=,p / p cos(py)^^,
l •l J [ J^

i /• /4•T r7^ == _ l j p cos(i^) cisdty
J i ^ A
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où ç représente la direction de la normale intérieure et p la pression
hydrodynamique à la surface S de la particule considérée*

Nous savons que

(7)

0 Ù

(B)

/?==—p. ào i r '/à^Y fô^y /r)oV"^^^^^^^^

. t9^=<I» s in 7p 2 TC,

( î ) ,

el où [x représente la densi té du l i q u i d e ex té r ieur .
En vertu des qualités (3^) et (36) de la fonct ion <I> on peut sans d i f -

f i cu l t é transformer les équat ions (6) dans les deux formes. sui-
vantes

X=- \yjê 1^cosO^)^
'-l1 Ju

1 ï r< Y ^:— -j^f^ ^ ^costry)^,
'•ï1 Js

Z ^— .^Â1-8 / ^cos(t^)^
''• J^

X ̂  ^ MU [ t.! cos ( vœ ) + V ces ( PJ ) 4- 'W cos ( (^ ) |

-l(îî^4.- V^h'W'^cosd^r)^^,2 • • )

Y = ̂  h V | U cos ( (^ ) 4- V cos ( t.y ) 41- W cos ( ̂  s ) •)
" ^ s »

^ ,̂ ( Ijs ,.4, yâ 4, -w-î) cos ( rj ) ! fù-,

Z=^ ^ j [W(lJ-coB(^)+Vcos(r j )^W'cos(^)]

1 , ! -^([P+V^^-W^co^^)!^.

La^remière forme, les équations1 (<f) se recommandent par leur
simplici té pour le calcul dans des cas spéciaux, pendant que les équa-
t ions (</) se prêtent surtout à des conclusions générales* On1 arrive,

( 1 1 ) Nous laissons do eôléla constanto additive qui n'a aucune influoneo sur les valourH
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par exemple, à l'aide des équations (9^), facilement à deux théorèmes
impor tants :

I. Le centre de gravité d'un système de particules faiblement compres-
sibles se meut en ligne droite avec une vitesse constante,

II. Pour les forces apparentes entre deux particules faiblement com-
pressibles il y a égalité entre Faction et la réaction.

La vibration de U ordre zéro et la théorie de la gravitation.

On aura le cas le plus simple d'un système de particules faiblement
compressibles, si l'on ne considère qu'une seule particule dans un
liquide inf ini .

En prenant le centre de la sphère comme origine, et en introduisant
les coordonnées polaires r, 0, o par les relations

x == /•ces ô,
y -==. r sin0 cos <p,
z == r sinQ sinçs

nous devons trouver une fonction <F cont inue avec ses dérivées du
premier ordre et s 'annulant à l ' infini qui s a t i s f a i t à l 'équation

i F à / , . /, <N>\ à ( . nà^\ i <^<I>1
(10^) ————à T- ( / sm Q "T-" M- -^ SIn Q -T7f -f- ——7î T-T -^ /' ^ ̂  0
\ / / ^ s iny \_àr \ àr j àQ \ àQ ) siïïQ ÔQ- J

(à l'intérieur de la sphère),

. - ô ( , . ,^\ à ( . .Mï\ i ^€ï(10^) -,- r2 sm0 -y-- 4- -TU sm^ -,7. -i- -^—. -m— == o1 . / <)/• \ (?r / àQ \ ôO ) sm 0 à^
(à l'exiérieur de la sphère).

Les solut ions & / , <&/ de ce problème sont données par les équations
(y== 0, ï , 2, . ..)

(i i-) (2./ + i) J , (^R) + 2 Â,RJ; , (^R) = o,
7-(-^ /-^"^

<T, ^^-(^Vy .̂ - -yj^^ (à l'extérieur),

^'^ . ^K-1^^^^<&,== ——i- ^-4-- ————Y, (6, y) (à l'intérieur),n/ v//fyr J,^.^AyK)
y/;t72. ^c. Norm,, ( 3 ), XX. — AVBIL igoS. 18
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où R représente le rayon de la sphère, J, , la foncl ion de Bessel ( ( ) ,

c" W^^^in^^^)-^'-1î- -.
0

et les Yy (0,, ç) des fonctions sphériques.
Pour /=== o, l 'équation (î 1e1) dev ien t

cos(^,R) =o,

et la plus petite valeur de k^ est

(i3^) ^=^

la fonction <D() correspondante

f cî <î>(, ::=„ - (à l 'exiérieur),
( î3^ < ^ /^ /..

^ <A»y = •lr; sin ( ^ .. ) (à l ' i n t é r i eu r ) ,
\ /t \2 1< /

v ê t a n t une constante que lconque; les f o r m u l e s (ï'11^} ( ï t ( ï3^) repré-
sentent la vibration de l'ordre zéro pour une par t icule dans un l i q u i d e *
i n fi n i.

Considérons ma in t enan t un système d'un nombre que l conque de
particules dans le l iquide et supposons, pour sunpIHier les calculs,
que toutes les particules soient des sphères du. môrsae rayon H ( â ) et
que les distances soient très grandes en comparaison avec R. On peut

( r) On a, pour , /== o, i, a,

^(^)=^/^sin.r,
7; X — ,

, / „ , / ^ f m\x \^.(•r}=^/^(^——co^^,

. . . . . . . . . / ^ /\ 8in.y ,, cos^ , \^) ̂ \/^( .t̂ r - 3 -^ -Bin^.

( 2 ) Pendant leurs vibrations les particules ehangôiil impôrceptiblemeni leum fbnîiôa ;
leurs surfaces oscillent autour d'une sphère, dont nous désignons le rayon par H.
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sans difficulté développer les solutions Â\) et <E>o en séries procédant
suivant les puissances des—-? les p^ désignant les distances de deuxf/'/i.'
particules z, k. La méthode pour y arriver consiste à développer le
potentiel <&o en séries de polynômes sphériques aux surfaces Sy, des
particules

(l4) ^\=C/,— [C/a COS((^)-+-CÂ.2COS(Pj)+C^COS(t^)] -h.. .

(à la surface S/,.),

à construire, d'après des méthodes connues, les fonctions <Ï>o à l'inté-
rieur et a l'extérieur des particules et à calculer f inalement les valeurs
desc/^, C^^G^, <^;p , . . et k de manière que non seulement <&o, mais
aussi les dérivées du premier ordre de <I>o soient continues au passage
des surfaces S/,.. En choisissant parmi les valeurs possibles k^ celle
qui ne diffère de —5- que de termes d'ordre —? on sera sûr d'avoir1 ^ ^ 2 R ^ p/^.
affaire à la vibration de l'ordre zéro.

Pour obtenir les forces apparentes qui agissent sur une particule
avec la surface S/c on n'a qu'à introduire les valeurs de ^ à cette sur-
face dans les équations (9^). On arrivera ainsi à un résultat très
simple.

IÏÏ. La vibration de l'ordre zéro produit dans un système de par-
ticules faiblement compressibles des forces attractifs entre deux parti-
cules i et k

c3

^

où p^/c désigne la distance des particules i et A, c2 une constante positive,
qui ne dépend nullement des p^; on suppose que les particules soient des
sphères du même rayon R ( ^ ) et. que E soit extrêmement petit en compa-
raison avec les distances p^.

On dira que les masses de deux corps pondérables ont le rapport
m', : rn^ s'il y a n^ particules dans un corps, n/, dans l'autre, et si

ni t ri/: == mi 1 /n .̂.

( 1 ) Camp. la remarque de la page i38.
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Après cette remarque, le théorème 1.11 nous rnèue aussitôt a la
théorie de la gravi tat ion, a la loi de Newton.

La vibration du premier ordre el la théorie du frollwieni
dans les masses conlinucs.

Considérons de nouveau le cas le plus s imple , une seule pa r t i cu l e
dans un l iqu ide i n f i n i ; les s o l u t i o n s /:y, f l^du prob lème des v ib ra t ions
universelles sont données par les équa t ions (n") e^ ( n ^ ) * Apres

y=== o nous nous occuperons m a i n l e n a n t d f i cas/=s î , l / équa t ion( î i ^ )
devient
^ ^sin(^R)

[ ï t ) ) , iÏiT^^^^^^ ""ii:lilli"0?

et la plus petite valeur de k^ sa t isfaisant à cette cond i t ion est

(16.) Â,:=|,

les valeurs correspondantes de <!>( (aomp. î i ^ )
^ ("î cos ( /\-r ) 4- Ça ces ( ry ) 4- ̂  ces ( r ̂  )^^^i^^^^^^^^^^^^^^^^^ (, r^iM^

^ = ̂  "sin (7: ̂  ) - r. ̂  cos (7: ff ÎL^^^^^^^^^

'̂ """"'''"^^

( ï ( î / / ) < <l>,::^''sin(7:^)-^cos(7r^

(à 1 Tn té rieur) ^

où Ci , c^, €3 'désignent des constantes quelconques,
Nous posons .

! 1 , , , ^ , i c ^ ^ccosÇcra?),
07) 1 , . ! ! ' , ^^^CûS^crj), 1 1 ^

^ Cg r=ceos(cr5),

et nous appellerons cr la direction de l'oscillation de la par t icule e n 1 1

question; les équations (ï(?) deviennent

( 1 8 )

.- cos(rcr)<D^=c—^— - (^ l^^térieur),

^^^[sin^^^.HCOsf.ni?^ 1 (àlintôrieur).
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r étant la distance et la direct ion

centre de la sphère -> (^j^).

Les formules (16^) et (18) représentent les vibrations possibles du
premier ordre pour une particule dans un liquide in f in i ; la con-
stante c et la direction or sont tout à fait arbitraires.

Passons maintenant au cas général qu 'un nombre n quelconque de
particules se trouve dans le liquide, et supposons seulement que toutes
les particules aient le même rayon R et que leurs distances p/;, soient
très grandes en comparaison avec R. Il s'agit de trouver une vibra-
tion A , , (I>, de telle sorte que

, 7T/.,=ï^,

où c est d'ordre — par rapport a ,— Alors nous serons sûrs d 'avoir
affaire à des vibrations du premier ordre.

La méthode pour obtenir cette solut ion consiste, comme dans le
problème précédent (p. i38 ), à développer le potentiel <1>^ en séries de
polynômes sphériques aux surfaces S/ des part icules

(19) <Ï>i = aj — [dji cos(P.r) 4- ̂ cos^j) •+• (2/3 cos((^)]
+[^/,n cos2^-^) •-f-a/^ cos^^j) -h <^/,33 ces2 (^) ( 1 )

+20/ ,23COS(^ j )COS(P^)+ 20/ ,3iCÔS((^) COS(('.2?) + 2^/,iâ COS(('^)COS (t\7)|
+ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(à la surface Sy, j-=^ i , 2, . . . , / < , ) ,

à construire les fonctions <î^ à l ' intérieur et à l'extérieur des parti-
cules avec ces valeurs limites et. a calculer f inalement les ap a^, ...,
dj^^ ..., ^-,23 - • • d^? de manière que non seulement €\ mais aussi
les dérivées du premier ordre de î\ soient continues au passage des
surfaces Sy.

Je ne donnerai ici que les résultats en négligeant tous les termes
q u i sont sans importance pour notre résultat final concernant les

(', 1 ) <'</,ll 4- ^/,22 -i" ^/,33 ̂  0,

pour que le terme [ — j soit un polynôme sphérique du second ordre.
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forces apparentes X, Y, Z. 'En posant

(20)

a.j = A/ shi(/'iR ),
a^ •= Ay, [sin ( k\ R — A-i R cos ( /c, R )], ...,
rty,n r=Ày,n [3 sin(Â-iR) —3Â- , R cos(^ R) — A-f R2 s in (Â- i R)],
aj^ =: Ay,s3[3 s in( / - i R ) - SA-, R cos(^ R ) - /•? R^ s i i t ( / - i R)],

on trouve pour les constantes inconnues

/»'l,' Ay, Ayi, ...,, A/,n, ..., Ay,a,.{,

les relations suivanteB (/ =: ï , 2, . . . » n)

A^sîn(A, K) = ̂  S^ V - S A/ , - 3 cos(p^r)
Tî: ^- p^^. .

X [A^ COS(py^,-) -h A^ COB(py/7)-4- A/;, COS ( py, 5 )1] ;

(„ ) A,,sin(Â, R) = 1^^ ̂  S A,, - 3 cos(p;,y)

x [A/icos(py^) 4" A /a cos(py/y) -h A^, <w(py/ s)];

^ î p^^_ jA . ^~3cos (p , ^ )/i -—«i^ p .̂Ay;,sm(^ R) =: - R3 Ï — i A./, — 3 cos(p^ s)
lï " " i P j i i

x [A/îcos(p^.y) "41-1- A/a cosCpy/ / } 4- A/^'osep^-s )];,

^ C O S ( p y / ^ }A • :== ~ R^ y A./L(îoitB//.^,^ (l()s ( P,/^ ^ )aa
^ pj/

^--^^S.p^î:5^
x [A/i cos(py/.r)4"-A^cos(py^r) 4""A/3eo^(py^5)j

. 1 1 —^A/ tCOg(p^^ ) ; ,

(,3) 1 . •^ ^ 1 , - ! ! 1 1 1 ! ! -•---

Ay,23= ̂  R4 ̂ ^- S 3 COS(p^y) COS(py^)

X [A/i cos(p^.r) 4-A^cos(py/y) 4-A/8COs(p^,5)]
- A/g cos ( py/y ) - A^ cos ( py^ ) 1 ,

l e 1 , signer indiquant que la som:mation doit s'étendre à toutes les
particules à l'exception de la particule/et pj, désignant la distance et
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la direction

centre de la particule i —^ centre de la particule./.

Les 3n équations (21) donnent :

A'i et les rapports des Ayi , Aya, Ajs;

après avoir trouvé ainsi les A^, A^, Aj^ à un facteur constant près
(qui reste tout à fait arbitraire) nous pouvons obtenir les Aj,
A^^, . . . , A .̂.}, ..., à l'aide des équations (22) et (^3).

En substituant les valeurs de $ aux surfaces Sj, que nous avons
trouvées ainsi, dans les équations (9^), nous aurons les forces appa-
rentes qui agiront sur chaque particule/. Nous posons encore

(24.)

4/1 ̂  ̂ ^cos(<7./•r).

4/2=^iCos(o7j),

AV3 •
' TTlP

COS(o-y^),

et nous appellerons cj la vitesse, oy la direction de l'oscillation de la
particule/; nous pourrons alors énoncer le résultat de la manière
suivante :

IV. Le nombre /c^ les vitesses C j (^ ) et les directions uy des oscillations
de chaque particule j\ correspondant à une vibration du premier ordre,
sont données par les équations

[ . \ - / / -n \ ^ T>I à ^ C O S ( p / f O - / )| Cj cos(cry^) s m ( / C i R ) •== - B3 —— ^ c, ——^i—/,
& 7T 0OL' f •̂ "1""™ /' P i »,̂ ̂ , ' pj,

(25) / \ • / / T» \ ^ ïti ^ V1 C O S ( p / / Œ f ) -^ cos(^-y) sin(/fj.{) == ^ B 3 , - ̂ ^, ——k^^—^,àyj Py.
COS(py^O- / )

C; ——————— -,
4 1 9 j i

f) \

cycos(cry5) s i n ( Â - i ï { ) = ^1P^T: ̂

le signe V indiquant que la sommation doit s'étendre à toutes les parti-
Âasseà ^

cules à l'exception de la particule j\ et p j ^ désignant la distance et lu

( 1 ) Les Cj à un facteur constant près, qui reste tout à fai t arbitraire.
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centre clé la particule i -> centre de la particule: y,

•r./' .y./' z,/ ^•î coordonnées du centre dp la particule /'.
En négligeant les termes dont les dénominateurs contiennent p^,

chaque particule i semble agir sur cha(fiie particule j avec les forces ( ' )
<)X,,= l'-.acjv. -:̂  [̂ î ..̂ .::-̂ ^^^ )̂.̂

Y,, ̂ ^ac,v. A r^^^rii^ '̂̂ l^08^^^.)

Z/, -- a7TC,r',u. A r^^.^i.-I^^^Z'^)*"0^?/-^)
"-"/• 1 - pSi

(a6)

Mais s i l'on ne néglige que des termes dont les dénominat.eurs <-on-
ftennent p .̂, on doit ajouter, pour cfuufue particule j , les forms

f) [^ (wsCpy/a/) ' i
7^|2</-'- -pj, - '•Ttp.l{——
():Cj pj.

(»7) II, ^K^rs,.-^-2.^
[^-.-.-.-^K^J^^^-0^^ ^( '<)y '..<

^ Pj/
Considérons maintenant, (Icox systcmcs (le p!»r(,iciilcs avec (|<-,s

vibrat.ions (lu premiol* ordre avec 1 < > nuimc nombro /", ; si un (les deux
systèrncs existait tout seul, le nombre ^,, )es vitesses c - et, les <liree-
tions o-y des oscillations de ce système scraiolil, doiinées par Jos équa-
tions (a5); si l'autre existait, tout, seul, le nombre /^, les vitùssos c - <•(
les directions o-} des oscillations de ce système seraient données par
les équations

c; cos ( ff,œ ) sin ( /-, R ) -= ^ W -..".-. y ^ .L^fP/./fî'),
7r rj.a',''; Auài ' r , " .ô^

(28) ; cos(a;j)sin(Â'iR)-: !i ({•• rL V ,.;. '.•̂ L )̂,c, cos(cryj)sin(
TC ^y, ^U/ • û2 .r<//

t c ' /cos(^3) sin(Â'iR)=~- Ï.W Ji-y r', ^"^P'v7^.
' ' 7Î' ^5/ -"/ P^

(1 ) Ces forces sont proportionnelles à ccilos qii'nno particulo magn6li(n«(i du rn<,ii>nnt r.
ot do 1 axo magnétique ̂  à l'endroit (,̂ ,jy, ̂ ) exercorail .sunino particulo mfignélid.K'-
f.lu moment c; ot de l'axo naagnôtiquo vi à l'ondroit (x [ , y/, s/), n i
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Si nous appelons p la distance des deux systèmes, en supposant que
les distances entre particules du même système soient extrêmement
petites en comparaison avec p, on voit sans difficulté que le nombre k^
les cj, Cj et les cosinus directeurs des directions a-j, a. pour le cas que
les deux systèmes se trouvent en même temps dans le liquide inf ini ,
ne différeront de leurs valeurs antérieures que de termes d'ordre
( — ) * A ces petites variations près, les oscillations d'un système [(dé-
finies par les équations (20)] sont indépendantes des oscillations de
l'autre système [(définies par les équations (28)], de manière qu'avec
le système (23} il peut y avoir en même temps un système (28) aussi
bien qu'un système dans lequel toutes les directions sont justement
opposées à celles du système (28).

Il résulte de ce raisonnement, qu'en calculant les forces que deux
systèmes exerceront l'un sur l 'autre, si nous admettons que dans
chaque système les particules changent continuellement et assez vite
leurs positions relatives, nous n'avons pas besoin de nous occuper des
forces (26) qui sont linéaires pour les cosinus directeurs

COS(<7/^), COS(o-yj), COS(crys) ;

cos(îT-y^), cos(o^y), cos(oy.s)

parce que ces forces se détrairont si l'on forme leur somme pendant
un temps assez petit. Il ne restera que les forces (27) qui sont inver-
sement proportionnelles aux cinquièmes puissances des particules.

On obtiendra par ces calculs le résultat :

V. Deux systèmes de particules faiblement compressibles^ ayant le
même nombre de particules, exerceront l'un sur l'autre, en conséquence
d'une vibration du premier ordre^ une force répulsive

a
y

où p représente la distance des deux systèmes et a une constante positive
qui ne dépend nullement de p ; on suppose que les particules soient des
sphères du même rayon R, que R soit très petit en comparaison avec les
distances des particules du même système et celles-ci très petites en com^
paraison avec p.

Afin. Éc. Norm.., (3), XX. — AVRIL 1903. IQ
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Si ?m système coniie/il n particules, Vautre n particules, la force
répulsive devient

p^,
?<>

où ? est de nouveau une consUmte posùiçe ne dépendant ni de p ni des
nombres /i, n\

Apres notre d é f i n i t i o n (p. i3c)) que les masses de deux corps pondé-
rables ont le rapport m : m\ s'il y a n pa r t i cu l e s dans un corps, /^
dans l 'autre, et si

// : /// r-r m ; î)l' ;

le théorème Y nous donne la force répuls ive de Maxwell, q u i nous
permet1 d'expliquer les phénomènes du frot tement dans les gaz<

Je dois encore élucider un po in t que j 'a i évi té Jusqu'à présont;
quand nous parlons des forces qui agissent sur un système de parti-
cules, nous calculons ces forces à l 'a ide des équa t ions

x^x,,
1 t / ï

•{'.
^ ,/

^

(»il) Y --'^ Y;,

. -S^,

en sommant les forces qu i agissent sur chaque part iculoy du système,
comme si, par cxempicy les centres des part icules é ta ient liés de la
même manière que les points d'un solide. Cotte supposi t ion remplace
•provisoirement un résultat qui ne peut être d é d u i t que d 'une théorie
de l'élasticité. Dans un système de particules qui a l 'apparence d 'un
solide, nous devons supposer des v ibra t ions d 'un 'o rdre supérieur,
qui produisent des forces élastiques entre les part icules , c'est-à-dire
des forces attirantes, quand les distances 'surpassent une certaine
longueur, des forces répulsives quand les dis tances sont au-ciessous
dç cette limite. Comme la construction de telles forces est pos-
sible', on peut se. contenter .provisoirement des défini t ions for"
mâles (^9).
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Théorie hydrodynamique des phénomènes électriques,

Nous regardons les phénomènes électriques aussi bien que la gra-
vitation comme produits parles vibrations de l'ordre zéro, de manière
que les vitesses u, v, w ont partout où il y a des phénomènes élec-
triques la forme suivante :

(3û)

t . t
U -==. UQ + U^ COS 7p 27T -1- ^2 Sin «p 27T,

t . t
V == (^ 4- pj COS ,.? 27T -h t'a SU! — 27T,

^ . t
W == WQ 4- (^i COS ̂  27!: + (F2 ?in ̂  27T,

T étant la durée des vibrations de l'ordre zéro et UQ, (^, ̂  des vitesses
ordinaires qui sont supposées assez petites en comparaison avec
u^ ^, (^ ; u^, ç>2, w.^

En se servant des désignations de .'EL Hertz on pourra dire que les
composantes électriques X» Y, Z seront proportionnelles à / / , , ç ' , , n ' , ,
les composantes magnétiques L, M, N proport ionnel les 1i u^, ^, ̂ .

Véther se comporte pour ces vibrat ions tout à fait comme un
liquide, c'est-à-dire les fonctions u, v, w sat isfont aux équa t ions
hydrodynamiques

(3i)

du
^ d ï =

dv
V-Tu '=•

ciw
~dtF-

^,
àx
àp
ày'
ôp
Tz'

ôu.
àx

ô^
àf

mais les corps qu'on appelle conducteurs do iven t être regardés comme
des masses continues douées de f rot tement .

On s'est souvent servi, comme argument pour l ' impossibil i té d 'une
théorie hydrodynamique des phénomènes électriques, du. fa i t que
des ondes transversales sont impossibles dans un l iquide par fa i t ;
mais s'il n'y a pas d'ondes transversales pour les vitesses u, p, <p
mêmes, il y en a pour les u^ ç^, ̂  et les a^ ̂  ̂ ; un peut dérnon-
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trer qu'il y a clés mouvements de la forme (3o) compatibles avec les
équations hydrodynamiques (3i), qui satisfont aux équations sui-
vantes :

(32°

(3^J

à^i
^y-

àut
~~àz """

^ ^
àx

àw'i
ày

ÔUy.

^às ^

09^

àx

»

àVt . (du^
"̂  -"

àwi .
"<^'"^'~" ^7/7
^i ~ 4^

^^2 . >? A ^/^'1'—.— — ^\ • •
as

àw^ .
aï ^ \ dt

à {-h A ( dw^—— :=- A 1 ^ - '^<Jy

()/<, ,
7)x •
^ -H

\ dt

fd^,

(d^
\ àt

\ dt

{1^

\ dt

au»

àii^
ôx

<)t'o
àx

QW()
ùx

àu^
"~" 7J

rh'o
^J

(h'o
ûx

()^
'à y "
^ .^ ,,,

//,. —^••ï

u^-

u^ —

Ui—

u^

^ 1 —

à^î
"'111<)51'11'
à^î
"Js

âUt)
ày
à^\)

"^
à^, ̂

()u^
()y
à^
"ày
à^\}
ày

=:o,

= o,

(, à'to „,(, -^ (ï,

^('o
^--^w8

r^r'o
^2 — -y,:-1 ^^a^ ^

âffo \('l-^-wl;
^0 ^,,.^.,,^
^^'0 ^^"--j.'"11;

( î).

(33)

où A représente une constante très petite. On peut même démontrer
qu 'un tel état du l iquide persistera toujours, si ces équations sont
valables à un moment que l conque et si de certaines conditions sont
prescrites à la surface du l i q u i d e *

Dans le cas où les vitesses ordinaires UQ, ^p ^\, sont très petites^ les
équations (82), (33) deviennent les équations de Maxwell-Hertz :

(34^)

( 1 )

'àw^̂

à-Ui
^àz
àv,
àx

/M-^ ^-

âWi
àx w

Ôt^i
'^y

duy. àu^
"sr ~ 'w

* à^h-A^,

A à^ï àuiw A ——;• ? -—ai àx

-.A^A ùt ' .

àu^ ùu^
.̂-, «,.————— ^Q «̂. .„,.,„ Ç

àx f)y

ôVt âwi+ „„...„„. .4» ...,,i ̂  ̂
^ as 1 ?

<^/$^2,^^^ .
vw
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et

àw^ _ ô^ _ . àui
~Jy~~~ ~àz ~~ ~àT'

W) àu^ __
Js """
à^î au

àwî _ , àV[
—.— — A —^— îôx àt

àif^ àv 2 <?<^o^ -4_ 2 4.- -^_ ̂  o,
^^ ày as '

_ ^_2 = ^1.
àx ày àt

et ~ aura la signification de représenter la vitesse de la propagation
des ondes électriques (et de la lumière) dans Féther.

Pour les états stationnaires les tourbillons sont nuls, il y aura deux
fonctions o^ , ç^ de manière que dans l'éther

/ ^pi

(35^)

àx'
àfQ^
'àv'
à^

A9i==o,

\ -'i-^-.

(35^)

i^:

w.

^ ^2
^•^àx'

^ôîl,
à y ?

_ ô^^
^^àz^

Ayâ^o»"

Nous supposerons que, dans les corps conducteurs, les tourbil lons
des composantes électriques u^, p ^ , w^ soient nuls :

(36^)

à^i â^i
'Jy "" ̂
àu.\ àw\
ôz ôx

àVi àu^
"àx ày

et que les composantes magnétiques u^ v^ ^> satisfassent à la con-
dition d'incompressibilité

(36^) àa^ à^ à^ _
'àx^.Jy ^"àJ wot
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Comme u,, ^, (•1^; ^a» ^ 2 » ̂  doivent être cont inues (1) au passa^
des surfaces des corps conducteurs, on trouve sans d i f f i cu l té , pour les
(onctions cpi et 92» les relations

(37) • r / à "

(38)

si l'on étend les intégrales à tous les éléments rfr des corps conduc-
teurs, r étant la distance

ch->(.vys)
et

/ « ....„, ù^ (h^........ .̂. « ..̂

(^9) / y ' " 1 1 1 " " >il^^ t"""1' "^r"

<)t^ ()(f^
) 2 " '1 1 : " "1 : " ̂  "i1"'1"1' ^^

Nous appellerons

(4o) c=i/^ /Y^+^'-^p)^y BTTJ \.<,).x' <)/ ds /
la charge électrique d'un corps conducteur et

U^u,u ":::

v

w
-^É^(4i)

-i/Ep.
STC '" V 8rt

(1) A do petites quantités d'ordre
unûo~doTcïttj")S ^Itîs'
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les composantes du courant électrique à un point quelconque d'un
corps conducteur.

De petites particules chargées, les électrons, seront donc de petites
sphères puisantes, les courants électriques des tubes tourbillonnaires
avec des vitesses vibratoires.

On s'est déjà, à l'occasion des expériences de M. Bjerknes, beau-
coup occupé des difficultés qui semblent s'élever contre l'idée que les
petits corps électrisés soient des sphères puisantes. Je remarquerai
d'abord qu'une objection de M. Poincaré {Électricité et Optique, 1901,
p. 6 t4) contre les sphères puisantes n'est pas applicable à ma théorie;
M. Poincaré dit :

« Deux sphères puisantes, dont la phase est la même, sont assimi-
lables à deux conducteurs portant de l'électricité de même n o m ;
deux sphères dont la phase diffère de T: sont assimilables à deux con-
ducteurs portant de l 'électricité de nom contraire; mais deux sphères
dont la différence de phase nesi ni o m TU ne sont assimilables à rien. »

Conformément aux équations (3o) on peut décomposer chaque
vibration de la durée ï dans leur partie électr ique (u^ \\, w^ ol
leur partie magnétique (a^, ^, ̂ ), et dans les pulsations des corps
électrisés dont les charges sont données par l'équation (4o), les phases
ne peuvent différer que de o et de TC, c'est-à-dire les valeurs (4o)
peuvent être pour deux corps conducteurs du même signe ou de signe
contraire. Je crois a insi que cette difficulté n'existe pas pour ma
théorie.

Mais il y a encore une autre diff icul té que l'on a souvent regardée
comme décisive. Si l'on calcule, en s 'appuyant sur les déf in i t ions
données des corps électrisés et des courants, les forces apparentes
entre corps conducteurs à l'aide des formules

-»<4-T

X •== F., f j p cos ( P x ) ds dt^

} ï r1^ r
(4^ ) ( 1 ) Y = r p / pW3{vy)dscU,

J t «/̂
j ^+T ^

Z == _ f j p cos(vs) cisdt^
, - A ^t ^S. 1 . , / 1 1 ' '

( 1 ) ds un élément de la surface S du corps conducteur avec la normale intérieure P:
p la pression hydrodynamique sur ds.
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comme pour des particules faiblement compressibles (comp. p. i35),
on trouve un accord complet avec les lois de Coulomb et d'Ampère
en'ce qui concerne les valeurs absolues de ces forces, mais les signes
sont justement contraires; on trouve, par exemple, attraction entre
sphères puisantes de la même phase, etc.

Si 'd'autres ont trouvé ici, une diff icul té décisive, je n'ai pu tirer de
ce fait que la conclusion que les équat ions (/p)? qui sont vraies'pour
les particules faiblement compressibles, ne le seront plus pour les
systèmes plus compliqués que nous appelons des corps conduo
leurs (1). On ne doit sûrement rien changer à l'éther, il doit être le
même pour la gravitation, etc., et pour les phénomènes électriques,
l'idée qu'il se comporte (en ce qui concerne des mouvements
rapides) comme un l i q u i d e ' m e semble la plus simple de1 toutes les
idées possibles, mais rien ne nous empêche de regarder les corps
conducteurs comme des mécanismes plus compliqués, une supposi-
tion qui s'impose déjà à cause du frottement indiqué par les phéno-
mènes thermiques dans les courants, et par les condi t ions (W),
(3(?), page 149, qui doivent être remplies dans les conducteurs. 11 est
évident qu'une telle complication du mécanisme des corps conduc-
teurs peut entraîner un changement des formules (4^).

Je fais une d i s t i nc t i on entre m^sy,^ proprement continue^^ et impro-
prement continuer tout en regardant la première manière de conti-
nu i té comme une l imi te de la seconde et comme u n e abstraction
mathématique. Dans les masses proprement cont inuas, les quatre
fonctions, dens i t é , e t vitesses, sont des fonctions continues $ dans les
masses improprement cont inues seulement tes 'valeurs moyennes de
la densité et des. vitesses dans des éléments très peti ts , 'ne dif férent
de fonctions continues que de quantités très petites, mais à l'inté-
rieur de'ces éléments,, ces fonctions peuvent, comme dans fa théorie
cinét ique des gaz, avoir des différences très grandes en comparaison
avec les dimensions des éléments considérés.

Déjà, pour introduire le frottement dans les corps conducteurs,

0) Ces idées sont justement contraireH à ccîlos de M- Lorentx; dans les théories do
M. Lorentz to petlu corps électri^ son Iles élôirumtH les plus simploB^tôl i l imitcherehor
une complication pour expliquer la graduation en supposant, par exemple, que ïcg force»
absolues entre électricités de môme nom soient dHfôrcMttes do celles entre électricités dfô
nom Contraire.
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nous devons regarder ceux-ci comme des masses improprement con-
t inues , comme des systèmes de particules se repoussant d'après la loi
de Maxwell dont nous avons essayé de donner une théorie mécan ique ;
le manque de cont inui té i m p l i q u é par cette idée ne concerne que les
vitesses, comme dans la théorie des gaz; il peut y avoir aussi un
manque semblable de cont inui té pour la densité, et c'est j u s t emen t
ici que l'on doit, il me semble, chercher la raison du changement de
signe dans les équa t ions (412) pour les corps conducteurs. Je n ' insis-
terai pas davantage ici sur les méthodes par lesquelles je suis arrivé
à ce changement du signe qui complète l'accord entre la théorie
hydrodynamique et l'expérience.

La théorie des forces électromotrices, ou la théorie de l ' induct ion ,
résulte du principe de d'Alembert, en s 'appuyant sur l'idée q u e les
corps conducteurs soient des masses continues douées de f ro t tement ,
et en t enan t compte des cond i t i ons (36^) et (36^). Le pr inc ipe de
d'Alernbert nous mène à quatre équa t ions pour les corps conduc-
teurs :
,,,-., d ( àii^ ^h'i <9(T', \ .,,(43) ^^^^^^^, (.),

d^ ^
ât

d^
dt

dw^
dt

()Ui)
- —— i i ï ~àx

^<\)
- • s — ^2 -àx

àw,
àx uî

àii, d
ày

à^
~ ày

ôw»
ày

Ç^-

(^-

(^~

au,
"Jz

^0
~ '()z

à^^ /..A/..
ôz

^'a "•

H.̂  =.

•^ Â 'A^a

^ Â-A^,

— / t *-*»» 2>

L'équation (43) démontre que les charges des corps conducteurs
isolés d o i v e n t rester invar iab les ; les équa t ions (44) permettent de
rendre compte de tous les phénomènes de l ' induct ion, et la con-
stante

47TÂ-

( 1 ) d à <) à à
^ . ^ s-s — -4- — Uft 4- .-— t.'o + -T w^-dt ()t (},v <)f àz

(2 } k étant une constante particulière du corps conducteur correspondant à son frot-
tôrneni intérieur.

Ann. Èc. N'orm., ( 3), XX. — AVIUL 1903. ÛO
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aura la s i ^ n i f i c a i i o n de rci ï résenler la c o i i d n c l i l ) i l i ( é ( l u c()r|)s
conduc teu r .

A l 'aide (le notre théorie m é c a n i q u e ( lu f r o t t e m e n t , la t héo r i e
I l y d r o d y n a m i q u e rend également compte (le la cha leur p r o d u i t e par
les courants é lec t r iques ; on arr ive s a n s d i f l i c u l l é a la lo i de J o u l e ,

Les d ié lec t r iques do iven t être regardés comme composés de p a r t i -
cules conduct r ices nageant dans l 'é ther, m a i s t rop éloignées les
unes des autres pour q u e la force de Maxwell puisse p r o d u i r e , comme
dans les corps conduc teu r s , les phénomimes du f ro t tement .


