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INTBODUCTION.

(^llt Méfnoiro lormo h s î ï i lc d' î l î i travail pub l ié (hiss ce Hf 'c rKî i l
rri iHf^ ^i îBpB. IJ eonlient : le ((évc^loppornonfc d 'une pîirtie des N D i f ^
publ iées par r,Ao(eur di j r î s les Oomples rendue de l'Académie defîScùmw,
eiî i H < ) 7 , î B < ) H , i8f)(] et, î<)0o.

Depuis l î i p i î b l i c î i t . i o î î f l < î l^ i in'emière Pîirf.it^ .(.es noirvelles méthodes
in t rodu i f^^ eri (xéoïîiéirie (Hî i j:)ris u n e extension < * ( ) n s i d é r a h l e ; (dies
o î i f . periiris, eri ontre^ d'é(îihli!% ires s i l î tp le î ïK^ni , i'in ^nuïd n o î î ï h r e de
|)ropfiétés géoîïiétriqises noiïveHes. Ï)^ in d écon i f* î i a t u r e l l e m e n f , la
d i v i s i o n de ee Mémoire en deux parlies pr incipales .

En premier lieih i l étdi nécessîlirc decomplé ter la ihéorie générale
|)tMir la îin:*ltre en harmonie avec les résultats acqu i s ; c^esl à ce résul-
(,îit, que scH'ît consacrés les sept premiers Chapitres du1 précéden
Mémoire.

Le, Chapi t rer .1 cont ienf les compléments à la théorie générale 'des
réseaîîx et 'coîigruencos., ^ . 1
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Le Chapitre II renferme l'exposé de la loi des élémeiï tsorthogonaux.
Ce nouveau p r inc ipe me paraî t devoir jouer, dans la (xéométr ie i n f i n i -
tésimale, un rôle aussi impor tan t que le p r inc ipe de dua l i t é dans la
Géométrie algébrique.

Le Chapitre lit est consacré à l 'étude de cer tains systèmes par t icu-
liers (réseaux et congruences) dans un espace d'ordre q u e l c o n q u e .
Quelques modif icat ions ont été i n t rodu i t e s à la no ta t ion adoptée dans
la première Partie : ces modi f i ca t ions s ' imposaient par la nécessité de
ten i r compte de la loi des éléments o r thogonaux* D'autre p a r t , i l
était nécessaire d ' indiquer quelques propriétés des réseaux orthogo-
naux singuliers.

Les Chapitres IV, V et VI sont consacrés à l 'é tude de ces systèmes
particuliers dans les espaces à trois, quatre ou c inq d imens ions . I l
nous a paru inut i le de poursuivre cette é tude d a n s d'autres espaces,
at tendu que les éléments que nous avons i n t r o d u i t s sni ï îsent p o u r
établir les propriétés géométriques de l'espace ordinaire, ce q u i est ,
a u fo n d, n o l re I) u t fi n a 1.

Le Chapi t re VII c o n t i e n t l 'étude des systèmes do cercles et de
sphères. Cette é tude nous a permis de combler u n e lacune de notre
théorie. Autrefois , noire méthode i n d i q u a i t s i m p l e m e n t les propriétés
qui ne dépendent que de la d i rec t ion des é l é m e n t s ; c'est a ins i à ine
dans certains problèmes nous ,avons signalé des réseaux qu i on t îyme
représentation sphérique qu 'une sur face isolhermiqiu 1 ; mais, syl 'oî î
voula i t trouver la surface i so the rmique el le-même, i l f a l l a i t recourir
aux procédés ordinaires ; de là une - impe r f ec t i on de la théoricy imper-
fection ^^ui n'existe plus aujourd 'hui . ,

Kn second lieu, il importait d'appliquer1 la théorie générale à des
exemples. Les applications faites découlent toutes d 'un problème
u n i q u e : le problème des systèmes de sphères 'plusieurs fois (L

Nous1 avons montré les aspects variés sous lesquels se présente ce
problème; nous en avons dédui t un certain nombre de transforma-
tions e t ' n o u s avons ind iqué les relations q u i existent entre ces
diverses, transformations. Les Chapitres VIII et îX wnt consacrés il:
l 'étude générale de ce problème, i ^ !

Dans le Chapitre X nous énumérons rapidement les propriétés des
cas particuliers.
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Le Chapi t re XI est consacré a un cas particulier important : la
théor ie des surfaces isothermiques. Ce dernier Chapitre renferme an
Paragraphe t r a i t an t de la d é f o r m a t i o n des quadr iques de révolution;
on y trouvera la démons t r a t ion des résultats indiqués par l'Auteur
dans u n e Note insérée le 20 j anv ie r 1899 aux Comptes rendus de
l'Académie des Sciences.

Dans un prochain Mémoire nous appl iquerons nos théories géné-
rales a l ' é t u d e de la d é f o r m a t i o n des quadr iques quelconques.

Enf in , i l n o u s restera à déterminer , parmi, les éléments de notre
(héorie, ceux q u i correspondent à des équa t ions intégrables par la mé-
t h o d e de Laplace.

.Nous avons déjà d o n n é dans les Comptes rendus quelques résultats
r e l a t i f s a ces deux proh ie rnes»

CHAPITRE I.
IUÏSEAUX m COKOHUENCKS DANS 1/ESPACE A // DIMENSIONS. COMPLÉMENTS.

SOMMAîKK.

l * 'JU'îHf.mnx* Kwoîulx paraliïdcH. - • 2. HcKeaux points. Coordonnées normîile.s. ••-•- 3. CoD^rucnccs.
Congnu'm'^H pamîlèk'H* — 4. BeHoanx focaux. Coitg'cucncos 'focales. -"- 5. Béscanx et congrucmccs
^onjiii^u^H. -"— ("». ]Nî4<sairx < î f c ('on^'i'iK.'nccH IiurnioiiKiiios* • 7. HelîUîon.s (intre les trois opérations
IH.'c^CtKîcïrtoH. '•--- 8* PvnyÏ6i6 (kt doux <,tot'l^'l'll<';îl(>(:iS coi'ijiig'iK^'î.s à un îïKiï'tte resc'au et de deux
rdHCîurx conjugu^.s lu IHHÎ tuciiu; f'ori^'riKîticc. ~ i)* T^'opridtf1 dî î deux fiongf'uftnce.s harmoniquôs a
un indnKî roBeatî (*fc <Io deux rt^Hoaux liartiloilniiic.s à UI'K' un'me ('oiigî''uencc.

I. Si .r^ ^a> - " ^ ^fi sonl(' ̂ m f o n c t i o n s de deux variables^ et ^satis-
f a i s a n t a un( ï écpiation de Laplace :

. , ^^.r ,. <).r ... àx
i \ ) «••- l••• l l•• l-.-<"=l,> -.- 41- Q "Y-1-1?' / (){z àv au àv

nous di rons que le point M dont les coordonnées sont^,1^» - • • • > . ^n.
décrit un réseau dama l'espace à n dimensions» 1 1 1 ' ,
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Les droites M'R et MS qui ont respectivement, pour paramètres direc-
teurs les quant i tés —et ••— sont les tanwnies du réseau*1 ait à^ °

Deux pointsM(^, . . ., <r,,) et N(y, , . . . , y,/) décrivent des réseaux
parallèles si les tangentes correspondantessont parallèles, c^est-à-dire
si l'on a

àyi _ „ à j ' i
„..„.... -^ j j ^————————— y

ou au
(^) z^( i , ^ ..., n),

^Yi _ y ^'2<'/
•—•—-—— ——^ fil, — " , ' ?

f)^ , ^(?

// y a une infinité de réseaux parallèles à un réseau donné \ 2 j ( i ).

2. Par l'origine 0 menons des droites Or, 0^ para l lè les aux tan-
gentes MB, WT du réseau; ce système de deux d i r e c t i o n s qui dépend
de deux paramètres u et p forme ce que j ' appel le le réseau point para i"
lèle au réseau M.

Soien t^ , ^, . . ., ^ les'paramètres d i rec teurs de Or; yjp r^, . , .,
y]^ ceux de Os. Pour que le système de deux directions Or, Os (orme
un réseau point, i l f au t et i l sull i t [2] que les paramètres sa t isfassent
aux condi t ions

/ ^
t ^=A^+I î^ ; ,

(3)
| ̂  r^/ , ^ f ,I^^L^^ih^

Posons

(4,) 1 ! ^ =X^, r}^ ==p^,1

où X et [x sont déterminés par les équat ions

( ^ } î <)1 - A l ̂  Ï1\ ' ) ) • y -,,"" -:= A, — —— ̂  |)«À àv ^ p. à a

(r) Los numéros entre crochets ( ) indiquoot un envoi an nurnéro (îorrcMpoîidîint de lu
première Partie. Les numéros ontro parenthèses (, ) un ronvol à œîui dp în ^(m-xi^î ïHî
Partie.
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Les relat ions (3) dev i ennen t

1 ̂«, 7);='"'"- • i t
à'f\i r! "— = mii,

\ ()ff.

On voi t q u e les fondions ^ sont dé te rminées à un -facteur commun
près q u i est u n e fonct ion de u seul ; les fonc t ions y à un fac t eu r près,
f o n c t i o n de (; seul.

Les quan t i lés ^ r\ a insi définies sont les coordonnées normales du
réseau po in t .

Soit alors 'M(x^ a^, * . . , ̂ ) un po in t qui décrit un réseau, paral-
lè le au réseau, po in t donné. On devra avoir

(^^^.
1 ou ç / ï

( 7 ) \ .j ()^'i i— ::::; l'a^\ ô^

' D i f l e r e n l î o n s la première de ces éqinUions par rapport à u et la, se-
conde par rapport a u; on aura, en tenant compte? des équations (6}y

fft^t à h , - , <)l . ...
(8) ^^.^.^/^=^+lm^

d'où
f ()h .
\ -r '= IrUf\ o^

(9) ^ /f ,- ::::.: fut,
\ ( î ï t .

I^a ' résolut ion du système (9) permettra d'o.btenir, à l 'aide de
quadratures, I O U H les réseaux parallèles au réseau point .

Les fo rmules (7) et (B) mont ren t que les quanti tés x^ x^, . . .y x^
sont solut ions de l 'équat ion

^x ^ ^ i àh ôx s ai ̂( L Î O ) 1 •^jy ^ % j^-^ 4- ^ j^ ^^- ,

Cette équation (10) est l'équtation du réseau décrit par le'point AL1 •
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En tenant compte des équations (6), (7) et (9) on îw^

ô^i à'ci , ̂ •///- , — . . - —: ii. - . - -+-• i -i—•
au à^ à^ < ) i <

et par conséquente est solution de l 'équation

^^i „-. ' ^ î'' L ^/ ̂ /
(i i) , ^7^; ̂  ̂  -^ -j^ + ̂  -^ ;̂r •

Donc, /o^^^ À?^ coordonnées de môme rang d'une série (le rmww
parallèles satisfont à une même équation de Laplace,

3. Si les droites d'un espace à n d imens ions dépendent de deux pa-
ramètres u et Vf nous dirons qucces droites engendrent une congrwncc
lorsque, l 'une des quanti tés u ou v res tant fixes, les droi tes correspon-
dantes restent tangentes à une courbe.

Si l'on désigne par X < , Xy , . .., X// les paramètres directeurs d ^ n n e
droite d'une congruence, ces paramètres sa t i s fon t a une mémo é q u a -
t ion de Laplace j 3 1 :
/ , ! (PX, ,, r}K ,.,. r)X ,,„( ï a ) —...— ::̂  I» -,-. -+" 0 - - - 1 1 1 1 1 1 •41" B S X ./ ou ô^ au (h'

Si l'on c o n n a î t / ^ q u a n t i t é s X , , . . .^X^ sa t i s ta i san t a I n é q u a t i o n ( 12 )
la dé te rmina t ion des congruences correspondantes se fa i t a l^aide di*
( luadra tures si l 'on conna î t u n e so lu t ion de l ' é q u a t i o n [ 4 |»

/ ., ()^ ,» (ÏÏ. , ..(Û , (ÔV , ()Q, .A.( i31) —.„...,,,„., .̂ . l> .— + () — + ... --.. .-,.., ...,.,.,.«.— |î J Â •,-::, o,
' an à^ au (h \ôf^ à^ 1 /

Deux congruences sont dites par(dl6l^f} si les droites q u i se corres-
pondent sont parallèles. Il y a l ieu, toutefois , d'exclure, dans cette
défini t ion, le cas ou les paramètres directeurs de la. droite ne dépen-
dent que d'une seule des variables u et (]ï,

Si, par l 'origine, on mène des droites parallèles aux droites d ' inné
congruence, on obtient un système de droites, passant par un p o i n t
fixe et dépendant de deux paramètres. Ce système peut être considéré
comme la position limite d 'une congruence : on l 'appelle la représen-
tation sphérique [4.] de la congruence donnée,
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1. Soit G une généra t r ice d 'une congruence, si v reste fixe, la
d r o i t e G reste tangente a u n e courbe en un poin t A; de même si u
reste fixe la droi te G reste t angen te à une courbe en un po in t B. Ces
p o i n t s A et B sont \w foyers de la congruence.

Q u a n d p var ie seul le po in t A décrit une courbe dont la tangente
a pour paramètres d i rec teurs

( i4) Y/=^-PX/,

d'où, en tenant compte de l ' équa t ion (12),

^-of '-. fK.-^^X,,()tt <)v \ <)ii )
Oit a donc

j^-Y/- l- l>X/,

^..OV/..,..(PQ-^-.,.-K)X,.

Ces f o r m u l e s ( ï5 ) mont ren t , que le p o i n t A décrit un, réseau; il en
est de même du p o i n t B; ces réseaux sont les réseaux focaux de la
congruence.

La f o r m u l e 04) met i m m é d i a t e m e n t en évidence le résultat
suivant :

Si ({(MX congruences f^ont parallèles les réseaux focaux correspondants
sont parallèles.

Soit m a i n t e n a n t M(^, ̂ , . • . , ^) un poi^ q^1 ̂ ^ u n ^eau;
MT et MS ses tan génies . , Un p o i n t que l conque N Ç y ^ , —,.y^ de la
droi te MT a des coordonnées de la fo rme

y, ,:•"-:• .yr+'-F1^

Dérivons par rapport à ^ e t tenons compte.des formules (6) et (7); on
aura !

^,[/-..-.p:i-,-^
si l'on choisit p de telle sorte que ! ! 1 ! /

/+ np ==0,
ÀHfi. Êa. A^/7//,, (3), XX. — MARS î9o31.
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le poini: N décrira, quand ('' va r ie seul, une courbe t angen te a .MT; i l
est c l a i r , d 'autre part , que si u varie seul le p o i n t M décr i t une
courbe tangente à MT; la droi te MT décrit donc u n e congruence.
Donc :

Les tangentes d'un réseau décrivent des congrue/ices. Ces congruences
sont les congruences focales du réseau.

Il est clair qu'on a le résultat suivant :

Si deux réseaux sont parallèles leurs congruences focales correspon-
dantes sont parallèles.

5. Un réseau et une congruence sont conjugues si le point qui
décrit le réseau ests i tué s in'1 adro i te qui décrit la congruence j 5 j .

Si l'on coupe une congruence par un plan le point d'intersection décril
un réseau conjugué à la congruence | 3 [.

Les droites qui joignent un point fixe aux '/nn'nts d'un réseau décrivent
une congruence limite conjuguée au réseau \ \ J.

Si deux réseaux sont parallèles, toute congruence conjuguée à / 'un, est
parallèle à une congruence con/ugaée à l'autre [ 5 |.

Si deux congruences sont parallèles^ tout réseau conjugué a l'une est
parallèle à un réseau conjugué à Cau/re | 3 |.

'6. U n e congruence et un réseau sont /iarmoniques lorsque les foyers
de la congruence sont situés sur les tangentes du réseau (^L Le

Fig. i <

système a alors la disposition i n d i q u é e par \ï\fig. i où l'on indique
sur chaque courbe le paramètre qui varie quand on se déplace sur
cette courbe.
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Les coordonnées du p o i n t M é tante , ^, . . . , ;r,,; celles d e A : X ^ ,
X ^ , . . . , X/, ; celles de B : Y,, Y^, . . . , Y^. On aura [ 6 |

( î ̂  )

.„ e ûx,x^^^-^
ou

v - ^ <)•2>/
""-•^"'"^"^F

<'h'

0 e lan t une s o l u t i o n do l 'équat ion (10) a l aque l l e sa t i s font les coor-
données a',, .2^, . . . , x^ du p o i n t M' qui décrit le réseau.

Si deux réseaux sonf. paralUles louie congruence Juirmonù/ue à 1 un
t'^'t parallèle à une co/i^ruence hurmonique à l'autre \ C) J.

Si deux coff.gruenees aont parallèles ioal réseau harmonùjue à r une est
parallèle à un réseau fiarmonù/ue a l'au/re | () |.

/^//{/.er^eclio/i d'au réseau par un plan fixe dèarîl une eon^ruence fiar'
tnoniq'ue au réseau |6|.

Si l'on joint un poin.l fixe culx deux foyers d'une congruenee on
o l ) t i e n l un réseau polnl liarmoflique à aeUe congruence [ G |.

Soient , dans ce cas, O B ( ^ , . . , , ̂ ), OS(7] i , . . . , Y]/,) les tangentes du
réseau po in i ; AB (/y. 2) la congruence ha rmonique . Les coordonnées

y\g. ..

(X, , ^ . , X ^ ) d e A e t c e l l e s ( Y ^ ..., Y/,) de B peuvent être représentées
par tes formules :

v ^ v -72 /
(,7) , X,=^. Y/^...^.

Nous a l lons écrire que si ç varie seul le point A décrit une courbe
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tangente à AB et que si u varie seul le p o i n t B décri t u n e courbe tan-
gente à AB. On devra donc avoir :

àx! ̂  ̂ (^^'^£\, ^ - j (^l ^ ̂
Je " \p q ) ' à a '-^^ " ^

ce qui donne :

d'où

r ̂  -4- ^.. — — ) ̂  r^
^^,^^^-^^-^

À

on t rouve de même

r ôp ()p• -' — ? -1;,— „„„„„: // (nf) ()v ()^ ' f

p.^ - .-> —/. = //^.
^ </^ ( ) ( t . f

On voit que pour obteni r leé congruences h a r m o n i q u e s au reseau
poin t il f a u t intégrer les équa t ions

( 1 8 )

ûp
û^
à^f

— ::i:: nn
û^ •l

Les paramètres directeurs de la droite AB sont

(19) O^qîr-p'fib

En tenant compte des é q u a t i o n s (6) e t ( ï 8 ) on trouve
! ^.L^0^^0!^,,. 1 1

au. """> / ou au hf 1 1

à0i àq ,, <)'/},^^^^^^^,

rr20/ _^/ ^/ ^ ^•^- . / .
• 5111^ - ̂  ̂  ~ c)a 1^1 + ̂ ^^^^P^t^

donc les quant i tés 0, sont so lu t ions de l ' équat ion

,̂n ^/3 ï ^/ ^^ . ï ^ ^9 / î ôp ^ r } y \ ,( .--so} -.—— := - — ,-.- -{..- ~ •.,/.-. — .,4- f'nn, -— •- —/- -" -"-./. ) <j
Otiôv f/ à^ au p ()a d^ \ // ()n (f ()v )

7. Soit G une génératrice d 'une congruence , A et B ses foyers , II
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et K les secondes tangentes des réseaux A et B {fîg\ 3); M un point
de G qu i décr i t un réseau conjugué à G; MR et MS les tangentes au
réseau M; les foyers II et S des congruences MR et MS sont situés
respect ivement sur les droites H et K. Nous ind iquons , dans la

figure 3, quel les sont les tangentes des réseaux A, B, M', R, S quand
une seule des q u a n t i t é s u ou v var ie . On démontre f a c i l e m e n t , parla
Géojrnétrie, dans le cas d 'un espace à trois d imens ions , par l'Analyse,
d a n s l o cas le plus général, que la d ispos i t ion indiquée par la f igure 3
est exacte.

Cela posé, si l 'on considère par exemple la congruence G et le
réseau conjugué M", on voi t que la congruence focale MB du réseau M
est ha rmonique au réseau focal A de G. Donc :

Si un réseau ci une confluence soni conjugués, une congruencefocale
du réseau est harrrwnùfue à un réseau focal de la congruence.

Considérons de même la congruence MR et le réseau A q u i l u i est
ha rmon ique ; le réseau focal M de MR est conjugué à la congruence
focale (î do A« Donc ;

Si un réseau et une congruence sont harmoniques, chaque réseau focal
de la congruence est conjugue à une congruence focale du reseau.
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8. Soient M et N (./y. 4) deux réseaux con jugués à u n e rneuie
congruence G; les tangentes correspondantes de ces reseaux se

coupent , en des points R et S; la droite RS décrit une congruence q u i
a pour foyers R et S [ 7 |. Donc :

Si deux réseaux sont conjuguée à une même con^ruance, la drol.fe
(V'intersection de ces réseaux c/écril une congruence harmonique àcfiacu/i
d'eux.

Soient, de même, G et G1, deuxcongrueucos corr ju^uéessi u n ïnènie
Fig. 5.

réseau M {fîg. 5); il existera 'un réseau (x, harmonique aux congrueuces
G etG-^ Donc ;

Si deux congruences sont conjuguées à un même -réseau, ces deux
eongruences sont harmoniques à un autre réseau.
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<). So ien t G et G, deux con^ruences ha rmoniques à un même

réseau [^Çjig- 5); le po in t M d' intersection de G- et G, décrit un réseau
c o n j u g u é a chacune de ces congruences (7). Donc :

Si. deux con^ruenees sont harmoniques à un même réseau, le point
d'intersection des droites correspondantes décrit, an réseau con fugué à
chacune de ces co'ngruences.

Soien t de même M et N {fig. 4) deux réseaux h a r m o n i q u e s à une
niêrne congruence B.S; la droi te MN q u i j o i n t les p o i n t s correspon-
d a n t s de ces réseaux décrit uue congruence conjuguée à ces réseaux.
Donc :

Si deux réseaux sont harmonù/ues à une même congruence, la droite
r/ui foi/il les points correspondant de ces réseaux décru une eongruence
eo/ïju^uée à chacun d'eux.

CHAPIÏM.E II.
LA LOI DES ÉLÉMENTS ÛRTÏÏOGONAUX.

SOMM'AÏHE*

10. Hiiiiipcî (ICM l'r.sdIln.t.H (''taî^ÎH. î l . Eh»pîu"f*.s (l'ordi'fî iiiipriîr. CongriKiriicci-i et nîscaux' (trilio^o-
ilîmx. I^l'oi^'if'îlt^.s ffK'aîcH. • • lî- Ï't'ojïi'K'ittî ( îcîî (^(hncnts (•onjiii^Ufîs. l.'L I^roin'ifîto (I(t,s (îlciiifiiits
hî<.!'nimïH|ii(*H. 1 4 . Ï^itîiceM (l'oi'drfs pair. (îongruonetî.s orlho^onalc.s. neseilux ortiio^oiiaux.
^vnprîùiw focaIcH. ••t" lo. î^'oin'Kii.f'? (ÎOH (^('•nw.ntH liîii'inonîquos c't conjîi^'iKÎs " • • • 16. Passag'e d'iilt
('^{fn.co h celui fî^ordce ï'noiEidrc'. -"••"• 17* B(.î.s<'.îaux .sefnî-ofilto'gonatix.

10. La. loi des éléments or t i io^onaux f a i t correspondre, dans les
espaces d'ordre impa i r , un réseau, à u n e congroence, et, inversement ,
dans les espaces d'ordre pair, un réseau à un réseau et uue congruence
à u n e congrueuce.

J 'a i é tabl i an té r ieurement les propriétés de cette correspondance
pour l'espace ordinaire. Les propriétés des éléments focaux ont été
indiquées, en ii8()3, dans u n e Note insérée aux Comptes rendus Ç^ur
certaines propriétés' géométriques qui ne dépendent que de (a représenta-
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lion sp/iérù/ue); les propriétés dos é léments conjugués on h a r m o n i q u e s
ont été é tabl ies dans la première Part ie de ce travail [ ; ) ) .

Enf in , j 'a i donné q u e l q u e s appl ica t ions de cette correspondance
[ Sur quelques applications de la loi de parallélisme des éléments ( Comptes
rendus, 1899) |. Nous avons donné jusqu' ici , a n x é l é m e n t s correspon-
dants, le non d ' é léments parallèles. Celte t e rminolog ie ne présente
a u c u n i n c o n v é n i e n t pour l'espace o r d i n a i r e ; mais, dans les espaces
d'ordre pair, el le p o u r r a i t donner l i e n à u n e con fus ion , les mots con"
^ruences parallèles, réseaux parallèles é t an t déjà 'pris dans un a u t r e
sons; c'est pourquoi , désormais, nous appellerons éléments orfho^o-
naux les é léments l iés par la correspondance que nous a l lons d é f i n i r *

Au point de vue ana ly t i que , cette théorie est une a p p l i c a t i o n des
propriétés des expressions (/n, n") de M. Darboux Çf^eçons, 2e Partie,
Chap.YIll).

11. Espaces d'ordre impair. — Dans nn espace d'ordre n •-.- 2p + î ,
considérons un, réseau p o i n t (OR, OS); soient S;,, . . *, ^/, r^, . .1^ 'n,,
les coordonnées normales du réseau (2); nous. dé tenninerons a u n
•facteur c o m m u n près n quant i tés x^ x.^ , , ., x^ par les 2p é q u a t i o n s
l inéa i r e s suivantes :

^-o.
V <Ïc.
i^"'0'

vi rf/'-'<;
^^^,=,-0,

^ sc-n ••= o,

V< ()•!]

i^-J.-"0'

^ ( / l ) ' " • i ' l ' f }
7 x———, ::-::- o.
r^ ^/^•"ll^
- x———. r::- û.

' Juà ( } ^ P - 1

Dans ces équa t ions nous avons, pour s imp l i f i e r l 'écriture, représenlé

I ) a r V AB 1 a s o m m e V A / B /.
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Si l'on t ient compte des rela t ions qui existent entre les coordonnées
normales [équation (6), Chap. I], on voit que le système (2) est
é q u i v a l e n t au su ivan t :

V àÏ2 '̂j-.;̂
^ r)'2 c^••-j^0'

I;- ^1.
ÔVl' '

: 0.

De même le système (i) est équivalent au système

1 2- à-n...̂ o,

^ ^
2 ••••';X --,--„" —r <:),

()(^

^p ^
y '̂ >-.,-.."-...- ^z o.
^ ^^/'1 ^ ()(tP "*

.Los quan t i t és x déf inies par les équat ions (ï) et (3) satisfont (DAH-
nonx, LeçoWy douxieme Parli^^ rïo'/i()5) à une même équat ion de Laplace.
'Ces quan t i t é s soni/ les paramètres directeurs d ' u n e droite q u i décri t
une congruenco ((.x). La congruence G est dite orthogonale au réseau.

Des équat ions (î) et (3) on déduit par d i f férent ia t ions successives
les équations

( ^^0,^--=(

^ ^ àx'
Zà^Ju^'

^ ^^^-l.y;
^^ ^^p-i —•<

^ ï. ̂ .̂
i^-^0-
^ ^y'^
2,^^==0'
^ .f^^j^Ç^ 0,

(6)

^/^^ ̂ , Norm^ (3), XX*
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Celaposé, so ien t (G) unccongruence parallèle à la congrucnce (G),
F le point où la droite G touche sa surface focale quand u varie seul ;
les coordonnées normales du réseau F sont de la forme

a-==Aa;,, •fl;:;-=B.r/+C^,
<)<'

A, B, C étant des fonctions de u et v qu ' i l est inu t i le de calculer; les
équations (5) et (6) peuvent s'écrire

(8)

ï^o,

V •r ̂i^-T----0,

v^l-'s'.-,,.;^-1^

'''îfllt'-1^ dut'-1 •)'

^•^'-=.-.0,

\t^(W
(9) { 2^"j(7^0'

. • * * . » . . * , ( ,

^^)p-t.f,'
^ ç^^-. .,,<,,•

donc toute congrucnce parallclc à OR est orthogonale au réseau F.
Soient alors

(M) un réseau parallèle au réseau poin t ORS;
MR, et MS, ses tangentes;
(G) une congruencc orthogonale au réseau point et, par conséquent,

au réseau M;
F et F. les réseaux focaux de cette congruencc correspondant aux

variables u et v,

MR< décrira une congrucnce orthogonale au réseau F et MS. une. con-
gruence orthogonale au réseau F,.

Supposons la congruence (G) donnée; soient MR. une congrucncc
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orthogonale à son réseau F; M le point où MR, touche son enveloppe
q u a n d u varie seu l ; d'après ce qui précède, la congruence G sera
or thogonale au réseau M.

Ains i , à chaque direction de congruence on fait correspondre u n e
d i r ec t ion de réseau, et inversement ; les réseaux e l les congruences
a ins i associés sont d i t s ortfiogonaux, et l 'on a le théorème suivant ,
q u i d o n n e les propr ié tés focales des réseaux et congruences asso-
ciés :

Si une congruence (G) et un réseau M sont orthogonaux, le réseau
focal V de ( G) (fui correspond à la variable u et la congruence focale MB
du réseau JV1 qui correspond à la variable u sont orthogonaux.

Il en résulte que les diverses congruences d é d u i t e s de (G) par
l ' app l i ca t ion de la méthode de Laplace sont orthogonales aux réseaux
de même rang dédu i t s de (M) par la méthode de Laplace.

12. Soit .M' (y î ,y^ . * . , y^)un réseau parallèle au réseau p o i n t O R S ;
on aura | équat ion (7), Ghap, 1|

^fij^ ^ ^.Yi
Jv l'ni,

e(, par conséquent, les formules (i) et (2) donnent

V -(!^
2é x au ~ oyau

, à\Y
' Ju^
^y

^^,=0,

V.. ̂ 'yV^z
Zà "t Ju^

^ ()y .x — •=: o,à^ï.
•^r^.y

^/..^=0,

. » . . * . « • • • » . y

,̂ ()P y
y ^ sL ::^o.
Ànà ()^
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Bemarquons que les quantités y^ y^ , ..., y^ satisfont à l 'équation

à^y _ i àîi à y ï (îl ôy
au àv "^ h Jp au t au àv ?

et que, par conséquent , les équations

^ <^y •^-\ ()y
( r i ) Z^^ i^-0

entraînent l'équation
/ . VI (^ Y/ . vi (^ y( 1 2 ) > .r"—-1- :-^o.

Ail ()u (j^
( 1 2 ) > .r"—-1- ̂ o.

^d ()U ()^

Des équations (11) et (12) on déduit en di f férenl iant

t o v ^ à^ à'y , 'c'̂  àx ôy
W ^^^=o, i^^-o.

et, par conséquent, si l'on pose

04) Q^^xy.

on aura
àO _ ̂  ô.v
^ ̂ ^^^

( î 5 ) . ^-Y^fy
" j rÀ^ ""'1'"1~^ ^^ 1 / ?

f r)26/' ,̂ ..̂ , <)âly^ ^^ —^ ̂ .^y.

' Les équations ( ï4) et(ï5) montrent que 0 'satisfait à. la même équa-
tion de Laplace que les quanti tés x,, x^ ..., x,^ II en résulte que le
point P(X^ Xâ» ..., X^) dont les coordonnées sont

X^= •g.Z^

décrit un réseau.(P) conjugué à la congruence point (G)..qu,i a pour
paramètres directeurs x,, x^ . . . ,1 ,^< En introduisant, ' au lieu de x,
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les quantités X dans les équations (9), (10) et (i4), on aura

I;X,y=,,

9^

V x "y — n,̂y
• tuy ^ . ,..„ — <•)

Àui OU '

( '7)
i y x "J
/ ̂  àu^

()\y

V Y ^^y2^x ̂ ?

(iB)

^X^-o
^ ' ()ç " " ?

V x ̂ )y - o
^ A- ô^ """ ?

V•X<)/;<r.:„::o.
ÂMi ' " ^(^

De c<?s équat ions on d é d u i t

( î 9 )

,r}X
( j j^

^X
'^/?

^n (î \^-,ia~-"-
^
^ ^X.^y ^^,^ ,.

^ dX

Sr

(^0)

^ 6/A.

i^;^0-
^ ^^X^y^^o,

^ ()f'"X.^ y ........̂ ........... "«-
Af1 î,'/'

Le^» équations (H)) et (20) montrent que la congruence (U^, qu i
a pour ^ paramètres directeurs y^ y ^ , . , 1 . , y,^ est orthogonale au
réseau (P)^ qui a pour coordonnées X,, Xa, ,.., X^- Or on obtiept |5]
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toutes les directions de congruences conjuguées à une direction de
réseau en joignant un poin t fixe à un réseau parallèle à la direct ion
d o n n é e ; d o n c :

Si un réseau est orthogonal à une congruence, toute congruence con-
juguée au réseau est orthogonale à un réseau confugué à la congruence.

En reprenant les calculs en sens inverse, on démontrera i t que réci-
proquement :

Si une congruence est orthogonale à un réseau, tout réseau conjugué
à la congruence est orthogonal à une congruence conjuguée au réseau.

13. Soient

(G) une congruence, F et F^ ses foyers Çfig. 6);
(M) un réseau orthogonal à G, MR, et M'S les tangentes de ce réseau ;
(p.) un rése-au harmonique à (G-);

Fig. fL

on sait (7) que les tangentes du réseau (p.) sout [XÏ^1 et (xF, La con-
gruence décrite'par p.F étant conjuguée au réseau (F) orthogonal à la
congruence (MR), il, y aura (12) sur MR un point P q u i décrit u n
réseau orthogonal à la congruence (|^F); soit PQ la tangente à ce
réseau, quand ! ^! varie seul; l:a congruence (PQ) est harmonique au
réseau (M); d'autre part, la congruence focale (PQ) du réseau, Pcst
orthogonale (n) au réseau focal (pi) de la congruence ((xF), donc :

Si! une congruence est orthogonale à un réseau, tout réseau harrw.h
nique à la congruence est orthogonal à une congruence harmonique au
reseau.
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En reprenant les raisonnements en sens inverse, on démontrera de
même que :

S'( un réseau est orthogonal à une congruence, toute congruence harmo-
nique au réseau est orthogonale à un réseau harmonique à la congruence.

\A. 'Espaces d'ordre pair.
Considérons un espace d'ordre n^ip-, soit (ç) une eongruence

de cet espace, y^ y^, . . . , y^ les paramètres directeurs d 'une droite (j
de cette, eongruence; déterminer n fonctions x^ x^, ...,^ par les
équations
( 2 1 ) V ^y == o,

2-

2- ôaf'-1

^y

V, ,-yt "• >.,«.,.< /"k

À^^-"0 7

^ ()P i y^p îy

ï)1^""-1'1^J^^^

(les équations déterminent , en général, les fonctions x à un (acteur
commun près; ces fonct ions x satisfont (DAHBOUX, Leçons, deuxième
Partie, n° 403) à une même équation de Laplace; ̂ , x^ , , . , x^ sont
les paramètres directeurs d'une droite G qui décrit une eongruence (G).

.Des équat ions ( ^ r ) , (22), (^3) on déduit
[. ^n àx>.y—=o,s/ au

^f)p-i^
^y'j^i =f

^ f),r
J^y^ (

^ ^""^.r

^^ ^ .̂1

(a 5)

On voit qu' i l y a réciprocité entre les x et les y ou entre les con-
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gruences (G) et ((|'). Ces congruences sont d i tes orthogonales.
Considérons le foyer F de G, qui correspond à la variable v, el. le

foyer y de Q qui correspond à la variable v; soient II et h (,/iff- 7) les
secondes tangentes des réseaux F et CD.

Mettons en évidence les coordonnées normales Ï,, r\ du réseau F
et Ç', yi' du réseau cp; les quantités x sont proportionnelles aux quan-
tités Ç et les quantités y aux fonctions r\\ de sorte que les équat ions
précédentes peuvent s'écrire
(a6) 2^

y^'A-> ' <)n^.ï=°'

(27)
^.-.1.^^^/--w
'tilt''-1^ç.^=o.

^ ^.^,
^ ,,--.. o,

w
^)p-l^f
J^p=r ==10»Vt^:;.

^-' (î(^

1; / ^rj/ -ç" = o,
^^

(29)

s ^-i^
•n -ï——? ==o,

(^M/'1-1

2"'/ ̂^ — = 0 ,^^
(3o)

^/>-t^y^ :̂lâ^' /)^-i^^^==0,
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Mais la relat ion
^/ , ,— -=nW
àv

rnontre que y/ ̂ r • " ? (~Y—L- sont fonctions linéaires de —L? —4' -"> —?-;1 i <7r fh^-1 à^ à^1 à^^
(le sorte que les équations (26) et (28) donnen t

2 .^-'
' (h-

V^=o.
1 ^ (:a (^P

l/à première des équ^itions (^7) donne (on suppose m'^o)

(32) 1 S^'^0-

.l.es équa t ions (3s) el (32) sont équiva len tes aux suivantes :

(33)

W)

Si l'on remarque que

2^--^
yi.,, à'i.
li^^--0'

^ v 0 " ^
àv''

V^^=o.
jU b ()p^

àî— ^n'{},
àv

^ <net que, par conséquent, ^ ^^ • • ^ ^1 sont fonct ions linéaires
an ô^n< j ( * ^ ^ ^ , ... ^ i _^,, on pourra écrire les équations (34)

]̂ =.o,

anV^-rO,
j,̂  c3 à^ " '

r)^1^
-S F : 0.

\ j^^ à^1

^nn. Éc. Norm^ (3), KX. — MAKS 1903. ï3
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De même, en tenant compte de
(W ^/^/,au

on pourra écrire les équat ions (27)

^ S.'-.»
(36) . ..........

Vï^'-o
I Zà-^uf-^ "

qui e n t r a î n e n t les suivantes :

\ ^=-
(87) • ...,...,..,

V£'^=o.A-î^ rh/,^1"'"

Mais, \\ cause de la condit ion
(hi[i-. ^ ̂ /;,au

les é q u a t i o n s ('37) d e v i e n n e n t
^ ^ ^rj^,^=0.

(,38) - . . . . . . . . . . . . .

^^^'" '^^o,y ï/ ̂ _7
A»(^ rf//,/^-1

Les équations1 (35) et (38) mon t r en tque le^ congr iK^nce^ (A) et ( H )
sont orthogonales.

Cela poséy considérons un réHeau que lconque F; soil ( ( î ) la eoïî-"
gruence focale quand a va r i e , ({{) u n e congruence o r thogona le» a ( ( i ) ;
y le réseau tbcal de ((y) q u a n d e var ie ; les réseaux F et o sont d i t s
orl/iogonaux.

D'après ce q u i précède, on peut énoncer les résultats s u i v a n t s :

Si deux congruencefî sa ni orthogonales le réseau focal u (la l'u/ie eal
orthogonal au reseau focal v de l'autre.
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Si deua' réseaux sont orthogonaux la congruence focale u de. l'u/i es'/
orthogonale à fa con^ruence focale v (le l'autre.

15. S o i e n t OBS(^, T]); OR'S^'I;', r^) deux réseaux p o i n t s orthogo-
naux; M ( y i , j ^ , . . . , j ,/) un réseau p a r a l l è l e a O B / S ^ d e sorte que
l 'on a

ï)r ,..,^ ̂ /i^
ou

^ == w.
<)^

En (enani coinpie de ces relaî.ions on pent écrire, de la façon suivante,
les conditions d'ortho^onalilé des réseaux:

W)

(4o)

Cela posé, si l'on

ClO

^ î: ^Y

2u ^ ou

V ;-^""lî.r
2^ ^;^//-:1-1

•̂  ô r
^7)7,.

Y <)''y
li 'f' ô,,» "

';i il,

A =2

:;-:: 0,

:'-:::•' o,

'::" (^,

•:;::: < 1 » ,

t» '»

V^y^
^ s r}^» -1

v - ^ ^ y .
ÂÀ c- (}{-f1'

^y

l- ,̂

vi <)i' ' r
2i rl ûv" ' 1

Jî := ̂  ̂ >',

::0,

•' 0,

•-1-'-:: 0,

:;̂ :: 0.

2.-r
2^-0' 1;^(44)
n 6?)'' ^ ày^ ;̂ »i.L :-1-:.: <1::), >, .::r -,•/- :;:-:: o,

^)f^iy ^ ^p^iy
•%, ,.yl, • 1 ,"/.. .-.....- f) ^ T» «.„<,»„....„.,« J'«. -̂; <••).Zi^^f-1 " ' M (^"-i

(.1')

on aul'i»
, . ()A ,, ôii .

(/,a) ,-• ---- / t t î , ) • =- / /<A." ' ' ()\> ( l i t

l) osons iilîtiiileiiiint

(/(;$) ./.•::-. 1 Î Ç — A Y»,

On au ra cvkicf i i inei i t

fcf
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Ces é q u a t i o n s m o n t r e n t que les con^ruences GC.^, . , . , .,r,/) et
(i(.7i, ...,,/,/) sont or thogonales . Or la. congruence G est h a r m o n i q u e
au premier réseau (6); la congruence (i est conjuguée au second ; en
choisissant c o n v e n a b l e m e n t le réseau M on peut ob t en i r u n e d i r e c l i o n
quelconque de congruence conjuguée au second réseau. I l f a u t dé-
mon t re r aussi, que l 'on obt ien t a ins i tou tes les congruences bannn-
n iques au premier, il suff i t p o u r cela de v é r i f i e r que , si A et 1} sont
des so lu t ions du, système ( 4 ^ ) » les n v a l e u r s dej d é t e r m i n é e s ( K i r les
équations

A. =

/?A .-.-...-,
ôd """

^^A
Ûl^^ ^

2
1;

^u

iy>
Oc
Ji^'

()^ /;
àu^ y f

U

fW
7h1

(j^-^n
(h.^-^

-^
-2
-.. yj6nj

^y^
<hi
^ } " '

ûP^ri
^^-i ''

satisfont aux conditions (38) et (48); cette vérif ication est f a c i l e ;
d o n c :

Si deux réseaux soni orthogonaux touifi aon^nw/tw co///uw(^ à l'un
(^l orlhogonale à une congruence harmonu/ue à l'autre et ifi^wnif^ft.

Soit m a i n t e n a n t (x ( * ( (,1 deux con^mences o r t i i o^ona le s ; le résean F

!-^. H.

do G est orthogonal au réseau ç de (y (fig. 8;; soit M un réseau quel
conque hormoniqoe a G; la congruence (bcale p de M pass(1 ^"V e
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est conjuguée au réseau F; donc i l existera une congruence (PQ)
h a r r n o n i q u e à ç et or thogonale à (MF); les réseaux focaux (M) et(P)
de ces congru en ce s sont o r thogonaux , or P est conjuguée à (j. En
f a i s a n t les ra i sonnements en sens inverse, on mont re ra i t que tout
réseau. P c o n j u g u é à ( { est o r thogonal à un réseau M. harmonique à G ;
donc :

Si deux con^ruences son! or/ho conciles (ou! réseau eonfugué à l'une
est orthogonal à un réseau harmonique à l'aulre, et inversement,

KL Prenons dans un espace d/ordre n ^ 2 p - + - i une congruence
G(;r^ a ' ^ , . . , , .z^) o r t h o g o n a l e a u n r é s e a u ORS(^, . . . , ^ ; Y ) ^ . . . ,T]^) ;
soi t 0 u n e s o l u t i o n de r é q u a t i o n de Lap laco à l a q u e l l e sa t i s tout les
q u a n ( i f é s .r,, .v .j, . . . , ,r^ ; ] ) o s o n s

•Y.,...,...,., tr/
^ l - J • •

Les équations (:'?) et ((5; et les équations analogues obtenues en
nu'jnpiaçauf S par y] donnout

^ .ÔX ^ <)^ 1 .
' ' ! i 1 " 1 0 » Z^^ ̂  ^(^

^ . ^x ^ o ̂
1,^ l•r::o- ^ôu

^ . f)^ X, ^ à 1 9 X
^^•-^ 2^^-CT . f)^ X, ^ à 1 9 X^ ^ -o, >.^/,,,.=0"

Si l 'on su| l l^pose 0=^, X^"=i : ; dans les sornnies (40) le terme qu i .
correspond à la coordonnée d 'ordre n est nu! ; on p e u t donc supposer
qîwles sommes (^G) sont ef lec tuées sur les (n — i) premières coor-
données ; sous cette forme les é q u a t i o n s m o n t r e n t q u e le p o i n t M qui
a pour coordonnées ( X , , X.2, . . . , X,/^) décrit u n réseau, or thogonal a
celui qu i a pour coordonnées normales ( î , , . . ., ^-i ; ï j i » • • • » ' î ' [ n . ~ \ ) ;
donc :

^ da/iH un espace d'ordre ^p 4" i u/ie congruenee G et un réseau \\.^o'nl
orthogonaux, la trace de la.eon amenée G dans un espace d'ordre 2p et
la -projection du réseau II dans le même espace forment deux réseaux
orthogonaux.
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On démontre de même les résultats su ivan ts que nous nous bo rnons
à énoncer :

Si dans un espace d'ordre 'ip 4- i une con^ruence G et u/i reseau H
sont orthogonaux, la projection de G sur un espace d'ordre ^p et la (race
de Rsur le même espace forment deux con^ruences ortho^o/HtIes.

Si dans uu espace d'ordre 2p deuv congruences sont orthogonales^ lu
projection de U une sur un espace d'ordre 2p — î et la (race de Vaulre
sur le même espace fortnent une congruence el un reseau ort/iouonaux,

Si dans un espace d'ordre 'îp deux réseaux sont orlhownuuXy la trace
de l'un sur un espace d'ordre 2p — r et la projection de r autre sur le
même espace forment une cnngruence et un réseau ort/io^onaux.

•17. Doux réseaux M(^, ..., ̂ ) et W {x\, ..., x^) sont dits se/ni-
orthogonaux si la tangente de paramètres de l'un est |)orpendiculaire
a la tangente de paramètre r de l'autre (fig. 9).

Fig. <).

N'

Si ^ , , ..., ^ ; 7 ] j , . . , , ï]^ sont les paramètres normaux des tangentes
MR, M.S du premier réseau; ^p ..., ^; r^ ..., r^ ceux des tan-
gentes M'B/, M'S^ du second, on aura :

(Al) 2s" 2.?
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On en d é d u i t pîir d i f ï c r c n f i a t i o n , en Icnant compte dos équa t ions

f ^ -„.,. ^-..,-
^p - • • • • •

^——
^ , 6^
^ r/ -," -:": — m

^
^

(,,S)

——- =r //r f
ou '

^•y;,.--"'^
V^ ^ (h/ ^ ,z^1^1^'- '7^^-^ ^ ^ç'

v^ ^/
j^5'^ ^r

^ ;-/ ^^ v.,^^//^ ^^
"""̂ 2<^"^2i^'

Soient (H ) c tCS^ les seconds réseaux ioca.iiK des con^ri.Kynces ( M H ) e(
(M^^, je vais démonirer que ces réseaux soiil semi-ortho^oî ' iaux;
les tangentes BM et S^M7 de ces réseaux sont déjà p e r [ ) e n d i c u l a i r e s ;
i l reste a é t a b l i r qu ' i l en est de même des l an^en le s 'KL et S'il.

Or les coordonnées (y,, * . •»j^.) du po in t H peuven t s'écrire

j- == a' 4- p^.

lin d i f l e r e n t i a n t on trouve

^y . . ( . , ^P\ , , ^^,,,^A+^j +p^,
r),^ ;. /)p

4- ^( /4" / ^p ) *j ^^ — -* f)^

Pow ob t en i r lo foyer R i l fau t sii))poser

/ -I- np ;::.=: o.

Kn d i f ï e r e n t i a n i cette équa t ion par rapport à u on aura

/, ()D\ ( ) l lH /f .^ .. i, ^ p ., ̂  r:: <:».
\ ( } ( ( t ( ) f l

(:H)

i,a comparaison d( ï la p remiè re é q u a t i o n (îo) et de l ' é q u a t i o n ( 5 i )
montre que les paramétres d i rec teurs (le HL sont propor t ionnels :

(̂  ^^ ;-
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On voi t de même que ceux de S'H son t p ropor t ionne ls :
, Ori' ôm' ,m' — — ——y/.

à^ ôv
I I faut: donc vér i f ier que

^ / ^ àn.\ ( ,à'n' àm1 \^[n— "- -— c m' — -— ——r/ •. : - o,Ad ^ ()u ( } ( { , -y ^ <h' ()^ j

ce q u i est imméd ia t , en t e n a n t co rnp i e des é q u a t i o n s ( ^ ' ^ ) e( .(."l;))-
En par t icu l ie r , si le réseau M est or thogonal , i l e s t se rn i -o r t i io^ona l

a lu i -même; donc les seconds réseaux focaux ( î î ) et (S) de ses eon"
amenées focales sont semi-orthogonaux.

CHA.PITB.E 1.11,
PHO'PRÏÉTÉS COMMUNES A TOUS LES HSPAŒS.

SOMM'ATÎM-;.

liS. lîcson.iix l'^ctaii^'iilairos. --- 10. PKÎ.SCÎI.UX 0, /-•, 0. -111-- ^O» n^wauK imli-L itf'îHcim^ {tiiiiiK';1»}»}!'
— 2 1 . Con^TiiciicoH î, /;, t. — 2^. Goii^riKîncf.s (.;, p, (.;. —" ^;L (^my;i'iïi'îu'(w iitillcn. Coti^ritcjK'i
aliplicabic:1». — S!^. H^sctanx conjugua aux ('(nig'i'itf^iccM //, I. CongTucnccs ronjn^'iK^is un'x l*( :

scuux /->, 0. — Î5. Con^rn(sn<;(,!B h.'n"m<'»ni<pios .'inx l'c^s'îtiux //, 0. nds^'tux hn.vmmm{nw !MK, coi
^'ï'ncncfiH /), (;. — 2(». Con^î'iifirK'cs lut;pniotii<|U(;K îiti'x rf't.seînix iiiïi^lcîijilcs. î;i(Î.S(;•îi,!lX hîi.i'tnonHjiH
îulx congriic'ncfïs /^ I. —27. Congru onces (•oiijn^uf^'.s uiix i"(^cuiix iijijtli<.;n.J»$cH. Il(;s<lîll,!l^?; ('oitjit^'Ut
îi.nx cong'ruoncc.s applicables.

18.1 /Un p o i n l M ( X i , . . ., X,^) décri t un réseau rectan^ulaife lorsque
les tangentes à ce réseau sont perpendiculaires; soient alors ^, 1 ,̂ ..,,
^î ^ i » ^^ • • • » ̂  les paramètres normaux des tans^utcs MB, MS du
réseau; on devra avoir 1 1 1

( i ) S^"0'

On aura ensui te
[ àX ^ ^X, . /^ =//,,„ ^,=/^ 1

('>-} ^
J ^ , <)/ ,f — :=. ///? -,... •-=. lin
\ ô^ au
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et par conséquent

(3) V Ç ^ o .
jU ( ) ( { , ()ç

Les coordonnées X < , . . ., X// sat isfont a l 'équation

/ , . ^X i 6)A c)X î ai ()Xi f, \ ___ — _, _ _ i__ _ _ _ ^
(}u à^ " li à^ Ou l Ou àv

1/équation (3) est équ iva len te à la propriété suivante :
L'équation (4) admet la solution

(5) P-S^-

Cetl'e • [ ï ropriété caractérise donc les réseaux rectangulaires.
De» l ' équa t ion ( ï ) on déd'uit :

à ^ ^. ^ ...^^-=a«^=o,

i) 'V^ rt V .-

îîa^1 ̂ -^^Z^^07

(»i par conséquent

(6) 1^=^ ^^^.V,

II étant fonct ion de u seul. et V de y seul; si U et V ne sont pas nuls,
on pourra (^) réd'uire, par un changem.ent de variables, ces fonctions
à l ' un i t é . Dans le cas général, on pourra supposer

(7) 2^^ S'^^^

et par suite*

( 8 ) . ^ ̂ X2 = A2 du?' -+- /2 <;/^2-
'

Si, au contrairey U est %w\, on aura

W^V1

. , 1 1 l^}-01- , : . ! • ^ !

Les courbes ^ du1 réseau sont des courbes de longueur nulle. ' . ! ,
Ânîi: Éc, .Norm., (S) , ,X,X* — MÂBS Kjoâ. l^



io( ) c. (;i;ir.iiÀin).

D'une manière p lus générale i l peut a r r ive r que

9)

v- v^V v/^'^V
i^0' 1[^) ^°' • • • • i(^7rf} :- 0

/ ^ \ a /<•)'/-lyA'1^°' • ib-.)-0' • • • • l(j^-î -0-
On en clé cl u i t fac i lement

( 1 0 )

^X.V W^XV Y^ /^XVV/^V YI/^/ 'X'
-M^J ~"°' • • • ' 2A ̂,^</ -0' ^^<^=0' • • • ' Z[^) "-0'

^ / ( /X \ 2 v/ 'û '2X^ Î v./^XV
1 W -^ 0' i ̂ ) =-- 0' • • • ' i ( ̂  ) ~ <.t•

(..^^s réseaux par t i cu l ie r s sont des réseaux rcc lan^ula i ros singuliers.

'19. Un i^éseau 0 est un réseau reelangniaire non»nn^ulùlir\
Pour un tel réseau on peut poser ;

^ <«•-> ^ •- ^^ ̂  =: i, ^ ̂  ̂  o, ^ nî =: i,

^ ^)XY, ^ JX 6?X ^ / ^ X VZ^111^^0- Z^r^-0- Z^?^—
A cl iaque réseau 0 on peu t fa i re (um'espondre (première Par l i e ,

( ^ I i a p . I l ) un d é t e r m i n a n t or thogonal , qui est le même p o u r tous les
réseaux 0 parallèles.

Nous avonsindiqué , dans la pren-lière Par t ie de ce t rava i l , le moyen
de io rmery pour les espaces d'ordre ( f u e l c o n q u e , les dé te rminan ts
or thogonaux el les réseaux 0. La .métirode i n d i q u é e permet aussi, on
le voi t , de former ainsi, de proche en 'proche, les réseaux rectangu-
laires singuliers. , ! - /

Un réseau (M^de Pespucc à n dimensions est/^ 0 s'il est, la projec-
,iion d'un réseau 0 de l'espace n + p — :r d imensions . Soit alors^,
x^, . .,, x^ les coordonnées1 du poin t M» on devra pouvoir trouver
p — j1 fonct ions, y^ y^ ., .,,y^»i, satisfaisant à l 'équat ion du réseau,
et telle que

V ^x ̂  L- ̂  ^y ^y
, . ; ^ au ()y Àuiju 1)ç'

< yY^Y+y^Y.o y/^y ^/^y ,
^\<)u) ^ Z i { à u } < ^ À^^;4"^^^
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Les ( o n c t i o n s V i , j^, . . .,y^-i sont dites les coordonnées complémen-
l air en du réseau (M) .

Si ^ , , ^, . . ., î /^ ; Y ] , , T]^, . . ., Y]^ sont les paramètres normaux du
réseau p o i n t parallèle à (M), on aura

ôxi ^ à^i .-—— r= I I ̂  —— ===/- /}; ;
( ) ( ( 0^

on pour ra dé te rminer des quan t i t é s ^ , , . . ., E', ^ ; T]',, . .., r^ , par les
é q u a t i o n s

^ _ /, ̂  ^y' i /^^^- ^-^.•

On a u r a , par c o n s é q u e n t , par un choix convenable de variables //
^•^Oî) ) .

l S^^Z^^^"0-
JS^^Ï^-1- 2^2^=°-

.l^^s (.juanlités ^, . , ., ^^.,; y]^ .. -, ï)^,, sont les paramètres complé-
we/zicure^ du réseau pointp, 0.

20. Un réseau, nul est un réseau rectangulaire dans lequel les
courbes du réseau sont des lignes de longueur nu l l e , 'ma i s qu i ne pré-
sente pas de par t icular i té d'ordre plus élevé.

Si o^, • . - , x^ sont les coordonnées d'un point M qui décrit un
réseau n u l , on aura

/ ^i/r^V ^<te àx ^fàz'Y
(i(^)-°- i^^0- , l^)-0-

( l3 ) i ^/^^y..,. ^/^^y^( 1(^}^ .lv^J<0-
Si l'on in t rodu i t les paramètres normaux ^, . . » , $/,; 7]i, . , ., T]^ du

réseau po in t correspondant, on a u r a ' , ! . • • !

( ^;^=o, J;^=^ .^•n^o,
( Ï 4 ) : '1 i • 1 ï /^V>o yY^Y>o : 1 • 1 1 •( 2^[ru) <0 9 2.^^ <0-
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Un réseau M (x^ ...,^) est di t applicable sur un roseau (y,, . . . , , r^ )

si l'on a

• ( l^^l/y2"
i V^!;ïY>W^V ^/^V^/^yV( ^\àu1} <^\D^)7 2rf\^y <ZA,ô^) '

11 en résulte que le point Q de l'espace à n 4- p d i m e n s i o n s q u i a,
pour coordonnées^^ x.^ . . ., x^ (y,, iy^, . . ., iy^ ( lécr i l (ui rés(*aii
n il 1.

21. Une congruence est I lorsque les paramètres d i rec teurs X, , . . . »
X^ de la droite q u i le décrit s a t i s f o n t aux c o n d i t i o n s

(.6)
^X-o,

^ / / )X\ 2 , ^ /r7X, \2v/^Y^, ^f^y^J 1 oy 2^1.^; •Z[jr,) <0- 1^7}
La première équat ion (16) donne (ac i le tnen t , en t e n a n t compte de

l 'équation de Laplace à laquel le s a t i s f o n t les (onc t ions X , , . . ,, X / / , la,
relat ion

^X <)X ,-:•:: o.07) Ir r-0-Àwà ( ) l t f}^

On peut remarquer que les condi t ions (î(>) subsis tent quand on m u l -
tiplie les quantités X par un même f a c t e u r . s , !

Une congruence est/?, I q u a n d ' e l l e .est la projection d'une con-
gruence I dansTespace à n ̂  p — i .dimensions.

Si Xi , Xa, ..., X^ sont les paramètres directeurs de la1 droite q u i dé-
crit une congniencep1,1, on pourra t rouvera — î fonct ions Y^ , Y,, ...,
Y^^i, satisfaisant à la même équation de Laplace que les fonc t ions
X^ , X^, .. ., X,, et telles que l'on ait

VX^,SY
( i8V ' ^ ^

^^^y^-o.

j vf^Y^y^IY-o W^v ^/^Y-? 2î ,J } li\ou) <of 2^5,7 41^^,^l^)^- Z(^) ̂ 2.^)^-
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Les quan t i t é s Y < , Y^, . . . , Y^.^ sontdi tes les paramètres complémen-
taires de la c o n g r u e n c e p , I .

2â. Une con^ruence est C lo r sque , entre l 'équation de Laplace, à
l a q u e l l e sat isfont ce& paramètres directeurs X.^, X^, . . . , X^

(^X _ ^ <)//. r)X ï <)/ àX ^
u<)) ^^^ ^ U àv Ju ^ T Tu ̂  + '

et les paramètres directeurs eux-mêmes, existe la relation

(20 ) ^ x2^/^!:!2"-!-/^2,

( î et V é t an t respect ivement des f o n c t i o n s de u seul et de ^ seul, ces
j o n c t i o n s ne se r é d u i s a n t pas à r;éro,

On voi t f a c i l e m e n t que la c o n d i t i o n imposée ne dépend pas du
f a c t e u r par l eque l on peu t m u l t i p l i e r les f o n c t i o n s X^ X^, ..., X^.

U n e con^ruence de l'espace a n dimensions est/?, G si el le peut être .
cons idérée comme la projection d 'une congrucnce C dans l'espace
a ri -"•}-'? — î d imens ions .

11 en résu l t e que si X.i, X^, ..., X^ sont les paramètres directeurs
d 'une droi te qu i ' déc r i t u n e congruencc p , G, on pourra trouver/? — î
f o n c t i o n s Y|, Y^, . » , , J^.^ sat isfaisant à l 'équation (19) comme les1

quant i tés X, , ..., X,, et toiles que :!

( -ri ) ^ X2 + ̂  Y2 = ̂  l,!2 -f.~ F V\

U (*t V étant respectivement des fonctions de u seul et de ^ seul qui
ne sont pas nul les .

Les fonctions Y^ Y.,», * . . , Y^ sont dites les paramétrer complémen-
taires de la congruence/?, G.

23. Une congruence est d i te nulle lorsque les paramètres direc-
teurn X^, X-a, - •^ X^ des droites de la congruence satisfont aux con-



1 .1. 0

(1 i t i o il s :
c GinciLuii).

vx^
v^v2.
2dlJJ/7; -
.v f^y.
^ \, ^«2 7 ':

yf^Y^ \, rA- )
•^ /rf'-'X'.̂
2

On vérif ie f a c i l e m e n t q u e ces c o n d i t i o n s res tent s a t i s f a i t e s si l 'on
m u l t i p l i e tous les paramètres X, par un même ( a c t e u r *

Une congruence (6) de l'espace à n d i m e n s i o n s ayan t , pour para-
mètres d i r ec teu r s Xp X^, ..., \,^{ applicable sur •unecongruence l l <le
l 'espace \\p d imens ions , ayan t pour paramètres d i rec teurs Y( , Y^, ...,
'Y^, si les quan t i t é s Y satisfont à la même é q u a t i o n de Laplace q u e les
quant i tés X et si en outre

^xî--^'
(9.3) v ̂ v v^^v v/^v ^Yy

' À (, <;.- / '

v^;XY..y^vr.
Z[DH) -2^j«;' 2l<),;:^ \<ît

y (^M \ < ) v 1^/^x.Y,^/dn
^ \()fl.îj •'• ̂  \(Wau'1

l i en résulte quo, ( Inns J'cspïico à n. -t- p ( l i r r i e i i s ions , la congruence q u i
a pourpar in t iè l rc ( l i recicur X,, X;;, .... X,,, (Y, , <Y,, ..., /Y/, est, inu1

congruence nulle.

îi. Tout réseau, conjugue à une con^rwiu'e \ csi ().

En (;iï'ct soient X.,, Xa, ..., X/; les paramètres diroeteurs ( l 'une ron-
gruence I, 0 une so lu t ion quelconque de l 'équation à laquel le satisfoni
les quant i tés X. Le p o i n t M q u i a pour coordonnées (a-,, ..., y,,),
Xi == '-j, décrit un réseau conjugué à la congruonce po in t et l 'on a :
(16)01(17)

;S^2x-o.
v/^v- l v^^y:^ vY^\2 i^i v^ fâxy

W •2^\àu) -û»Z^;<0' 2-i,(j(T/=$î2<
'̂  ̂  ose __ j -^ ^X <)%
^ ou 'de' = Ô1 Zi 'Ju Tv =: o,
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donc le p o i n t M décr i t un réseau 0. Tous les réseaux conjugués à la
congruence 1 son t para l lè les aux réseaux M (4), ce qui démontre le
théoreine.

Soient m a i n t e n a n t X^ ..., X/, les paramètres d 'une congruence 2!,
Y, le paramétre complémen ta i r e , 0 une solut ion deFéqua t ion despara-
m é t r é s ; posons

X, Yi^T' y^r'
l.e po in t (^i, ..., x^ y^ décrit dans l'espace à n -h- T d imens ions

((iMréseau 0, Si 0 ̂  Y'i la coordonnéeyi est constante , le point M de
coordonnées^ , .2^, . . . , x,^ décri t u n réseau 0; si 0 est que lconque ,
ce p o i n t M d éc r i t un réseau ^.O, la coordonnée complémen ta i r e é tan t
y ' f ; donc :

A. une congruence '2! est conjuguée une série parallèle de réseaux 0;
les adirés réseaux ('(ïrn'ffgaéfî {îûnl aO.

Soit de même X^ . . . , X^ les paramétres d ' une c o n g r u e n c e p\ ;
Y ) , . , . , Y^ î les coordonnées complémenta i res , 0 u n e so lu t i on de
Péq n a t i o n des p ara m êtres; posons

\. Y -„/» / •, /..r/= ̂  y,-^..

I.e po in t (x^ ..., x^y^ - • *. y?-\) décri t dans l'espace^ à n + p — î
< l imens ions un réseau 0.

Si 0 est quelconque, il n'y a pas de re la t ion l inéaire entre lesj; le
réseau M(^, -., ̂ ) sera/^, 0, les coordonnées complémentaires
é tante , y,, ...,y^,.

Si Û est âne fonct ion l inéaire, non isotrope, desy, c'est-à-dire si

^ — ̂  Y'i -h ch Ya 4-... 4" ^//-i Y;/-1, ^ aj ^ o,

on pour ra réduire les coordonnées complémentaires h p — 2 : le ré-
seau M. est/) — î , 0.

Si 0 es t .une f o n c t i o n linéaire isotrope des Y,1 c'est-à-dire si

0.=:^^Y^4"•I^Ya4w.l..4-^.,-.llY^...,,l ^a?=oy, 11, 1
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on pourra réduire de deux u n i t é s le nombre des coordonnées com-
plémenta i res : le réseau "M cstp — 2, 0; donc

Pa/mi les réseaux conjugués à une congruence p, l il y a :
cc^""3 réseauxp — û, 0.
cc7^2 réseaux p • • — 1 , 0 .
Tous les autres sont p, 0.

Considérons m a i n t e n a n t un réseau 0; pour o b t e n i r les d i rec t ions
de toutes les congruences conjuguées à ce réseau, on j o i n t l 'origine A
à un point que lconque M(^, e . . , x^) (4) q u i décri t u n réseau paral-
lèle au réseau donné. Posons alors

X,:=.., Y,= ; (^ ,.•'+ .), Y,-. ^ (^ ,.-,,),

on aura alors
^x.+vî+y^o,

yf^Y+y^^y-y^\ûu) ' Zà {<),,} -Zi'^^-xfy-^^y.o.^)a j ' ^ \^^

Y/^xy ^ /^Y^ vi/^y
^•J +2^,) ̂ 1['^)v^^V v / ^ Y \ 2 v^[j,7 ^Z^ ----Z

ce qui montre q u o X ^ X,, , . . , X/,, Y^ Ya sont les paramètres d'mw
congruence 1 dans l'espace à n •+-â dimensions . Cela posé : ^

S i2^^==o on peut supprimer les paramètres Y^ et Ys, la con-
gruence (G) de paramètres X , , . . . , 1,, est I, On sait (première Par t ie ,
Chap, II) qu'il existe oc^"4 réseaux pour lesquels E^'est nu l .

Si S^2 est constant, on peut réduire les deux coordonnées complé-
mentaires Y^ Yg à une seule : là , congruence G est 2:L

Si W n'est pas constant, i l n ' y a pas de relation linéairciiomogène
entre Y^ et Y^ : la congruence G est 31 ; donc

Parmi les congruences conjuguées à un réseau 0 il y a :
1^'1^ congrue n ces \.
.x^ congruences 2Ï. ^ !

Les autres sont 31.

En remarquant main tenant qu'un réseau^, 0 peut être considéré1
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comme la projection d'un réseau 0 de l'espace à/?. -^ p — i dimensions,
on. arrivera, aux résultats su ivants :

Parmi les congrue nées conjuguées à un réseau p, 0 il y a :
^4-/;.-;> congrue nées p, ï.
ry^/--i- p '' congruences ( j ) •4- i), I.
Les au Ires sont (p •4-- a), ï.

25. Toute eongruenee harmonique à un reseau 0 est G.

lîn effet, soient ^, ..., ^; y^, ..., 7^ les paramètres normaux des
[an^entes a nn réseau 0. Les paramètres X. . i , . . . , X^ d'une congruence
h a r m o n i q u e sont donnés (6) par les formules

X/="=:<7^ -- /?•/!/,

e(, les quantités X sont relations de l'équation

, ,, ^X ï ()(l <)X ï ^ ()X. ( ï ()p ï ôq\ -/ ^ ^ \ „.„..„„.,„„.,„„....„. --111- .„.,.„. «»,,..". -,.-„..,„. .̂ ,|...,. .».. .̂...'..., .,-„„-... î.-, ( /^///, -— — —-.— — _'*. ) \.
' '" ()a ()^ <l ()^ ou p ou ()ç> \ p ou q ô^ ) '

En t e n a n t compte des équa t ions (ï) et (7) on trouve

^X^2^,

et par eoriBéquent (22) la congruenee est cyclique. ^ ! ! •
Si x^ x^ .. ̂  x^ sont les coordonnées du point M qui décrit un.

réseau 0, 0 une solut ion de l 'équation du réseau, les foyers de lacon"
gruence harmonique sont donnés par les formules ( ï6) (Chap. I); les
paramétrer directeurs % , , Xa. • - '. ^n Ôe la congruence G harmonique
seront :

()Q. ô<ivl ()e ()'L'i(25) . /^^^^^^^.

Supposons maintenant que l e ^ p o i n t M.{x^ ..., ^) décrive un ré-
seau 2() étroit y la coordonnée complémentaire. Posons !

7 ' ^1 ôxi ^ÔQ ()aî'''i v^:^^1-^^. 1 1/^== ^^ ̂  • j^ 'y?1 . ^ ^^ ^^ ^^ •

D'après ce qui précède Zu X^ -., Z^ et Y sont les paramètres direc-
^inn. Éc^ôrm., (3), XX, ""• MARS igo^L 1 1 1 , ïS , .
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leurs d 'une congruence C dans l'espace à (// +•1) d i m e n s i o n s » Si
0 ==:y + const. Y est n u l et, par conséquent , la congruence C qui a
pour paramètres d i rec teurs Z , , Z^, . . . , Z,/. décr i t une congruence G;
si 0 est que lconque G décr i ra u n e congruence ^C, le paramètre corn-
I ) 1 é m c n t a i r e é ( a n fc Y ; d o n c

Parmi les congruences ha'moyîujues à un réseau 2.0 il Y (t une série
de. con amenées G.

Ton (es les cm très sont 2 G.

Supposons m a i n t e n a n t que le p o i n t M(^ ' i , * . . , a^) décrive un
réseau/^ 0; so i t j ^ , y^ , ...,y^,, les coordonnées complénwnta i r e s ;
posons

v ...,,,ôo ^'/ _ ôo <;•lr< v ,...„„..()0 ^Yf ^0 ^.r/
/ je <]((. au je ? / ' ()^ ( } ( / ( ) / / Jp

D'après ce qui précède X < , . . , , X,,, Yi , ..., Y^, sont les paramètres
directeurs d 'une congruence G dans l 'espace à n 4- p — i d i m e n s i o n s .

Si, à une constante près, 0 est u n e (onc t ion finea/re isotrope de
Ji ? y^ . • . » y? on pourra suppri mer deux j) ara mètre s Y ; la congruence ( i
qui a pour paramètres X,, X^ , . • » , X,/ est/^ — 2, G.

Si 0 est une fonc t ion l i n é a i r e non isotrope dej^, . . . » )., ou pourra
fa i r e disparaître un seu l ' des paramètres Y, et par conséquent G décr i t
u n e congruence/^ — i , G.

Si. 0 est quelconque, il. n'existe pas de relation l inéa i re entre les
quantités Y et par su i te G décr i t une congruence p , c; donc1:

Parmi les congrueftces hannon/ques à un réseau p^ 0 il y a :
cc^"3 congrue nées (p —.2), G.
oc^""2 can^ruences Çp — r), G*

•Les autres sont p , C.

Considérons maintenant une .congruence G ayan t pour foyers A et B $
nous avons démontré (première Partie, n^ .23 et 24) qu'i l , existe -x^--2

réseaux 0 harmoniques1 à cette congruence; soitftî l 'un de ces réseaux^
pour tous ces réseaux le triangle MAB a la même forme; nous a'vons
montré de plus qu'il existe OD^ réseaux aO harmoniques,1 entni que
les autres réseaux harmoniques sont 30.
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En remarquant enfin qu 'une congruence^, C est la projection d'une
eon^ruence C de l'espace à n + p — i d imens ions on arrive aux ré-
su l i â t s s n i van( s :

l^annr. les réseaux harmoniques à une conQ'ruence p, C il y a :
^-\p-^ réseaux p , 0.
^//4-/^2 /*^^^y ? ̂  ̂  ()

Les autres sont p -4" 2, ().

^(L Toute eougruenœ /uirmonù/ue à un réseau nul est I.

En eiïei, en dés ignan t par ^ , , . . , , E// , T] , , ..., ^ les paramètres
n o r m a u x des lan^enlies à un réseau n u l , par X , , . . . , X^ ceux d 'une
c o n ^ r u « * n e e l i a r r n o n i q u e , on au ra :

( X / ;— 7^—/^/,
(<^>) ^X / û'i, <)p r/X/ ùe/ .. ()•(},

{ ' " û u " ;""1 '< l ou """ '"" 0^" "W ^' "(^ ̂  ̂  p à^ '

En lenant eom^te des équalions ( ï4 ) et des suivantes qui s'en dé-
duisent par différentiat ion :

/ ., ^ à'i -^ .. ()'fi
^7) 1 7 ^ • . <1;:"11::(^ 7, t -r" = o.

• éiwà { ) ( ( . juta - (h^

on trouvera

i 2X'-;"•
( ' > ' H ) \ V f^Y .v/^'\2 •v^ fà\\1 ^f^nY.

( i {^) "-^K^) ;;0' 1 (^-J -^l^) <0'

et par ( îonséqueutda, cou^ruence de paramètres X, , . . . » X/^ est 1.
Un raisonnement ana logue à celui qui a été ( 'ait au numéro précé-

den t pour les con^ruences harmoniques à u n 1 réseau p , 0 permel
d'énoncer les résultats su ivan ts :

Si un. réseau M(^(, , - , , *z^) est applicable sur un réseau 1N(j) de
l'espace à une dimension, i l y a parmi les congruences harmoniques à M :

! Une série de congruenoes Ï correspondant à 0 == y + cou s t. , ! :
Les autres sont ^I/ 1 1 1 ^ ! 1 1 , ! ! , • , ' ' • ! • 1 ! \
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Si le réseau M est applicable S K I ' un réseau N/y, , y ^ ' ) de l'espace à deux
dimensions, il y a parmi les congruences f^armonù/ues à M :

Deux séries de congruences I correspondant à 0 === y ^ ± iy^ 4- const.
oo1 congraences 21 correspondant à 0 = on^ -4- S y y 4- const., a2 4- S^ ̂  o.
Les autres sont 3L

Si le réseau M est applicable sur un réseau N (y,, ..., y/,) de l'espace à p
dimensions, il y a, parmi les congruences harmonie/ues à- M :
oc^ ̂ congruences Çp — ï ) J correspondant à 0 == ̂ , ̂ y, 4-... -h a^ y^ 4" (;<) n s t.,

^7f 4--...4-"^^-=o;

co7'"1 congriiencesp, I corrrespondantà 0 = a^y,, 4-. • . 4- ̂ j^ + c()ns(,<,

^^ 4".. .4- ̂ ."o.

7b .̂y les autres réseaux sont ( p 4- i ), I.

•• Inversement, soit(G) une congnionce I ; (M) u n réseau h a r m o n i q u e
à (G). J'ai démontré dans la. première p a r t i e de ce t r ava i l ( î3) que le
réseau (M) peut être soit un réseau n u l , soi t un réseau a p p l i c a b l e sur
un réseau à i d i m e n s i o n , soit un réseau app l icab le sur un réseau de
l'espace à û d imens ions . En se r epo r t an t aux résultats qui on t é(é
établis alors, ou peut énoncer les c o n c l u s i o n s s u i v a n t e s :

Parmi les réseaux harmo/iK/ues à une congrue/ïce I, i l y a :
^//-r, /Y^^^ nuls.

oo^-" réseaux applicables sur un réseau à i dimension.
Les autres sont applicables sur un réseau à 2 dimensions.

En remarquant qu 'une congruence p , I est la projection ^Fune
congruence 1 dans l'espace à n -^p — i 'd i rnensious , on a r r ive aux
conclusions suivantes :

Parmi les réseaux harmoniques à une congruence p , I ; i l v a ;
^//•4-^-7 réseaux applicables^ur u n réseau à p — i dimensions.
oo^^ réseaux applicables sur un réseau a p dimensions.
Les autres sont applicables sur un réseau l i p 4-, î d imensions.

27. Tout réseau conjugué à une congruence nulle est un réseaanul.
En effet, soientX,, Xy , . . . , X^ les paramètres d 'une cougruence, 0 une
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solution de Inéquat ion du paramètre; M (^,...,^) le point qui a pour
coordonnées -^

Tous les réseaux conjugués à la congruence sont parallèles à un
réseau (M.). On aura

^^«x.^ n^^^ àe

^ — f)u '^ àxi — 'àv àï
au ^ ? à~ç — 02———?

Des formules (22) on déduira les suivantes :

V f0^}2^, Y àx àx ^ fà^cY
2^\J)~u) -0? LouJ^^09 Z[^)^°'

V ̂ ^Y^ v /^^\2..2^\^)<^ Z[j^)<0-

ce qui monf / re que le po in t M: décrit un réseau nul.
Considérons ma in tenan t une congruence G(X^ ..., X^) applicable

sur u n e congruence H(Y^ ^, Y^); les deux réseaux M:(^,, ...,^)
(-( .N(^, . . . ,^) ,

X^ Y,
^"T5 .^-T, ,

sont applicables; donc en répétant un raisonnement analogue à celui
qu i a été f a i t au n0 24, on arrive aux conclusions suivantes :

Parmi les réseaux conjugués à une congruence applicable sur une
congruence de l'espace à une dimension il y a :

Un réseau nul correspondant à 0 = Y^.
Les autres sont applicables sur l'espace à une dimension.
Parmi les réseaux conjugués à une congruence applicable sur une

congruence de l'espace à deux dimensions^ il y a :
Deux réseaux "nuls correspondant à 0 === Y, ± ̂ Y^.
ce1 réseaux applicables sur l'espace à une dimension., correspondant a

Û=aY,+PY,.
Les autres réseaux sont applicables sur l'espace à deux dimensions.
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D'une manière générale :
Parmi les réseaux conjugues à une congruence applicable sur une

congruence de l r espace à p dimensions, il y ci :
co^~2 reseaux applicables sur un réseau de l'espace à ( p — 2) dimen-

sions.
Ils correspondent à 0 == a, Y| —. . • 4" <^Y^, a^ -4-... -+- cr :== o.
cc^~'1 réseaux appllcaldes sur un réseau de l'espace à ( p — i) dimen-

sions.
Ils correspondent à 0 == a, Y, 4-- . • 4- <^Y^, a\ 4- ... 4- a"^o.
Z/^.v autres sont applicables sur un réseau de l'espace à p dimensions.

Considérons î n a i n t e n a n t u n réscan n u l ; pour avoir les d i r c c l i o n s
des congrnences conjuguées on j o i n t * l ' o r ig ineu un p o i n f , M'(.r(, ...,,r,/)
qui décrit un'rôsoau paral lèle au réseau donné. Posons alors

X,-=,,. V,-. 1(2.-.••-.-.). Y. ï(2"---')-

Les quantités X et Y satisfont a F é q u a t i o n (.lu réseau, ci l 'on a » en
tenant compte des formules ( ( 3 ) »

' ;Sx-i2v—,
^/'jxv ,YA)W \}(^V ^ /^w
K^J l̂'C)^ -0- i^J -•••K;^) : 1• ; : : 0-

/^^Y ^ /^Yy... ^ / ^ - x ' ^ ^ /^vy^
1[^') "hî 7;i; ^o y ll^j ̂ i (:^) ''^

donc la droite, qui, a pour paramètres .X^ ..., X/,, Y^ Y^1 décr i t dans
l'espace1 à n 4-2- dimensions une congruencc nu l l e . Cela posé : !

Si2;^==()y on peut supprimer ¥< e tY^ et la congruence G q u i a
pour paramètres X, , ..., X/, .est nu l l e . La condi t ion S^2 = <> ne peut.
être réalisée, pour un réseau nul, qu' \ par t i r de n s= .8; on voit donc
que 'ce n'est qu'à partir de l'espace <i 8 qu ' i l peut y avoir des con-
^ruences nul les . Pour'ies espaces d'ordre supérieur, le nombre des
réseaux pour lesquels S<z'2 == o' est co^"8-

Si S<r^== consL, on peu t , r édu i re les deux paramètres Y, 'et. Y^ h un
seul; la congruence (j est applicable sur u n e congruence de l'espace
a une 'd . imcnsion.
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Si ï.x2 n'est pas constant , il n'existe pas de relation l inéaire entre
Y, et Ya, la congruence G est applicable sur une congruence de l'es-
pace à deux d i m e n s i o n s ; donc

Parmi les congruences conjuguées à un réseau nul, il y a :
cc^8 congruences nulles.
x^"7 congruences applicables sur l'espace à une dimension.
Toutes les autressont applicables sur l'''espace à deux dimensions.

En remarquant qu 'un réseau applicable sur un autre de l'espace
hp est la projection d'un réseau nul de l'espace à n+p, on arrive
aux conclusions suivantes :

Parmi les congruences conjuguées à un réseau applicable sur un
reseau de l'espace à p dimensions, il y a :

^/u-7^8 ^.y^^t* applicables sur un réseau de L'espace ap dimensions.
^i^-î» j'^^aux app/icab/es sur un réseau de l'espace à JM- i dimen-

sio/is.
Les autres sont applicables sur un réseau de l'espace à p -4- 2 dimensions.

CHAPITRE IV.
ESPACE A. TROIS DIMENSIONS.

SOMMAIRE.

28. Réseaux cl congmonccs 0, p ( ) . "•-29. Réseaux et congTiiûnces C î , / ^ C » — 30* Réseaux et
congTiicnceH K,/- 'K. — 31. Tableau des propriétés de ces systèmes.

2H. I l n'y a. pas lieu, dans l'espace à. trois dimensions, de consi-
dérer les congruences 1 (une de leurs focales est le cercle de r i n f i n i »
de tels systèmes f o n t partie de ceux qui sont intégrables par la mé-
thode de Laplacc, systèmes que nous avons exclus'de celte étude). Une
congruence 2Ï est formée par les normales à une surface; une telle
congruence sera appelée congruence 0; d 'une-maniè re générale une
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congruence p +-1, 1 sera appelée congmence p , 0. (On verra t o u t a
l'heure pourquoi.)

SoitM(yi, ja».y3) ^ point qui décrit un réseau 0, c'est-à-dire h*
réseau formé parles lignes de courbure de la surface M ; désignons
par^i , x^ x.^ {fig. 10) les cosinus directeurs de la normale RÎN, })ar

Fi^. xo.

N

Ci

M

Ço ^» $3 ceux de la tangente MB, et par T]^ y jy , T]:^ ceux de la (an"
gente MS.

Le déterminant
tZ'i ,X'^ ,''/>,';lj^ ^ ^
'^h 'Hi '^3

est1 un déterminant ortiiogonal; on a les formules connues

( ôx ^ ^ ' à'i, , • ! , an^ ̂  .._ a^ ^ ,= — ax — m'n,
au

•an

^ mi.
(0

d<a? ,, àt y)r]
^=6^ ^=^, ^=«^.^.^

avec la condition

W ào

àh
au

: bm

=: <2/î

rf'w an ^ ,
^ ^ — ̂  ab'==.Q.
W <7^
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On vo i t que le p o i n t x^ x^, .2*3 décri t sur la sphère de rayon r un
réseau parallèle au réseau M ; c'est la représentat ion sphérique des
lignes de courbure de la surface M.

^ On a ensu i t e

(3) ^=A,, -^=/.Q,
ou ôv

. . . àh , ai .
(4) ^^^, ^--Â^.

Les rayons de courbure R) == M C i , IL == MC^ sont donnés par les
fo rmu le s

(3) R,——4 H.=-4

Le réseau, N et la congruence MN forment mani fes tement un réseau
et une congruence orthogonale, donc :

Toute eon^ruence orthogonale à un réseau 0 est 0 et inversement.
Je dis que d'une manière générale :
Toi de congruence orthogonale à un, réseau p, (.) est p, 0 et m ver-

sent eut.

I l suff i t , pour le démontrer , d 'établir que, si la propriété indiquée a
lieu jusqu'au nombre// , elle est, vraie encore pour le nombre ?+ ï .

Soit, en effe t , . ( a ) . u n réseau / » 4 - 3 r , 0 ; il: existe, parmi les con-
gruences conjuguées à ( a ) , une congruence (B) (24) qui est^p, Û. Le
réseau [b) orthogonal à la congruence (B) sera, par hypothèse,/?, 0;
il y a (12) une congruence (A.) conjuguée à {b) qui est orthogonale
au réseau, (a); cette congruence (A) sera (24) p — i, 0; p , 0 ou
p 4. i ^ 0. Les deux premières hypothèses sont incompatibles avec la
suppos i t ion que la loi i n d i q u é e est vraie jusqu'à l 'ordre^; donc (A)
(^t ( p .,t» i ) ^ o. En taisant les ra isonnements en sens inverse, on dé-
montrerai t de même que, si, une congruence (A) e s t / ?+ ï , 0, son
réseau orthogonal (a) est aussi p •+" î , 0; donc la loi est générale.

29. Il n'existe pas de réseaux nuls dans un espace qui a moins ,de
six dimensions. (Nous éliminons toujours les systèmes intégrables par
la1 méthode de Laplace.) Il'en résulte que si un réseau de l'espace, à

Ann. te. Norm^ (3), X.K* — AVUIL tQOS. , i u
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trois d imensions est applicable sur un autre réseau, ce réseau appar-
t i en t à un espace dont l'ordre est au 'moins égal, à 3. Nous appellerons
réseau C un réseau appl icable sur un réseau de l'espace à trois dimen-
sions et, d 'une manière générale, réseau p ' , C, un réseau applicable
sur un autre situé dans l'espace hp -+"• 2 dimensions .

Nous allons établir le résultat suivant ;
Tout réseau p , C est orthogonal à une congruence p , C et inversement.
Soit d'abord (G) une congruence C; il existe un réseau (a) harmo-

n ique à G, qui. est 0 (a5); soit (A) une congruence orthogonale au
réseau (a); cette congruence sera 0 ou 2Î . Il existera un réseau (ff)
orthogonal à (G) et harmonique à A, ( i3); ce réseau ( y ) sera (26)
appl icable à un réseau situé dans un espace à î , 2 ou 3 dimensions .
.Ici les deux premières hypothèses sont à rejeter, donc { g ) est un ré-
seau C. En reprenant les raisonnements en sens inverse, on voit que
si le réseau (^) est G, sa congruence orthogonale (G) est aussi (L

Le théorème démontré dans le cas de /^== :ï s'étend au cas généra),
par un ra isonnement analogue à celui du numéro précédent.

30. Il n'existe pas de congruence nul le dans un espace de moins de
hu i t d imens ions . 11 en résu l te que si. une congruence de l'espace à
(.rois d imens ions est applicable sur u n e au l ro congruence, cette der-
nière est si tuée dans un espace q u i . a au moins c inq d imens ions- .NOUH
appellerons congruence K une congruence appl icable sur une con-
gruence à cinq dimensions et, d 'une manière générale, congruence p y K
une congruence applicable sur une cougruence à p 4- 4 dimensions-

Un réseau sera K, s'il est orthogonal à, une congruence K; d 'une ma-
nière générale, un réseau est p , K B'ÎI est. orthogonal à une con-
gruence/^, K.

Une congruence conjuguée à un réseau'C. est applicable (27) sur
une congruence de l'espace à 3, 4 ou .0 dimensions. Ici les deux pre-
mières hypothèses doivent être rejeléesrdonc :

Taule congruence conjuguée à un réseau G est K,
En appl iquant la loi d'orthogonalité des. éléments :
Tout réseau conjugué à une congruence G est K.



SUR LES SYSTÈMES ORTHOGONAUX ET LES SYSTÈMES CYCLIQUES. 123

Inversement, d'après ee qu i a été é tabl i au n° 27 :
Les réseaux conjugués à une congruence K peuvent être G, 2 G ou 3 G,

Par sui te , à cause de la loi des éléments orthogonaux :

Les congruences conjuguées à un réseau Kpeweni être G, 2 G, 3 G.

Ces propriétés permettent de caractériser les réseaux K. Considé-
rons, en effet, un réseau K; parmi les réseaux qui lui sont parallèles
il existera des réseaux M(^, x^, x^) tels que la droite qui jo in t le
po in t M à un po in t fixe 0 (l'origine) décrive une congruence G. On
aura alors

àx_ _ , ̂  ^r _ '
ou """ t'~''' à\' ~~~ r]v

(6)
ôli , ai ,— •==• lin, — ==///?,
ô^ ou

( l 'où l'on dédui t

(7)

et

W

au c)^
i à h àx
h 3r au

ô^h
au. àv

«ĵ îlL
'au ày

à in
"au

on
^

^ âl_ àx
l ~ÔU Ô{1

• ninh^

• m ni.

Pour que la congruence (OM) soit G il faut que, par un choix conve-
nable des variables u et v, on ai t (22) :

(9)

d'où l'on dédui t

^^==^4-^,

(ro)

( t î )

Bn

2-
tena

à\v
()u àv ' ̂  ()a

ni compte de^

^v^'

2^
2"
àx
àv

s équa

ôx
ou
àx
"àv

h . -du c

tiens

<92/

h

h

i
)v

q

ôh
au
àh
J^

-1-

ui

, , à l
+lJu.}

+^;àv

l àîl -
OU

préc

àv

jèder

à h
au àv

rt, cette

àh ai ai
au à^

dernière éga-



124 c* GU1CIÎAÎU).

lité devient
i à h f . à h ,àl\ ï ()l f, àh ,àl\ / ,̂  ?./ ï ̂  ^ _ // _ +.^ 4. _ /^ — +. / — 4- /^ 7. ̂

'• / /< àv \ au a u ] l ()u\ 6/p ov ) ^

^^ àïl àh ()h ()L ̂
""~ au àv ait àv au Tîv à 1 1 û^

Après simplication :
, ,, / àh ai h ()h ai ,^, y (Ph , à^l
( ï 3 ) 7 — -F- "h , Y- -Y- +hl^ ^ = = A 1 1 ---••••-y--- 4- / " . - • • ?
' / ^ (}{' ou t ù^ ô\' -o— ûuà^ ôaô^

ou, en remplaçani les expressions par leurs valeurs :
, , , ,. , ,Y^ ' / i()/H / „ ï , an ,.
( 1 / 1 ) l^mn 4- h^mn 4- '^l/,^ =:; /^-p- -h m-nh"^ k l . ; 4- m^u2,

on arrive finalement à la formule
/ .^. rf//x <?^ ^..(,,) , ^^^.^^^.

On voit de même que, si un réseau est/^, K, on pourra adjoindre aux
paramètres normaux ^, ^y ^; j ; 7]p T)^, î]^ les paramètres complémen-
taires Çp ^, , . * , ^ ^ ; Tj ' i , ï^, ..., y],,,,,, et que l'on aura , par un choix
convenable des variables u et v :
, /•.. <)rri àîi ^ „ ^ ... ,( 1 6 ) ^ „„.,... ^ ,,.„„,, = > ^ 4- 7, ( ^ */ ()^ ()a Ài»à ' À ^ '

31 . 'Nous i n d i q u o u s , dans le Tableau su ivan t , les propriétés des
systèmes in t rodu i t s dans ce Chapitre* II est inutile de d is t inguer les
réseaux elles congruences, la loi d'ortho^on alité des éléments et les
notat ions .choisies permettant d'intervertir ces^ deux1 groupes d'élé"
m ont s î ^

Sj'.ftènie^ (.).
Sy^tèmos corijfigtnjy, ' Système harmonuiite»,

î . . . . . . . . . . * . . < . . . . . . , . 0 TOUS. ...... ̂  . .1 . . . . . . . ̂  C
I.cs aulres* ........^ « . , â0

Systèmes '2.0.
Systèmes conjuguos- , Synteme^ îiarmonîq'uea»

^ .,..,..,......,,...,., O1 1 ' .ï... ̂  .,..,...., ̂  ., ̂  , (;
ce 1 ! . . . . . . . . -.,...,,,.... 9.0. Les autres. - . * < , . . . . . * , » ^.C
I..es autres* *«..,.....,.. 30
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S}-s ternes 30.
Systèmes conjugues. Systèmes harmoniques.

coî . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . a0 '2... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . C
^ .................... 30 col..... ................ aC

Les au t r e s . . . . . . . . . . . . . . 40 Les au t res . . . . . . . . . . . . . . 3C

Systèmes p^ 0.
Systèmes conjugués. Systèmes harmoniques.

CCP-2... . . . . . . . . . . ( p — — ï ) , 0 GO^-3. ........... (/;--2),C

' ^ P - 1 . . . . . . . . . . . . 7^,0 00^-2 . . . . . . . . . . . . ( ^ — i ) , C
Les a u t r e s . . . . . . ( p -+- i ), 0 Les autres . . . . . . . p , C

Systèmes C.
Systèmes coujug'ués. Systèmes harmoniques.

T o u s . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . K o o i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0
co^ .................... -2 0
Les autres . . . . . . . . . . . . . 30

S f.f ternes aC.
Systèmes con] lignes. Systèmes harmoniques.

l . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . K Go2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . -20

Les a u t r e s . . . . . . . . . . . . . . 2K so 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
Les au très ............. 40

Sf^tème,v 3C.
Systèmes conjug'ués. Systèmes Iiarinoiiîques.

a.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . K oo». . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
soi.... ................. aK • co-i-. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
Les a u t r e s . . . . . . . . . . . . . . 3 K Les autres . . . . . . . . . . . . . 50

Systèmes /?, C.
Systèmes conjugués. Systèmes harmoniques.

y - P - 3 , . . . . . . . . . . . C p — 2 ), K oo/\ . . . . . . . . . . . . . . . /.?, 0
ÎO^-2. . . . . . . . . . . . ( p —— ï ), K OOP-1 . . . . . . . . . . . . . . p -+- I , 0

Les a u t r e s . . . . . . . p, K Les au t res . . . . . . . . . p ~\~ 2, 0

Systèmes K.
Systèmes conj lignes.

0)2.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . C
oo3. .................... lO

Les au t res . . . . . . . . . . . . . . 30

Système.'; p^ K.
Systèniôs conjug'nés.

oo/^l.. ....<..... p,C

co/^2.. .......... ( /? - f - ï ) ,C

Les au t res . . . . . . . ( p •+' 2 ), C
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CHAPITRE V,
ESPACE A QUATRE DIMENSIONS.

SOMMAIRE.

32. Roseaux 0. — 33. Roseaux L, p, L. -~" 3i. Gongnumcos orthogon<ales aux cougruoncos I < * l - , î l .
— 35. Ortho^onalifcd des réseaux //, 0 et /^ L ; des coïlgnicnœn //, î et /?, I. — 36. Gorigr»ï(îïi<;(^ K
cjj; ^^ K. -«- 37, Ortlio^onalifc(5 des congruences p, C et;/?, K. — 38. TaLkian den proprii^ttî.s ( î ( î
ces systonios.

32. A chaque réseau 0 de Fespace àquatro dimensions on l a i t
correspondre un déterminant orthogonal de cet espace (première
Partie, H. et 35). Soit

,ri ^ «^ ^k

y\ y^ y'A .?v
^ à;î ^ £4
'ûi •n^ 'fi^ 'f\^

ce dé t e rminan t ; on aura (35)

0.) ]

^ ^,,> ^y-- , - — a ci 'v
C^/ • (ffl

ôc,
au

^^ , ^ , ^ .^^ax^ey^mr^

àj-
: br^

()y
; ^ -"'-'•o ^^

avec les condit ions

=/ï),

^•n
^^-m4,

^ .̂^ ,,,„,-^.r—/>• '—//Ï ,

(2)

^a
;̂ -

<)6
J^^

bm^

an^

àe
"<)v

àf
'au.

:--://»

-:.= ^/A

dw r}/^ / „„.,...-,,. ̂  » 4,. ̂  4- e/.-= 0.
dt^ r/^ v

Soit alors M(X( , Xa» X;p X,,) un point qui décrit le réseau 0$ on
aura

(3)

(4)

au.

àh
;̂,

^AS,
^X
rf^

f)/
'()7i

-:l^

^ hn.
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Par le point M menons les quatre droites suivantes : MR(^, . . . , ?,,),
MS(T], , . . . , 7 j 0 , Î1P(^, .. . ,^,), MQ(r , , . . . , r ,) C/^.n). Ces

droi tes décrivent des eongruences. Les points G, et C^, foyers de la
congrucnce MP, sont déterminés par les formules [première Partie,
14, et Mémoire Sur la déformation des surfaces (^Journal de Mathéma-
tiques, î8c)6, p. i()o)J :

M^^---^ M.C^^—1

Les droites MP et MQ décrivent des eongruences 2!, conjuguées au
réseau M; il en est de même'de celles qui ont pour paramètres direc-
teurs

^iCOsO -\-yi ?in0.

Enf in les droites qui on t pour paramètres directeurs x^± iyj, décrivent
des eongruences 1 conjuguées au réseau M.

11 résulte, d'ailleurs, des propriétés du cas général que l'on obtient
ainsi toutes les eongruences 1 et 2! de l'espace à quat re dimensions.

33. Si un réseau de l'espace à quatre dimensions est applicable
sur un autre réseau, ce dernier appartient à un espace qu i a au. moins
deux d imens ions . Nous appellerons réseauccL les réseaux de l'espace
à quatre dimensions , applicables sur un réseau de l'espace à deux;-
d'une manière générale, un réseau p , L est un réseau applicable sur
un autre réseau de l'espace n p -h i d imensions .

Je rappelle ici le moyen de former les réseaux L [Mémoire Sur/a
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déformation des surfaces ÇJourncd de Mcilhejnalic/ues, ï8()G, p. i (>2 ) , cf.
première Partie de ce travail, n0 18].

Soit N(Y^ . . . , '¥ . , ) un po in t du p lan PQM' no rma l au réseau 0
décrit par le point M (y^f. 10). On aura

( ^ )

et, par suite,

Y =."= X 4- î\x -h py

()Y <)r àp .,i/ » (// »/ -/ •- / » >"— :rr .r t— 4- y — -I- ^ ( A 4- ^/' 4-" (î D ),r^/ ^^ " 6^ ' ! / ï—.—• ':..„:: .x* -— -4- y -,— -{- ^<^/ (7// " au
à\ or ()û
^-^^^ -'-^^ + •,(/4-&/•-,-,/».-»..„.«., ••"•—' 'y .„...„,..,... .JL. t/ _±« .̂.La, */
/)(' -' ^c 4 •^^^ r

Si l'on dctermintî r et p par les cq i i î i t io r i s
^ ̂  ^/* ̂  ^p ::̂ : o^
^ 4^ ^/. ,.4..-yp -^ oy(6)

qui entra înent , en tenant compte des équa t ions (2) et ( ^ ) ,

( 7 )

or ôoa — 4-. e ...L :,:::: o
f)^ à^

^i.,/-^/ ) / / v i\n
on aura.

(H or ()û

W ()u ' " " l da ô ( t ?

()y àr f)o
7)7=tllrl^ +<y,^?

En difTérentiant^ et eu tenant compte des équat ions (0 'et , (7), on
aura ! 1 1 ' ' , . ! ! ! , . ' , ! 1

(9)
y Y1

^p_^r
r^/ J^ w'̂ .*' "/ ()u à y J au à^ î

ce,qui, montre 'que les fonct ions Y^ Ys* "Y^.Y^ ^ a t i ^ l o n f c ' a la même
équation, de Laplace que les quantités, r et p ; par, conséquent , le
point N ainsi déterminé décrit1 an réseau; d 'autre part, le» é<(ua-
tions (8) montrent que
( 1 0 ) ^d^^d^+d^;
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donc le réseau (N) est applicable sur le réseau de l'espace à deux
dimensions qui a pour coordonnées r et p. Il en résulte que le
réseau (N) estL. J ' a i démontré, dans le Mémoire cité plus haut, qu'on
obtient ainsi tous les réseaux L.

Si l'on se reporte aux équations (7) et (8), on voit que les tan-
gentes du réseau (N) on t leurs paramètres directeurs proportionnels
aux quanti tés

f x — by et ex — a y

On vérifie, très faci lement , que les réseaux (M) et (N) sont ortho-
gonaux; donc :

Tout réseau orthogonal à un réseau 0 est L et inversement.

34. Toute congruenco 1 peut être obtenue en par tan t d'un réseau 0
et en prenant la congruence qui a pour paramètres directeurs

^ = x ±. iy .

En tenant compte des fo rmules ( i ) on voi t que l'on aura

, ., v 9 y ^z v ^z
(II) ^.^0, ^ÔU^09 i^^

donc :

Toute congruence 1 est orthogonale à elle-même.

Prenons m a i n t e n a n t une congruence 2 I , on peut toujours supposer
que c'est la congruence MP introdui te au numéro 32. Cette congruence
a pour paramètres d i rec teurs x^ œ.^ rr;,, x^ ; on a, eu tenant compte
des fo rmules (i) :

^ ^ ^y ^ ^y

( 1 3 ) ^=0, 2^-0, i^-0.

Ce qui montre que les congruences(MP) e t (MQ) {fîg- 10) sont deux
congruences orthogonales; donc

Toute congruence orthogonale à une congruence 2Î est 2,1.
A tui. Ec. Norm.^ (3) , XX. — AVIUL ïf jo^. , SJ. , ,
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35. I l est fac i le de déduire , de ce qu i précède, la loi dWthogona l i t é
des systèmes 0, L et I . Je d i s que d ' u n e man iè re généra le :

Tout réseau orthogonal à un reseau p , 0 est p , L el inversement.
Toute con amenée ortfio^onale à une eon^ruence p 4- ï , 1 est p -h i , I .

D'après ce qui précède, le théorème est é t a b l i pou r p == r . I l s u f f i t
de mont rer qu' i l est v e n u j u s q u ' à u n e ce r t a ine v a l e u r de p, i l est
encore vrai p o u r la v a l e u r p 4- î .

Soit donc ( M ) un réseau / > 4 - i , 0. P a r m i les con^ruences conju-
guées il y aura (^.i) u n e congruence ((î") q u i sera ( p 4-- » ), L La con"
gruence (^) or lhogona le a (G1) sera, par hypothèse, p ^ i , I. Le ré-
seau (M) é t a n t con jugué à (G) sera or thogonal ( i 3 ) à un réseau (a )
h a r m o n i q u e à ( G1). (^.* réseau ( [x) sera ( 2(i) p — : i , I.., p ^ L, {\\\ p -4-1, L.
En ver tu des hypothèses faites, ce réseau, ne p e u t ê t re q u e p •4-1- î , L»

En reprenant les r a i sonnemen t s , en sens inverse, on d é m o n t r e r a i t
de^nêine que tou t réseau orthogonal a un réseau/^ + i, Les t / ^ +1 : î » O»

Soit de même (G) u n e con^ruence /^ 4" ^, 1 ; j ) a r m i les réseaux con-
jugués il y a u r a f a ^ i ) un réseau (M) q u i est p , 0; par hypothèse, le
réseau ((x) orthogonal à ( M ) sera /?, L; i l y a u r a u n e congruence \\
harmon ique à [x et or thogonale à G; cette congruence sera (2<)) /^ I ;
p 4" ( , 1 ou p 4- 2, I ; d 'après les hypothèses f a i t e s (x ne peu t pas être
p , \ ou p 4" î , Ï ; donc G est/) 4- 2, I *

36. Si u n e congruence de l'espace a. q u a t r e d imens ions est app l i -
cable sur une . au t r e congruence, cette dern ière appar t i en t à un espace
q u i a, au moins quatre d imens ions ; nous appellerons, congraerw^ K
toute congruence appl icable sur u n e a n d ' e d e F'espace à qua t r e d i m e n -
s ions; d'une maniè re générale congruence p , K, • i rnecongruenc^ 1* appl i -
câble sur âne autre1 de l'espace p 4" 3 d imens ions*

Toute congruence conjuguée à un réseau I. esl K * !

Kn e f fe t , cette congnience sera applicable sur u n e aut re ,s i tuée 1 dans
un espace à 2, 3 ou !\ d imens ions (^7) ; ici les deux preînières hypo-
thèses sont a. rejeter, donc la congruence conjuguée estbien K*

Les réseaux conjugues à une'congruence K sont l^ ^L ou 31.. {"27).
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37. Toute congruence orthogonale à une congruence C est K et inçer-

sement,

En effet, soit (G) une congruence G; pa rmi les réseaux harmoniques
il y a un réseau (M) qui est 0; le réseau (a) qui est orthogonal à (M)
est L, parmi les congruences conjuguées à (;^), il y en a une ((l'j qui
est orthogonale à (G). Cette congruence (^)) sera K (36).

Un voit de même qu ' inversement , t ou te congruence or thogonale à
une congruence K est G.

Enf in , un ra isonnement analogue a celui qu i a été f a i t b ien des fois
permet d 'énoncer le résultat général.

Toute congruence orthogonale à une congruence p, Cesl p, K et inver-
sement.

38. Nous allons, pour terminer ce Chapitre, donner un Tableau
indiquant les propriétés des éléments qui v iennent d'être définis.

Réseaux 0.
C o ri g' i1il e il c G s < • o i ij \ \ g' 1 1 é e .s. ( ; o n ̂  r u e 11 c (;1 s 1 1 ; i ri 1 1 o 11 i ( ] 1 1 < • .s.

y........................ 1 Toutes s o n t . . . . . . . . . . . . . . C
x i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ^1
Los autres . . . . . . . . . . . . . . 'î 1

Ré.vecuf.v L.
CongTiumcos conj ug'uec.s. Coiig-fi.ieiice.s harmoniques.

l'on tes son [.,............ K y . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
ce 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ^1
Les aut res. . . . . . . . . . . . . . . 'U

Ré^eMu: 9.0.
Cong'rnGtices c.onjiigiK.'e.s. CongTuenccs harmoniques.

^..................... 9.1 î ...................... C

x'2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 î Les a u t r e s . . . . . . . . . . . . . . . ^C .
Les autres . . . . . . . . . . . . . . 41

Rcwaiix '^L.
Con^nionces conjng'nees. Congnn'iice.s harmoniques.

t . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . K 1 ^ 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ai'
Les1 autres... . . . . . . . . . . . '2 K ; x'2....................;.. 1 31 1 1 1

1 . , , ^ ! 1 ! ! , . ! Les autrerf ............... 4 1
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Réseaux p, 0.
CongTUcncos corïjii^'uoos. Con^Ttionccîs liarmo niques .

^P-1 . . . . . . . . . . . . . . /?,I y . ^ - "» . . . . . . . . . . . . . . p — <!, C
^ . . . . . . . . . . . . . . . . /;?-(" î , 1 SO/^â . . . . . . . . . . . . . . // —— 1 , G

Les autres . . . . . . . . . p•+- a, 1 Les a u t r e s . . . . . . . . . //, C

RéseciiLv /?, L.
Congniencos conjuguées. (îoniLçî'iienccH î ia i ' n tOî i i<p i (»H.

îc^-- '1 . . . . . . . . . . . . . . ^ — •.1>,, K ^ " - 1 . . . . . . . . . . . . . . . /;, Ï
•cc^-2.. . . . . . . . . . . . . ^ — i , K a^--2 . . . . . . . . . . . . . . // -h 1, S
Les autres. .,.*.... p, K Les antres. . . . . . . . . p -h '2,1

Co/tgruence.f 1.
Rdî-îoaux eonj u ̂ nos. H (JHCSUU \ liîii'tïio iî î ( j 11 CM .

T o u s . . . . . . . . . . . . . . . ^ . . . 0 T o u s . . . * . . . . . . . . . . . . . . . . 1.

Cofi^ruGfïcea 9- Ï.
B.dsoaux (îonjtigtïéB, Btjscaîix harîiîlonKpieH.

î . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 0 t ^ , . . . . ^ . . . . . . ^ , .. .. I.
l^es a u t r e s . . . . . . . . . . . . . . a 0 Les au très . . . . . . . . . . . . . . y. I,

Congrueucefî "ÎI.
îlcsoaux conjiïgudH. ïl(SHOttt^ liarmotuquoH.

^. . . . .- .-. . .- . . . .-* 1 0, . ^ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . î.
^1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9,0 v^ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . -d.
Les autres. , . . . . . , * . . . . . 30 Les autres. . . . . . * . . . . . . , 31,

Coii.^rueifCiîK p^ L
Roseaux conjugiK^. li^^fîaux hîirmûïiïquf^î.

x^-;<. .............. p — ^y 0 ^P" •^ . . . . . . . . . . . . . . ^ .....,...- ')., L
w7^-2. .......... ̂  p — î , 0 ^•lll-a. ̂  . ̂  ........ ^ ~ î , L
Les autres... . . . . . .1 py 0 |,,eB auircH . * . * . . . . . p^ \,

Can^ruenceff p, ' (}. ,
• , 1 , 1 ' .K.tîaeaux liarmonl<:|iï«8^

, , a^-^ ....-,.... ,.,. ^,0
^//4"2.-. . . . . . . . . . . . , p-4- î , 0

1 Les aut res . . . , . . . . , p 4- %, <1)

Con^ucfices p^. K»
Réseaux côî'ijtîguc^.

^••1•1^.,.1...\^.^.. , p,L
1 1 ' . . ^ î c /^+â. . . . . . . , . . , , , . p ̂  ̂  L

.Les autres * • - . . » . * . 1 1 // -h a, L
1 1 • ! , (./( ^/a^re)


