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SUR LE

CALCUL PAR CHEMINEMENT
DES INTÉGRALES DE CERTAINS SYSTÈMES DIFFÉRENTIELS,

PAR M:. CHAULES BIQUIER,
P R 0 F Î2 S S E U II A I.' U N 1 V E ït S 1 T E D E C A E N .

Si, dans un. système d'équations d i f f é r en t i e l l e s l inéaires, résolu
par rapport aux dérivées des fonctions inconnues qui s'y t rouvent
engagées, on considère les intégrales par t icul ières répondant à des
condit ions i n i t i a l e s données, on sait que toute phase singulière de
quelqu'une de ces intégrales est forcément une phase singulière de
quelqu'un, des coefficients du système.

J'ai signalé récemment à l'Académie des Sciences (a3 décembre
1901) une généralisation étendue de cette propriété : l 'exposition
détaillée de mes rech-erches sur'ce point constitue l'objet du présent
M.ém.oire.

Je ferai, usage, dans ce qui suit, d'un. certain nombre de termes
figurant déjà dans mes travaux antérieurs, et dont il m'a semblé inu-
tile de répéter ici la d é f i n i t i o n : le lecteur voudra bien se reporter aux
travaux dont il s'agit, et notamment à mon récent Mémoire Sur une
(fuesuon fondamentale du Cal(mlintègral(^ActaMalhemaLica^ t, XXI II ).

Systèmes phanéron ornes, passifs et linéaires; rayons de convergence
des développements de leurs intégrales.

1. Soient
x, y, ...,
u. c, ..,,
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des notations (en nombre l i m i t é ) d é s i g u a u l » les premiiTes diverses
variables indépendantes, les autres diverses fonc t ions de ces va-
riables. A chacune des quant i tés r^-p, * . * faisons correspondra ou
entier quelconque (positif, nul ou négatif)^ que nous noinmermis h
co^? de cette quantité; puis» considérant une dérivée que le* ou que do
l 'une des fonctions Uy 9, *.,1, nommons1 cole do la dérivée en ques t i on
l'entier1 obtenu en ajoutant à la cote de la fonction Fordre lofai de» In
dérivée.

Cela étant, un système di f fé ren t ie l où se t rouven t en^t^ées les
tondions inconnues u, p, ... des variables im.léperuhuiles -r^r* * . »
sera dit phanéronome, s iy moyennan t un elloix coMvemdrIe des wii^
at t r ibuées à u, y , ..., il rempli t à la fo i s les deux coml i t i oug gu i "
vantes :

1° Le système en question se trouve résolu, par rapport k certgim^
dérivées qui ne f igurent , non plus que leurs propres dérivée^ dmi^
aucun des seconds membres, et ces derniers , si. l'on y considère pour un
ins t an t comme a u t a n t de variables imiépeudairles distinctes .r, r, , . . ,
u, v, ... et les diverses dérivées de //, î\ . . , < ( u i y f igurou l ,» H O U I , d î i î ï s
un môme domaine, tous dévdoppables |)ar la. série d(* l 'fivlor.

2^ Cloaque secoud m e m h r < * ne ( * o u ( , i ( U î ( , y ou tn^ les varhihIcH iîiilé"
pendantes, que des q u a n t i t é s ( i n c o n n u e s ou dér ivées) don t la cou*
tombe a//-^.w^(!(i ccDc du premier membre cor respondnni ( l ï L

Par exemple, l 'cqualion d inc ren t i c ! ! (»
( l u
d^ • f(^f^)

(considérée'dans/tes lim.ifces oîi son-geeorid membre egfc une fbrtctbîi
analytique) eonstitiîe.nri systèm.ephanêrerîoîxie.Il en cat do même de
l'équation 'aux dérivées partielles 1 1 1 . 1 , . 1 -

1 1 1 ' . 1 1 1 1 ^^—^(y ^ i , . i â u 'ûu\ 1 1 1 ' 1 1 1
,——— ..,.,„.. V \^^}- y £/y. -.- ? -.-. î1 1 1 . 1 ^x ' 1 , \ . . d.r ây /

, 0.).Si,aixx équalions (Pun pareil1 &ystème, on1 acijomi tmiteg'eelîeN qiîi a'mî âMimml
par de. simples d^fôreniîations, le groupe illimité amgi ol^io.ti eal r^ohî.l^^in^H ^ ̂
^ .P^ par rapport, aux dérivées quî .figuronfc1 dana .geg p^n,niiru^ tiK.mI.̂  J ̂
pourquoi j'ai attribué a^aptèrnes dont1 il s-agît la qualifieaikm <io ̂ ,̂/..̂ ^ 1 <
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comme aussi clé l ' équa t ion

à2 ii ^ [ au- àn\-——— =n (j ,:r, y, Uy —5 — •
ôx à y \ ' " ' ' à^ à y )

I I en est encore de même des équat ions sirnultanées

-Ĵ L. - n( àu àu' ôîu à î ( f ()ïu ()^ à(^
J^T^y ^ ii^ ̂  ̂  ̂  ̂  -^ J^ ̂ y ^, j^ ̂

à'1^ y / au- ou à^ a à^ (z à^ u. 0^ à^^
.—^ == lV *Z", y If, (?, .—3 ""—? - , — — - ? -.—————5 ^^ , .,<. 5 ̂
ày1 \ àx à y àx^ à^ à y ày2' ô.r ûy,

qui , moyennant l 'at tr ibution à u et v des cotes respectives o et î , rein"
plissent les cond i t ions formulées ci-dessus.

Les systèmes phanéronomes c o n s t i t u e n t , comme il est fac i l e de le
voir, un cas très part icul ier de ceux que j'ai, nonnnés orlhonomcs : i l
suiïlt, pour s'en rendre compte, d 'at tr ibuer à chacune des variables
x, y , ... une cote égale à, ï , en même temps qu'on a t t r i b u e a u x
diverses inconnues u , ' ç , ... les cotes respectives spécifiées dans la
déf in i t ion des systèmes plianéronomes* En conséquence, ioui syntmie
phanéronome passif est complèlemeru intégra'ble; on peut d ' a i l l eu r s ,
comme je l'ai é tab l i d 'une manière générale pour t o u t système com-
plètement inté^rable, fixer, par la, seule cons idéra t ion des premiers
membres, l 'économie des condi t ions in i t i a l es qui d é t e r m i n e n t ent iè-
rement un groupe d'intégrales part icul ières du système, et met t re en
évidence les fonctions (ou constantes) arbùrcii'res, en'nombre fini, doni
dépend la solution générale ( { ) .

ph

Parmi les re la t ions , en nombre i n f i n i , que l 'on peut d é d u i r e d 'un
système phanéronome, il. conv ien t de d i s t i n g u e r spéc ia lement celles

( [ ) Pour la illéoric deft systèmes orthonornes et la méthode servant à fixer l'(kî0i'iorni(ï
des conditions initiales dans un système complèlemorU inlégrable, voir mon Ménioin"
intitulé : Sur une question fondametdaîe du Calcul intégral {Àctct Mcitfiem/iticff,
t. X.XIU).

Jô profilô do la publication du présent Mémoire pour sî^nalûr au lecteur une légère
simplification dont la théoriô des systèmes ôrthononies est susceptible : elle consiste en
ce que Pon peut, sans restreindre la généralité de leur déf in i t ion , supposer é^aîe à ï la
cote première (positive) commune à toutes les variables indépendantes. J'ai déjà eu
roocasion de présenter ceUe remarque dans un récent Mémoire ayant pour titre : Sur le
degré de généralité et un Systems différentiel quelconque (Âcta M'athemaliccty t. X X V ) .
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qui,ayant pour premier membre une dériva de q u e l q u e I m u ' t i t r n
inconnue , ne cont iennent dans leur second membre, out re les va"
mbles indépendantes /que des quant i tés ( i nconnues ou dérivées)
dont la cote tombe au-dessous de celle du p remie r membre : nous
nommerons cote d'une semblable relation la cote même de son pre-
mier membre. 1.1 résulte d'ailleurs de la théorie générale des spîèmch
orthonomes que, dans un système phanéronoine (pieleonfjue, toutes lea
relations primitives et fouies les relations ultime mils font à la condition
que nous muons d'indiquer.

•2. Les systèmes d i f fé ren t ie l s étudiés dans le présent Mémoire H I H I I
ceux qu i possèdent la triple propriété d'être : ^ phanéronomeHî
2° passifs; 3° linéaires par rapport à l'ensemble des ^fonction^ î/nwïnîu^
et de leurs dérivées. Cette étude a d^a i l l eu rn pour objet, emnme l ' in-
d iqucde titre général du Mémoire» , le ca lcu l par di(mii i iei i î<m( d^
leurs intégrales; cela é tant , il est c la i r que UOB premières reclîcrtdîi^
doivent porter sur les rayons de convergence des^ dé¥e lo i ) (N»îHe î i t ^ de
ces intégrales.

Or, en noinmanf: , comme d ' h a b i t u d e , eoeffiewyils du ^v^têilue le^
f o n c t i o n s des seules var iables i ndépendan te s q u i l igurent d a î i H le^
seconds 'membres, soit: comme m u l l i p J i c a t c u r s des J n n o r H î î l e s ou d f *
leurs dérivées, soit con'ime tc î rmcs indé()endau( .s de CRS quaul i té^ , w
pe i i f : , comm^* n o u s a l l o n s le voir, é t a b l i r la proposi t ion s t imi î ï l .e i

SI, dans an système dif/e/rniiel /^^édani la triple propriété d^fre <*
î 0 P/uméronome;
^ Passif; 1 1 1 1 1 , 1 1 1 .
3'"' Linéaire par rapport à ^ensemble des ./Qïïctiûns incoMues et de

leurs1 dérivées y 1 1 . , 1 1 1 1 1

on con$idêre-les intégrales^ particulières répondant à des conditiws w.i»
'tiales'données ï les développements de ces intégrale^^ exclues à partir des
valeurs initiales de§^ variables, ne peuvent manquer de cowerger les

•^MmMet^eù^anyergentà'la fois le-s développements des coefficient et eeux
1 1 ••des fonctions 'données figurant dans les conditions imtialeîs.

/ l ^ Dégignons^ par1 u une ^fonction, inconnue do x, y , ' .. ^ par
A(^^•7.—) l l let l lA^'(,r,:y,, l, ^) ,deux, fonctionn connues do ces mwu^
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variables, par Uo(y, . . .) une fonction connue des seules var iab les
y, . .1 , et considérons, dans l 'équation d i f f é r e n t i e l l e
/ \ au . ,(0 ^^A+A^

l ' intégrale par t icul ière qui répond à la c o n d i t i o n i n i t i a l e
( 2 ) ^.-= [Jo(.y, . ..) pour .'rr-.r,.

Cela étant, si F on suppose, (F une part,, que les f onctions A, A.( soient
développables à partir des valeurs

(3 ) ^o, Yo» • • • "

avec les rayons de convergence

(4) R^ IV ....

si l'on suppose, Vautre part, que la fonction U^ ( y , . .. ) le soil à parlir
des valeurs y^ ... ayec les rayons "i\y, ..., .l'intégrale de (i) déterminée
par la condition initiale (2) ne peut manquer d'élre déçeloppahie à partir
des valeurs (3) avec les rayons (4).

Etîectivernent, soient

H< Çx\ y ^ . , ,) la fonct ion qui satisfait à la relation

^ ! . ^ àtt,_^j-A,

et à la condi t ion i n i t i a l e
H i :"= o p o i,î, r .r "= .z'o ;

As (^? .7. • • • ) 1^ produit A.e'"""1 ;
H2(.r,j, * , . ) la fonction qui. satisfait a la relation

^-A• *^ j,Tk.ii^
()y

et à la condition initiale
Hss^o pour ,^T:=^,

II résulte ,de propriétés élémentaires bien connues que les (onc-
tions H^ As et Hg sonty comme A et A,, développable» à parttr des
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valeurs (3) avec les rayons (/i). Cela é tant , la fonct ion

^ = ^ [ l J o ( j , < . Q . 4 - l I , ]

jou i t aussi de celte même propriété» et sat isfai t v i s ib l emen t h h con-
di t ion ini t ia le (a); on vérifie d 'ai l leurs par un calcul Imroédiat qu 'e l le
sat isfai t à Féquation (ï) .

II . Considérons un système* passif d 'équat ions d i f Ï e r e î î t i e i l e s
totales du premier ordre, où se t rouve engagée u n e seule fonct- iol î
i nconnue u des variables i ndépendan te s ;^y, * . . , et dont les seemnh
membres soient l inéaires par rapport à cette i n c o n n u e ; je dis que ,

^ dans un pareil système, le développement {Fune infô^mie aue/fwwf/e.
effectué à partir des valeurs imUale$ chômes pour le$ mriahleîî, ne pe t t î .
manquer de conçerger dam les limites où cawerffeni à ta fow le$ ((we--
loppements de tous les coefficients du système.

Supposons, pour fixer les idées, qnll y ai t f:rois variables indépen-
dantes x, j, z, et considérons le système passif

IÈ' ^^-

^ |-A'.,.H'.

[^ ^ " . . i ^

supposony ("n outre que les no<ifficfcii(,s A, \\, A'» B', A". H", dcvc-
loppes a partir des valeurs particulièroH .r,, ,y,, s,, admcttmK. les
rayons de convergence R^, R,, B, î il «'agit (le prouver qu'en (lc.4-
gnant parc une constante quelconque, l'intégrale parOcuHere repon-
dant à la condition initiale

M==C pour x~^-=:y-y^z.~s,:=.^

est développable. à partir des mêmes valeurs, avec les Fayons B,.
Ky, 1.̂ .

- Introduisons, ^n11 e,fïe(, dansia dernière équation dii«vHtcme (^1

1 hypothèse numérique, 1 : 1 . 1 1 1 1 1 - ' 1 t . 1 1 /

<r— ^(,=,r— y, ::r1::; o,
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et désignons par z^o.o la fonct ion de la seule var iables à laquel le se
réduit alors l ' intégrale considérée, par A^, B^ ^ celles auxquelles se
réduisent les coefficients A"', IF. La fonct ion i / ^ ^ vér if ie l ' équa t ion
différentielle

^^ ().(•' _ A // r>//
-jj- "- ^(1,1) "U,-J+ "0,0

avec la condi t ion i n i t i a l e

UQ^-=C pour ,^-r:^o,-

et, comme les coefficients du second membre, développés à partir
de r.o, admettent tous deux le rayon K^, il résul te de l'alinéa 1 que la
fonction u^^ l 'admet aussi .

In t roduisons m a i n t e n a n t , dans la deuxième équat ion du système (5),
l 'hypothèse n u m é r i q u e ,T==,T(), et dés ignons par u^ la fonct ion des
seules variablesy et z à laquelle se rédu i t alors l ' in tégrale considérée
du système (5), par A^, B^ celles auxquel les se rédu isen t les coeHi-
c ien t sA^ B'. La fonct ion u^ vérifie l /équat ion d i f f é r e n t i e l l e

àa^ ,, ,
-^=A«^+B.,

avec la cond i t ion i n i t i a l e

^()=^IM»O) pour j=^yuî

et comme, d'une part, les coefficients du second membre, développés
à part ir de jo^o» admettent les rayons B^., R^, comme, d 'autre par t ,
en vertu de ce qui précède, la fonction ^o^(^) , développée à pa r t i r
de ^o, admet le rayon B^ il résulte de l ' a l inéa 1 que la fonc t ion //„
admet les rayons ' Ï i y , R.a.

Finalement, l ' in tégrale considérée du système (5) vérif ie l ' équa-
tion différentiel le

ou , .,
—— -r: À // -h H
<)<;r

avec la condition in i t i a l e

• ^ , ! ! uz-z < / o ( j , 5 ) 1 pouf ^-=.y,,;

et comme,1 d^unepar t , les coe(Ïïcients du. second membre, développés1

A t i l t» Île. A'orm^ (3), XX. • • - • jA&miîn 1903, 5
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h part ir de.r<p r,,, .̂ p admet ten t les rayons H^ H.r. 1^» comme, < r a n t n 1

part, en vertu de ce q u i précéde,la ionclkm / / J r , 5 J » développa h
par t i r de ,y,p5o, admet les rayons 1 ,̂, l^ i l résulte de rd i î î éa 1 que
r in légra le // admet les rayons R, , l^, 1 ,̂ et» qui l s'agissait d. 'eiai»!iî\

l i t . Soient
/'(.r, y, ...) .une fonct ion déve loppab le a ] ) a r t i i ^ de .r^v^ ... uym- les

ravons de eonvei*gence ,H.,,, Itj., ... ;
/y, r^ ... des1 constantes p o s i t i v e s r e spec t ivement i n f é r i e u r e s il

" R , ,M, , . . . ; '
N u n e cons tan te pos i t i ve s u p é r i e u r e a la somme I. q u e l 'orï o b t i e n t en

remplaçant dans le déve loppement de/(^^r» * • » - } » eiïectné li j î a r t i r
d e a * o , r», . , * , t o u s les coe i l i c ien t s par leurs modnie^^ et IM d i i î c -
ronces /r — ^^ y — ^0, .. * [)ar les q u a n t i t é s respectives1 r^ r^ ... ;

en f in p , (f, ... des ent iers p o s i t i f s »

Cela étfînf, la fonciioli

T^ r, .-)

dè^cloppaHl^ d p a r i i r de .r^, ^v-^, , , . r/crr /r.y ravo/is /'/., /*^, » , . , rw/ fnftjtt»
nn/fa pour f(,^\V. . . . ) n' Ifffù yy//^/// ^//,r /yr/^w/.v ,r,,, r,^ « . « . r^Cht-
i i -dire q u e les va leu r s n u m é r i q u e s prises, en *r,,, v^, * , . , jmr t ^ î (mue-
tion V^r^r, . .<} e t t o n t e s ses dérivées, sont positives e i ' re^ i iec t ivement
supérieures aux moduIeH de^ val^njr^ correspartdante^ delà tcHiction
/ (^^^^^ 'e tdcBfî^ 'dér ivées^ei ï ib lables^ ' • 1

Faisons, suivre11 'en1 cffot'de l'irKticc»' %éro1 im riotationa clct4 diver^e^
'fonctions, à:1 considérer, e t 1 , de tears ^dér ivée^ , pour (légigner i e î i r ^
/valeurs particulières en/a^, jy , . , / . On a

1 : : 1 1 1 , / yiwu-W\ \1 r :illli'.^ 1 1 1 1 1 1 . ., . ^^^^j^^^^^^

; / ' , \ ' 1 1 , 1 , , . , , 1 1 1 , 1 1 1 1 t : 1 • ;' , X y / ( / / 4- 1^) . . 1 , ( / / 4" / — î )

^N

X * , , . . ,

^î. . ./ ï .^1 , . ./^ ^ ^ ^ ^ ^ . . . . .„, , . . .„„„. . . . . ̂  ̂
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et, îi p lus forte raison, à cause de N>- L,

/ ÔW^-W \ r . a . . . / Ï . 9 . . . . 1
-> ^ —-.—.- -—--—,......-....

\ ( )^à / . . . ] , ' ^ 4

D'ailleurs, dans une série convergente à termes tous positifs, la
somme est au moins égale à la valeur d 'an terme quelconque , et l'on
a par conséquent

/ /)(•+•/+... f \ r 1 r 1

L > mod ( -^—r1- ) -lx— -———.....\ â x ' à y 1 . . . / o i . 2 . . . t ï . 2. . . /

On en dédui t immédiatement , par comparaison avec la re la t ion précé-
dente,

/ ^/+...qr \ / ^+- f \-^-— ^> i-t-ioc] •— ,
\()^ à y 1 . . . /< , y à ^ à y 1 . . . ) ^

ce qu'il s'agissait d'établir.

IV. Désignons ac tuel lement par oo u n e f o n c t i o n i n c o n n u e de va-
riables i n d é p e n d a n t e s en nombre quelconque, par exemple des t rois
variables x, y, z ; nommons M une constante posi t ive quelconque ,
^ un ent ier pos i t i f également que lconque , et considérons le système
total du premier ordre

^,) M
^( i+^)),ÔX ~~ ( t — .^JA"^11 ( I — yJÀ" ( i — ,c)A"

fr\ 1 <)G) — ' M / '̂( t> ) —— ̂  ̂ ^.^.^^^ + „),

àw M
,-ï(r-i-o0.\ () Z ( 1 — ;X- }A" ( î — y y ( f— ^ )A" ^ 1

Oi1» voit immédia tement que ce système est passif, que ses seconds
membres sont l inéaires par rapport à la, f o n c t i o n i n c o n n u e û), et que
ses coefficients sont développables par la formule de Maclaurin avec
des rayons tous égaux à s . I l admet donc (11) une intégrale satisfaisant
à la condition initiale

G) ~ o pour x •= y =:: z :r= o,

et dwelopfmble, comme les coefficients, par la formule de Maclaurin avec
des rayons de convergence tous égaux à î ; d 'ai l leurs les dérivées (le tons
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ordres de celle intégrale ont, comme on lis vo i t sans p e i u e d 'après la
forme des seconds membres, des valeurs initiales tonfe^ pontm^.

'Nous désignerons, pour abréger, par Q(a*^y, s) rindégrale par t ieu"
lière dont i l s'agit.

V. Les in tégra les du système (C) jouissent d ' une propriété impor-
tante que nous allons établir ,

Désignons par m, n, p trois ent iers , posi t i fs ou n u l s » ayant une
somme au1 moins égale à r , par co u n e in t ég ra l e que l conque du sys-
tème (6), et considérons l 'expression
f 7 ) ('"a•)'''(••-'^''(l"3)^^.^-
Je dis que l'expresnon (7) et celle (/ai s'en déduit par âne permuta/'ÀW
(/aelconque des trou lettres m, n^ p sont deux fonctions de y, y, s îdent^
(/uement égales entre elles.

A. Si l'on pose, pour abréger,

.̂..̂ ^ ,,, ̂  ̂  ̂  ̂  ̂  , ^ ̂

l^^xpression (7) peu t se mettre sous la (orme
/' / / / i // f p
^ A,e^^^,(.^^5)
/' . ' 1 ' i

r^fn ç- ii -f. fi

'41" ^ ^f< êi'^ft^f^ ((lr^ y* ^")ffh .
P.si

où A^ B^ désignent des constantes positives ' 1 1 1 ; : 1 !

^ . La chose est évidente lorsque m+n ̂ p est égal à i ? car (HÎ dédui t ,
immédiatement1 du système (6) que cliaclirujies prodilitâ

est égal à
c-^' (-^^. (.->^

M<" )ff,A',ff(.y» 7, s) -(-M0^,^(,r. j/, s),,,.

11 si ifRt donc de faire voir que, si elle est vraie pour m 4- n +.//.-: i.
e] le l'est encore pour m •+- n + n =.:-; /^ + j,
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Or, supposons 722 •+- ri -4-p -== k + i : l'un des trois entiers w, /< , p ,
par exemple /??, est au moins égal à i. Gela étant, considérons l'ex-
pression

(l __^)^-1 ( , _ _ y ) » ( i _ _ 5 ) / . — — — — ^ c û — — ^ .
' ' ' l / v / ^r7»-1 6^ ^j/^

Comme la somme Çrn — î) + /x 4-^ est égale à 7c, on a, en vertu de ce
qui est admis,

(8) ^-^-[^-yY^-^j^^^
/•=:/€ /•=;/»•

-=^ A/.©/^, r ^ r y { ^ , y,-^) +^ B,.e^ ̂ ,^(.r, j, ̂ )G^
/• r= 1 /• =;; 1

où A^ B,. désignent des constantes positives. Une d i f f é r e n t i a t i o n rela-
t ive à x donne

/)/.• i-i -
/ r „.,. \ m. -1 ( , _ /»/ \ // ( , _ - \p ___^^.L-^---__( ï - ^ ) 0 J) 0 -) ^^^<^

^(^^,)(^^)^(,»^).(^^).^^
f ::= h r = À-

-+2AI/•/^o^+•l,^•,rA-(t^^ J. ̂ ) "+-̂  ̂ r^^r^-l,r^^(^, ./, ̂ )^

/•=l 1 /•=l

71-==-/»• 1 1 , ! ! ! ! ! ! •

2^ ^ / v dû)
H- B/.©,^^^(^7^)^-

/•==! . ,

M u l t i p l i a n t par î — x^ il vient
^A-t-l^

(.-^^.--^(i-^,,^^-/'
^(m-,)(,-^-'(.-^(.-.)^^.^^

/•=-./? ^ r.s-7»-

4-^ Ar rg C,y, /y, ,̂ < .z;, y, ^ ) -}-^ ï^. r^ 0,y, /^., /.^ ( .r, j^ ,s ) ̂
/•r=l /•^1

/•=:/»-

+^Br®^, r^^(^ ,y ,^ ) ( ï—^)^-
r= i
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Enfin, t enan t compte de (8) ci de h r e l a t i o n

, " ( i ,^zQ^^Me, ,^^. r , r ,5)( ï4^0»

nous avons
( ^\ , /r.-.. •r\w / ' ( .̂.̂  -t'y/ ( i .....„„.. ^ ')^ »,,,.,,...,,,,... ^......-,-...,/..-.--. ^.-.^^^(.9) ^ ^ t.1 .} ^ ^ "-) ^//^y// ̂

r .•= A
•V^

4-^ ( m " ï -(- /t^1) Br ^/^, /y, /y ( ' r , ;r, ? ) ̂ t
r s. ï

/-.=;^

"^^^^^^(^'^^^o'+UÂ^o'-t îu^^ y» 5 ^

/• „:•: À-

+ ̂  M B,. (")( /.,,, ï :̂ , m 15^ t /< -» . . ! ^- {•^» .r^j ̂ î.

On voi t donc; que l'expression (7), ou l 'on suppose /// -llllt-•• // -f- ^ .i^ k -t1- î ,
()eul se représenter par u n e somme de termes wnut lu fo rme
v o u l n e .

B. l.'expression (7), (»(, (;elle qn! s'en déduit par nne simple jîer-
nnjlalion de deux des lettres/// , //,, //, ()euven(, toujours se repréN»iîipr
par u n e même somme de termes a y a n t la fo rme I n d h ï u w au ^ J ^ h i î f
de A.' , , ! . * , : , ! ^ '

La chose, eat, évîdêrîte^orsq m r n ^ / t ^ p est égal à j , piî iN}îie
chacun des produita1;111 1 , . 1 1 ' 1 1 1 1 1 , - , ' , 1 ,' •

"-«'ë- (•-.'•'$• c-)S
estégâl^comme nous rayons dit, à1

' 1 , ;. ' ^ , ^^^^.yfsY^^^^^^^

II' suffît donode faire voir que, si. elle est ,vraie, pour m + /^ .4- p ,.,:•: &,
e l^e l ^ l es t l enco l repo^r l /n l +/^^•^ l ^==Â I <4-J ( ,
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Or, supposons/^ •+- n +p ==- k -4-1, et considérons les deux expressions

(.") (•--)"'(l-^^"(•-^/'^l^'
(V^h){ i i \ ( t -y \ ^ ( l \ ' \ ! t ^ ( r " \/>(^) (^,^ (i.,^) (,^,)/^.^^^^

dédui tes l ' u n e de l 'autre par u n e s imple p e r m u t a i ion des le t t res m et //.
Si m == /?, le p o i n t à é t ab l i r r ésu l te i m m é d i a t e m e n t de A.
Supposons ma in tenan t que m soit d i f f é r e n t de / i et que l'on a i t , par

exemple, m^>n, a u q u e l cas m est forcément au mo ins é^al a i . Les
deux expressions

(-) (•--)'"-:(•-y)'t(I-5)/'^^/^^'

C3) (•-•^"(•-•^'''--l(•---5)^..•r^^

se d é d u i s e n t l ' u n e de l ' au t re par u n e s imple permu t a l i o n de /// " i
avec //, et, comme la somme (m — i ) + // -h p < t s t é ^ î t l < » a k, elles
peuvent, en ver tu de ce qui. est a d m i S y se représenter toutes deux par
une même somme telle que

i'^i( f'^f(
^/u ^•^•^^/^(^ J^) "+^ B^/^,^,^(^'» j% ^ )^»

/•= 1 1 , / - ^ î

où A^, B/. dés ignent des constantes posit ives.
Pu i sque l'expression (1,2) peut se représenter par la somme ( r / i 1 )»

le calcul déjà effectué dans A nous mont re que rexpression ( i o ) peut
se représenter par le second, membre de (<)}•

D 'un au t re côté, p u i s q u e l 'expression ( i3) p e u t aussi se repré-
senter par la somme ( t 4 ) , u n ca lcu l a n a l o g u e nous donnera succes-
s ivemen t

(\ — x y 1 ( i — y)7"--* (i — )̂//..-.,..,..tl,....,.../ ' • / / ' / ô x 1 1 ô y ' 1 1 à^
^ (m — i) (i — <z•) / / l (i — r } " 1 ^ ( i — ^P .,---.,-.,-.-.,.--.̂ .̂̂ 1,̂/ ' ' ' / • / ô^11 <)Y^ ^ ()^

v^k /• • 1 1 : 1 - 1 1 / •

^-"^A,./^Ô,y,,y,4.,,t,,y(^, J, .5) •^^B^^^r^r^M,w(^> J. z ) ^
r.;:-; l 1 / • . , . {

1/-;,:; À-

V ïï {\ / 1 /)^"h2^B/•e^^^(^^15}Jv?
r^r • 1"< 7



4o <;• luyunî».
puis

(,-,r)''(«--j)'"(,--.)^^^,

= (,n -.,)(,-- ,ï)« (i -y)'" • (, - ̂ ^r^' , ̂ /,

r=.,Â' ^ , / " 1 1 1 1 1 1 ^ 1

^-^•A,.r^ 0/y, ̂ , ̂ (.r, r,^) "4-^ H^'ff e^ i^ /y^'» J% 5 )^
/•-i 1 / • - 1 . ^
/ •—/>•
^i ^ . . •• / 1 1 . ^ï

, +^ l^ /• ^/y, /y. /-^ ( ̂ » ,r^ ^ ) 0 " ,r ) ^; ;
/•:-l,î

remplaçant enf in , dans le second meniJ.m.s (ï —y)^ 0 1 j)ar s^i v a l o u î *
tirée de la d e u x i è m e équat ion ((>), et l^xpresgiorî ( l ' i ) j iar hi
somme ( i 4 ) » il nous v ient

(,--..)«(,-y)'"(,--.)/-^^
/ • 1 1 1 : 1 1 - ; A

:lr:: ^ ^ /// "" ï 4""" r^ ) A r e/^t J^t r^1 ( t^ -)% 5 )

/' • • 1
/• /ï

-h^ ( /// -- ï -h r^') l ï , ̂ f.^ ^^ ,^( a\ r , 5 ) ̂
/' .--:1 ï
/• h

-:iri^MH^ir•.^,^r.n^u-ii^,^.r^r^î

r ï
r I,

t-J^ M Iî,. (•').)., i,^,(,,,,,y,,,., p^c,/', ^»', ;)'»,
' 1

c'est-ii-dire que l'expression (ï t ) pcol se repré»crtt(.îp, eoiniiK» {'ex-
pression (10), par le second membre dt; (()).

G. Considérons maintenant le» diverec» expressions que l'on peut
déduire de l'expression (7) en effectuant dans cotte (Icrnh'-rc tdufc.i
les permutationg possibles entre les lettres m, n, p. Ces «•xprc.ssi«(i.".
peuvent être rangées à la suite les unes des autres dans un ordre tc j
que deax expressions voisines quRiconqufis piiissciit, se déduire l'imc
de l'autre par une permutation efrectuéc entn* (leux Ictircs sculcnicHl.
En vertu de B, deux expressions voisines aont (lonc des fni tcf ions
de x, y, s identiquement égaies: il en résulte que ((,(K(>,S les e^prcs-
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sions considérées sont aussi des f o n c t i o n s de x, y , ,-s i d e n t i q u e m e n t
égales.

VI. Désignons par T u n système d i f f é ren t i e l jou i s san t des diverses
propriétés suivantes :

ï° Le système T est phanéronome, et ses premiers membres ont tous la
même cote (n° 1 ) ;

2° II est linéaire par rapport al'ensemble des fonctions inconnues et
de leurs dérivées, et ses coefficients sont développables par la formule de
Maclaurin avec des rayons de convergence tous plus grands- que ï ;

3° En choisissant, pour les variables indépendantes^ des valeurs ini-
tiales toutes nulles, il admet un groupe d'intégrales répondant à des
déterminations initiales identiqueme/it nulles.

Cela é tant , nous nous proposons d ' é t ab l i r que les développements de
ces intégrales par la formule de Maclaurin admettent des rayons de con-
vergence tous égaurv à î .

Nous supposerons, pour fixer les idées, qu ' i l y a t rois variables
indépendan tes .x*, v, z ; trois fonc t ions inconnues u, c 'y (P, affectées,
les deux premières de la cote o, la dernière de la cote a; et que les
premiers membres du. système sont tous de cote 3. I l v aura donc,
dans les premiers membres, certaines dérivées troisièmes de // et de p,
cl /certaines dérivées premières de (-P; quan t aux seconds membres, ce
seront des fonctions linéaires par rapport à l'ensemble que f o r m e n t
les inconnues u, v, w et les dérivées premières et secondes de u et v.

A. Du système (6), qui est un système total du premier ordre con-
tenant œ dans chacun de ses seconds membres, je déduirai d'abord un
système total du second, ordre contenant

()r,) <)(,} ()f,)
,,, ^, y ^

dans chacun de ses seconds membres; de ce dernier je déduirai
cnsuit-e un système total du troisième ordre contenant

05)

ad) àfi) ()f)ï^ ^, .̂  ^

6^) , ^r,) ^rxï <)2^ ^M ^) ,
^p j^y^ J^J^ Jyr jy-^ ^>

Ann. î^c. Norm^ (3)., XX. — JPÏmuKft tyo^ • 6
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dans chacun de ses seconds membres; e( les doux systèmes doul i l
s'agit seront linéaires, comme (G), par rapport a renseinMe ( j u r
forment la fonct ion o.» et ses dérivées*

Différentions la première équat ion (6) par rappor t Si ^% pu i s par
rapport ày, puis par rapport à s ; ta deuxième par rapport îry» puis par
rapport à -s; lâtroisieîBe par rapport à ,G. Il v ien t a ins i :

•̂  =": M(^ •+• i ) ̂ .42,^ (^ .}'» 2 ) 0 •• 1 1! I M <'0 + M <^ .i^,,^^^^ j% 5) ̂

1^^ = M.? e^,,,,^H^,(.r, r^) (i 4- ^) "-h ^1 (^,,.^f.^ j-, ï).^\

^^^ =: Mff . ^-H,^,^.}-^-^1» .»^ s) ( î 4- ^) 4- M ̂ -t,^.^(.r, ^r, s j '^

—^ == Aî,( ̂  4- i ) C^, ̂ ^.^^, ( .r, . ? % ^ ) ( î -h1 ^ ) 41- M ̂ .,̂ ., , ̂ .. f ,r» r, ^ )r;^,''/ ' • • • ! ^^<
ïâ

j-y7^ =MA- ("»„',*•, >.A- i i ( .y , .y, ; • ) (• 4- '»? ;• M H/,,.,,,,, ,„,(,/•,,>•, • 1 ) ' "

'^ "--- M(,y - I -1 ) »y,y.,, i ï (,r, ,T, ;^ (i |- ,„) i M ("»,,.,.,,, i {,r, ,r. S ) ' ^ .

Or, (•il iiv;tii(, ('̂ •iird î t i ix rclitd'oii.s

1^. " ^^, :;:l] • ! v ) ^

on (l(''(fui(, des (•(fu;i()«)is iH'ec^dciifcs :

^ ^M(^-i- «)^.,^(,r,.y,^(i.4-',,) !- ^.^^r./-^.,^^1

+?^^-.^(,r,J,=)^4..M^,,,,,,,,(,.,,^

1 rf'fn t«
J Aî  ̂  "^^.-^.^(.r, r, ;) (> -i. .„) .+. j^^,,^(,/-, j. ;;̂ '^^ ̂  M ,̂,.̂  ,^(.r, y, ;) (, -i.. ,„) .+. ^^^,,^(,/., j.,

+ Ïe^^.r, 3)^ 4- ̂ ^^..^.(.r..,, .;̂ ,

wk ^Mff ̂  ' ̂  ̂  • ( •r» y» ̂  ( '+">) -(- ̂  ̂ .,. ̂ , ( ,r, j-,.; j ̂
+^^-^^.,r..)^-,M^,,^(,,^,^>,

"^Hi^-V'1? J y - / ,,
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(Pw -.., , /-. , , , , M^ , . ()<',)
^ =M(^-+-1) ̂ ^^(^ J'>::) (I + ̂ ) + y ̂ -1^+2,^(.^ J, =Q ̂ j.

M -. , , au M - . , à(,}
•+ j ©^,^i,^.(.r,,?', ^) j, + y 0^,^2,A--i (lr. J» ::) j^ »

^^û) ,, „ . . , M /. , , <^»>
j—j^ = M^0,,.,^u,^-i (^. J. ^) (r -1- G)) + y e^.1^,^,.1,,, (..r, j, ̂ ) ̂

M -, , , ()w M /. / , ô(,)
•+• y OA-, A-, A-4-1 ( ̂  .7» " ) 6^ 'h 3" "̂  A"4'1 - ̂  ( :r? y? z ) Jz '

à^ii) „,-. , . ^ „ , / M/^ , . ()^}<)^i

T ^r>"- 'in'', A''-f-2 k, •^•'y J î ^ ) .T,

{h}

()^

-j^ = M (^ 4- I ) Ô^, ,-, ̂ -t- ..2 ( ̂ , Y^ } ( I + C^ ) + y ̂ - ', A", A- f -2 ( t^ Jî :? ) ̂

M /, / . <^^) M ̂  . . <)r^
4- yô^-,,^(.r,,y,5)^ + ̂ ©,^,^,(,r,y^)^-.

Du système (16) je vais déduire main tenan t un système total du
t ro i s i ème ordre.

En d i f ï e r en t i an t la première équat ion ( i ( ) ) par rapport à x^ le
second membre de l 'équation résul tante contiendra les quant i tés (?:">)
à Texeeption des dérivées second-es de a) qui. n'intéressent pas la
variable x, c'est-à-dire à, l'exception de

à^,) à^ ()'2^
ày1 à y à^ ()^

Or i l est facile, en vertu de V, d'exprimer chacune des trois dérivées
absentes à l'aide d 'une dérivée seconde intéressant la varia.hie x ' ,
on a, en effet,

, .„ (V1 fi) . .. à^ r,)
( l ̂  y )2 ̂ ^ ^ ( I — X Y •——— .

,/ / ^)yi \ ^^l

(.-y)(.---)^(.-.rH.-<;,
OU y'^ / , à'1^

^ 1 «-—— ^ 1 -.^———————,——. ^̂ :"; [ j'1 ————— ^J(' \ - , — — — — — y ,

' / ày ()z ày <).r

y (,.},^0)

(ï'^)^=(I--)^t
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En conséquence, la première é q u a t i o n ( ï ( ) ) nous donne ra d 'abord

^. == M (^ + i) (^ + a) ôy,,3.^(^ J", s ) (i + &)) 4" AI (/if 4-1)0^ wr^V» 3) |̂

M , ., ^ . . ^o» M ., • . ,-. / . <^
+ 3- ̂ ' + i) ̂ i ̂ .̂r. ̂ ) ̂  + ̂  (y + a) <V^^,..,^(.r,,)% .5) ,

M / . /.. / . ( ) ( ) ) M /-, ,. ^ : i î^»
+ -7 (ô'-^- ^) <^3^,^-i(^ JS ^) ., 4-1- v ̂ M,^(.^ js ^) , - , .

0 (/ »> t) ! i/»<''

M/. . , ô^f,) M . , , ^^^ ̂  ̂ ^^ y,.) ̂  + ̂  e,,̂ ,,,.., (.r, ,r. ^ ) ̂ ^.

jluis, tenani coinptc de (17 ) ,

( ) 8 ) ̂  = M (y -l- > ) (A- -I- •>. ) ̂  ,,,„. ( ,-r, .r, -- ) (. 1 r,, ) 4- M (,' 1 i ) <-»,„„,,.„, (,/•,„>•, s j ̂ ',

-I- M ( ̂  + » ) ̂ 4 ̂ ,^ ( ̂ -, 7>= ) ̂  •+- M ^ .r -I- -Q (^,,, ̂ .,.,( .1; y , ; ) ̂

-^(^^^.^.-..(^y,.)^^;^^,,,^.,,-,.);^
, M „ , . 1 ) ' ^ , ) M ,, . <;'/.»
+ ̂  ̂ -! ;l,ï-i,A'(.^ J, 5) ̂  4- J-^ <-»/,! .•l.,",A. 2(.»-, ,)•, ;) ^^,

, M n / ^2f" M /. /^'»+ ̂  ̂ .^-,,.(.<, J,=J^;^ 4-^^,,;,,,,,^ >(^..,>^)^^

. M« , ^2f„
-i-y^^,^,(,r,^,^^^.

Cctic (' 'qiial.ion (i(S) in'oviciil., comnic r ions venons ( 1 < > le voir , ( l * t i n < 1

( l i i rérci i l ia( , io) i rclalive à x (•xmilrc siir la iH'ctni i 'n» ( '•qti î if . iot i (<< ' ) ) .
Nous di l î ' ( ï rpn( . i< ' ro) is n i ; U t i ( c i i ; t n ( . la in 'ci i i i i 'n1 ( ' ' ( (Hît i iol) ('16) j»ar rap-
|)ort à y ('t par rapport à z ; la ( louxinixi j»ar rapport !» y et s; la t ro i -
sième par rapport ;i s ; la quat r ic inc par rapport, ît,y et. s; la (•imîuiï 'inc
et la sixième par rapport à s. Puis, nous reporta ni îi V, nous <-Hcc-
tuerons dans chaque second membre les operat iona voulues pour (HIC
toules les quantités (i5) y figurent. Nous aurons ainsi , y compris
l'équation (18), un système de dix équations, S, ayant pour {»r<- i i i ic rs
membres respectifs les diverses dérivées troisièmes de o/et pour
seconds membres des expressions de fo rme entièrement analogue au
second membre de (18).

B. Je rappellerai que nous avons désigné p;>r iî(x, y, s) l'inté^rîtic
particulière du système (6) qui s'annule pour x ==j/\= 3 ;= o. Cette
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fonct ion satisfait , comme toute intégrale de (6), au système de dix
équat ions, £, que nous avons (orme ci-dessus. Posant m a i n t e n a n t

(19) ^=:^==^(.r ,y^), (ï,>:=^;,

nous allons déduire du système S un autre système ayan t pour pre-
miers membres toutes les dérivées troisièmes de u et v et tou tes les
dérivées premières de w\ quant aux seconds membres de ce nouveau
système, ils cont iendront , avec //, c, ^, toutes les dérivées premières
el secondes de u et v, et seront d'ailleurs de forme ent iè rement ana-
logue au second membre de (18).

Observons en effet qu'en vertu de (19) les fonct ions u, v et leurs
dérivées premières, secondes et t ro is ièmes sont r e spec t i vemen t iden -
t iques à la fonction û et à ses dérivées semblables, et, de môme, que

à^ ô^ àw , .. « " i < - ^ ^^ ^ à^il^ ; , sont respect ivement i d e n t i q u e s a -.-T? —,? - , - , - , ,
CÀZ' à y à^ l 1 ô^"1 ()a 'i ôa^ à y

( ^ . . . lin conséquence, nous t i rerons de l ' équat ion (18), v é r i f i é e(Le- àz i A \ /

pot i r co === û :
û^ u ('P ^ ()^r
J:r3 ^ ô^ ̂  ̂  ::1:' M {ff + ! ) (^ + ̂  ^ .̂-.r.;̂ ,̂ (..r, j-, ̂

M"
. + ^" ( g -h 1 ) ( y 4- a ) By,.., 3, ̂  y ( .,r, y, z ) u

M+ ^ (^ -+• i ) (ff 4- 2) e^-3^^ (-r, .r, s) r
M , , /.. / ,. au•4- -^ (^ + .ï ) ^-i-2^,^ (^, y, ̂  ̂ ;

^ ^ (̂ ...,,,. ()9^^ (.r,.r^)^
•'î (/•<.<'

M / „ /.... , . au^ ̂  ( ̂  4,.. ï ) 9^,^, ̂  ( ̂ .^ y^) ̂

-M . .,, , , ô^^ (^ 4., ^ ̂ ^^^ (^., y ^ ) .</ « <i ( /«<•
M i, . / , , , ( ) ( i '+ ̂  (^ + ̂  ̂ .i..,^-i^(^, y, ̂ ) .

M / : ^ A / ^ ()^^^{S^^)Qff..^^.,^{x,y,z). 1



•̂  . (;. n iou i î - :H .

^"•^(^-^^^K....

+^(^•-4-

M a / ,^;]00 ,̂̂  (ll^JI^)^.i-^073^..-^^ (^.r-)^^

^iiXIi^411^^ l('llrs•r^)^^
:M1 .+ ̂ ..̂  ^^ ^^^ ^^^

> . ô . , )

M
3^31^ • ^^—g,^ v.-.» ^,, ^ î / /, i a / . <f if,4 î^^^^^^ ( - ^ ^ ^ ^ S ) , ,

•jyi

"M' 1 i^
•+37^^,^..^ •(.:r,^)^

..,.L. „ . N ^ / , ^î //

:L37a ^i:iî^^^ (t:r^ 5)-^

^f.,.̂  . L) / , ^a' l'
3.3:";; 'V1-1 '1^^^-1^ ( ^ ^ ^ 1 ^ 5 ) , ^(/ '*,• ""'

.̂ILe / , ^^/
;L^.^ •• ^^^-^^ (^f }\ i s ) t i i • : • i - ^

^^
,^;,.^ - -. ,̂ , , ̂  -)'^^

Mlh:,V.II .̂„.̂ ,. (^r^),^-
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C. Considérons enfin le système que nous venons de former, et qui
a pour premiers membres toutes les dérivées t rois ièmes de u, tou tes
les dérivées troisièmes de v, et toutes les dérivées premières de (P :
parmi les équat ions de ce système, nous re t iendrons exclusivement
celles qui ont les mêmes premiers membres respectifs que les équa-
tions du système T. Nommons T le système aux i l i a i re obtenu par
cette sélection, et a t t r ibuons à rentier posi t i f g u n e va leur suffisam-
ment grande pour que toutes les fonct ions 0 qui f igurent dans les
seconds membres du système T aient leurs indices posit ifs : il résul te
immédiatement de III qu'en a t t r i b u a n t ensui te à la cons tante posi-
tive M une valeur suff isamment grande, le système T ne différera
de T qu'en ce que chaque coeff ic ient de T se trouvera remplacé par
une majorante relative aux valeurs o, o, o des trois variables indé-
pendantes. L'entier g et la cons tan te M. é tant a insi fixés, les re la t ions
ul t imes de T ne d i f f é r e ron t des re la t ions u l t i m e s de ï qu 'en ce que
les coefficients de T et leurs dérivées partielles se t rouveront rem-
placés par les majorantes des coefficients de T et les dérivées sem-
blables de ces majorantes .

Observons m a i n t e n a n t que les intégrales dont nous a d m e t t o n s ,
d'après notre énoncé, l 'existence dans le système T, on t , a i n s i que
leurs dérivées paramétriques, des valeurs in i t i a l e s toutes nu l l e s ,
tandis que les intégrales

0 ! (î — 0 à^î
à.^ '

du. système T' ont , ainsi que leur dérivées semblables , des valeurs
i n i t i a l e s posi t ives (ou nu l l e s ) (IV). Si donc on se reporte a ce q u i
v ien t d'être d i t sur les relat ions u l t i m e s de l ' un et de l ' a u t r e sys-
tème, on v o i t que les in tégrales considérées de 'JT et leurs dérivées,
paramét r iques ou pr inc ipa les , de tous ordres, o n t des va l eu r s
i n i t i a l e s posi t ives (ou, nul les) , supérieures (ou égales) aux mo-
dules des valeurs in i t i a l e s que possèdent les in tégra les considé-
rées de T et leurs dérivées semblab les ; et comme les premières
admet ten t , a ins i qu ' i l résulte de IV, des ' rayons de convergence
tous égaux à î , il on sera de même, à plus forte r a i s o n / d e s der-
nières. ^ ! , ^ , ^
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Vi l . Désignons par T, un système d i i ï e ron t i e l possédant les diverses

propriétés suivantes :
1° Le système ï, est pJianeronomCy et ses premiers membres ont tous

la même cote;
• 2° llesl linéaire par rapport à l'ensemble des fonctions inconnues et
de leurs dérivées., et ses confidents sont dé^eloppables par Ici formais de
Taylor, à partir des vcileurs particulières ^o^Yo» — ^ wac les wyw^' de
conçergence 'R^, 1'̂ ., .. * ;

3° /?/% choisissant pour les variables indépendantes les valeurs inl^
tiales ^•o^.yo» * " ̂  il admet un groupe d'intégrales repo/nlaul à des déter"
minations initiales identiquement nulles.

Cela élani, nous nous proposons (rétablir que les dtwfoppemenfs de
ces intégrales par la formule de Taylor, à partir de ^^ y^ ..., ad m et lent
les rayons de convergence R^y, H.., , * , .

En désignant par r^, r? . . . des quant i tés posit ives respect ivement
infér ieures aux rayons I.î  "\\y, . , . , m^ aussi lriî( l) l))roc'lîées de eeux-ei
qu'on le voudra , i l s u f f i t é v i d e m m e n t de prouver que les in tégra les
considérées de T^ admet ten t les rayons de convergence r\^ r.^ , ̂ , ()!%
par le cl iangernent de variables

.̂r,,.:̂  —../ .r-yu( 2 0 ) . „..,,., ̂  ,,,,y.
rx 1 ^y ^r»

tout dévelopi)ement en l ie r en ;y - .r^ ,y-j,, ^. d e v i e n t u n déve.
loppement ent ier en ^, y, ;..: si le développement p r i m i l i f adnie l
les rayons il^ Ry, . , . , le nouveau admettra les ravonn Illirlt li•^ -M

1 . 1 . . ! 1 - . ! . ! " lii 1 ' 1 1 ry 1 f\y 1 1

tous supérieurs^ ï , et réciproquement; si l e 1 premier admet h^
rayons11^ r^,..., le seco'ndâdmcttralcs rayons ï , ï ,1 . . . , . e t 'récip roque -
ment. Si donc 'on ôfïeetue 'dans le système Ï , la t r ans io rmat ion ('20),
on se trouve ramenée kproposi t ion 'qui fait l'objet de l 'a l inéa VL ''

VIII. Revenons maintenant à la proposition qu i 1 f a i t l 'objet de
notre,énoncé général. 1 ' , 1 " 1 1 1

A. désignons par S,le .système (phanéronome, passif et l inéa i re ) '
donné, parT lacote^laximx de ses premiers roemhres, fî t par (S) le*
système (évid.emm.ent^plianéronome1 et l inéaire, mais en générai 'mm
'passif) que forment les diverses relations primitives de cote fOi0 i)^
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dans ces deux systèmes, les dérivées pr inc ipa les et paramét r iques des
fonctions inconnues sont respect ivement les.mêmes, à cela près que
les dérivées principales du système S dont la cote tombait ciu»dessous deT
sont devenues paramétriques dans le système (S). Si donc on impose,
d'une part aux intégrales de S les cond i t ions in i t i a l es choisies,
d'autre part à celles de (S) des c o n d i t i o n s i n i t i a l e s i den t i ques , en
ayant soin seulement de p rendre , pour les anc iennes dérivées prin-
cipales, en nombre f in i , qu i son t devenues paramétr iques , les valeurs
ini t ia les calculées à l'aide des relat ions pr imit ives de S de cote infé-
rieure à F, on obtient évidemment de part et d'autre les mêmes inté-
grales. On observera d 'a i l l eurs : 1° que les coefficients clé (S) ne
peuvent manquer de converger dans les l imi tes où convergent à la
fois ceux de S; 2° que les diverses fonct ions (ou c o n s t a n t e s ) f i gu ran t
dans les c o n d i t i o n s i n i t i a 1 e s q u e n o u s v e n o n s d ' i m p o s e r a u x i. n (, é g ra 1 e s
de (S), ne sont au t res , avec quelques c o n s t a n t e s en plus, que les
fonc t ions f iguran t dans les c o n d i t i o n s i n i t i a l e s imposées aux in tégra les
de S, et qu'elles convergent dès lors dans les mômes l imi tes . En con-
séquence, il, su f f i t d/élablir l 'exact i tude de notre énoncé pour les
intégrales de S répondant aux condit ions ini t ia les que nous venons
d ' indiquer .

B. On peut main tenan t , moyennant un changement de fonctions
des plus simples, faire en sorte que les dé terminat ions init iales des
inconnues soient toutes ident iquement nulles.

.Effectivement, soient 1^, 1 ,̂ ... les déterminat ions initiales respec-
tives des inconnues u, v, ... dans le système (S). Parmi, les dérivées
de 1^, I^ . . . , celles qui. sont r espec t ivement semblables aux dérivées
principales de u, v, ... on t toutes zéro p o u r valeur i n i t i a l e 1 ; elles son t ,
par su i te , i d e n t i q u e m e n t n u l l e s , p u i s q u e leurs propres dérivées,
nécessairement semblables à, des dérivées p r inc ipa les de u, v, . . , , on(,
toutes aussi, pour valeur in i t i a le zéro. .[Failleurs, si l'on a égard à la
na tu re des opérations par lesquelles les dé te rmina t ions i n i t i a l e s ,1̂
1^ ... peuvent se déduire des conditions ini t ia les imposées aux inté-
grales de (S) ( i ) , on verra sans peine que .4, lp, . . . n e peuvent

( 1 ) Voir à ce sujet la première partio do mon Mémoire inlilulé : Sur une (luestion fon-
damentale d^ Gcdcu.l iuté^rcd {Acta Mal/iematIcOj l. XX!!1).

A lin. î^c.Nonn^ (3), XX.—FjÉviuEa x9o3* ' 1 1 „ j
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manquer de converger dans lui. limita où convergent à la (ois k-s
diverses fonctions qui f igurent dans ces condi t ions i n i t i a l e s .

•Cela posé, effectuons dans le système (8) la t ransformation

^=-L+ u1,
^ ^'t4^'\

où ^, ç^ . . . désignent de nouvelles fonct ions i n c - o n n u e s , et soit (Sy
le système ainsi obtenu : i l va sans dire que, dans cette tmisfonmi-^ *
t i o n , nous attribuons aux nouvelles fonc t ions inconnue les îTîêmcs
cotes respectives qu 'aux a n c i e n n e s correspondantes. Pour passer du
système (S) au système (S)', i l s u f f i t évidemment , 1 en vertu (Furie
remarque faite ci-dessus, de remplacer les dérivées (pr inc ipa le)
de (/, c, < - . qui f igurent dans le^ premierB membres de (S) par les

,. dérivées semblables de u'\ çs ... ; puis de remplacer, dans lesgecmuh
membres, les fonct ions u, c, ... et leurs dérivée paramét f iquc^ par
les sommes I^+^, ly+^\ ... et les dérivées ^emblab lea de ces
sommes. On voi l . dès lors i m m é d i a l e m e n t : 1° que le système (S^ c^i
phanéronome, cl que ses premiers meïnbres soûl. Ions de cote T;
2° que les deux systèmes ne d i f f é r en t l ' u n de Fautre que par la îiata"
(.ion des fonc t ions i n c o n n u e s cl par les coeff icients i i i dépe îu la l î f .H qui
f i g u r e n t dans leurs seconds membres ; que d 'a i l i ru i rs les développe-
men t s des coeff icients de (Sy ne p e u v e n t m a n q u e r de coîivcrgci* dans
les l i m i t e s où conve rgen là ia fois l e sdév ( t l o{ )p ( ï l n ( î l ! l sde sc< I N*f l ( i c i e î l f ^
de (S) et ceux des fonct ions q u i f iguren t dans les coi idi t io l î r in i t iahs
imposéea aux intégrales de (S)< Finalement, il résulte dea forrriule^
de trânsformation-qu'auxintégrâles Cônsidéréeâ de (;S)corresi)oiulmi(,
dans (S)^ des intégrales11 à déterminations ini t iales identiqiïelîicîiil ,

/nu l les , et que les1 développements de celles-ci ^e déduisent de^ dévr*-
loppements de celles-là par là, simple guppresâicm des portions ijc
développements f^ 1̂  ^ ^ ' • 1 1 1 1 1 1

Celaétant/ la proposition qu'i l s'agît d'établir découley comme
conséquence immédiate, de l'alinéa VII.
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Systèmes phanéronomes, passifs et linéaires; calcul par cheminement
de leurs intégrales.

^ î . Supposant ind i f fé remment (comme nous l 'avons fait jusqu'ici)
q u ' i l s'agisse, soit de la théorie des fonct ions de n variables réelles,
soit de la théorie des fonct ions de n variables imaginaires, nous
nommerons point analytique t ou t système de valeurs respectivement
a t t r ibuées à ces n variables x, y, ..., coordonnées analytiques à\i point
les n valeurs ainsi associées, et espace analytique l 'ensemble de tous
les points analytiques : l'espace analytique sera désigné par la notation

[:[^y, ...]].

Dans cet espace, on a souvent à considérer, à l 'exclusion de tous
les autres points, ceux dont les coordonnées sat isfont à certaines con-
dit ions, d 'une nature quelconque d 'ai l leurs: l 'ensemble des po in t s
ainsi déf in i s constitue ce que l'on nomme une région de l'espace ana-
lytique.

Nous nommerons domaine toute région définie par un système de
re la t ions de la forme

nT^d(^-—ro)<R^, m o d ( 7 — r o ) < R y , . . . .

où (x^ je, ...) désigne un point fixe, et R^, Ry, ... des constantes
positives (>>o); ces constantes seront elles-mêmes les rayons d u
domaine , le point (.y^jo, ...) en sera le centre.

4. Une série entière en x -- x^, y — r^ * • - » admettant, au tour du
centre (*Ty, y ^ , ...), quelque domaine de convergence, déf ini t , comme
on sait, une fonction de x, y , . . . dans l ' intérieur d'un pareil domaine.
Donnons à ce développement la forme de Taylor; puis, désignant
par( .z^ , y , , ...) un po in t intérieur au domaine, in t roduisons , dans
ce développement et dans toutes ses dérivées, l'hypothèse numérique
x —= x^ y ==y<, » . . . Le calcul des sommes de ces divers développe-
ments, une fois effectué, nous permettra évidemment de construire
celui de notre fonction à partir des nouvelles valeurs in i t ia les^ , ,
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j^ , . . . : ce deuxième déve loppemen t , do Taylor, e n t i e r en , r — o ' t ,
y_y^ ..., admettra certainement quelque domaine de converge née»
et nous dirons» pour abréger, qu ' i l se raccorde avec le précédenL

Cela posé, considérons un chemin brisé ayant yaMwnmeU successifs

2 ï
(^o, yo? * • Q» (t<r!» fiï ' " •). (ir^ y^ • 1 - 1 - )?

(^y^..), (X,Y,...).

Si, à partir de ces sommets successifs, ori p e u t cons l ru i r< 1 a î i t . î î l î t de
développements dont chacun se raccorde avec le p récéden t» et dont
le premier ne soit autre que le dév(:doppoment donné , le chemin
brisé (aï) sera dit pralicable r e l a t i vemen t a ce lu i -c i . D^iprés nda, i l
faudra donc, pour que le chemin (21) soit p ra t i cab le , q u e le dévelop"
pement donné admette des rayons de convergence r c spec f ivemen i
supérieurs aux modules des dif férences ̂  — ^njt — V o » * * * » <'e q u i
permettra de construire, 'à par t i r des valeurs :r^ Y^ ..., un d e u x i è m e
développement se raccordant avec le p remie r ; i l f a u d r a ensu i t e que ce
nouveau déve loppement admede des ravons de convergence sii[)é"
rieurs aox modules des d idc rences ^"a "— ^i^yy — y , , . , ^ ce q t i i j)cr"
met t ra de cons t ru i r e , a p a r t i r de ^y^ . , , , u n ( ro i s ih r rH* dévclojrjN:^
men t se r a c c o n l î i n f . avec le senond; ( » ( , a i n s i de. suil .e j i i s q u ' a î i
dévolopi-x'uïH'nl c o n s t n î i f ' a p a r f i r de ^ ^ r ^ . » . ^ q u i doh adn i cUn* <les
rayons de convergence su i^é r i ^u r s a u x m o d n i c s des d i f l e r c n r c s X - 1 - 1 1 «r^
y^.Xy^ • • ^ ^iin fpruu d e r n i e r d é v c l o p p c m c u f . p u i s s c cire f i î i a i c m c î i f ,
consirui t à par t i r de X, Y, ....

Nous nommerons série ou dévdoppemeîi t ^/(mf/a/mn/al ( 1 ) ia ^érie
entière en •x — XQ, y —J(H /,1, choisie comme '^m-àm caleub [rrécé1"
dents, 'et1 'noîis-atîecterona1 de la, mêrïn^ (j î ial if ication le^ premières
'valeurs,1 o c ^ - y ^ , / . ^ y - d e s variables indépendanlog , a i n g i que ie po in t
(^o» Vo» 1 * * < ) dont elles sont les coordonnées analvtkjiie^

En11 supposant, comme de1 raison, que le développement t ondamen ta l
'admette quelque domaine de coïlvergence, tout chemin brbé tracé,
à partir dia point fondamental , in tér ieurement à un^domait ie coricen-

1 ( 1 ) Dônomioalion employée par, M. Méray (ÎHUS soa Leçons nwwdl^ fiw l^w/lw
•in/nùcsimale et .w appliccaiofu géo/nétr/^^ff (pmmbw i^rlîo, |L î3 ' j j .
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t r ique de rayons moindres, et de telle façon que deux sommets con-
sécutifs soient suff isamment rapprochés, est prat icable; d'ailleurs
tous les chemins de cette espèce ayant même sommet f inal conduisent
au même développement f i na l . Mais , lorsqu'on f ranchi t les limites de
convergence du développement fondamenta l , on n'a p lus , en général,
aucune cer t i tude à cet égard, et si l'on considère deux chemins brisés
partant du point f o n d a m e n t a l et about issant au même sommet f inal ,
ces deux chemins, à supposer qu ' i l s so ien t l'an et l 'autre praticables
par rapport au déve loppement fondamental , peuvent condu i r e ,
comme on sait, soit à un même développement final , soit au, contraire
à deux développements d is t inc ts*

Nous d i rons , en conséquence , qu 'un déve loppemen t fondamental
donné (admet tan t q u e l q u e domaine de convergence) déf in i t , non pas
u n e fonction, mais une pseudo-fonction ( l ) de a ' , y, ... : pour plus de
simplicité toutefois, nous remplacerons souvent, dans ce qui suit , le
mot pseudo-fonction, par le moi/onction, auquel nous attacherons
imp l i c i t emen t le même sens.

Si. à un développement fondamenta l , quelconque on substitue sa
dérivée d'ordres partiels p , q, .... tout chemin brisé praticable rela-
t ivement aux anc iennes données l'est encore re la t ivement aux nou-
velles, et les développements successifs obtenus dans le second cas
sont les dérivées d'ordres/?, y, ... de ceux que ron pbtient dans le
premier. Cette deuxième pseudo-fonct ion se nomme la de'rivée ducroires
partiels p , y, ... de la proposée.

Enf in , si l 'on cons idè re s i m u l t a n é m e n t diverses pseudo-fonct ions
de oc, y , ..., dé f in ies par un même p o i n t fonda rnen ta l et divers déve-
loppements fondamen taux , u n e express ion de forme ent ière par rap-
port aux sommes de ces déve loppement s et de l eu r s dérivées d'ordres
quelconques d é f i n i t é v i d e m m e n t u n e n o u v e l l e pseudo-fonct ion; et
tou tchemin brisé p ra t i cab le à la fois pour les diverses pseudo-fonctions
données ne peu t manquer de l'être aussi pour la nouvelle.

5. Considérons a c i u e l l e m e n t , d ' u n e pa r t , une pseudo-fonction
dex, y , - . . définie, conformément aux explications qui précèdent,

( l ) Le lormo do /waclo-fo/u'ilon egi encore emprunté ù M.. Méray {/buîem),
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par un point f o n d a m e n t a l , (^o»,y(p . * . ) » et nu déve loppemen t fonda-
mental; d'autre part, une région, il, extraite de l'espace a n a l y t i q u e
([.r, r, . . . " ] ] , et comprenant le po in t (^o,yo» - *) ' Nous di rons que la
pseudo-fonction d o n t il s'agit est calculable par cheminement dan^ l(t
région^, si, moyennant un choix convenable de l a c o n s t a n t e pos i t i ve /\
la pseudo-fonction et la région rempl issent con jo in tement les condi -
tions formulées ci-âpres.

En premier lieu, deux points pr is à vo lon té dans la région il p e u v e n t
toujours être considérés comme les sommets extrêmes de que lque
chemin brisé possédant la double propriété : i° que Ions les so ïnmets
intermédiaires se trouvent, eux aussi, dans la région lîs ^ 'que tes
différences entre les coordonnées analyt iques semblables de Û^UK
sommets consécutifs quelconques présentent des modules tous in fé -
rieurs à r.

En second lieu, si l'on considère un chemin brisé q u e l c o n q u e ayan!
son o r ig ine an point fondamen ta l e t toussessormnebdans ia région ||»
tel d 'a i l leurs q u e les difTérences en t re les coordonnées a n a l y t i q u e s
semblables de deux sommets consécut i fs que l conques présente l î t des
modules tous in fé r ieurs à r, un pare i l chemin est pra t icable pour f a
pseudo- fonc l ion proposée, e ( , c o n d u i l , a des déve loppements stHxwm^
admetlant des rayons de convergence au m o i n s é^aux à r.

Ces c o n d i t i o n s é t an t supposées sa t is fa i tes , la cons l an l e positive r
s'appellera, pour abréger, rayon de convergence de lu paeudo^nefiïHi
dans la ré y ion IL

6. Soit S un système différentiel possédant la t r ip le 'p ropr ié té
d'être11:11!0 'phanéronome; ^.pass^; ^linéweparrctfïportà l'ensemble
des fonctions inctmnues^l -de leurs 'dérivées. CcHistrubons un quadr i l -
lage rectangulaire, dont Im l ignes correspondent aux variables indé-
pendantes du système S, et les côlonrm aux fonct ions arbitraires qui
ligurent dans les condi t ions initiales ;1 pub/dans l'inie quelconque de
ce^colonriea, noircissons à raide de. hachures1 les casea desdivenwH
variables dont ne déperuLpasia fonction arbitraire correspondante,
En répétant cette, opération successivement dans foules les colonnes
nous obtiendrons une .sorte .de damier où les cases blanches et îioires
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pourront offrir des dispositions relatives variées. Finalement , parta-
geons les variables indépendantes en groupes, suivant que, dans le
Tableau ainsi construit , leurs l ignes offrent ou n 'offrent pas la mênw
disposi t ion de cases blanches et noires; c'est-à-dire mettons dans un
même groupe les variables dont les lignes offrent la même disposit ion,
dans des groupes dif férents les variables dont les lignes offrent des
disposi t ions différentes. Ïîn supposant, pour fixer les idées, qu ' i l y a i t
c inq variables indépendantes, x, y , 5 , , y , ( , et septfbnctions arbitraires
dépendant respectivement des variables

œ,^ ^ -^ ^; }', ^; ^, y, ^; } • >
la considération d'un pareil Tableau nous condui ra à partager les
variables en quatre groupes comprenan t , le premier la var iable a ' , le

deuxième la, variable y, le troisième les variables ^ et,y, le qua t r i ème
la variable /.

Considérons main tenan t , dans le systèmes, un groupe d ' intégrales
répondant à des condi t ions in i t i a les déterminées, et regardons désor-
mais comme fondamentales les valeurs i n i t i a l e s , ^o, j^p 5^ ,^, /^
choisies pour les variables indépendantes. Considérons ensuite, dans
les espaces analytiques

[|>;]L [[y])' I i ^ o l - lixil
des régions

H^ Hy, 11.,., ÎU

comprenant respectivement les points

'"^O? y 6 y (^Qf ^o)» ^0: :
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il va sans dire que la cons idé ra t ion s imultanée (le d e u x de ces relions,
par exemple de îl^ et de îî^,, en fourn i t inw, (lî.,,, îî^,), ext ra i te de
l'espace analyt ique |(\z;, ^, .vj], et con t enan t le po in t (^p ̂  ̂ ); que
la considération simultanée de trois d 'entre elles, par exemple de îî^
de î l^.etdeî^, en f o u r n i t u n e , (IL, 11 ,̂, t^), ext ra i te do l'espace
analytique [[x, s, $, t]^ et c o n t e n a n t le p o i n t , (^o» ^» ^(P ^,); e n f î n ,
que la considération s imul t anée des qua t r e régions en f o u r n i t une ,
(îl^, Ïly, 11̂ ^ lil^), extrai te de l 'espace a n a l y t i q u a i [|^,j, .s, ^, /||, e(
contenant le point (>o,jo. ^o. ̂ . ^).

Cela posé, si, d'une pari, les (Wifficienis c/u système S sont /ow an/c/h
labiés par cheminement clans la région

(ÎL. ^ îî,,, ÎU.

A1^, cî autre part, on a choisi, pour les sepi ar/nirain^yui fiffnnîni (!(I/ÎK /^
conditions imtiales, des fonctions respectivem.eyït (-(ilm/ahl^ i/an^ fcs
régions

îî^ OÎ.OÎL), (îî.,.,îî,), (tL.ÎÎ;,.,îl.),
(îlr,tU (îî^ îly, tl.), ( î îy . î î , ,^ l î / ) ,

ies intégrales correspondantes ne peinent man^iw^rêtr^elh^/uêm^ wl-
culables dans lu région

(îl^ îîr. îl^ 11.).

Diaprés ce que nous savons d/une manière générale sur1 l 'économip
des. conditions 1 initiales1 daiis lml' lsystème,coîrq•)lt*teî•nent intenable
celles que nous venons d'imposer aux intégrales de Soni la H t n î c f u i T
suivante,: dans leurspremiers rn i imhresf igurent lesd iverses incoîn iup^
du système S et quelques-unes de leurs dérivées; dans leurs seconds
membres figurent les sept1 fonct ions dont on a f a i t ' c h o i x . ' p o u r IPS
arbitraires; et chaque'premier 'membre est assujetti à 1 . s e ' r édu i r e
identiquement au second membrs correspoudant. 'iorsqu^on Y rem-
place par Je-s. valeurs initiales choisies'celles d^en t re les variables
indépendantes1 dont ne dépend pas 1-arbitraire du second membrp1 '
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Nos condi t ions in i t ia les sont, donc de la forme :

1' ^,:y,J/) ponr.r— ,r.,~:y —y, ,— ^ ̂  ::,-r:= A - — .s',, = o ;
A :--1-.1: 'ï,)(.r, / ) poui^r.-— j'^—z z — ;;„-:: s — ^, •:•::: o;
H — ^(c;, A-, /) pour .r — .r,,-:::̂ r —;)•„— o;

/ A ••.^Âo(.r, .-, .v, / ) j)0in^)'—/»'„•::::: o1;
<î> 1 ' 1 1 1 : - ' : 9(, ( y , /, ) ix'xir ^' . - .r,, •;-:-: ^ — ^,, •:-::; ^ "— <;„ •;- o ;
'lI;> ::-1-:- ^,,(.^", }\ /.) \)our .z — .^o-":,; s — .v<,— o;
^ :::-::: < » > , , ( ^ ) % ^ ^, /) ixx.n' .r—.r,, •:;•;:: o,

ou rensenjilble des sept (jiliUllifés

( ^ 3 1 ) 'r, A, C, ,^, <1>, H', £2

rmnprend loti les [(^ iiiconjmes du système proposé S avec quelques-
unes de leurs dér ivées.

delà é t a n t » nous désignerons par r une quant i té pos i t ive assez
pet i te pour que les coef f ic ients de S et. les seconds membres de (2'^)
soient, calculahles avec le rayon / 'dans les ré^ious qui leur sont respec"
(iveiïuent assignées, et, .nous établirons que les fonct ions '(23) sont
calculables avec ce même rayon 'dans la région

L Soienî
(tî^l^lî^ îî^

• f 1 » 'V
' ^ 9 } 1 » * * »

^, A*. * * . .

des variables indépendantes partagées en deux groupes1 qui en con-
t iennent chacun un nombre quelconque*

A < Si îinc fonclio.n. csl. calculable., par clieininerrieni direct, (l^

('^(h y in - • - » ^»» 'v<»> • * •)
(•'fi

(.r,,,jo, . .., ̂  .vi, - - .) ( î ) , ,

( ï ) Nùttg VOUÎOÎIH dire qiî<1 lo [mnt (.r^j",,, ,. ̂  ^i, ,<•!, ...) so irouve (JanB len liiTut<?s
de convof^enc^ du (îéveitïpiNMîîont coî ts i î ' ï î i t H parUr de (^'o, yn, - . - , ^05 ^h1 . . . )» d^
tolîo gorlo qu'on prmt, i'iaTîg introduire aucun goitîmotitilormôdiairOïCht.'mintôr^//*^^//^^^
dîï 80tî«îî0t (.x'(^ ^"o, » . , , 5o, .y^, , » ^ au sotïîînoi (,ry,ji"o, . - < » ^i1» ^ 1 » ' • » j - 1 1

///</i.« Êc» Ntï'f'm, (^ )^XX, -w 'FÉVïîttitî H.;O*L 1 lô
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et si, après l'avoir ainsi calculée, on introduit dans le développement
résultant l'hypothèse numérique

( 24 ) 1 x — x^ = y — j,, ̂  . . . :..:,: o,

on peut, sans changer le résultat jlucd, procéder dans l'ordre inverse,
e est-à-dire introduire dans le développement iulllal l'hypothèse numé-
rique (24)? et effectuer ensuite un chemifiernent direct de

(^ .̂  • . . )
en

(^.^ ...).

B. Si une fonction est calculable, par efieminement directe de

v^ Uy J O» • ' * f ^( j f »^o» » » * }

en
(^if y\ » " * • f ̂ i» ^'i» • * • ) ?

et si, après l'avoir ainsi calculée, on introduit dans h développement
résultant l'hypothèse numériffue

(^) ^—.r, r::, j ~ jv:,:: _ , ==o,

on peut, sans changer le résultat finale cheminer de

(.r,,, yu, ..., ,̂,, .v,,, . .. .)
^/^

(.r̂ y,,, ..., ̂  ^^ . . 1 , ) ,

e^ introduire dans le développement résultant l'hypothèse numérique ( a5 ).

C. Les variables indépendantes étante comme cM^su^ parlagérm
en deux groupes,^désignons par1^,,^, . ^ ) y n po in t do l'espace
analyt ique [[^,j,.,.]J; purliî^^., uno région de l'espace ana Iy ( J< j i i e
( [^ ,5 ( , ^J j^etpar (^^ ^, ...) u n 1 po in t , de cette région; 'par F une([
fonction de x, r, .^11^ .y, .., calculable l 'avec 1 lo rayon r dans h
région ! , ! !

\ , ! , { ' y ^ y^ - -, îi^,-..) 1 . 1 1

à part i r de <^o,j^ .../^ ^, ^.); enf in par (^ ̂  ^.) nn po in t
de^^.... tel que les di f férences z , - s,, ̂  - ̂ ,\ , , soîeni toutes de
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module inférieur h î\ Cela posé, ,v^ l'on calcule la fonction dont il sa^il
DO r elie nu ne/ne ni ( I I réel de

en

f/no/f ordonne par rapport à -? — ^,, , v — , v , , ... le développemeni
résKifanI ^ et f/f/e l'on aUrlIme a .r, y , .. . (les ralenn nufneii(iues re r i -
liant lefî relations

(<^ ) luod ( ^' • • 1 1 1 - " ^'o ) <;:" /*, fiu»d ( y •— ;)'<» ) <" f\ » , . ,

la fonction ainsi obtenue e^t ealenlahie a^ee le ravon r (Icin^ la
région tly^.,,. à p a r t i r de f s , , ^i, . . . ) -

Considérons ^n odoî . U î i cli(»iniii bri.sé,

( • î ; ) ( 5 , , ^ i , . . . ) , ( , : ;^^^. . . ) , > . . , (^.V.,,.. ), ( Z , S » . . . ) ,

('(nïiîrtr'ncîini c î t ("^, ^^ ...), ayan( tous SPS soînnx^s < lans la r^giol»
tt^t...,^ -('l. h'I. ^iK* l^s (liITt'TpmT.s

,V- - 1 1 • A'i, ,̂  -1111- A'.^' * » . , S -1-111- A?,..,

soii*»»!. loirl<*^ de' module inférieur il r< II réi-uilU* évidpînff îeî i t de nos
livpodK'si^ •([(H' 1^. clKHîiiî1!

( ,;/'(», ^",,, . * ^ -?(), .V(^ . . .)»

r.r,,,j^ ..., s^ ^, ...),

^r^ r^ ..., ^» Â^ ...),
f.r^j,, . . . ,Z,S, ...)

(^ j:H^licîible pour la (br ïcI i rHi V\ c(- cond.uil à des développements
sum'î-^HH n d î i t e t t a n f - des rfiyoriî4 (au moins) e^aux ît r. Cela elant,
ealeiï'Ions F de* (^;^ ...» ^^ ^p • -) <1*" (^'(pj^ --. J s^ ^« -*)» <1^
.iHie fo i s4 parverni < l. tn ce dernier soljiiri'jiet., eonyidéron^ le développe-
rnent eorri^pondatit comme fonda me nid ; 1 nons avons alors1 r ine
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fonct ion calculable s u i v a n i le c h e m i n brisé

( ' ^Oî . } ' < ) » » • • » ^ 1 ; ^ | < » • * • ) • »

( '^o» ./in • • ' » ^ï ̂  • • • ) î

0(,,j'o, < . ., Z, S, . . .),

avec des déve loppements successifs a d m e t t a n t des rayons (an mo ins )
égaux à/'. 11 en résul te , p u i s q u e les coordonnées a n a l y t i q u e s , ̂  y, » , . ,
du premier groupe on t , pour f o u s les sommels , les mêmes va l eu r s
numériques , ^p y ^ , ..., qu 'en o r d o n n a n f ( • (* déve loppement (onda-
menta l par rapport a ^ — ^ i , A' "- .^, , . , , et a U r i l n i a n t h .r ,^% , , . d(*s
valeurs n u m é r i q u e s quelconques sous les seules restr ic t ions f a G ) » on
a ' u n e l'onction de .s, .y, ... calculable su ivan t le chemin brisé (2 -7 ) ,
avec des développements successifs admet tant des rayons (au m o i n s )
égaux àr. C'est ce qu ' i l s'agissait d 'établir .

II. Les mômes no ta t ions étant adoptées q u e dans notre énoncé
général, les fondions (2,3) sont calculables aw l^ rayon r c l a / t H la
région

W ^ 11,)
a par t i r de (^,^,,, ^,, ^,/J.0 » ,/ o » ^"o i "o » i (» ^*

Imaginons , en ede f , à { ) a r t i r d e / , , , ( in cbemiin brisé,
/^ ^» ^t -., t^ 'r,

ayant tons ses sommets-dans 11̂  et tel que les dHImmces
^ — t. -r^t,

soient toutes de module i n f é r i e u r à / % A1 ce chemin correspond, dans
la région (28), ,1e chemin , , 1 1

(.r
(.;r
•(;r

• (^
(.r

t f î

o»
(,»»

oy
o?

J'y»
J'o»
J'o»

Vip
.ro»

"^i.)»
5 y ,

^(P

^(î y

^o»

^»

^»

•^o»

A'U»

^

^)),
^l),
^2),

^).
T;.
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Tout revient a prouver que ce dernier chemin est praticable pour les
(onclions (a3), et conduit , pour chacune d'elles, à des développe-
ments success i fs admet tant des rayons é^aux. a /\

Enectivement, il résulte de nos hypothèses, d'une part, que les
eoenicients du système S sont calculables avec le rayon r dans la
région (28 ) a partir du point C'r^y,,, z^ ,v,,, /,}; d'autre part, que les
seconds membres des condit ions initiales ( ^ 2 ) , relatives a ce point,
sont calculables, avec ce même rayon r,

Le premier dans la rc^ion 1H/ à parlir de /o ;
Li- deuxième dans la région (.;r<,, tlj à pailir de (,r,,, ^,);
i.e (.roisieme dans ta région (s,,, ^.,, 'H^) u parlir de (,^^ ,̂, ^ ,») î

(:'îo) Le rîimtricme dans l;t région (^, ï,,, .v,,, lî/) ù (•)i.»rtîr de (.:r,, s,, .v,, / „ ) ;
I.(* cinquienn1 dans h» région fy^, i{^) à partir de (y,,, / „ ) ;
Le sixième dans I;» région (.rg, v,^ tt^) îi i)arlif de (.r,,, y,,, /n);
L<* septième dans la région (y,,, ̂  .<»„, 11^) à jîarlir doÇj^,, ̂  .Vo, ^,).

En vertu du n^ 2, les (onctionH (si3) admettent donc^ (ïii

^ '^ II1' ^ (^ ^'O» *^(P •> / *''

des rayons de convergence é^a.ux a /'» et l'on peut caculer par chemi-
nement direct, du premier sommet de (2<)) au. deuxièmey tant les
coefiicienfs du sysl.éme S que (es fonctions (23), Ce premier pas étant
f a i t » il est clair que les coef i f îc ients 'du système S sont des fonctions
calculables1 avec le rayon rdans .la région (28) à partir du point "

(..r,, y,,, ^, .VH, / ( ) ;

nous allons prouver en outre que les seconds membres des conditions1

initiales relalùw à ffi dernier point sont calculables, avec ce même
rayon /'»

/ Le prernier dans la région IIÎ  n i)arlir de ^i ;
Le deuxième dar^ lu région (^u, liî^) à [>arlir de ( ^ ^ t ' î ) ï
Le froiHiéme dans la région (s^ ,̂,1 %c} à parlir de (^y ^o, ^ ) î

( ^ î ) Le qu^lrième dans la région (^•o, ,5^ ̂  î|^) à j.)arlir de (.'ro, ^o, ^K ^i) ;
Le cinquième dïHîsIa région (j-^,, 1ÈÎ^) û parlir de Cyoy ^ , i ) 1 ?
l^e sixième dans la région (<^, jy, îl^) à parlir de (.a;o, yd, ^ i ) ;
Le septième dans la région (yoy ^o, ̂  11^) à parlir de {y^ s^ ,ç^ ^).
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Quand nous aurons é tab l i cette de rn iè re propr ié té , nous nous
trouverons, vis-à-vis du d e u x i è m e sommet de (29), dans Ja s i t u a t i o n
où nous é t ions i l y a un in s t an t vis-à-vis du premier ; les fonc t ions ("3 ' l )
y a d m e t t r o n t donc encore des rayons é^aux à r, et nous pourrons
calculer par cheminemen t di rect» du deux ième sommet de (^9) au
troisième, tant les coefficients du système S que les f o n c t i o n s (23).

Et le même raisonnement pourra se con t inue r j u s q u ^ a u de rn ie r
sommet du chemin (29), ou les f b u c t i o n s (23) a d m e t t r o n t encore des
rayons égaux à r.

Ainsi , t o u t revient à é tab l i r le p o i n t f o r m u l é dans ( 3 ï ) ,
Or, pour avoir les seconds membres des c o n d i t i o n s i n i t i a l e s rela-

tives au deuxième sommet (^(pj«, .̂ p. ̂  / , ) du chemin (^9), i i f a u t »
après avoi r calculé par cheminement les sept fonct ions (23) du
premier sommet.de (29) au deuxième, i n t r o d u i r e dans les développe-
ments obtenus certaines hypothèses numér iques , savoir î '

Dans le premier, /r l11--" .r .̂̂ ^ — y ^ ̂ r z ......... ̂  :„:•:• ^ — s^:-^ (.̂
Dans le deuxième, y — y^:::: .5 —,:;,,— ^ --.- .v :̂..;,,:.. o^
Dans Je Iroisiéme, .r1-1-- ^^—y ....-- y^—. o;
Dans le (lîîalrienKï, y — y^ -=. o ;
Dans le citHjniônie, ,v — .y,.,::::-: z — ^(F";..:.V-..- ^^,;T1; o;
Dans le siKicine, z — .̂ i,;::.: ^ --. ^^— o;
Dans le septième, .y"—^( ,—o.

Mais, au l ieu d'opérer comme il v i e n t d'être d i t , c 'est-à-dire de
calculer d'abord les fonc t ions (23) du premier sommet de (20)) au
deuxième, et de fa i re ensuite les hypothèses1 numériques ci-dessus
indiquées, on peut (I, A) procéder dans Fordre inverse, c'eat-à-dire
considérer ,les .fonctions qui, f igurent dans les1 seconds membres
de (22),^ et les calculer par1 cheminement^

La première de ^ en ï ' [ î . ! !

Li\ deuxième de (,yy, fy) eu (.r^ ^); 1

La'trôlsième de (^, ̂ , ^) en^^, ̂ , / , ) ^
1 1 , . 1 1 1 , 1 1 ^ La qnalrième.ide^ro,1^,^,,^)^11^^,^, ̂ ^,); 1

1 .La cinquième de (jo, ^1) en (j(n^i); 1

. . . ' La sixième de (^ y,, î,) en (^, y,, ̂ );
La septième de (7,, ̂  ̂ , ^,) en (j,, ̂  ̂ , /^ ).
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(Ida é t a n t , p u i s q u e les seconds niembres des c o n d i t i o n s in i -
t i a les (22), r e l a t i v e s au sommet (^'().;V(P ^ o » ^0, ^ o ) » sont calculables
avec lo rayon r comme n o u s l 'avons i n d i q u e dans (3o), i l est c l a i r
q u e les seconds rnernbres des c o n d i t i o n s i n i t i a l e s re la t ives au soiïirnet
(.r^j^, r.o, A'o, / , ) le sont, avec ce même rayon, comme n o u s l 'avons
i n d i q u e dans (3i) . C'est ce qu' i l s'agissait d 'établir .

III. /^y f()nfitlott!f ( '^3} fso/il calculablefî a^ec la rayon r dam la région

(-^) (11,r» y«7 -50, ̂  11^

^ parilr f/c ( ,r,», /y^, ^, .v,,, /„ ),

Imaginons en elîel, à partir de (.r,,^ /o) , un cbernin brise,

(.^^«). (^'1^1 h (^.^), •-, (^^ (X,T) ,

avan t tons ses sommets dans (îî^ lit^)^ et tel que les difFérences

^'i • 1 1 - - 1 - ^'o» ^ ' g 1 " 1 1 ' 1 ' 1 1 1 1 " ^ ' i» • * • » ^ • 1 llllii llr^»
^ —/ „ ^ — ^ , ..., T 11-1--> ̂

soient toutes de module inférieur a r* A ce chemin correspond, dans
la région ('k»), le client în

(^H J^ ^o» "̂ n "<» )y

(^'i» yoy ^i»» -^ ^)»
( '^'ïï1 ,yf?» ^(^ ^'r? "^ ̂

1 (^ y*^ ^«H ^ o » / ^ ) » 1

\ (X, y», 5,,, .̂n T).

Tout r ev i en t à prouver que ce dernier chemin est pra t icable pour
l(m f o n c t i o n s (23)» et c o n d u i t , pour chacune d'elles, à des dévelop-
pements successifs admet t an t des rayons égaux à /",

Ef Ïec t ive î i iK^nt , î l résulte de nos hypothèses, d 'une part , que les
coefîïcients du système S sont calculables avec 'le rayon r dans la1

région (32) à par t i r du p o i n t (^j^ ̂  ̂  ^o) ; d'autre par t , quêtes 1 ,
seconds membres des condit ions i n i t i a l e s (22), relatives à ce1 poin t ,
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sont calculables, avec ce même rayon r,

Le premier dans la ré g'ion îî^ à partir de /„;
Le deuxième dans la région (ÎL-, IL) a part ir de (./„, /„ );
Le troisième dans la région (^o, -v,,, î î / ) à partir de (^ .s'o, / o ) ;
Le quatrième dans la région (lir, j«, .s-,,, l'î/) î< l»arl jr de (,T(,, z^ .s-.,, / „ ) ;
Le cinquième dans la région (v^ Hiî^) ;< parlir (le (;>'„, / o ) ;
Le sixième dans la région (ÎL., ro, ÎÏ^) a punir de (./•(,» j'o, /„ );
Le septième dans !a région {y^ z^ .v,,, fi^) a partir do (y,,, ;;„, ^,, / ( , ) ,

En verlu dn n0 2, les fondions (23) admettent, donc» en

des rayons égaux a r, et l'on peut calculer» par ctHmmwment direct,
du premier sommet de (33) au. deuxième, tant Ie^ coetfhîienis du sys-
tème S que les fonct ions (23). Ce premier pas élaut fait, il es! chur
que les coefficients du système S sont des lonc l ionsca lcu lah les î tvec 1 < 1

rayon r dans la région (3^) a partir dn point f.r<, v^ ^, A^, /, ), et ton!
revient alors à établir que les seconds meml)res des condit ions inilhdes
relcUwes à ce dernier point soûl calculables, avec ce mémo rayon r\

Le premier dans la région lit/ a partir de /i;
Le deuxième dans la région (liî.,,, Ill̂ ) ?» par l î r <le (.r,, / i ) ;
Le troisième dan^ la région (.s,,, .v,,. 11/) ?» i>în'tir de (̂  ̂  ^ );
Le quatrième dans la région (l!L, ̂ ,̂ 0, H/) à parïîrde^.y^ s,, ^» / ,) ;
Le cinquième dans la région (y,, î ) a partir de (y,, ^ ) î
Le sixième dans la région (lil̂  y,, ̂ ^ è partir de (.r^ j,, t., ) ;
Le septième dans la région (jo, ̂  ̂  iî,)1^ partir de (y,, ̂  ^,, /, ):

car, cette dernière propriété une1 fois établie, on se trouvera, vis-à-vis
du deuxième sommet de (33), dans la situation ou l'on était H y 'a un
instant vis-à-vis du premier.1 1 1 ' ! . !

OtYpoiiravoirles seconds ^membre^ des conditions initiales rela-
tives au deuxième sommet (^, y,, ̂  ̂ , /,.) du- chemin (33), il faut,
après avoir calculé par cheminement les sept fonctions (23) du pré"
mier sommet de (33) au deuxième, introduire dans les développa
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m e n f s o b t e n u s certaines hypothèses numér iques , savoir :
§ ) a us 1 e i') re m i e r x — .'r i == y — y y —: .̂  — ,^o =- .<? — .s'y =•= o ;
Dans le deuxième y — jo-": ^ — z^m .ç — .<?o== o;
Dans le troisième .z' — a,^'^.y — y^.-^: o;

(30) / Ihms le quatrième y — y^=: o;
Dans le cinquième .v — ^'1 =:r ^ — ^(,=r .ç — ,yy—: o;
I ) n n s 1 e s 1 x i è m e z — ^ o '= ^ -"- ^o ":= o ;
S ) î1» ri s 1 e s c j) i i ô rn e x —• x i = o.

Mais on peni, au lien de cela, procéder d'one façon un peu (liiïerenle-
("lonsidérons d'abord A, A et W (deuxième, quatrième et sixième

fonct ions)- Au lieu de les calculer d'abord du premier sommet de (33)
au deuxième, el. de faire ̂ mw^ les hypothèses numériques ci-dessus
indiquées, on peut(I, A) procéder dans l'ordre inverse, c'est-à-dire
considérer les fbnct.ions

( ^ 7 ) ^(< r» ̂  ^o(^ ^ ^ ^)» ^ A ^ ^ y ^ ̂
< l t ( , les c a l c u l c î r par ï * h e î n i n e m e n t ;

5o(^, Q (îe (.ry, /(,) en (.ri, ^,);
).(,(^, ^, ^, / ) (le (.r^ 5o, ̂ , /o) en {x^ z^ s^ ^ ) î

^ (^^J»^) (10 (^(^yo^o) en (^i,jo,/i)-

Cîfda é tant , p u i s q u e les fonc t ions (37) sont calculables avec le1 rayon r
comme l ' I n d i q u e n t les deuxième, qua t r ième et sixième lignes de (34)»
i l est c la i r qu'après les cheminemen t s respectifs que1 nous venons
d ' i n d i q u e r , elles le sont,, avec ce même rayon, comme l ' i n d i q u e n t les
d e u x i è m e » , qua t r i ème et sixième lisnes de (35).

Considérons m a i n t e n a n t l \ ©, <l>, û (première , t ro is ième, c inqu ième
et septième fonct ions) . Au l iea de calculer ces (onct ions du premier
sommet de (33) au deuxième et d' introduiro dans le^ développements
résu l t an t s les hypothèses n u m é r i q u e s respectivement i n d i q u é e s dans
les première, t ro is ième, c inqu ième et septième lignes de (36), i l
revient au mémo (I, B) de cheminer de (^, y^ z^ ^p ^ o ) ^
(^y^-^ ̂  tô et d ' in t rodu i re dans les développements résultants
les hypothèses dont il s'agit. D'ai l leurs, les f o n c t i o n s r, @, <D, û
é t a n t / e n vertu de I I » calculables avec le rayon r dans la région

Ànn. Êt^ .Norm.., (3), XX. — F^ïWtt î(ft3, . , . , 9
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{x^y^ z^ s^ î^) a pa r t i r de (^o , ro , ^o, ̂  ^o )» cel les qu 'on o b t i e n t
par cette dernière sui te d 'opérat ions sont calculables (I, C) avec le
rayon r comme l ' i n d i q u e n t les première, troisième, c i n q u i è m e et
septième lignes de (35).

IV. Les fonctions (23) sont calculables a^ec le rayon r dana la région..

(.^0, îly, ^0, ,V(,, t î<)

à partir de {oc,, y , , z^ s^ t,}.

M ê m e d é m o n s t ra t i o n.

V. Les/onctions (2.3) sont calculables avec le rayon r dam la région

Oo.y^ liL,^ 111}
àpartirdeÇx^y^ s,, .sy, /o ) .

Môme démonstra t ion.

VI. Les fondions (^3) sont calculable}; avec le rayon r da.ns la région

W (ÎL,ÏÎ,-^o,^,îî.)
à partir de (^,, y„ s,, ̂ , /,).

Imaginons en effet, à pa r t i r de (^o, y^ /o ) , n n c l i emin l > r i s é ,

(^o. y^ ^), (^'ï.ji, ^ i ) , (^ y^ ^), < . . , (.r^, y^ ^), { x , v, T),
ayant tous ses sommets dans (11 ,̂ 11̂  î|^), et tel q u e les d i t le rences

l'f jl -—— ^(j, ,Tg -•«" <X\y 1 * « < ,. X., •>WM ^•'^•^

, y i — y ^ yî—y^ --, v\-y^
^ »».. ^^ .^^..»«-., ̂ ^ .. « , j — ̂

soient toutes de module inférieur à r, A c,e chemin correspond, dans
la région (38), le chemin .

W

(tX'O, YQ, SQ^ Â'y, /.Q ),

(^"i» yi,? ^o, ^o» 1^ ) ,
(<x"g, y 2, ^0, ,<?Q, ^g ) ,

v^» yA"? -^o» ^o» ^)»
(X, 'Y, ^0^ <y<), ,1, )•



SUR LE CALCUL PAU CHEMINEMENT DES INTÉGRALES. 67

Tout r e v i e n t a prouver que ce dernier chemin est praticable pour les
fondions (^3), et, condu i t , pour chacune d'elles, à des développe-
ments successifs admet tant des rayons égaux à r.

Etïediv(:micnt, i l résul te de nos hypothèses, d 'une part, q u e les
coef f ic ien t s du système S sont calculables avec le rayon r dans la
région (38) à p a r t i r du point(.z'(pjo, ^-o, s^ / o ) ; d 'autre part, que les
seconds membres des cond i t i ons i n i t i a l e s (22), re la t ives à ce po in t ,
sont calculables, avec ce même rayon r,

Le premier dans la région 11/ à par t i r (le ^o;
i Le deuxième dans la région (il,y, ÎÏ/) a partir de (.r,,, ^o);

Le troisième dans la région (^o, .v,,, îl^) à partir (le (^«, A'(), ^);
») / Le quatrième dans la région (îl^ .3«, <v,,, ÎÏ<) a partir de (^'o, ^o^'u? ^O;

Le cinquième dans la région (Hy, îl^) a partir de (jo, /„);
Lo sixième dans la région (11.,., îî^, !{/) h partir de (.ro» y»? ^o) ;
Le sejrtièmo dîuis 1;» région (îîy, ^o, ^o, î^) a parlir de (yo, -^o, .s'<», <()) .

J^n vertu du n^î, les (onc(, ions('23)admettentdonc, en (^o^yo^^o^o^o)'
dcsravons è^aux a /", et l'oiï j^eut calculcîr par clieminement direct,
du premier sommet de (3()) au deuxième, tant les coefficients du
système S que les fonctions (23). Ce premier pas étant lait, il est
dair que les coefficients du. système S sont des fondions calculables
avec le rayon /' dans la région (33) à partir du point (^, y^ .S(P ^o» ^)^
d tout revient alors à établir que les seconds membres des conditions
initiales ni/aliw à ce dernier point, sont calculables, avec ce même

rayon A',

Le premier dans la région ÎL a partir do ^ ;
Le deuxième dans la région (IL, îî0 à partir de^i» ^i) ;
Le troisième dans la région (^o, ,̂, ti/) à partir de (.^y, A-u?, <'i);

(4 i ) Le quatrième dani4 la région (ÎL, ^o, ̂  ÎÎ;1) a pin-lir (!(; (.^î,^», ^0^1)?
Le cinquième dans la région (îî^., ÎU1 « l»artir de (yi, 1 ^ ) ;
Le sixième dans îa région (11L, lîy, îî/) à |îartir de (.ri, yi, ^ ) î
Le septième dans la région (THy, ^o, .^9 %t) î * P^1'!'1' de (V^ 5^ ^f» ^ i ) -

Or, pour avoir les seconds membres1 des c o n d i t i o n s i n i t i a l e s rela-
tives au deuxième sommet, (^.yn ̂  ̂  ^0^ d.ii .chemin (391), ri
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f a u t , après avoir calculé par cheminement les sept fonc t ions (2;'») du
premier sommet de (29) au. deuxième, in t rodu i re dans les dévelop-
pements obtenus certaines hypothèses numér iques , savoir :

Dans le proinier ss — 3c^ == y — y, == ^ — jy =_ ,s- — sy -= o ;
Dans le deuxième y —yi-== -s — -;()==A' — A-()== o;
Dans le troisième se •— ,ic,\ -=-- y — y i -=o ;

(43) / Dans le quatr ième y — y i = = o ;
Dans le cinquième x — x^-=-z — 3,,=: A- — .s',, -- o;
Dans le sixièiiio s — Sy == ,s" — A'(| .~- o ;
Dans le septième as — a'i =: o.

Mais on peut, au lieu de cela, procéder d'une façon un peu diiTérenle.
Considérons d'abord W (sixième fonction). Au lieu de la (•alcnler

d'abord du. premier sommet de (;k)) au deuxième, et, de faire ('fusuitc
l'hypothèse numérique z - z, ==,? - .y,, =.= o, on peut (I, A) procéder
dans l'ordre inverse, c'est-à-dire considérer la fonction ^(.r, y, / , )
et la calciilcr par cheminement de (o;.,,y,,, /„) en Or,,.y., /.}. 'Cela
étant, puisque la fonction '^»(.r,y, l ) est calculahie ave'c le ravon /•
dans la région (îî,,, •̂  %•) a partir de (a-o,.^, /„) | voir (/p») (, "il est
clair qu'après le cheminement que nous venons d'indiquer, elle i'esl,
avec ce même rayon, dans la région (if, V,, îtj ;i partir de ̂  .j,, /^ !
c'est, Jàprécisémentia conclusion requise par la sixième li^ne de ('4 i ).

Considérons maintenant les cinq premières des fondions (•.>:'»/et la
septième. Au lieu de les calculer du premier sommet de (3<f) au
deuxième, et d'introduire dans les développcment.s résultanLs les
hypothèses numériques respectivement indiquées dans les cinq i>(.(>-
mières lignes de (4a) et dans la septième, on peut (1, B) «pèrer
comme il suit: / )

i° En ce qui concerne les fonctions F et ©, il revient au même de
cheminer de {x,, y,, ̂  ,.„ ̂ ) en (,r̂ y,,, s,,, ̂ , ̂ , <>(, d'introduire
dans les développements résultants les hypothèses numcriunes
voulues, savoir : '

Dansl'ui>,.r-^=j-^=:5.,..^^.,__^^^
Dans l'aulre, a: — a'i =sy _ y ^ ::...: o.

D'ailleurs, les fonctions F ct© étant, en vertu de 1 1 , calculables avec le
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rayon r dans la région Ça^^y^ ^o, s^ îl^) à partir de^o^Vo» - ^ o » ^ » ^ > ) <
("elles qu 'on obt ient par cette dernière sui te d'opérations sont calcu-
lables ( I , G) avec le rayon r,

L'une d i » n s la région 1î̂  à pa r l i r de t^
L'autre dans la région ( /Sy, A'o, IL) H pî i r l i r de (^ ^o-» ^ i ) -

2° lin ce q u i conce rne les fonct ions A et A, i l r ev ien t au même de
clunniner de (.r<p y^ z^ ^p l ^ ) en (;xïi,j<p ^, .?„» ^^ et d ' i n t rodu i re
dans les développeinents résul tan (s les hypothèses numér iques
vou lues , sa/voir :

Dans l ' u n , y — y\ = s — z^^z s —" ^o"^ 0?
DÎUÏS l'îuit.rt»;, y — y^ o.

D ' a i l l e u r s les f o n c t i o n s A et A é l a n t , en ver tu de I I I , ca lcu lables avec
le rayon r d a n s la région (iî^yo» ^.y,,, it^) à pa r t i r (^,j<p z^ ,?<,, ^,),
ce l l e s q u ' o n o b t i e n t pa r cel te dern iè re su i t e d 'opérat ions sont calcu-
lables ( I , C) avec le rayon r,

1/une dans la région (îl.r, îl^) à p î ï r i i r de (.z'i, ^ ),
1/auire dans la région (î|^, ^,,, ̂  11^) a par l i r de (^1, .^o, ^, ^ i ) .

3° En ce qui concerne les f o n c t i o n s < & , et il, i l revient au même de
cheminer de (a^ y,. ̂  ^p ^o) ' ^-n (^Yf. -^p ^»- ^ i ) - et d ' in t rodu i re
dans les développements résul tants les hypothèses n u m é r i q u e s vou-
lu es y savoir ;

Dans l 'un , .^ — ^'i ':"=- ^ — .s,, -̂:: /; — ^,, ::„:.;: o,
Dans l 'autre, .r ••--- -/"i:1::- o»

D'ai l leors les f o n c t i o n s <1> et û é t a n t , en ve r tu de I V , ca lcu lab les avec le
rayon r dans la région (^ tly, s,,, 5-,, 1 )̂ à par t i r de (.r<p j,p ^,p ̂ , /(.),
cidies qu 'on o b t i e n t par cet te d e r n i è r e s u i t e d 'opé ra t ions sont calcu-
lables ( I , C) avec le rayon r, , ,

I/ime dans la1 région (îly, îî^) à i > a r t i r de O'i,^),
L'autre dans la région (Hy, ^o,. ^. îî^). à par t i r de {y\r^ s^ ^r)-1

Ainsî se- trouve 'établi tout ce que nous avions annoncé ^ans (40.
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VII. Les fonctions (2 3) sont calculables avec le rayon r dans la région

(ÎL, yo, îl^, îl,)

à partir de {x^y,, z^ s,, t,).

Même démonstrat ion.

VIÏI. Les fonctions Ç2.3)sont calculables aoec le rayon r dans la région

(^ ÎÏy, ̂  ÎU

à partir de (x,, y,, s,, s,, l,).

Même démon strat ion.

IX. Les fonctions (2.3) sont calculables aw le rayon r dans la région.

^3) . ( tL>î^tî^îU
àpartirde {oc^y^ z^ .^, ^,), conforn iément a noire énoncé généniL

Imaginons en effet, à p a r t i r d e ( x ^ y , , z,^^ /,), u n c h e m i n brisé,

(44)

(lr^ y^ ^, s^ ^o),
(^ï, fi. ̂  ^i, ^),

(''^"a» J'a» •5â» À'a, ^.)»

f (•^J^ ̂ .^ ^),
1 (X. y, z, s, ï),

ayant tous ses sommets dans la région (43), et tel qm. )es dif ïerenees1

^•i"-^, 1^-^^ ...^ X^^,,
1 1 , 1 1 1 y^y^ jr"ji. .-, Y—.r^,

^ i — ^ o , , ^ g — ^ ^ * . . , Z — ^
1 1 ^ —l•ç<» ^ —^, ..,, s—,^

^î, 1—— ^<)î ^ —— t^ . , ., 'f «». ̂

soient toutes de module inférieur à r. Tout revient h prouver que h-
chemin (44) est praticable pour les fonctions ^3), et'1 conduit, r^r
chacune d elles, à desdéveloppements successifs admettant des ravous
égaux à r. , , , ! , ! , , ' ! ! ' ! 1 ' ! 1 ' " 1 ' l l l ' t

Eftectivement, il résulte de nos hypothèses, d-une part, (nie1 les
coefficients d,u système S sont calculables avec le rayon r dans la
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région (/|3) a part ir du p o i n t (^y,, ̂ , ^, /,); d'autre part, que les
seconds membres des cond i t ions in i t i a les (22), relatives ace po in t ,
sont c a l c u l a b l e s » avec ce moine rayon r,

Le premier dans la région î^ à partir de ^,;
Le d e u x i é n n ï dans la région (IL, Il/) a pa r l i r de (.z\,, / „ ) ;
Le t rois ième dans la région (lil^, î^) à p a r t i r de (-3,j, -s-o, / „ ) ;
Le rpmrième dans la région (îî^, îî^,., 1 )̂ à parl ir de (.ro, .^o, ^u, ^);
l.e c i l u î n i è m e dans la région (iîy, 11 )̂ à parl ir de (jo» ^ o ) ;
Le s ixième (lans Irt région (1 .̂, îî^, 11^) à pîrriîr de (,^0, ,r«y ^ o ) î
I.e septième dans la région (Hy, ÎÏ^, H,) a i ) a r l i r de (y^ z^ ^, ^).

lù'i ver tu dn n0 2, les f o n c t i o n s (23) a d m e t t e n t donc, (m

( •'^'"oy ./(»•» ^O? ^'o» ^o )?

des rayons égaux à r, et l 'on peu t calculer , par cheminement d i rec t ,
d u premier sommet de ( ^ i ) nu d e u x i è m e , t an i les coef f i c ien t s dn
système S que les fonc t ions (23), Ce p remie r pas é tant l a i t , i l est clair
que les coefticienis du système S sont des ( o n c t i o n s c a l c u l a b l e s avec
le rayon r d a n s la région ( / i ' î ) î i jmrtir du p o i n t (,r,,y,, z^ ^ , , ^ . i ) , et
tout rev ien t alors à é tabl i r que les seconds membres des c o n d i t i o n s i n i -
t ia les relcitiveîf à ae dernier point, sont calculables, avec ce même rayon r,

Le* premier dans la région îî^ à p a r t i r de / i ;
Le deuxième dans in région (îî^, île) a p a r t i r de (.^1, ^ ) ;
Le troisième daiis la région (Ils,,»;» IL) y p a r t i r de (^i , ^i , / i ) ;

C^) '; Le quat r iôme dans la région (ÎL, ÎL,^ îl^) a pa r t i r de (.ri, z^ s^ ^ ) ;
î.e ("inquiénîe dans la région (IIy, it^) à pa r l i r de (y^, ^ i ) ;
Le s ix ième dans la région (ÎL-» îly. îl<î) î» pa r t i r de (^i ,yi , ^ i ) ;
Le se()tiéme dans la région (lly, Ils,^ îî^) à l ï a r t i r de (y i , 5i, ^i, ^ i ) .

Or/pour avoir les seconds membres des cond i t i ons ini t ia les rela-
tives au deuxième sommet (^ ,y<» ^n ^M /O^ducl^mir^/i.), il taut ,
après avoir calculé par cheminement les sept fonctions1 (23.) du pré-
mier sommet de (44) alu deuxième, intrcxluire dans les dévcloppe-
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ments obtenus certaines hypothèses numériques, savoir :
Dans îe premier .̂  — • ^ i ^ . y — y ^ z — ^i :••::: < ç — ^ - = o ;
Dans i e deuxième y — j\ == ^ — ^i ="= •<? — ^'i = o ;
Dans le troisième x — ,ri=j —J'i^ o;
D ans le q u a i r i è m e y — y i ̂ '-: o ;
Bans le cinquième x — «z'i •-̂  ^ — z^ :":;r ,ç — .<4 .-"..,: o ;
'.Dans le sixième ^ — -îi == A* — .^i == o ;
Dans le septième x — x^ ""= o.

Mais on peut, au lieu de cela, procéder d 'âne nuiniore on peu difÏ 'é-
rente.

1° En ce qui concerne la fonc t ion Ï\ i l r ev ien t au même (1, B) d(*
cheminer de (^o, J o » ^ o » ^o^o) ^n (^o» y<p ^ o ^ o » / ^ ) » (ii ^^ ^iî10

ensuite
. x — ^1 == y — yi ̂ 5 — 5i = ^ — ^i -i o.

D'ailleurs, la fonction r étant , en vertu do II, calculable avec le
rayon rdans la région (x^y^ ^, $„ ^) à part ir de (^o»J<p ^^ ^^ ^o).
celle qu'on obtient par cette dernière suite d'opérations est calcu-
lable (I, C) avec le rayon r dans la région Kl/à p a r t i r do / , .

.2° En ce qui concerne la fonc t ion A, il r e v i e n t au même ( f , B) de
cheminer de (^o, y,, s,, ^, ^) en (x,, y,, ̂ , ̂ , l , ), 'cl. de iam*
ensuite

y — y^-r:: ̂  — ̂  ;̂::: .v — ̂  —^ o.

D'ailleurs, la f o n c t i o n A étant, en vertu do ,111 y ca lcu lab le avec le
rayon / -dans la région (îî^yo^o,^ 11J à part ir do ( x ^ y , , ̂ ^ ^),
celle qu'on obtient par cette dernière sui te ,d 'opérat ions cstcalculable
(;1, IC) lâvecl0 rayon r dans-la'région (M^,'%) à partir de (^, ^).

/30 En ce1 qui concerne la fonction ©, il revient au niérnc (1, B) de
cheminer de Çœ^ y^ ̂  s,,Q en (^, y^ &,, ̂ , / , ) , et 'de f a i r e
ensuite

^~^i=r--ji=o. 1 ,

D'ailleurs, la. fonc t ion © ' é t a n t , en .vertu1 de V, calculable avec le
rayon rdans la région {x,, y,, 1R^ 1$,) à pa r t i rde (^pjo. ^o^o. ^J.
celle qu'on ob t i en t par cette dernière sui te d 'opé ra t ions^os tca l cu lab i f^
(I, C) avec le rayon rd,ans la région,(îî^, H,) h partir de (s^ ^^ / , ) .
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4° En ce q u i concerne la fonct ion A, i l r ev i en t au même (.1, -B) de
c h e m i n e r de (^"o, ,r«, ^ o » ^o^o) ^ ( ^ i » V^ ^ ^ i » ^ i ) et ^ i a i n k

e n s u i t e y — y ^ ^ o . D'a i l leurs , la f b n c l i o n A é tant , en vertu de VU,
ca lcu lab le avec le rayon r d a n s la région (IL, jo, lî:,^ îî/) a pa r t i r de
(^, y,», ^ o , < V o , / , » ) , ce l l e qu 'on ob t i en t par celte d e r n i è r e s u i t e d'opéra-
( i o n s est ca lcu lab le (1, C) avec le rayon r d a n s la région (11 ,̂ îî^,ç, îU
a p a r t i r de (.r^, s,,, , y < , ^ , ) .

5° En ce q u i concerne la (onct ion <I>, i l r ev i en t au même (I, B)de
c h e m i n e r de (^,, y,,, s,,, ^o^o) (t" (^«» ri , ^o, ^^.)» ( l ( - (le f a i r o

(U i su i t e
^- -......-. .7', ":" ,,5 — ^i :=• A' - 1 1 1 - ^i ̂ ^ 0,

D'ailleurs, la fonct ion <1> étant, en vertu de IV, calculable avec le rayon/'
dans la région (^,p îl̂  s,, ̂ , îl,) a partir de (^pjo, ^,,, ^o, ^ o ) » celle
qu'on <d)t ieutpar c e ( ( e dernière suite d'opérations est calculable (I,C)
avec le rayon r dans la région (îl^ II/) a partir de (y,, / 1 , ).

i)'» Eu ce qui concerne la fonction W, il revient au même (I, B) de
cheminer de (^yo,^,^,^) ^n ^, y,, ^p ̂  ^)» d- de faire
e n s u i t e

D 'a i l l eu rs , lafoncliol i W élaul, eu V t ^ r t u deVI , calculable avec le rayon /-
dans la région (îi^ î^, ^o. ^u, il,) à partir de Oo,,ro, ^o, ^» ^o). ^^l^'
( ju 'on obtierrt par cette dernii^re sui ted 'opérat ions est calculable (1, C)
avec le rayon r dans la région (tl^ tly, îl,) à. par t i r de (^,y^ ^).

7° 1-în ce qui concerne ' l a fonc t ion Ù, il r ev i en t an m ê m e ( I , B ) d e
cheminer de ^o^ro^o^o^o) cn (^o. J^ ^i^i^'O el de fîliro

ensuil.e x - .x-^ ̂  o. D 'a i l l eurs , la^ tonct ion il étant, en vertu de VIII ,
ca lculable avec le rayon r d a n s la, région {x^ îiy, ît^,, 1î ) à partir de
(^o.ro. ̂ <y^ ^o)^ c o l l e ({ï^on oll)fcieïu ̂ r cot'[e dcrni(îre &uite ̂ P6:
râlions est calculable ( Î . C ) avec le rayon / -dans la région (Hp 11̂ , ̂ )
a partir de fy^ ^ i , ^^ ^1)- , . _

'Ains i se trouve établi tout ce que nous avions annonce,dans { ^ ) ) .

.,! , ! ! ïo
Ann.Éc. Narrn^ (3), XX 1 . — Î viu^ »9(^" ^ ^ . ' , , ! , ;


