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A N N A L E S
SCIENTIFIQUES

DE

L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE.

CONTRIBUTION
A LA.

DES
PAK M. S. ZAREMBÀ ( 1 ) ,

I* II 0 V E S S E ÏJ B A Ï / lî N Ï V E H Pi Ï T É D E (,; II A (K) V Ï 1':.

1. On sait l ' impor tance considérable qu'à on Analyse pure et, en
Physique mathématique, la solution, au moyen des polynômes sphé-
riques,du problème de Dirichlet dans le cas d'une sphère. Dans cet te
théorie, la fonc t ion demandée se présente BOUS forme d 'une série dont
les termes peuvent être regardés, ainsi que l'a remarqué M. Poin"
caré ( ^ ) , comme des produi ts , par des constantes , de certains poten-
t i e l s de s imples couches répandues sur la sphère.

Pour abréger, nous appel lerons ces po ten t i e l s fondions fonclamen-
f.ales spliéric/iies. .Les fonctions fondamenta les sphériques jouissent de
plusieurs propriétés dont chacune est susceptible de les caractériser.
.En par tan t d'une de ces propriétés, 1VL Poincaré (;}) a étendu la notion

( 1 ) Un résumé de ce travmia été c(.)(nmuniqu6 à l'Acadéinio (les Sciences (le Craeovie
le 7 jmmcr 1902,

( ï ) PoiNCAnxî, La rnélhotU de Newnan/i et le problènui de DiTichIct (Acta Mat'/if^
matica, 1896).

( S ) Loc. c i t . . . 1 . . ..
Ann. É€, Nonn^ (3}, XX1 . — JANVIER ïyo.'L a «
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de f o n c t i o n fondamenta le h une surface que l conque , sans ( o u t d o i s
démontrer r igoureusement l 'existence de fondions v é r i f i a n t sa d é f i -
ni t ion. D'autres propriétés des fondions fondamenta les sphér iques
ont condui t successivement MM. Le Roy ( < ) et StekIofH') a étendre
à des points de vue nouveaux la no t ion de f o n c t i o n f o n d a m e n t a l e .

M,. Le Roy a cru pouvoir , affirmer que les f o n c t i o n s f o n d a m e n t a l e s
introduites 'par lui se réduisent à celles do M., Poincaré q u a n d on
choisit convenablement la fonct ion arbi t raire q u i i n t e r v i e n t dans la
détinition de ces fondions. M. Stekiofra émis u n e assertion ana logue
en ce qui- concerne le genre de fondions fondamentales q u ' i l a v a i t
considéré. M. StekIofF s'est aperçu lui-même que sa démons t ra t ion d
celle de M. Le Boy sont illusoires et il a bien. voulu m^n fa i re part.
dans une lettre qui m'est parvenue à peu près en, même temp^ qu ' une
lettre de M< Korn contenant la même remarque. ! !

Malgré, l'insnfTisânee des démonstra t ions de MM. Le Koyd Stekiofî,
l'existence des fonctions fondamentales de M. Poincaré ne peut éire
mise en doute; en effet, j 'ai démontrée) r igoureusement l 'exis tence
de ces fondions pour toute surface astreinte à ne vé r i f i e r que cer-
taines condit ions très générales. Mais i l y a u n i n t é r ê t év iden t a H'a^"
surer si les propositions de MM'. Le Roy d Steldoff, quoique impar"
fai tement établies par leurs au teu r s , sont c ependan t exactes, Tel nera
précisément Fohjd de ce Travail . On verra que les proposi t ions en
quest ion ne sont m a l h o u r o n s e j n e n t exactes que pour des surfaceh
jouissant d 'une propriété géomét r ique très p a r t i c u l i è r e .

2. Nous désignerons par (S) la su r face , fe rmée à laquel le M* rap-
por tent les fondions fondamentale^ d ^nous repré^enteroo^ par le

( 1 ^ LB BOY, Sur Vinté^rallo/i des equaf^w dû i ta •cÏittîeuf* {Anfïûlëfî de l'Éc^/c
Normale supérieure^ ïSgS)»1 ' ,
1 (2) êTts&bOFr,, Notfôâ ,du %7 mars oi'dui i 1 } avril 1899 (Compter rendw des ,f{kfnw ^e
l'Académie d-e^ Sci'wce^ de •Pans ).

(3 ) ïkww^^Sur'Ia.'t'fléone .de l'équation de^Laphee et. ta mét/iûâ^- det ^ctwwïtn
et de Roinn ^Bulletin de ^Aemiémie de Cmcfme^ 4 niarg tcpï). —'ZiaKNiEîA, ^r l'btté-
^ratwi.de l'équation Lu^ ^u sa f) (Comptes 1 rendis d^ ê^a/^w dïs l'ÀMdémw d^K
SciencG.4} dû Paru, •^ jiïin'îôoî),'—•KORM, tjcbcr einen Satz •van Zwmlw u//d d/r

, Mc^//o^<^Y^?.yllarô///n0^'.y£l/fce/l/ Mittels M Raume. D;i minier, BcîrIiî'L îwn,



CONTÏUBUTION A LA TIÏÉOÏUE DES FONCTIONS FONDAMENTALES. ï ï

symbole ,̂  l'opération qui consiste à prendre la dérivée d'une fonc-
t ion suivant la normale à la surface (S). La normale à la surface (S)
sera toujours dirigée do T extérieur vers l ' intérieur, et, si les valeurs
de la dérivée d'une fonct ion F suivant la normale à la surface (S)
sont différentes des deux côtés de la surface, nous représenterons
cette dérivée par ( — ) ou. ( ~ r ) selon qu'elle devra être calculée
pour le côté extérieur ou pour le côté in té r ieur .

Si, dans la théorie des potentiels newtoniens , de simples couches
et de doubles couches, on substitue à l'hypothèse diaprés laquel le le
potentiel dérivant d'un point A, de masse égale à l 'uni té , a pour
expression ^ en un point B si tué a une distance r de A, l'hypothèse
plus générale où le potentiel en B serait représenté par la fonct ion

^-(xr

/*

où [J. est un nombre réel. non négatif ( ^ ), la lettre e désignant la hase
des logarithmes népériens, on obtient de nouvelles f o n c t i o n s que
nous appellerons potentiels généralisés ( a ) de simples couches et de
doubles couches» Ces potentiels généralisés satisferont à l 'équation aux
dérivées partielles

A u — ̂ ï u ."= Oy

où le symbole A représente l'opération

J l̂ ^ àï

à^ + à^ + à^ '

Cela posé, considérons trois potentiels généralisés de simples
couches u, 9 et w, ainsi qu'une fonction ç positive et continue, définie

( 1 ) Toutes les fois que nous aurons à Considérer en mém'e temps plusieurs élérnonts
dépendant da nombre i/., nous supposerons que ecs éléments ^Trcspondcnt à une môme
valeur de'p., à moins qiîô le eontrairo ne soit BpécîOô expressément.

(2) NEUMANN, Àll^e'ineine • Untersuchu/tgen ûber dafî Ncwtû'nffC'he Princip der Fern-
wirkungen. Loipzîg^ 1896. 1 1



j 2 S. 2AREMBÀ.

sur la surface fermée (S) et donnée a priori. Supposons que l 'on a i t

fdu\ „ fdu\
{^)^\^)^oî

( d^\ ( dv\
W.- ^/N;^^^
fd^
WN,

H- Y]9^ -==0,

où À, 2 et y] représentent des constantes. Nous d i r o n s que les fonc-
t ions ii, v et w sont des fonctions fondamentales , la première de
M. Poincaré, la seconde de M. Le Roy et la t rois ième de M. Stekioff,
et que les nombres T., ^ et Y] sont les nombres caractéristiques respec-
tifs de ces fonctions. Nous avons adopté ces dénomina t ions parce que,
pour p. == o, nos déf in i t ions se réduisent a celles des auteurs q u i , les
premiers, ont considéré des f o n c t i o n s de ce genre.

Considérons une su i te in f in ie

(1) ^1, t 'a, ^3, . • •

de fonctions fondamentales de M. Le Roy et celle des nombres carac-
téristiques correspondants, soit

(2) $1, ^2, C:3» • • • ?

et supposons : i° qu ' i l n'existe aucune relation l inéa i re et homogène
à coefficients constants entre des termes de la su i te ( i ) ; 2° que toute
fonction fondamentales de M. Le Roy ait nécessairement pour nombre
caractéristique un des termes de la sui te (2) et que , de plus, la fonc-
tion v soit forcément une combinaison linéaire et homogène à coeffi-
cients constants d'un nombre f in i de termes de la s u i t e ( i ) . Dans ces
condi t ions , nous d i rons que la su i t e (i) est u n e suite complète de fonc-
tions fondamentales de M. Le Roy. Nous adopterons une dé f in i t i on tout
a fait analogue à la précédente de ce que l'on doit entendre par suite
complète de fonctions fondamentales de M. SteMoff. J'ai démont ré
ailleurs ( ^ ) qu'il est possible de former, et cela d 'une i n f i n i t é de ma-

( 1 ) Sur les fonctions dites fondamentales dans la tiléorie des équations de la Pliy-
fiique ^Bulletin mtcrnntiojial de i' ^ccidéinic de Cracovie, février 1901; .



CONTRIBUTION A LA THEORIE DES FONCTIONS FONDAMENTALES. l3

niëres, une suite complète de fonct ions fondamentales de M. Stekioff
dans les condi t ions générales où nous nous sommes placés. On établira
aisément , en s 'appuyant sur les travaux déjà cités, qu' i l en est de
même en ce qui concerne les fonct ions fondamentales de M. Le Rov.
Ajoutons que la su i te des nombres caractérist iques des fonctions for-
mant une suite complète de fonctions fondamentales de M. Le Roy ou
de M. Stekioff, ne cont ien t jamais une inf in i té de termes avant une

V l/

même valeur.
Voici maintenant l 'énoncé précis des résultats que nous nous pro-

posons d'établir .
Il est impossible, en général, de chois i r la fonction o de telle sorte

que l'on puisse lui faire correspondre u n e suite complète de fonct ions
fondamentales de M. Le Roy ou de M. Stekioff, telle que chaque fonc-
tion de cette suite puisse être considérée comme une fonction fonda-
mentale de M. Poincaré. Pour que la fonction o puisse être déterminée
de cette façon, il faut et il suffî t qu'il existe une fonction ^(M) de la
position d'un point variable M de la surface (S), jouissant de la pro-
priété suivante : désignons par a et ^ les angles formés par les nor-
males intérieures à la surface (S), élevées en deux points quel-
conques A et B de la surface avec les d i rec t ions AB et BA, la fonct ion '̂
vérifiera iden t iquement la relation

(3) ^ ( A ) c o s p = ^ ( B ) cosa.

Lorsque la surface (S) joui t de la propriété précédente, il faudra
définir la fonction o par l 'équat ion

(4 ) î?==c^,

où c est une constante arbitraire, pour qu'il corresponde à cette fonc-
tion une suite complète (2) de fonct ions fondamentales de M. Le Roy
ou de M. Stekioff, suite telle que chacun de ses termes puisse être
considéré comme une fonction fondamentale de M. Poincaré . La
suite (2) sera toujours à la fois une suite complète de fonc t ions fon-
damentales de M. Le Roy et une suite complète de fonctions fonda-
mentales de M. Stekioff. lînfin, la valeur (4) de ç est celle de la
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densité d'âne couche électrique portée par la surface (S) et sans
action sur les points in tér ieurs ( < ) .

3. Démontrons le théorème suivant qui nous sera indiqieimhh1»
plus tard :

Considérons une fonct ion cont inue /déf in ie sur la surface (S)i une
suite complète de ! fonctions fondamenta les de IML Leroy ou de
M. Stekioff, soit :
( r ) 1 , . <t>i, <I>â, ^ —,
ainsi que l'intégrale

(2) . • ff^ck
^i»)

étendre à tous les éléments ds de la surface (S1)»
Je dis :
]° Que la fonction f sera nulle identiquement si l'intégrale (2) ^/

nulle pour toutes les valeurs de l'indice /c;
2° Que, dans le cas où celte intégrale ne serait diffïrenta d(î séro f/ur

pour un nombre limité de valeurs de l'indice k, ta ̂ fonction fscm égale (w
produit par o delà fonction à laquelle se réduit, sur la mr/ac^ (S), une
certaine combinaison linéaire et homogène à ûoe/Jîcîents constants d'un
nombre fini de termes de la suite (ï\

Supposons d/abord q u e la su i t e ( i ) de ce numéro ^oi l une mi l i t e
complète de (onctions, fondamentales de M, Stekioflret eî iviaageoyîgJe
potentiel généralisé de simple couche ^ défini par l'équation

w ^),-^-f.

{i} ÏJn calcul très'simple ̂  tout à faU ôlémeiîlaire pormet do ptouver que rellirmoïd^
jouit de1 la propriété exprimée par réquation (3). De là une méthode irfta «impie' potir
réâôiïdre îe problème de réquilibre^ d.ô'réleetrîôîté'gur un ellipaoïdô wndueteîar^oîô1 et
soufrait à touiômiaenee''étrangère^nepuis que1 eêa lignes ont été écrite» il aétôcîémorih
fcréqae les quadriques sont les, seules surface» vérifiant îeg eondîtion^ (3p UàMwmf

• ̂ r ^e condition que l'un peut Impwr àw surface (Bulletin de ta S0ciêîé mathémn
tique de Frww, 190%);. LEVÏ-CÎVÏTA, ̂ w. les mrfûces (S) de M. Zwemba ( BidlHm ̂
l'Académie de Cracovie.f ïgô^) 1 , 1 1 . 1 . 1 1 1 , 1 '' ' 1 " "
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où t est un paramètre variable. On sait (1) que la fonction cf, consi-
dérée comme fonction du paramètre /, sera une fonction analyt ique
n'ayant, à distance f in i e , d'autres points singuliers que des pôles
simples, chacun des résidus correspondants étant une combinaison
linéaire et homogène à coefficients constants d'un nombre f in i de
termes de la suite (i) et ayant pour nombre caractéristique commun
la valeur de t correspondant au pôle considéré. Les coeff ic ients con-
stants dans la combinaison l inéai re et homogène dont nous venons d^
parler seront eux-mêmes les produits ou des sommes de produi ts de
certaines constantes par des intégrales de la forme (^). Par consé-
quent si l'intégrale (2) est nu l le pour toutes les valeurs de l'indice k,
la fonction § sera une fonc t ion en t i è re de t. Or cela ne peut arriver
qu'à la condition d'avoir dans tout l'espace

j == o

et en chaque point de la surface (S)
/==0.

Pour s'en convaincre, il n'y a qu'à développer la f o n c t i o n ^'cn inw
série procédant su ivan t les puissances ent ières et posit ives du para-
mètre / et à former la sui te ayant pour l imi t e le rayon de convergence
de la série en .question. On verra que ce rayon de convergence m*
pourra être in f in i que dans les condi t ions qui v i e n n e n t d^être di tes*
Voyons maintenant ce qu i arrive lorsque l'intégrale (û), sans être
nu l l e pour toutes les valeurs de k, n'est différente de zéro que pour
un nombre limité de valeurs de cet indice. Dans ce cas, la fonction j
aura un nombre l i m i t é de pôles. Désignons par ^ , , / a * ' • " > ^ ^GS P0!0^
et par I\, P^, . .., Pp les résidus correspondants. Nous aurons

(4) ^^+^P,=o c/= 1 , 2 , ...,/>)

et nous pourrons poser

•^A; '̂-
;=i

( 1 ) On trouvera dans mon Mémoire, déjà cité, sur les fondions fondamentales une
ihéonô détaillée delà fonction <?.
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en désignant par f un potentiel généralise de simple (•oi ir iK1 , fonc-
tion entière du paramètre /• Forions la valeur précédente (le 5' (Sans
l'équation (3). 11 viendra, a cause des relations (/i),

La fonction f é tant entière, on en c o n c l u t , en se r epo r t an t a la
première partie de la démons t ra t ion , que lu r e l a t i on

/^P, ,

sera vérifiée en chaque point1 de la surface (S), On en coridimï aihé-
ment/que, dans Thypothese que nou^ avon^ envisagée11, lo tiléorèîîi^^^l
dé mont ré.

Reste à examiner le cas où la sui te < Ï > ) , C»^ ... Heraii une: miili.» (wm«
pieté de f o n c t i o n s f o n d a m e n t a l e s de M. Le lioy.

On pourra, r a i s o n n e r comme tout à rheure, sauf il r emj^ laeer le
p o t e n t i e l ^ p a r ' l e p o f t ^ n t i e l général isé de s imple couche d é f i n i pur
l'équation

/VF\ (flV\ . ., .
(^i/'f^J/-11^^

J e 1 ' n e , sache pas que la. théorie de la fonc t ion Fy dé l in ic 'par celle
équat ion, et celle des fonctions forulamentales de M. Le Roy i r î l imc-
ment liée avec e l l ey a ient 'é té ,développées avec détaîlh dans le^ eoiïd!"
t ion/s 'générales^où nous nous plaçons, mais» en se laissant guider par
le travail de M. Le'Roy^ travail déjà1 cité, 'et en ^"'appuyant d*aî j i rcpj î r t
-sur le femme fondamental do mon 'Mémoire sur les (onct ions fonda-
mentales1 (1), on y arrivera' très aisément eti^ôa achèvera d^établir la
proposition qui fait l'objet'principal de ce1 numéro. 1 , 1, 1 1 1 -

Observons, avant d^aller1 plus^lôin^ qu^eii démontrant le théorerru11

( i ) BilUeUfi ifiterftatwttalde l^Âcaâdrnuî .de Cracow.f février î-r^H,
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précédent, nous avons établi incidemment deux propositions dont
nous,aurons à faire usage et que l'on peut énoncer a insi :

i° Chacune des fonctions ^ et F, considérée comme fonc t ion d u
paramètre /, a au moins un. pôle à distance f in ie à moins qu'elle ne
soit nulle ident iquement et que par suite i l n 'en soit de même de la
fonc t ion /.

2° Lorsque l 'une des fonctions S ou. F ne possède q u ' u n nombre
limité de pôles, la fonction y est égale au p rodu i t par o de la fonc t ion
à laquelle se réduit sur la, surface (S) la somme des rés idus corres-

, pondants.

4. Soit

(0 0,, ^ 03, . . .

'une sui te complète de fondions f o m i a m e n t a l e s de M. Le R o y ? te l le
que chacune des (onctions O/^ puisse être considérée comme u n e
fonc t ion f o n d a m e n t a l e de M'. Poincaré. Jo dis q u e la s u i t e ( 's) sera
une sui le complète de f o n c t i o n s fondamenta les de M. Sf.eldoff. 'Réci-
p roquement , si la suite (î) est u n e suite complète de fondions fonda-
menta lesde M. S tek iof fe t si c h a q u e te rmede cd(o s i s i l o est. u n e fonc-
t ion fondamen ta l e de M, Poincaré, la s u i t e proposée sera une sui te
complète de fonctions fondamenta les do M\ Le Boy.

Pour établir ce théorème désignons'par ̂  le nombre caractérist ique
de la fonc t ion 0/ç considérée comme ^ine fonct ion f o n d a m e n t a l e de
M. Le R.oy et soit Xyc le nombre caractéristique de la même f o n d i o n
regardéo comme fonction fondamentale de M. Poincaré . N o u s a u r o n s

^dOA ^ (d0^
^cm), \d^'}i :^y^

(2) v /' v ' / / (A-::ï,^3, ...),s / i ^/n.\ , /J^A ^ ? y • ï h
rd0^ fcIO^
^ N A ' ^ W N '+ ^k •"7ivr11' '^ 0

d'où

<3.) (SO,-,̂ ;̂ .-.
'Cela prouve que O/i. sera une fonct ion f o n d a m e n t a l e do M. Stckloff.

Mais il n'en résulte pas encore que la suite ( ï) soit 'ane suite compléle
Aun. Èc. Norm^ (3), XX. — Uwïm xfjoS. ^
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do fonc t ions fondamenta les de M'. SteldotL Pour avoir h d r o i t de
ralïirmer, il faut prouver que /o^ f o n c t i o n (omiamentale w do
M. Steikloff est u n e combina i son l i n é a i r e et l iomogono à coeIÏicients
constants d'un nombre f in i de termes de la syile ( i) .A cet e f fe t^ dési-
gnons pa ro le nombre caractéristique de la fonc t ion w. NOILS aurons
/ / . : f dw\
(4) ^^4.^..^o.

On;dédui,t aisément, au moyen du théorènie de Greci1^ des ûmm»
tions (3) et (4) la conséquence su ivante : l 'inégalité

^/(«Ç/C y .

^ , , J^^^

entraîne la relation
: : 1 1 , ^ 1 1 1 ; , 1 , » çô^tyc&ss'o»

^(S)
D'ailleurs la relation

^/c^/f
T+t;^

ne peut être vérifiée gué pour un nombre l i m i t é de valeim de k. On
le reconnaît i m m é d i a t e m e n t en observant que , lorsque ^ croli indéfi-
n imen t , Â^ tend vers l ' u n i t é et ^ f i n i t |)ar rester supérieur Ir tout
nombre donné à l 'avance. Donc, l ' intégrale

j 9 r4(r//A\
«l•/?i

ne peut être différente de ^éro que pour uu nombre l imité de
de l'indice k. On en déduit, en ! appliquant le théorfenie dtt 'nuiiiéro
précédent'au ca^ où , l'on aurait /=y^ que la fonction ^ est l'Heiiï
'une^ combirnaiBon linéaire et homogène à eoefficienta eôrx»tarît8 d'un
'nombre limité de termes de la wîte (^/Le, théorème qu'il s'agirait
d'établir est donc'démontré. La réciproque se démontre d'une^'iâçon
tout Uaitanalogue^ ^ 1 1 1, 1 1 , , 1 ^ ^ 1

^^^a^Nûua^'âmvotiâ^à'lâ1 démonstration des' propositions 'form.âiU
robjet principal de ce1 travail. 1 1,'1 1 1 . ^ 1 1 1 , . 1 1 1

, Le; théorème démontré m numéro précédent nous apprend que,
tout d'abord, il iW examiner les conséquences de Illypolhhe où il
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existerait une suite infinie de potentiels généralisés de simples
couches, soit

(i) 6,, 6,, 03, ...,

pouvant être considérée à volonté comme une suite complète de fonc-
tions fondamentales de M. Le Roy ou comme une suite complète de
fonctions fondamentales de M. Stekioff; dans ces conditions, chaque
terme de la suite (i) sera évidemment une fonction fondamentale de
M. Poincaré. Soit Ç/c le nombre caractéristique de la fonction 9/c con-
sidérée comme fonction fondamentale de M. Le B-oy et y];c le nombre
caractéristique de cette fonction regardée comme fonction fondamen-
tale de M. Sfceldoff. Nous aurons

-^O/A /d9,\
^)^[ay[)=^°^

fdQfA .
\^)^^Q^O-

(2)

(3)

Posons
{^ /,~^r^^,(4) ^~ ^ .

on déduira aisément des équations (2) et (3) la relation

_ fd9A (dB,\ _ \(dQ,\ /d6A -1
(5) [•cm)^ [dW)r H\5N^ \dN),Ï

Soit r la distance d'un point quelconque a l'élément ds de la sur-
face (S).

Les équations (2) et (5) donneront
î- ^ /»—a/"

(6) Q ^ ^ ^ Q ^ d .
4 'l i/(S) '

et
, / • i C\[dQk\ fdQk\'\e-V-'' ,

<7) ^-^ilW)^^^

Supposons que le point {oc, y , z ) soit situé à Vinlérieur de la sur"
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face (S); le théorème (le Greon nouri (loinu'i'tt les deux r c l i d i o u s

i r „ d c-v'1' , i /"/^/A /' ''•',/,, „^^o,^.^,-^--.^_^^^^;^^-^
et

i (\ d. c-V-'' , i ( • (d0,\ / r i " ,
0&=^^0^N-V-^----^.^^}/V^

1 1 ''Ces équations jointes à l 'équation (7) nous d o n n e n t

(8) 1 1 1 1 1 1 , , ' 1 ilko^of^Ù^^^^^^

formule valable, rappelons-le, pour toute position do point(^j , ^)
à Yintérieur de la surface (S). Considérons deux poin ts A et B ^i l t î i^
sur la.surface (S); désignon^^ comme nn n0 2, par a et p iw angles
formés en A et B par les normales intérioures élevées en een po in t s h
la surface (S) avec les di rect ions AB et BA ; appe lons p la disiam'e (ICH
points A, e tB et soif: d s ' 1 J 'élénient de la s u r f a c e (S'^ re la t i f au poin t , 1$.
Cela posé, convenons encore de représenter d / n n e (aeon générîile
par ('F)^ la va leur d 'une fonel ion F en n n po in i , M de la su r f ace (S) et
fa isons tendre le point (.^.)'% ^)» sans qu ' i l cesse de rester II r i n t é r i e u r
de la surface (S), vers un po in t A. de cette su r face .

L'équation (8) nous donnera

(9) :- 4 ( 0 / . ) A ^ 1 1 1 1 1 1 1 1 - ̂  /"(0/..)it— ^^cos^/v^
•- ^ ̂ ^ '^ P

D'ailleurs, on "déduit de Inéquation (6)^ relation suivante ;

^ 1 r/^OA , A A ) A T 1 1 ^ r 1 , 1 d. e-^ 1 , ,: . , L^l^tx)^^^^ ̂ j^ ̂  ̂ ^^/^
'd'où, en/tenant compte des relations (^•efc (5) et en^e rapjH:ilant
que ̂  est ceTtainement d i f l e renfc de zéro î ' 1 1 ,

1 1 1 ^ . ! ! ! 1 ! ! , 1 1 r 1 /* 1 1 ! // ^•""ap .
(10) 4(?)A((Î*)A==---;^J (¥)n(<>A)K^ ———CO^^". t

Multiplions l 'équation (9) par(ç)A, l 'équation (10) p;ir -- i ( • ( . { i j o u f o n s
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membre à membre les équations obtenues; il viendra

( 1 1 ) f [(C?)B COSa ~ (o)^ COSP] (0/,)n -^ e^- ̂ = 0.
J(S) ^ P

..Désignons par h une fonction cont inue sur la surface (S), mais
d'ailleurs tout à fai t quelconque, par d s ' l 'élément de la surlace (S)
relatif au point A et soit toujours p la distance des p o i n t s A et B.
Posons ensui te

r rî yp-p
( 1 2 ) (f)n= [ (^BCOSa~(^COsP-]^—-(À)A^

J^i cip p

et, après avoir m u l t i p l i é l 'équation (n) par (A)^//, intégrons en
ayant soin d 'étendre l ' in tégrat ion à tou te la surface (S). Nous
ob t i endrons une re la t ion que l 'on pourra écrire a i n s i :

( « 3 ) (' {},fds^o ( À — 1 , 2 , 3 , ...),
'"(•S)

en suppr imant des ind ices devenus inu t i l es . La f o n c t i o n / dé f in i e par
l 'équation ( r a ) est une fonct ion c o n t i n u e de la posi t ion du p o i n t B
sur la surface (S); d 'autre part elle vérifie l ' équa t ion ( ï 3 ) p o u r toutes
les valeurs de l ' indice k. Il résulte de là , d'après la première par t ie du
théorème démontré au, n° 3, que cette, fonction est n u l l e en chaque
point d'e la surface. La fonction h é tant arbitraire, cela ne peut arriver
qu'à la condition d'avoir, pour toutes les positions des poin ts A et B,

( Ï 4 ) (t?)A C05 se — (^ COS ? =- 0 ;

on le reconnaît imméd ia t emen t en se reportant h l ' équa t ion (12).
Donc, pour qu'il, existe u n e suite complète de fbnclions f o n d a m e n t a l e s
de M'. Le Boy ou une su i te complète de fonct ions Ion darne ni a le s de
M. Stekioff, su i t e telle que chacun de ses termes puisse être considéré
comme une fonc t ion fondamentale de ML Poincaré, il est nécessaire
que la surface à laquelle se rapporte la suite en quest ion jouisse do la
propriété énoncée au n° 2.

6. II nous res te .à 1 démontrer ; 1° que la condi t ion précédente est
suff isante; 1 2° ceci : lorsque.cette condi t ion est remplie et ' lorsque la
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(onction y est choisie do façon que la relation (ï/|) an mnnéro pré-
cèdent soit sat isfai te pour toutes les pos i t ions des points A et B, une
couche électrique de densi té y portée parla su r face (S) sera sans action
sur les points intérieurs.

Occupons-nous d'abord du second, p o i n t et supposons, à cet effet ,
que la relation ( ï4)du numéro précédentsoit vérif iée i d e n t i q u e m e n t ,
Considérons ensuite l ' identité bien connue

1 1 ' . , , ,^± r^i^\1 Ç COSf-3.^j

^

où p, {3 et^ont la même signification qu'au numéro précédent. On
dédu i tde cette identité, en tenant compte de la relation

: 1 ' ^ ! {^^eô's^^^Bcoea,
là relation suiYânte :

i F , , r.oB-x , .
( î ) A = _ _ J ( ^ ) ^ . ^

-S H fc/^, r/^)

relation qui prouve la proposition qu ' i l s'agissait de démontrer.
Pour établir le premier point un lenirne est nécessaire» qui repose

lui-même sur un autre lemmc, 11 f a u t donc commencer par démontrer
successivement ces lemmes*

LEMME I. — Suppononf! ciu.e la foncilofi o ^ériflf9 la relalw/t ( î ^ ) du
numéro précède fil; dési^rionîi par w une faf'wtwtz fondcimeïliûle d^
M. Sie/c/q/f, c'est-à-dire un potentiel généralisé de simple couche wrt/îani
une relation de la/orme'

(t) ^ , 1 ' ; i i l 1 1 , 1 (^^+^^-0 1 1 1 ,

et appelons Q le potentiel généralùé de simple couche défini par t'équa^
lion
. , 1 ! ! • , ! • ' ' , fclQ\ ! ' /dQ\ ! 1 ! ! ! !
( . y 1 ^ ^ , , ^ , , , ^)^(^^ , . ,

Je dis que la fonction Q sera aum une onction fondamentale de
M. Stekiojy ayant comme la/onction w^la contante y] pour noynhrc
caractéristique»



CONTRIBUTION A LA THÉORIE DES FONCTIONS FONDAMENTALES. ^3

En effet, désignons par r là distance du pointa, y, z ) à Félément ds
de la surface (S),

Nous aurons
(3) Q^^îÇ'^

d'où

(4) (^)=-^^A^ t ')A-4I.^(cp)i t (w)n^ Ç^050'^-

D'ailleurs, on tire des équations (i) et (3)
/, i r f^^ ̂ .n Q = -- — \ -^j —— "•y,^J^VWji r

ce q u i donne, en supposant que le point (se, y , ^) soit situé dans l'es-
pace extérieur à la surface (S),

„, r. r d e-^' ,-f} f) =r — -,— I ^ ——. -—- dS.
4^J(s) cm r

Faisons maintenant tendre le point (^,,y» -s)? sans qu'il cesse de
rester dans l'espace extérieur, vers un point A situé sur la surface (S).
L'équation précédente donnera

i ! i /*" cl c"V'^
^(Q)A==+ ^ (^)A^ ̂ ^ (tP)B ̂  "y-COSp^;

on en déduit, au moyen de l'équation (i4) du numéro précédent, la
relation suivante :

i î F cf e-^-9
^ (? )A (Q)A==- (? )A (^ )A+7- ; / (?)B(^)«7/ -—--cosa^,

.•s 471; ,y^ t,*^ ^

et il vient , en combinant cette équat ion avec l'équation (4),
/dQ\ /,(^^^?Q-o,

relation qui exprime la proposit ion qu'il s'agissait de démontrer.

LEMME II. -""" Plaçons-nous encore dans l'hypothèse où la relation Ci l^)
du numéro précédent est satisfaite identiffuement et soit^ comme tout à
l'heure, w une fonction fondamentale de M. SteUoff ayant le nombre y]
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/;m/r /w/n&n? caracfémuque. Je dh (fa il (estent de^/onetion^fonis^nl
des propriétés smmntes : 1 ° chacune de ces jb fictions ^em âne Jonction
fondamentale de M'. Sie/clo/ayani le nombre T] pour nombre came/en^
tique, et chacune (Ï elles sera, en mêmelemp, tm^ejon.etion^îndamenîule
de M. Le Roy; 2° la fonction ̂  sera une eom/nnaùon linéaire et homo-
gène à coefficients constants d'un nombre fmi de confondions.

1 1 Pour 'démontrer ce lernme, conHidérons le potontid général isé di*
simple couche F défini par l 'équat ion

fdV\ fdP\ , ..,
(SN)."^}^^^

où ^représente un paramètre variable* Déîeloppong la forïctiori F (*«
un.e'série procédant suivant les puissances-entières et pointhe^ clé t,
et, à cet efiet, posons

F==:V:F^^

on sait que ce développcîmerï t sera légit ime" p<}urvu <j l ie le nitOiilîie
de / ne dépasse pas une cerlî-ihw l i m i t e t i n i n . Li^ f o n c t i o n s F^ V^
F^ ..., seront des p o t e n t i e l s générdisés de s imples couclies et (dteH
seront déf in ies par les équa t ions sn ivan( .<*s :

( fd¥,\ /^\
}^ J.'111"^^^/--1^ .

(5' - 1 if^A '/^V.,^^ ^ ^^ifà--)\ ' ^
. . • ^ . , ^/|<,5N^ . , ! ! , ^ ; , • ,

\ '"LQ le'm.mG ,ï permet de1 tirer de ces équations 'la eonséquetiee H î i i "
/vante': les fonctions1 Fo, F^ , Fg, ,...§eronfc toniw deM fbri tc t ions (biï-

damentales de M, Steldofî et e l les 'auront toutes le rîorî i l ï re1?) pour
nom'bre caractéristique. Par conséquent, si Fon dégigne .par p un
nombre f in i 1 entier et positif/mais'assez grand, i l existera, entre km

: ' fonctions F^FiV.^F^ une1 relation1 l inéa i re et hornogèrîe, a coeiîî-
cients constants,"soit 1 , 1 , 1 , 1 1 1

1 1 • 1 1 , , 1 1 , 1 . . CQ Fo •+" ci Fi 4-... "4- Cf, F^ ̂  o.
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On en conclura aisément, au moyen des équations (5), que l'on
aura

CoF/c-t-CiF/ ,+1-h. . .4-^F/,+p=o ( A - = : i , 2 , 3 , . . .) .

Cela prouve que la fonction F considérée comme fonction du para-
mètre t a, au plus, p pôles à dislance f in ie . D 'a i l IeurSy cette fonction
aura au. moins un pôle; cela résulte immédiatement de la première
des remarques faites à la fin du n° 3.

Désignons par v le nombre de pôles de la fonction F et par Ï\,
î\, . . . , P^ les rés idus correspondants . Chacun d'eux sera une fonc-
t ion fondamentale de M. Le Roy. D'autre part, chacun d^cux sera
aussi u n e fonct ion fondamentale de M. Stekioff ayant le nombre Y)
pour nombre carac tér i s t ique; c'est ce que Fon. vérifia immédiatement
en se rappelant que chacune des (onc t ions F/,. est u n e fonct ion fonda-
men ta l e de M. Stekioff ayant le nombre Y] pour nombre caractéris-
t ique .

Pour achever la démons t r a t ion du lemrne, i l n'y a qu'à observer
ceci : on trouve, en app l i quan t la seconde proposition énoncée a. la
f i n du n0 3 au cas où Fon aurait /* ==çw, que l'on a

(r=Pi+p,4-.,.+Pv,

relation q u i prouve qu ' i l 'exis te des fonctions Jouissant de toutes les
propriétés voulues.

En effet, au moyen de cette relation, nous achevons de nous assurer
que les fonctions P^ . . . , P^, sont précisément des fonc t ions jouissant
de toutes ces'propriétés.

Il est aisé m a i n t e n a n t de démontrer la première proposi t ion én'on"
cée au début de ce numéro* En eflet, soit : ' :

•une su i te complète quelconque de fonc t ions fondamentales de M. Stek-'
loff. Le lemme précédent permettra de former, en partant de celte
suite, une nouvelle suite complète de, fonctions fondamentales de
M'. Stckloff, soit

(G) . 0,, ^ (5,, ...,
Afin. Ka. Norm,, (3) ,^ X,X« •— .ÏANVÎEK K^hh 1 1 (\
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dont chaque terme pourra être considéré comme une fond ion friid;i-
mcntale de M. Le Roy, Mais alors chacune des tondions 0,, ^r» î'"^'
une fonction fondamentale de M. Poîncaré. Done, d'après 1 ( ^ 1 ticorrmt'
du n°4, la suite (6) sera une suite wmplèle de fonctions fondîinicn-
tales de M. Le Roy. Cela prouve que la proposition que nous !ivi(n«s
encore a démontrer est exacte. Observons, en terminant, qu'il serîlit
aisé de remplacer la démonstration précédente par une autre ou les
rôles des fonctions fondamentales de AL Le Roy et de celles de
M. Stekioff seraient intervertis; il suffirait pour cela de, renipliu-er les
lemmcs 1 et 1.1 par deux autres lemmes analogues. Nous il'iwms pas
suivi celte méthode parce qu'elle exigerait des développements spé-
ciaux pour le cas particulier ou l'on considérerait des potentiels
newtoniens.

Cracovic, le 18 janviBr 190».


