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SUR LES SYSTÈMES DIFFÉRENTIELS

DONT L'INTÉGRATION SE RAMÈNE A CELLE

D'ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES TOTALES,
PAR M. CIL RIQUIER,

P R O F E S S E U R A L U N I V E R S Ï T ' E DE C A E N .

I N T B O D U O T I O N .

Les résultats, dont on trouvera ci-après l'exposition détaillée,
peuvent se résumer en une proposition unique, dont voici l'énoncé :

Un système orthonome passif étant donné, si l'ensemble des
éléments arbitraires, dont la eonnaissance équivaut à celle des déter-
minations init iales des inconnues, ne renferme, avec un nombre
quelconque de constantes, qu'une seule fonction d'un nombre quel-
conque de variables, la recherche, dans le système proposé, d'inté-
grales ordinaires satisfaisant à des condit ions initiales données se
ramène à l'intégration successive de deux systèmes passifs d'équa-
tions différentielles totales du premier ordre, dont le second est indé-
pendant du choix des conditions initiales.

Indiquons, en quelques mots, la marche suivie.
Étant donné un système différentiel résolu par rapport à certaines

dérivées des fonctions inconnues qui s'y trouvent engagées (et dont
les seconds membres ne contiennent aucune dérivée principale de
ces inconnues), je nomme grade du système Perdre maximum de ses
premiers membres ; il va sans dire que le grade peut ètrey soit infé-
rieur, soit égal à l'ordre du système.

Quan,d on a affaire à un système de grade i, on peut, pour en dis-
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poser net tement les diverses équations, les écrire dans les cases d'un
quadrillage rectangulaire, dont les lignes correspondent aux variables
indépendantes et les colonnes aux fonctions inconnues , en met t an t
l 'équation qu i aurait , par exemple^ -. pour premier membre, dans la
case qu i a p p a r t i e n t à la fois à la co lonne (u) et à la l igne (.i").

Cela posé, rétablis, en premier l i e u , que si, dans un système ortho-
nome passif, l ' ensemble des éléments arbi t raires , dont la connaissance
é q u i v a u t à celle des d é t e r m i n a t i o n s in i t ia les des inconnues , ne com-
prend , avec un nombre quelconque de constantes, qu 'une seule fonc-
tion d ' u n nombre que lconque de variables, la recherche, dans le
système proposé, d'intégrales o rd ina i res sat isfaisant à des condi t ions
in i t ia les données se ramené, par de simples differenlicilwns, à une
semblable recherche effectuée dans un système orl/ionome pamf clé
grade ï , dont le Tableau noffYtî de caw vides que dans une seule colonne.
Je prouve, en second l i eu , que cette dernière recherche se ramené a
deux intégrations successives, savoir ; ï° celle d 'un système passif
d 'équat ions dif îerent ie l les totales, variable avec le choix des condi-
tions initiales; 2° celle d'un système linéaire et passif d 'équat ions aux
dérivées partielles du premier ordre, indépendant du choix dont il
s'agit, et qui, bien que les fonctions inconnues s'y trouvent en nombre
généralement supérieur à 's y peut se traiter par la méthode classique
de Jâcobi.

La proposition générale formulée au début de cette Introduction
a été c o m m u n i q u é e à l 'Académie des Sciences le 21 novembre 1898.
Au commencement de la même année (Comptes rendus dès-séances de
l'Académie des Sciences, 3î j anvier 1898), M- Beudon avait formulé un
résultat analogue (1). Je tiens à faire observer à ce propos que, dès
le 3o ju i l l e t 1894 (^Comptes rendus des séances de l'Académie des
Sciences}^ j"'ai examiné le cas, très voisin du cas général, d'un système
passif d'ordre r , dont le Tableau n offre de cases vides que dans une seule
colonne .-la proposition dont j 'ai. publié l'énoncé le arnovembre 1898

( 1 ) Voir aussi les Annales de l'École Normale {Sur des Sffftème^ d'équations aux
dérivéef: pardcUGfî analogues aux équations d'à premier ûrdre^ BISUDON, 1898) et le
Journal de M atîiérna tiques {Sur les systèmes d'équations aux dérivées partielles ûnaloguefî
aux systèmes d'équations du premier ordre en involutwn, BJÎÏJDON, 1899).
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n'est ainsi que l'extension toute naturelle d'un résultat que j'avais
publié plus de quatre ans auparavant.

Dans l'exposé qui suit, comme dans les quelques lignes qui pré-
cèdent, se rencontrent un certain nombre de termes dont j 'ai fait
usage dans mes Travaux antérieurs, et dont il m'a semblé inut i le de
répéter ici la définition : le lecteur voudra bien se reporter aux
travaux dont il s'agit, et notamment à mon récent Mémoire Sur une
question fondamentale du Calcul intégral (A cla Mathematica, t. XXI11).

Extension de la méthode de Jacobi pour intégrer les équations aux
dérivées partielles du premier ordre où les dérivées entrent linéaire-
ment ( 1 ) ,

1. Si l'on considère le système (^évidemment orthonome)

au .., , e , au ^ au ô^ _ ^ ^ ^ T ^ ^ — w -L-. Q àw ^-T àaf
^ == U.+b..^ + 1^. ^ ̂ V^+S,^ + r̂ ., ^ _W.-hb^ + 1,^,

au ^ ^ Q au ^ au àv ^ ç, àv ^ àv àw _ , àw àw
—— ==: |Jy 4" by ——— -4- 1 y -r- ? ——— = Vy 4- by "V- "h A y -,,- ^ T— = Wy + by --.- 4- 1 y -T-- î<)y >/ y .̂y - àh ôy J - as •' ot ày " " Ay ' c/^
au - /, ^^ , ,., au àv „. c àv ^ àv àw _ ̂  àw ,p àw^=U^S ,^+A.^ , ^=v,+s^+r^ ^^w,4-s,-^.+i,^,

où ̂ , p, w désignent des fonctions inconnues de x, y, s, s, t, et

( U ,̂ U,, U,, V,, V^ V., W., Wy, W.,
l ) j q q q m m m

\ ^xy ^yy ^Zf ^QCÎ •'•y 9 *• z

des fonctions connues de x^ y, z, s, /, u, v, çp satisfaisant aux conditions
voulues pour que le système (i) soit passif y l'intégration de ce dernier se
ramène à celle d'un système passif d'équations différentielles totales du
premier ordre.

L Nous ferons observer tout d'abord qu'en égalant entre elles les

( ' ) Voir les Comptes rendus du 3o juillet 1894-
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deux expressions ultimes de chacune des dérivées cardinales

à^u à^u yu
àx à y ? àx àzf> à y àz)

^L ^l^L. àîç)

àâc ày ? àx à^ ~ày~dz?

à^v à2 w à2 w
àx ày 7 àx àz; ày~d.

on arrive à des relations de la forme

A ()u L. A ^u
^xy^ •^ -T A.xy,t '^ + Ascy.u == Oy

A ()u A ()u A^xs,s ^J 4- A.^,< ^ 4- A^,/, == Oy

au auA,'^Js +A^ ^ +A^^

A ^(; A ^t; AA^,,^ 4-A^,^+A,•a?y,p ""— ^y

(3) ^P ^Py / A " i A " v A< { ^xz,s . 4- A^^ — "4-" A^,(. ̂  Oy

A ^ , A r}(/ A
Ays,§ J^ -hAy^t gj 4-Ay^ ==0,

A ^w * àw
^y,s ̂  -+- Ascy,t ̂  -4" A^y^ = 0,

àw àwA A î/tr^x^s ^ 4- Aa;5,< .- -+"• Aa.g,w== 0,
<)^

A àw ()w ,
^ys,s •̂  4- Ays,f -^ 4- A^.s,^ = 0,

où les A désignent certaines expressions composées avec las fonc-
tions (2) et leurs dérivées partielles du premier ordre. Les conditions
de passivité du système (i) sont donc

Ayy^ ."= Kjcy^ == A^y^u ̂  ^atsy,v ̂  ^asy,w ̂  Oy

A^sifS '=: Ay^t ̂  -^3sz,ït. == Aa?s^ =: A.sos ̂  ==:^0,

Ky^S ="• Aya^ =: Ayz^ == Ay^ === Ay^,^ == 0,

relations qui doivent avoir lieu quels que soient x, y, z, s, t, u, ̂  w.
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Nous ferons observer, en second lieu, que ces conditions de passi-
vité sont exactement les mêmes que celles du système

• àf
àx

! °î-
ôy

àf
c)s '

S,

Sy

83

¥-4
()^

^-1
<)s
àf
as

l-T

t-ï

1-Ts

3C

y

àf
àt

àf
àt

àf
<)t

"^
"̂
^.

vv a*

-Vy

-V,

<?/

(̂ '

^/

àv

àf
àv

-W.,

\v——— V V y

———W.

0'/
^•'
àf

-v—— 5<w
^̂
(^5

(4) "^

^-< _
(,)= —— ^3^ r "'^^ '";; ^M

où/désigne une fonction inconnue de

(5) œ, y, s, s, t. H, c, w.

11 est facile de vérifier par le calcul l'exactitude de ces deux
remarques.

II. Si l'on désigne par /,, /,, /, trois solutions ordinaires du sys-
tème (4) telles f/ue le système des équations finies

(6) /,==o, A==o, /3==o

soit résoluble par rapport à i l, v, w conformément au principe général
des fondions implicites, les fonctions de se, y, z, s, t fournies par cette
résolution constituent un groupe d'intégrales ordinaires du système (i).

Effect ivement , les fonctions implici tes u, v, w fournies par la réso-
l u t i o n de (6) vérifient les relations

(7)

<ML+
ùx.

^ ,^+
^+
<)t

àA

au

àA
ait

ân

ait
à'v
au
7J?
ait,
Tt

+àfl+ ̂
+ à̂v
, àj\
+ -^

Èï^
à x '

à-^as

.̂
àt '

^à̂w
àf,

• àw

^àfî
ôw

àw
àx
àw
as

àw
"aï

obtenues en différentiant la première des relations (6) successivement
par rapport à se, s, t. En mul t ip l i an t les relations (7) respectivement

Ann.dv i'Èc. Normale. 3" Sorie. TomeX VIII.- DÉCEMBRE 1901. 54
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par i , — S^, — T^., et a joutant membre à membre, il vient :

(^ à^ s àjrl T ôjïl \ ^ ( ( 1 U ^ àu T (?^(b) ^ - °̂  - !-^ + ̂  ̂  - s^ - ̂ J

.+,^J/^ s (hî T ̂  L.^/^ c ^ T <M^ à. \àx ^^ - 1-^; •4~ ̂  ̂  -^-^ - .1. ̂  =o.

D'un autre côté, la relation

(n) ^ Î^S ^^T <?/l~ IJ ^ y ^A ^ à/\{9) • J.. ^ 0, j j? ^- —~ l)- ̂  - V..^- - W.^

est vérifiée pour toutes les valeurs des quan t i t é s (3), p u i s q u e /\ est
une intégrale de (4); et, si l'on y remplace u, ̂  w par leurs valeurs
en oc, j, z , s, t tirées du système (6), elle le sera, comme (8), pour
toutes valeurs de x, y, z, s, l. Cela étant, la combinaison de (8) et (())
donne immédiatement :

<-0 ' ̂  (È - ".-̂  -.^) - ̂  (^ - v...- ̂  - .r4')

-S6 (M - ̂ - ̂  ':;•-•••... ̂ )=-".
En opérant sur les equalions/,-_=<,, /;, == o comme on vient de le
faire sur/==o, on obtiendrait deux autres relations ne différant
de (10) que par le changement de/, en/a et en/,. Finalement,
puisque le système (G) est supposé résoluble corifomiémcnt au
principe général des fonctions implicites, le déterminant diiïerentiel
de ses premiers membres par rapport a u, v, w est différent de zéro, et
les trois relations que nous venons de former donnent immédiatement :

<)u (T e <^< ,p au
Tx ux ""•^ -^ aï :=:0'

àv. - y - S (hl T àv - n
àx y x ^^ ~^Jt -0'
àw àw âw
Jx ~ w--- ̂ ^ •~{x^i ==0•

On reproduit ainsi la première ligne du système (i), et l'on en repro-
duirai t de même les deux autres lignes.
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I I I . Réciproquement, toute solution ordinaire du système (i) peut s'ob-
tenir en égalant à zéro trois solutions ordinaires convenablement choisies
du système (4), et résolvant le système ainsi obtenu par rapport à u, v, w
conformément au principe général des fondions implicites.

Désignons par x^, jo, z^ s^ /o les valeurs des variables à partir
desquelles nous supposons développées les intégrales considérées du
système (i), et par

v { ^ t ) , œ(^), ^(,y,Q

les fonctions de ,y, t auxquelles ces intégrales se réduisent dans l'hypo-
thèse numér ique

Désignons d'un autre côté par

(n ) i\, r^ r;j, r/,, r..s
cinq inlégrales part iculières du système (4) possédant la double pro-
priété : 1° d'être développables à partir des valeurs

^Oy y^î 3Q9 '^O? ^O?

UQ= u(,s-o, ^o), ^=y(^ 4)» ^o=: ̂ (.îo. ^o) ;

2° d'avoir, relativement à s, t, u, p, w, un déterminant différentiel
di f férent de zéro pour ces mêmes valeurs. On sait qu'en désignant
par F une composante arbitraire, la fonction composée

F^r^iV/r,)

est nécessairement aussi une solution du système (4).
Cela é tant , introduisons dans les fonctions (n) l'hypothèse col-

lective
^==^0, y=yo. Z=ZQ,

( 1 9 }v ' // == v (,Ç, t), v == ç C.̂  t), w = ̂ (^ 0 î

nous obtiendrons ainsi cinq fonctions,
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des seules variables s, t y fonct ions telles, comme nous allons le
prouver, que l 'un au moins des déterminants du second ordre extraits
du Tableau

àyi ày.2 ày^ ày^ <>/;;
-.———————— 5 „ , <.. y ' _ _ y '... ^

as </»9 as as <}ff

à̂t
àYî
Tt' ^.

ôt '
^,
ôt

àr.
ai,

possède une valeur in i t i a le différente de zéro.
Considérons en eHet le dé te rminant

(i3)

<)ï\
J,s-
f)i\
~~<)t
6Ti

71/7
<)ï\
àv

<)\\
(>V

à'V^
(h-

àTï
^àt
âY,
j^

^ï
àv

<)T^
àw

ài\
()s

<)T,
^ôt
W',
"Ou
àV,
<À1

f)r,̂

àr,
(h
or,
7)T
r/t\
"Oa
()T.,
ô^
W,
'ôw

âV,
()S

àÏ,
()t
<)r,
Jf{"
âr,
'^
âV,̂

dont la valeur ini t iale est, par hypothèse, d i f f é r en t e de zéro. Dans ce
déterminant, on peut,, par l ' appl ica t ion des règles élémentaires, sub-
st i tuer respectivement à ^ et ̂  ( ^ = ï , 2, 3, 4, 5), éléments de
rang i d e s deux premières l ignes, les expressions respectives

ôT/ aï, ô-j
Ù^ OU ()fî

ÔVi ^ (h
()î 4"" ()U \)t

ÛV, ()<y àÏ^ à^
ôv (}s ()w ôfs?

àïi à^ ()Vi ô1^
â^ ^àt + àw ^(H9

on peut, d'auf-re part , pour calculer les valeurs initiales de ces deux
expressions, introduire dans la fonction, F, l'hypothèse (12), prendre
les deux dérivéespremieres de la fonction y,(^), ainsi obtenue, et
calculer finalement les valeurs ini t iales de ces dérivées. Le détermi-
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(i4)
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ie valeur initiale que le su

ày\ ày^ ày^ à y ' , à^
as as as as as
à^i ^/2 à'^ ^ àj^
àt àt àt ai àt
àr, ^r,, âr, âr, âr,
au ou ou au au
(R\ àT^ àr'., à^ ^r.
'7)77 ()^ J(; à^ ôv
à'i\ (n\ âr, jr,, ^r,
^tv àw àw àw ôw

ETC.

ivant

?

429

et, des lors, si les d é t e r m i n a n t s du second ordre qu'on peut extraire
des deux premières lignes de (i/i) avaient tous des valeurs initiales
nulles, il en serait de même du déterminant (i3), ce qui est absurde.
Nous supposerons, pour fixer les idées, que

(i5)
^i ^ïî
as as

()-j/i ày^
IH <)t

a une valeur ini t ia le dii ïerente de zéro.
Cela étant, considérons les expressions

r3-n»(r,,r,), r,,-iL(r,,r,), r,-n»(i\,r,),

et cherchons à déterminer les composantes Us , H,,, Hg de telle manière
que la résolution, par rapport à u, v, w, du système

(16)

( T,-ïî.s(Tt,Ti)==o,
i\-ïur,,r,)=o,

( r,,-ïÎ8(ri,r,)=o,

fournisse précisément les intégrales considérées du système (i).
Observons tout d'abord que si les premiers membres des équa-

tions (16) s'annulent, quels que soient x , y , s, s, t, parla substitu-
tion à u, v, w des intégrales dont il s'agit, ils s'annuleront forcément,



43o cri. RIQUIEB.
quels que soient.?, t, dans l 'hypothèse (12); on doit donc avoir, quels
que soient s, t,

y;,--ÏÏ3(7i, 72 î^o,
(17) • 7'.—ïi.,(7i,72)~-^

7 . 5 — ï ï ' o ( y i » 7 2 ) = = o -

Faisons alors un changement de variables, et posons :

7,(.y,Q=:^, 7,(,^)=^;

puisque le déterminant d i f férent ie l de y^ et y^ par rapport a s, l a une
valeur initiale différente de zéro, on peut de ces formules tirer s é t é
en fonctions de ôi e t O ^ , et, si l'on subs t i tue à set l dans (17) les expres-
sions ainsi obtenues, les relations résultantes doivent être vérifiées
quels que soient 0^ et CL : en désignant donc par

M.,(^A), M ' 4 ( 0 n 0 a ) , M,(OiA)

ce que deviennent y;i(^, ^), y '<(^ \ ^) , 'y;,(^) P^* cette s u b s t i t u t i o n , on
devra avoir iden t iquen icn fc

M.(^ ,^ )~ i r , ( 0 i , ^ ) -o ,
M , ( ^ , ^ ) ~ Î Ï 4 ( 0 n ^ ) ^ o ,
M^^i^^-IÎ^^^O^o,

ce qui nous conduit à prendre pour H;i, H^ H^ les déterminat ions
respectives M^ M ^ , M;», Par suite de ce choix, les équations (r6) de-
viennent

r;r-.^(î-\J^)-=o,
(18) < i \~M,( . r^ra)^o,

^ r.-M^r^r^^ô,
et leurs premiers membres acquièrent la propriété de s'annuler iden-
t iquement dans l'hypothèse (12); dès lors, en admettant pour un
instant que le déterminant différentiel , relatif à u, v ^ w , des équa-
tions, (18) ait une valeur initiale différente-de sséro, les .fonctions im-
plicites qu'elles définissent, et qui, en vertu/de l'alinéa II, vérifient
identiquement le système (x), coïncideront précisément avecles inté-
grales particulières que.Ton considère. Kesfce donc àétablir que le
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déterminant différentiel dont il s'agit a u n e valeur initiale différente
de zéro.

Considérons à cet effet le déterminant (i4), dont'ia valeur init iale,
égale, comme nous l'avons vu, à celle du déterminant (i3), est par là
même différente de zéro. Aux trois dernières colonnes du détermi-
nant (i4), on peut , par l 'application des règles élémentaires, substi-
tuer respectivement les trois suivantes :

^ _ (M^ ÊÏl ̂  ^:M3 ̂  ^ -. M^ à^ - àM^ ̂  < :̂> àM, (}-/, M, ày, ^
"us """ âl\ Os 'oÏ:î as 5 as " ÏFi '~às ()l\^ a s ? as àl\ as àï^ as '

^ (mî ̂  - ̂  ̂ 2 ^ - ̂  à1i ~ àu'' ̂  ^^^^^^^
jf ~ J^ Tt ()T, û t ? 1)1. • ^i aï "" â^ ~ à i ? àt, ôT, àt àT, ô t 5

^ ^M^ r}^l ^ <}M;i ^r2 ^l - ̂  <)rl ^^É1? ^„^^1^^^^2,^ _ .̂. ̂ ^ , ̂ ^< -^., ^^ - ^p^ ^- - ^p^ ^^, ^ jp^ ^^ ^p^ ^^ ?

^r, ^N3 r/ri _ (m, à^ ^4 ,̂ ^ .̂i. ̂ i _ ̂  ̂ , ĵi „ ̂ i ̂  „ ̂  ÛT2,
^ „ ̂  ̂ .,, ,. ̂  ̂  , ^. - •^•- ̂  - ^^ '^ î ^^^ ^p^ ^^ ^ ^^, î

<).r3 ^,^3 âi\ _ ^M;, <)r, ^r, (M, ̂  _ ^4 ̂  ^ _ ̂  ̂  _ ̂  ̂ .
^" """'" 7/[7 ^(r 1ï^ Jw î "5(1? """" ^ÎT ^n" ^ra 'i?n'î à\v dï\ àw ()i\ ()w

Or, dans le Tableau ci-dessus, les éléments des deux premières lignes
on t tous pour valeur i n i t i a l e zéro : car; si l'on considère, par exemple,
le premier élément de la première ligne, il a évidemment même valeur
i n i t i a l e que l'expression

^ ̂  (mî ^1 ̂  (m! ̂ l,
"Z? """ r//i "as à'/.i as \

laquelle est n u l l e quels que soient s, t, pu i sque l'expression

y â — M ^ y ^ y i s )

j o u i t elle-roême de cette propriété. Cela étant, le déterminant (i4) a
év idemment même valeur in i t i a l e que le produit du déterminant (i5)
par le d é t e r m i n a n t formé avec les trois dernières lignes de (19); le
second facteur de ce produit a donc, comme le produit lui-même, une
valeur in i t ia le différente de zéro, ce qu'il s'agissait d'établir.

IV, 11 résulte de ce qui précède que Tintégration du système
passif ( ï ) se ramène à celle du système passif (4), et par suite à celle
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d'un système passif d'équations différentielles totales du premier
ordre.

Intégration d'un système orthonome passif de grade 1 (1) ,
dont le Tableau n'offre de cases vides que dans une seule colonne.

2. Pour familiariser le lecteur avec no t re méthode, nous n'aborde-
rons que progressivement le cas général formulé dans le titre ci-dessus,
et nous commencerons par supposer que les seconds membres du
système ne sont pas (Fordre supérieur à T .

Observons à ce propos qu'un système du premier ordre, résolu par
rapport à certaines dérivées des fonctions inconnues qui s'y trouvent
engagées, ne peut manquer d'être ortbonome, si toutes les cases vides
de son Tableau se trouvent situées dans une même colonne. Suppo-
sons, en effet, pour fixer les idées, qu'il, imp l ique les trois fonct ions
inconnues u, p, (P des cinq variables indépendantes x^ y, s, s, ' l y et
que toutes les cases de son Tableau soient pleines, à l 'exception des
cases ( s ) et (/) de la colonne (^ ) ;pour se convaincre de la nature
ortbonome d'un pareil système; i l su f f i t d ' a t t r i b u e r : 1° à ^, y, ,s, s, t
dos cotes premières égales à i, et à, u, ^, ^ des cotes premières nul les ;
2° à <r, y, s et u, y des cotes secondes égales à, , ï , à s, t et w des cotes
secondes nul les .

Dans le cas où les seconds membres du système en question sont
linéaires par rapport aux dérivées (premières) des fonc t ions incon-
nues, nous dirons, pour abréger, que le système est linéaire.

3. Si, dans le Tableau d'un système passif et, linéaire du"premier ordre,
foutes les cases vides appartiennent à une même colonne, la reclierche de
ici solution ordinaire (fui répond à (les conditions "inùlalcîî données se
ramène à r intégration successive de deuoo systèmes passifs d'équations
drfferentielles loudes du premier ordre, dont le second est indépendant du
choix des conditions initiales (2).

( I ; Pour la définition du mol ^rade^ voir l'Introduction du présent IMémoiro.
( ï ) Voir les Comptes rc/iâiu du 3o juillet i8<)J.
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I. En supposant, comme au numéro précédent, que le Tableau con-
tienne cinq lignes et trois colonnes, avec deux cases vides dans sa
dernière colonne, le système proposé est de la forme suivante :

^ .̂B^ ̂ -^^ ^^B^.B^,

^B,.B .̂B^ .̂B^B ,̂ ^B,.B .̂B^

^B^B^B^, ^B^Bî .B^, .̂B^B^

^ ^-.B^BïA ^B^B^B^,^ - "'"•"'" " " • ' " ( /? " ' " • ^ ' as ~ '" " (À< " d<

^ n ^ R'".' ^"' .4- B"'̂ "' '^'-B +B I"• t dw+B""^.^ H -^ R'".' ^"' -»- B"1^"' '^'-B +B I"• t dw+B""^-— = !{„( + !>„( --;- + »„< -T-î -a- — "M -1- "rt .1, r "ft^ = B,,, + B», ^- + B,,, -^-> ^ - H« + lî.t ,̂ ^ lî.t ^ ^ .

où les B désignent des fonctions données de se, y , z, s, l, u, v, w.
L'hypothèse de la passivité y entra îne , comme nous allons voir, de
grandes simplifications.

Considérons en effet les condit ions de passivité correspondant aux
dérivées cardinales qui intéressent les variables des lignes non entiè-
rement, pleines, c'est-à-dire ici les variables s, t. Dans les deux expres-
sions ultimes de la dérivée cardinale —4,' les termes du second ordre

uA ( j î t

sont, pour l'une' i»,... ,i",..
^yw -R""^'
"'"^7 '" àf1 '

et pour l'autre
r^yw r y ^ y w .

"'"7?" + " ' à s à t '

on a donc, quels que soient x, y, z, s, l, u, v, w,

(20) B^=o, B^=o, B^=B^.

On a de même, par le changement de u en v,
(21) B^--=0, Bi^O, B^=BK'.

Considérons maintenant les conditions de passivité correspondant
aux dérivées cardinales qui intéressent, avec l'une des variables^, l,
l'une des variables se, y , z. En désignant par H,. la valeur commune

/lit», de l'Èc. Normale. 3- Série. Tome XVIII. - DÉCEMBBE xgoi. 55
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des quanti tés B^, B';,', par H, la valeur commune des quan t i t és B^,
B^, et in t roduisant clans le système donné les s implif icat ions qu'i'n-
diquent les relations (20), (21), on trouve, pour les termes du second
ordre contenus dans les deux expressions ul t imes de la dérivée car-
dinale ——, les quant i tés

B<"^+ B-' àïa-, H (^vs y'w \- R"" ôïw \" ̂  "- as àt ' "" I,"- W + BB••r à7àî ) '

et de même, pour les termes du second ordre contenus dans les deux
expressions ul t imes de la dérivée cardinale -rt—, les quan t i t é s

B-^? + B.X 1̂, n (^ ^"; , ,>„„ à'-»- \
"" ̂  h uvx as a i ' uv [uw •^ + ï^ ̂  ) '

On en déduit, à cause de la passivité supposée,

(22)
ÏÎWS — T.î pws r^yt ..««, ÎT tnvtj.)^ _ ii^ i^^, Aj^^.,_ j j ^ |^^^
•JÎWA- — T'r ï)«».î nn<(; _ TT iwcl)^ -̂ . n^ j,)^ .̂, |î^ _ ji^ j^^^

d'où, par le changement de x en y et z successivement,

(23)

(24)

B^=IU;;:î, IÇ:=:ÎLB;;;;,
By^H/tî^, B^=H,B;;^
]ÎWS ......... IV •tïws î)H'f...,ÏT Ï>Wti)^— Ihi^wzî 15^^ M^Iî1;,;,
ÎÎM'*?.-.»» îï 'ntU.Î f'IXl.»/ T-ï .».l.<.n.<??--=H»B.Ï;î, B^=:II,Dï;i.

En tenant compte des diverses identi tés (20), (ai), (22), (2,3)
(24), et introduisant certains changements de notations, le système
proposé prend la forme

-•——•(^•••a. ^^H,(^T^), ̂ .-̂ .T ,̂

•»•'+•l•(s^ '̂)• ^-» î,(s,̂ -.r^), ^=w,.̂ .̂̂ ',
:"••+ï•(5^+T4y)^="-".(^:^.^.^=w..,-s4:..,^,
-«•-"•ï- ^•^v
-s-^' ï,^^
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les coefficients (fonctions de x, y, z, s, t, u, P, w) qu i figurent dans les
seconds me.mbres se trouvant, en vertu de la passivité, liés entre eux
par certaines relations qu'il est i n u t i l e d'écrire.

Le problème que nous nous posons actuel lement consiste à recher-
cher, dans un pareil système, la solution ordinaire qui répond à un
groupe donné de conditions ini t ia les , savoir : '

il -=. UQ
pour x — .T()=J —jo=^ —ZQ-=:S— SQ=. t— tQ-=o,

(26) • P =-:P()

îr.»=^(.ç, t) pour x — XQ^-y—- /u=: z— ZQ~=O,

I I . Dans les trois premières équat ions de la colonne (u) du sys-
tème (2,5), remplaçons EL-? et lî— parleurs valeurs tirées des deux

(JS (j v

dernières; puis , dans les trois premières équa t ions de la colonne ((;),
remplaçons de môme H^" et H^-y. par leurs valeurs tirées des deux
dernières; en posant, pour abréger,

1^^~U.S^-U,T^=^, B^-V.S^V.T.^V^
B^ ~ V,Sy- U/IV= U^ B^ - V^ - V^y = V,,
l'î^ „ u^s, - u/r, = u^ B,, - v,s, - v/r, = v,,

les trois premières lignes du système (2$) deviennent :

au ^ „ ou ^ au ôv -u , y. ôç , T àv àw w , c àw i T àw
^=U,+S,^+1^. ^=V,+b^+r^, 1 ^=W,+S^+1.-^,

(.7) ^=U,+S^^T^, ^=V, .^S^+T^, ^=W,+S^+T^1 ,v / / \ ()y y y ôs " àt ô}' ~ J as J àt ày •ï " as " u t

^^IL+S^4-T^, ^ ^ V , + S ^ + T ^ , ^=w.4-S^4-T^.àz ' an àt àz as ai as as ôt

Je dis que le système (27), indépendant des conduiojzs initiales impo-
sées aux intégrales du système (û5), est passif, comme ce dernier.

Effectivement, ce système est de la forme(i) , définie au n° 1, et les
relations obtenues en égalant entre elles les deux expressions ultimes
de chacune des dérivées cardinales sont de la forme (3). Parmi les rela-
tions (3), qui sont toutes des conséquences analytiques de (27), par
suite de (a5)y les trois dernières ne contiennent aucune dérivée qui
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soit principale relativement au système (^5) : elles doivent dès lors,
pu isque ce dernier est passif, être vérifiées pour toutes valeurs numé-
riques des quan t i t é s qu'elles renferment, c'est-à-dire être iden t ique-
ment vérifiées. On a donc iden t iquemen t :

A^.y^.r-» 0, Ayy,t =:-- 0, A.yv,i,, = 0,

Kxz,s~=- o, A,^./ = o, A^,u, ••= o,
Ay;,^== 0, Ays ̂  O» Ays.u'^ 0,

et les six premières relations (3) se réduisent alors à

A,yy^=o, Aa":;^=o, Ayz^u^o, A^y.p-rzo, A^^:=o, Ay^:—o;

celles-ci, ne con tenan t que ^, ^/, -s, 5*, /, u, ç^, '̂, doivent , à cause de
la passivité de (25), être vérifiées pour toutes valeurs numér iques de
ces quant i tés , c'est-à-dire être ident iquement vérifiées comme les
précédentes. En conséquence, toutes les condit ions de passivité du
système (^7) se t rouvent ident iquement satisfaites, ce que nous vou-
l ions é tabl i r .

IIL Cela posé, considérons, dans le système (û5), le groupe des
intégrales ordinaires , u, v, w, qui répondent aux conditions ini t ia les
données (26) : si l'on désigne par

U(A\Q, ® ( ^ Q

ce que deviennent u, v dans l'hypothèse numérique

( 28 ) a' — .ro :r: y — y^ = ,5 — .s<, —; o,

et par
T ( x, j, s., ̂  / ), <I» ( .•r, j, s, ,y, t), »l^ ( .r, j,,?, .v, ^ )

certaines fonctions dont chacune s 'annule dans la même hypothèse, il
est .clair que les intégrales dont i l s'agit peuvent, par un groupement
convenable des'iôrmes de leurs développements,, être mises sous la
forme

(^9) u^:Y+v, p :=(I>"hîpy w^W-+-^; 1

on voit d'ailleurs qu'en vertu des conditions initiales (26), les fonc"
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t iens u^, t ) , ^(.y, l) satisfont elles-mêmes aux suivantes :

u == i/o )
(3o) pour s — ^0-=: t — t^= o.

o == t'o )

Cela étant, si, dans les deux dernières lignes du système (25),

an. ,, TT à^ à^ ... „ à^^U^-ÏI^ .^=V^H^

au y ôw à^ _^ ^ àw^=U^B:-L^ ^^V.-hH.^-.

on in t rodu i t l 'hypothèse numér ique (28), il résulte des formules (29)
(où Y, <&, y s 'annulent dans cette hypothèse) que u, - ^ y -j-^ ^, -j-^ ^

à'j ûj à^ à<û àw àwse réduisent respectivement a u, —^ "j,? 9, . :? --r^ et w, ^-» -^ aux

fonct ions connues f^ ^? ^- Les fonctions u, 9 vérifient donc, avec" os ôt-
les condi t ions i n i l i a l e s (3o), un système dif férent ie l , total du premier
ordre, dont la passivité est d 'ai l leurs évidente : car, le système (a5) étant
passif, on peut, sans toucher aux valeurs numériques x^ jo, ^o ni à la
fonction ^ ( s , /), qui figurent dans les condit ions initiales (26) en même
temps que les valeurs numériques s^ ^, u^ v^ faire varier arbitrai-
rement ces dernières, qui figurent seules dans les condit ions ini-
tiales (3o).

Si maintenant on suppose connues les fonctions u, y, on se trouve
ramené, pour connaître u, v, w, à rechercher/dans le système pas-
sif (27), la solution ordinaire répondant aux conditions initiales

a=u(.^ t} \
v ::= y(.ç, t} } pour oc — x^-=-y — yo== ^ — ^0== °-
^r=4/(^) I

Or, l'intégration du système (27), indépendant du choix des condi-
tions ini t iales imposées aux intégrales de (^5), se ramène, comme
nous l'avons vu au n° 1, à celle d'un système passif d'équations diffé-
rentielles totales du premier ordre-
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4. La conclusion formulée au numéro précédent es [.applicable à un sys-
tème passif et non linéaire du premier ordre, dont le Tableau n'offre de
cases vides que dans une seule colonne ( { ) .

Supposons, pour fixer les idées, que Von ait affaire au système

âwau
àx
au
Jy

^
àz
au
Ts
au
•jj

-=v^,

== Uy,

== Us,

^u,,

== u,,

à^
àx
àv
ày
à^
Jz
àv
^
'àv
Ôt

==v^

-=Yy,

''y

.•=-- V,,

= V,,

()w

àlï
àw
Jy
àw
7)^

-.==
= w,-,

--- w,,

w.,,

(Si)

où u, ̂ , w désignent trois fonctions inconnues des cinq variables indé-
pendantes ̂ ,7, z, s, i; ces équations ( 3 r ) o n t pour seconds membres
certaines fonctions connues de

^, y, s, ,ç, ^ u, v, w, ôw àw
jr j i 9

et nous supposons, comme le dit l'énoncé, qu'elles forment un sys-
tème passif. Le problème que no'us nous posons consiste à rechercher,
dans un pareil système, la solution ordinaire qui répond à un groupe
donné de conditions initiales, savoir :

\ u ^ ^ }
(32) î o = ̂  \

pour x — ^o = y — Y(, •= 5 — ^o = s — .Çy = t — /o :„= o,
{ w -ri- ^(5, t ) pour x — XQ = y —y

I. Posons

(33) àw
Js

: W'f
ôw^

C 1 ) Voir les Compter rendus au 3o jniillet 1894,



SUR. LES SYSTÈMES DIFFÉRENTIELS, ETC. 43c)

(d 'où -^ == --^V introduisons ce chansement de notations dans les\ àt as ) "
équations (3i), et considérons les équations suivantes, qui, moyen-
nant le changement de notations, sont évidemment des conséquences
analytiques de (3r) :

1 ()u ,- àW^fàu \ 0'W^/àu \^ =u.+-^-^-u.^+^-^-u^
ài' v ^ àw^ ( à v V ^ ̂  <?wr ( à v V ^\
^ =vx+•à^[Ts~ys)+~à^\JÎ~vt
ôw -,, à^xfàw ,\ àW^fôw ,\

W ) ^ == W,4- -^ ̂  - ̂ ) + -^ [^ - ̂ ),

<)^', c)W^ àW^,- àW^ ()W,. , àW^ à^ àW^ ô^
"ûx := ~Js~ '1- ~Ju~us+ ~^~ s+ ~^' s+ à^ os 4' àw'ï àt '
àw\ àW^ àW^ „ àW, ^W, àW^ à^ dW, ̂
-jx := ~ôr -+""1h^ lJ(+-^~•<+^^w'+ ~àw, as '' dw't ^(

Adjoignons ensuite aux équations (34) un groupe

(35),

se déduisant de (34) par le changement de a; en y dans les indices et
dans les différentielles, puis un groupe

(36),

se déduisant de (34) par le changement de x en z dans les notations
dont il s'agit; les équations

(34), (35), (36)

constituent, dans leur ensemble, un système du premier ordre, S,
impliquant les inconnues

U, V, VC, W,, W't,

et indépendant des conditions initiales imposées aux intégrales
de (3i) : je dis que ce système S est passif, comme (3i).

Effectivement, il est de la forme (i), définie au n° 1, et, par consé-
quent, les relations obtenues en égalant entre elles les deux expres-
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sions ultimes de chacune des dérivées cardinales, sont de la forme
suivante :

A àlt ^ A àlt

"^Js ^^^Jt
ta xy 5 ti — ^ ?

(37) 1 Alrsllî 'J? + hxz't aï ^ '^x^îl ^ oï

A^ 4-A 4- ^YZ^t := 0,•yz,t• y z ^ s

A ^t; A ^{)
y'5 ̂ ï + x y ' t Tu 4" "c;rî v '^ 09

au
1^
au

''^

OU

Tt
au
'aï

(38) àv àv
A^s ̂  + Axz,tj^ + A^,<, = o,

A ^t; * ^() AA^^ ^A^,,^ +A^z.v

. <?w àw
^•y^s ^ ~r- ^xy,t ^J -+- A^y^ ^ 0,

w ^^ àwùw
1h
â^p

^^ -hA^,,^- -h A.,,,,, =o,A

A ^tp A ^(p A
A^^———~ 4^Ays , ^ . - 4-"A,y^«, ^ 0,

. àw\ . <hr^
A^y,.? ̂ - "+- ^xy,t -^- 4- A^,^^ = o,

A ('̂ ^ A ^n^•^^Sî.'î "-̂ J' 4- A^a^ •"^" 4- A^s,^ •= 0,

A ^^'S A ^tï/?ysî' "̂ T + y5ï^ ""jr + Ar^
dw

y5»w, -"1-" u?

àw',
^•^^^

ô^t . àw,.^+A^,^

àw'f

À V"'^ t 17 14'y .

•^xy^s -T"" -^ A^y ^ —— 4- A^y '̂. "=: o,^y^t '

t A U^f .
" +• A^t^ 4- A.çs,^ ̂  o,^.XZ-jS

A ^^lî A <^
Ays,^ ̂  "4- Ay^^ ̂  4- Ays,^; =: 0,

où les A désignent certaines fonctions de

•r, r, ^ -s, .ç,. /, H, r, n-', w^ w^

Parmi les relations ci-dessus, qui sont toutes des conséquences
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ana ly t iques de S, et par suite [moyennant le changement de nota-
tions (33)] de (3i), les trois dernières ne contiennent , avec les quan-
tités (42), que 0—^ et^-^ : elles doivent donc, à cause de la passivité
de (3i), être vérifiées pour toutes valeurs numériques des quantités
qu'elles renferment , c'esl-à-dire être i d e n t i q u e m e n t vérifiées. Les
divers coeff ic ients A q u i f iguren t dans les relations (4i) sont donc
tous i d e n t i q u e m e n t nuls , et les relat ions (37), (38), (3g) et (4.o) se
rédu i sen t alors à

A.z.y,/^ -^ o, A..^,«, ===o, Ay^/ -==o^
A^y,<, r=o, A.^,,,- =o, Aj^ -===0,

A.ry,u. --=0, /V,,,,,,, -=o, Ay:.^. ==o,

A.rj,«< "=- o, A.,.-,,u.; = o, Ay,,,^ -^ o ;

ces dernières , ne con tenan t que les quan t i t és (42), doivent, à cause
de la passivi té de (3i), être vérifiées pour toutes valeurs numér iques
de ces quan t i t é s , c'est-à-dire être i d e n t i q u e m e n t vérifiées comme les
précédentes. En conséquence, toutes les cond i t i ons de passivilé du
système S se t rouven t iden t iquement sat isfa i tes , ce que nous voul ions
é tab l i r .

1.1. Cîelaposé, considérons, dans le système (31), le groupe des inté-
grales ordinaires, ^, ^, ^P, qu i répondent aux condi t ions in i t ia les
données (3ss) : si l'on désigne par u(.y^), ^ ( ^ t ) ce que deviennent
u, v dans l 'hypothèse numér ique

œ — ,ïo -^ y — jo == ^ — ^o "= °»

on verra, comme au numéro précédent, que les fonctions u, y vérifient,
avec les condi t ions in i t i a l e s

V -=: l/Q )

(ù ̂  fo I
pour .<? — .s'o == l — IQ =-= ô,

un système passif d 'équations différentielles/totales du premier ordre,
qui , se déduit des deux dernières lignes de (3î) par l ' in t roduct ion de
cette hypothèse numér ique .

Ânn, de l'Eu. Normale. 3e Série. Tome XV Ï ÏL — DÉCEMBRE 1 9 0 1 . ^
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Les fonctions u, y étant supposées connues, on observera que les
fonctions

/ àw
^=^>

à^
àt

vér i f i en t le système passifs , et Fon se.trouvera ramené à rechercher,
dans ce dernier système, la solution ordinaire qui répond aux condi-
t ions ini t ia les

a -=v(^t)
p =Œ»(.y ,<î )
(ï' =:^(.sQ
/ _ à'^(^l) pom* X — Xa == Y — l-n

(A-

^ ^ ( . S ^ ),^_^. .,̂ ._

Or l 'intégration du système S, i ndépendan t du choix des condi t ions
i n i t i a l e s imposées aux intégrales de (3ï) , se ramène, comme nous
savons (n° 1), à celle d 'un système passif d 'équat ions d i f fé ren t i e l l e s
totales du premier ordre.

5. Les exemples suivants , que lque peu d ' in térê t qu'i ls offrent par
eux-mêmes, aideront à mieux comprendre les méthodes que nous
venons d'exposer.

I. Etant donné le système linéaire passif

à11' , ^^ à^ àv , ., ô^ ( ) [ )
— 2 X 4" 5 ( U — 2 ^ — X^ ) •-.- + 3 -,- , •,- =: ( // -.-..- 2 ^ — X^ ) —— -h -r- ;

ôy ()^ ().v ' ' ()f ôzàx

(43) au ô^
à/^2^ 1 ,
au. ^ àç
— == x- 4" à ̂  — // -4- a — 9
o^ dz

ou1 se trouvent engagées deux fonctions inconnues des trois variables
indépendantes x ^ y , z , on propose d'en rechercher la solution {u, v)
satisfaisant aux,condi t ions in i t i a les

K === A ,pour ^ •=. y -=,5 = o, , ^ •
v = <?(y-M)2 . pour x = o*
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En désignant par u(y^) ce que devient u dans Hypothèse numé-
rique oc =o, la fonction u vérifie, avec la condition initiale

v -=- A pour y==:z-= o,

le système passif d 'équations différentielles totales

^(^^(y^

^ == 4 (y + 5)^-^+ 2^-^- ̂

Ce dernier a pour intégrale générale
Li-^îi^4-^3--!-" Ce--,

d'ailleurs, à cause de la condition in i t i a l e imposée à u, on doit avoir
C = A — a, ce qui donne

u^^-^-HA—a)^.

On se trouve ainsi ramené, par Inapplication de notre méthode, à
intégrer le système

i , ou àd
vu. ̂  u - ̂ ' - .^+ 2.r + (a - 2P - .2-) . + ^-<»
()x J-^= ("-^'--2)^+^'

avec les conditions initiales
(«=2^-)'+(A-2)e- ^^^

(4/1) ((,=e(r^)'

A cet effet, on forme l'équation aux dérivées partielles (homogène)

^_(«-,,.-^)^-^-H«-..——Î-^—)^=0'

où/désigne une fonction inconnue de x, y, s, u, c-, son intégrale
générale est une fonction arbitraire des quatre quantités

,v^z, v, (u-zv-^e^, Y+II-ÎV-.^.
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On pose alors

(45 ) ( (.' •=: (î> ( x 4- ^, y + // — a p -- .z.2 ) ^

( ( u — 2 c — A-2 ) 6^ =: ¥ ( ..y -j- ^, y 4- // —. ^ c — .r2 ),

et l'on dé te rmine les composantes $, W de manière que les valeurs
de u, ç tirées de (45) vérif ient les cond i t i ons in i t ia les (4,4). Pour
cela, i l - f au tque l'on a i t , quels que soient y et z ,

^^^^<î)[3,y4~(A-3)^],
( A ~~ 2 ) e— = W [ ̂  y + ( A — a ) e- z ] ;

c'est-à-dire, en ef fec tuant le changement de variables

5=^
y 4- (A--2)<?-< 5 r rO^

que l'on ait, quels que soient 0, et (L,
^1Û,4...0.-(A..-,2)<.^^__^^^^^

(A-2)^=¥(^,0,).

Les composantes <I> et ¥ étant .connues , les fo rmules (4S) de-
v iennen t

t '=r:<?t ̂ +y-111' 511- ( A - à )<; • 1 - ? 1 ( î - G • 1 1 " .<•} i ï

/< — îî p — ̂  ̂  ( ̂  „...,.. ^ ) ̂ ..-s^

et la résolution de ces dernières par rapport à u etv f ou rn i t les in té-
grales cherchées du système (4.3),

IL Considérons le système passif non l inéaire

^^..4-.(«-..-,^)fëy+4, ô- =(/<-. .-.^f^y,^,(}x \0y/ ûz ()x \ày/ ^s
/ , / . . au àv(/;6) —.=â—,ày ày

au, . ()y
— == .z'2 -h a v -- ^ .4- % —,
o^> ! - , as

où se trouvent engagées, deux fonctions inconnues des trois variables
indépendantes^ y, 5, et proposons-nous1 (ren rechercher la solution
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Çu, ( J) satisfaisant aux condit ions initiales
// -= A pour ,r •==. y ==: z -z.^ o,
^ z= r 4- ^2 pour .r == o.

En désignant par ^(y? ^) ce que devient u dans l 'hypothèse numé-
r ique x == o, la fonct ion u vérifie, avec la condition in i t i a l e

v == A pour jr=,.s==o,

le système passif d 'équations différentielles totales
(h _
ày ̂  aï

^- .2(J4-<2S-+-S t 2 )—U.

€e dernier a pour intégrale générale
v == 2 (j + ̂  ) 4- C e— ;

d'ail leurs, à cause de la condition in i t i a l e imposée à u, on doit avoir
G == A, ce qu i donne

v ==2 (y +• ^2) -h Ae"3.

On se trouve ainsi ramené, par l 'application de notre méthode, à
intégrer le système

au ôif.^/2

AÏ

EL
()x

à̂x

âv:

- = ix +• ( a — % v — .r2 ) (r — a î ^ 2 ) + a ^•( a — 2 y —^)-r- -+- -^^> ' ĵ?7 <1/^
, , ...àv àv

+ 2( / ( ^ — 3^ —^)-^- 4,: (.Z'2-^ 3P — U) ̂ ^ </y d-3
/ / ^ àv'y. à{)

2 ï^,(^ — 2 P — ^s) —^ + ——^îy
àx ày as

"+• 2 ̂ ( u — '2 P -— .a?2) —— 4- •—— 3y '• ' //1/ n ": (..Z-^ -h 2^ — U ' ) ^J x ^ ^ î " / r y , , y % '^y (h

aux quatre inconnues a, ^, ^, ^, avec les conditions initiales
u == s(j 4- ^) + A^3 \

(47) pour x r= o.
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A cet effet, on forme l 'équation aux dérivées partielles (homogène)

^ ̂  , ^.( „ ̂  ,,, - .̂ ) ̂  - ̂  + [>.r + ( ̂  ̂  - ̂  )(i - 2^)] ̂

- ̂  -^^^)J^^^(U - ̂  - ̂ ) 1^=0,

où/désigne une fonction inconnue de x, y, -s, ^, ^, î^, ^; son in-
tégrale générale est une fonction arbitraire des six quant i tés
(^., x 4- s, ^ — es j^,-^- a (^, ( u «— a ^ — .r2 )^-^, (•' + (/̂ 2 (^ — 2 (.' •— .r2).

On pose alors

(// — 2 P — A-2) e-^rr.: r(.r; -h" ^, (/, — ('),

^8) ^<ï>(^+^-.),
(. + ç^ ( u — 2 (•' — ̂  ) ==: ¥( ,r 4- ^, t<. — <» ),

y ^y — a P'̂  = Q ( ̂  4" s, t.< — p ),

et l'on détermine les composantes Y, <&, T, 0 de manière que les
rela t ions (48) soient i d e n t i q u e m e n t vérifiées quand on t ient compte
des conditions in i t i a les (4.7)- II vient ainsi

A /»—-5 — Y ( » o - » _ ')/ ,^ ^â \.[ A i,, „,,...„»„ ,11 ^ ••» y A ^ - y "~"" ^ » y

1= <Ï>(^2,5-J-^),
A e^ -4" ,r 4- 5' == '"l1" ( ̂ , 2 z — j — 52 ),

y -•.4.5= a(^5—j—.^),

relations qui, par le changement de variables
s==9^ ^^^y^^=Q^

prennent la forme
A<r^=r(^0,),

î==^(0,,0,),
A^4-2^~^==^(0^),
^^^^^^=^(0^0,).

Les composantes Y, <&, W, ù étant connues, les relations (48) de-
viennent

(li—2P—^2)<;î~"â:?=: Ae'"^4'5^,
^==1,

^4- t.y ( ̂  — a p — .z12) =: Ae-""^^ 4" 2 (.r 4- s) 4- ^ — ̂ ,
J^.—^(4^^W^W 2 (^4-^)•—(^4"^)^
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et l'on en tire
p ==: y -4- 0" + z Y 4- Ac-^ — Ae-^-^,
^ == 2 (? -1- .Z'2 -4- A <? "~^,

solut ion cherchée du système (46).
III. La méthode d ' in tégrat ion exposée aa n0 4 est évidemment

applicable à tout système passif du premier ordre où ne se trouve
engagée qu 'une seule fonct ion inconnue, puisque le Tableau d'un
pareil système ne comprend qu 'une seule colonne.

Considérons, par exemple, l 'équation aux dérivées partielles

au ait. fàu^
/ f ̂ \ —— == u 4- — •+- '.— î
^w àx ày \à^ )

où u désigne une fonction inconnue des trois variables indépen-
dantes oc, j, z , et proposons-nous d'en rechercher l 'intégrale parti-
culière qui, pour x == o, se r édu i t à e^yz. On se trouve ramené,
par l 'application de notre méthode, à intégrer le système

<)a ^ , au , an— == u — u} + -y1- -1- ^u^^ï
àx àf 0^
ou'. , à (t'y , au
.—— == U' •+• —— + 2 Us ——- »ôx y àf Oz
au' , ou. , àu'^
L. z = U. + ——t + 2 U'^ —— ?à^ "•„ àf àz

aux trois inconnues u, Uy, u^ avec les conditions initiales
u =•. ey + y -s

(5^ ^=^+^ ^ pour^o,

( ^ =y î
On forme, à cet effet, l 'équation aux dérivées partielles (homo-eellc) ^-<^'"-^-^.+1•^=0•-

où/désigne une fonction inconnue de x, y, s, u, u'^ u^ son intégrale
générale est une fonction arbitraire (les cinq quantités

x + y , s 4- 2«',, «'̂ -c, u'^, (u+u^)e-».
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On pose alors
l ( // + u'^ ) e-^ == <I> ( .:r 4- r, ^ 4- a /^ ),

(5i) < i^.e-^^WÇ^^y.z 4-°^4,),

( ^fî- ï=:^(^+J,.s+a^),

et l'on détermine les composantes <P, y, û de manière que les rela-
t ion (5i) soient i d e n t i q u e m e n t vérif iées quand on t ieni compte des
condi t ions in i t ia les (Ôo). 11 v i e n t a i n s i

e.r+ y.z + yï = ̂ (r, z + 97),

ey+ z =:T(y, ^+ay),

j^^Q-,^+aj),

relations qui , par le changement de variables

y=0i, ,£4- ;V:=^

prennen t la fo rme
<A- ^f 4- ^ i^^^ fO, ,^) ,
,̂,...,,.̂ ^4... a. ^r(^,/u

^,-^(^,^).

Les composantes C^ ^F, û étant connues, les re la t ions ( ^ ' i ) de-
v i e n n e n t

a -h ^^ •=:: ^"^ [ e^ y — ( ̂  -h y ) ̂  "4- ( ̂  -4- j' ) ( s -h ït (^ } ],

//^ == ^^ [c^-1^1'-- a (^ 4- y ) 4- s 4- ^ f^ ],

//; ̂ =^(^+ 7),

et l'on en tire

u^s{ x 4- } " ) 6'̂  4- e^'y 4- ^^ ( f^ — i ) ( <r -h.. y} ̂

in tégra le cherchée de l 'équation (49)*

(î. La conclusion formulée au n° 3 est applicable à un système orlho-
nome passif de grade r et d'ordre supérieur à î , dont le Tableau no//rc
de cases vides que dans une seule colonne.

Supposons, pour fixer les idéeSy qu^on ait affaire au système orllio-
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nome et passif, de grade i,
-«9

(5 a)

1

au
à y

au
àx

au
àz

au
'as

ou
"ôï

-- IL,
== u,,

TT
•=; U^,

= u,,

=u<,

()(•

àjc

à^
Ôf

^
()Z

f}c
as

^ V,,

= V.,.

=v.,

=- V,,

^(p
Jx

à^
()y

-- w,,

= w,.,

^ V,
^<î

où u, c, w désignent ( rois fonc t ions inconnues des c inq var iab les .r,
y , z , .y, /, (ït soit N l/ordre m a x i m u m (plus grand que x) des dérivées
f iguran t dansées seconds mei'nl.îrcs : ces derniers sont alors fonct ions
des diverses q u a n t i t é s

^.4^+Y^
^j, ̂  ^ t, u, c - , ^ .et .̂..̂ ^̂

(a-hp-hy^i ,a, ...,N).

Le prol1)!^-!^) que nous nous posons consiste à rechercher, dans un
parei l système, la solut ion ordinaire répondant à un groupe donné de
conditions init iales, savoir :

pour x —~ x^^. y — j^r= ,

( w= 4^, s, t) pour x — .vo^ y — y^ 0-
I. Considérante à l 'exclusion de toutes autres, les solutions, en

nombres entiers positifs ou nuls, de l 'équation indé t e rminée

x. + x^ — . . . •4- ocn •= N,

ou x^ x^ .... Xp désignent des inconnues en noiBbre quelconque (au
moins égal. à, 2 )7 et N un entier positif donné, nous dirons que deux
semblables solut ions , ! ^ , , ! 1

«'̂ •'l l ^'2 î " • • f ^ / > f .

{.C i , î * g , • • • ? w p ?

Ann. de l' Rc. Normale. 3tt Série. Tomo XVÏII. "- DÉCEMBRE 1 9 0 1 . ^7
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sont 'voisines, si les différences

sont toutes nu l l e s , à l ' except ion de deux, dont u n e égale à î , et l 'autre
à — r .

Cela posé, on peut, avec les diverses solutions {en nombres enliers posi-
tifs ou nuls) de UéciiuiLion (54)» former une suite aycinl pour termes
extrêmes

(N ,o , . . . , o), (o, o, .. . , N ) ,

et telle que deux termes consécutifs quelconques soient de^ solutions voi-
sines.

La proposition est évidente pour/^ == 2, car les solutions de l'équa-
tion (54) peuvent alors être rangées eornrne il suit :

(N,o); (N-J,I); (N..2^); ...; ( ï ,N -Q ; (o,N).

I l s u f f î t donc de (a i re voir qu 'en la supposan t vraie p o u r / / " [ incon-
nues ( p ^> 2)» e l le l'est nécessa i rement encore pour /> inconnues .

Or, les diverses s o l u t i o n s de l 'équat ion (54) peuvent év idemment se
partager en N - 4 - r groupes, su ivan t qu 'e l les vér i f ient l ' un ou l ' au t re
des sy s le ni es

^i 4-- .^â -h-. . . 4" ̂ -i :— N, a1^ :::::..o ;
^^ 4..,.. ,^^ ̂  . , , ..^ .y^ :,:,: N „„„.. j ^ ^^ :»,: j 5
x\ 4- ^•a "H • • " "t- •^/^-•i <"::- N -1"1- 2, x p ̂  a ;
. • • * • « * • • » • • • * • • • » . . . » . . . . , . * » , , . ,
.z"i -i.- .z-2 4"'. . . -4- x^ ... î = ï , x^ :.:::: N — ï ;

! ^"i1"^ •y^ -h . . . 4- ^p,--. ï ̂  0, 1 .z"^"=: N,

D'un autre côté, la proposi t ion é tant supposée vraie pour /^ — ï incon-
nues, on peut, avec les so lu t ions de ces N »+- ï groupes, fo rmer les
N "+- î suites.

(N, o,...,o, o), . . . y (o, o , . - . ,N, 1 o);
' . ( o, 1 ô, ..., ;N — r , , j ) , , .. ., (N — î1, o, .... o, 1 ï. ) ;

( N — 2,0, > . • , o, a), .... ( o, o,. . . , N -111-111" ^,, a ) ; !

(o, , o , . , . , N - 3 , 3 ) , . . . , (N—^o^ .^o , 3); ,
» 1 . * « . . . * . * . . . • . . . . „ . . , » • * . , * , . » » » . » < « • . * . , , » < * » . . « ,

(0,0, . . . , o , ,N) ,
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dans chacune (lesquelles deux termes consécutifs quelconques sont
des solut ions voisines de l 'équat ion (54). Cela étant, il nous suffi t ,
pour achever la démonst ra t ion , d'observer que la première suite com-
mence par (N, o, ..., o, o), que la dernière comprend le terme unique
(0,0, . . . , o, N), et enfin que, dans deux suites consécutives quel-
conques, le terme f inal de la première et le terme i n i t i a l de la seconde
sont deux so lu t ions voisines.

II. L ' i n c o n n u e w é t a n t , dans le système proposé (5s), la seule qui
admet te q u e l q u e dérivée paramétr ique, il résulte immédia tement de
ror tbonomie du système que, si l'on considère la relat ion ul t ime ayant
pour premier membre

^ N - l - l ^ .
/ ̂ \ „..-_.._„.——.—— (a + 6 4- y == N '),[ ) ôxà^ô^à^ 1 /

son second membre est d'ordre au p lus égal a N + î . Cela posé, je dis
que V ensemble des termes (Tordre N 4- ï dans le second membre don/ il
s ' a g i t est de la forme

<)N-M^ ^NH(T. ^J l̂̂ __

(5()) ls ̂ ;r^^ 4"IK ̂ ^r^ 4- -L ̂ ^ à^î

où les fonctions H, K, L mtisfont aux conditions suivantes : 1° elles ne
contiennent, avec x, y, s , - s , /, //, 9, ̂ , que des dérivées paranîèiriques dew
d ordre inférieur à N ̂  r ; 2° elles sont indépendantes des valeurs attribuées
à a, p, -yf {sous la condition a + p "+- 7 == N).

1° 'rétablirai, en premier l ieu, que l 'expression u l t ime de la
dérivée (55) est l i néa i r e par rapport aux dérivées paramétriques
d'ordre N 4- r , et qu'elle n'en contient pas effectivement plus de trois,
celles qui se trouvent mises en évidence dans rexpression (56).

Exécutons en effet, comme il suit, sur l 'équation ̂  =W^ a déri-
vations premières relatives à s, ? relatives à ^ 7 relatives à /; la pre-
mière dér ivat ion n ' in t rodui t dans le second membre, en f a i t de dérivées
pr incipales , que des dérivées premières de u et v, qu'on remplacera
par leurs expressions ultimes, et, en vertu de Porthonomie du système,
le second membre de la relation résul tante sera d'ordre au plus égal
à 2 ; en el ïcctuant sur celle-ci une nouvelle dérivation première, et rem-
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plaçant par leurs expressions u l t imes les dérivées premières de u et v
que cette opération y i n t r o d u i t , le second membre de la re lat ion a ins i
obtenue sera d'ordre au plus égal à 3. Ains i de suite. Quand on aura
effectué N — ï dérivations premières, en ayant soin de rem placer après
chacune d'elles les dérivées premières de u et P par leurs expressions
u l t i m e s , on tombera sur une f o r m u l e dont le premier membre sera
d'ordre N, et dont, le second, i n d é p e n d a n t de toute dér ivée pr inc ipa le ,
sera d'ordre au p l u s égal à N. En exécu t an t alors, sur la fo rmule dont
il, s 'agit, la N1'111^ d é r i v a t i o n première , la relation résu l tan te aura pour
premier membre la dérivée (55); q u a n t à son second, membre, i l
ne pourra con ten i r , en f a i t de dérivées d'ordre N 4- î , q'ue des dérivées
paramét r iques , il sera de p l u s l i n é a i r e par rapport à elles, et, en rem-
plaçant f i n a l e m e n t les dérivées premières de u et 9 par l eu r s expres-
sions u l t imes , q u i sont au p lus d'ordre N, cette, doub le propr ié té sub-
sistera... En résumé donc, la su i t e des opérations que nous venons
d ' i n d i q u e r c o n d u i t , pour la dérivée (55), à u n e expression indépen-
d a n t e de t o u t e dérivée p r i n c i p a l e , et l i néa i r c ï par rapport a u x dérivées
paramét r iques d 'ordre N -+- r do (P. D 'a i l l eurs , cette expression n'est
aut re que l 'expression u l t i m e de la dérivée (55) : car, le système pro-
posé a d m e t t a n t un groupe ( u n i q u e ) d ' in tégra les ordinaires pour des
données init iales a r b i t r a i r e m e n t choisies, il, est c l a i r que les deux
expressions dont il s'agit doivent être égale» pour toutes valeurs numé-
r iques des quan t i t é s qu'el les r en fe rmen t , c'est-à-dire être iden t ique-
ment égales.

Ainsi , l'expression u l t i m e de la dérivée (55) est l inéai re par rapport
aux dérivées paramétr iques d'ordre N 4- ï : el le n'en peut d'ailleurs,
comme nous allons le voir , contenir aucune dont l'ordre part iel relat i f
à z tombe au-dessous de a,

Si a -est nul,, ce point est év iden t .
Supposons a>o, et considérons, d 'une part, l'expression u l t ime

de (55), d 'autre part, l 'expression ul t ime de

<^^
û^à^à^

Si sur l'expression u l t ime de (5,7) on effectue a dérivations premières
relatives à ^ en ayant soin de remplacer après chacuned'elles les
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dérivées premières de u e t p p a r leurs expressions ul t imes (d'ordre ^N),
on tombe sur l'expression u l t ime de

^N+l+.a(p(^ ^^^^ .̂.̂ .

Si sur l 'expression u l t ime de (55) on effectue a dér ivat ions premières
relat ives à À1, en effectuant après chacune d'elles les subst i tut ions dont
nous avons parlé, on tombe encore sur l 'expression u l t i m e de (58).
Les ' deux expressions a ins i déduites , l 'une de (57), "l 'autre de (53),
sont donc i d e n t i q u e m e n t égales entre elles. D\m aut re côté, il est bien
f a c i l e de se rendre cornpie que chacune d 'e l les est l inéaire par rappor t
aux dérivées paramét r iques de w d 'ordre N4- i4- a; que pour obtenir ,
dans l 'expression d é d u i t e de (57), la por t ion l inéa i re et homogène
d'ordre N +• i 4"- a, i l f a u t considérer , dans (57), la por t ion linéaire et
homogène d'ordre N + : r , et effectuer sur chacune des dérivées
d'ordre N-M qui y f igu ren t la dér iva t ion —^ en ass imi lan t les coeffi-
c i en t s de ces dérivées à des constantes; que p o u r obtenir de môme,
dans l 'expression d é d u i t e de (55), la por t ion l inéaire et homogène
d'ordre N 4- i "+- a, il. f au t considérer, dans (55), la port ion linéaire et
homogène d'ordre N + î , et effectuer sur chacune des dérivées

AV.
d'ordre N 4-1 qui y f igurent la dérivation j^> en assimilant les coeffi-
cients de ces dérivées à, des constantes. D'après cela, il est clair que,
dans l'expression dédu i t e de (57), aucune dérivée de w d'ordre
I s f + j + a ne possédera, relat ivement à s, un ordre part iel in fé r i eu r
à a : i l en sera donc de même dans l'expression ident ique déduite
de (55). D'ailleurs, pour avoir les dérivées d'ordre N 4- i 4- a figurant
dans cette dernière expression, i l suffit , comme nous l'avons dit , de
considérer les dérivées d'ordre N4-1 f igurant dans l'expression ul t ime
de (55), et d'effectuer sur elles la dér ivat ion ̂  c^est-à-dire une déri-
vat ion n' intéressant pas la var iables : on en conclut immédiatement
que chacune des dérivées d'ordre N4-1 f igurant dans l'expression
ul t ime de (55) possède, relat ivement à s, un ordre partiel au moins
égal à a.
'Ainsi, l 'expression u l t ime de (55) est linéaire par rapport aux dé-
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rivées paramétr iques d'ordre N -h i de w qu'elle c o n t i e n t effectivement
et, pour l 'une quelconque de ces dernières, les ordres par t ie ls re la t i f s
à ^, .?, t ne peuvent tomber au-dessous de a, p, y respect ivement :
comme on a d 'ai l leurs a -4- (3 -h- 7 == N, ces ordres parliels sont néces-
s a i r e m e n t égaux,

soit à a -l-i, p, 7,
soit à a, (34- i , y,
soit à a, (3, y -+-1,

c'est-à-dire que, dans l'expression u l t i m e de (5:5), la por t ion l i néa i r e
et homogène d'ordre N -+-1 est b ien de la forme (56), où H, K, L ne
c o n t i e n n e n t , avec x, y, s, s, l, u, ç, çp, que les dérivées paramét r iques
d'ordre i n f é r i e u r à N -+- i.

a0 Reste à f a i r e voir que les fonc t i ons II, K, L sont i n d é p e n d a n t e s
des valeurs at tr ibuées à a, p, y sous la c o n d i t i o n a -+- ? 4- y ̂  N f ).

Considérons à cet efïet les deux dérivées
^N-4.1^ ^ ' t ( ï .

( ,)0 ) ————————————— i -..-.,.--..-..,-,,,,.......,......,.,,-...,,.-..,.̂  _„......,.„„„„ ,> ' <Àr ô^' ()^1 ôt.r ().v ô^' ôsy an"

où. a /+^4" y'^ a / /+p / /"+-Y / /== N. En vertu de l ' a l i n é a 1, ces doux
dérivées p e u v e n t être reliées l ' une à l 'autre par une cha îne de dérivées
telle que deux anneaux consécut i f s de la chaîne correspondent a deux
solut ions vois ines de l 'équat ion a-+-[Ï-h y == N. I l s u f f î t donc, pour
établir que les fonc t ions îS, K, L sont respect ivement les mêmes dans
les expressions u l t imes des deux dérivées (5()), d 'examiner le cas où
ces deux, dérivées correspondent à deux so lu t ions voisines de l 'équat ion
dont il s 'agit.

Pour fixer les idées, nous supposerons
a^^-i, (S^^+r, y^/,

et nous considérerons les deux dérivées

(60) . ! .—^^^^^^^^^^^^^ ...,..,.__̂ ^̂ ^ .
àjcàz^à^1an' , àx (h^-1 ^'+11 an'

( ï ) Lorsque la fonclîon arbîlrairo unique qui figure d<;ms l'ensernble des (Jélorminations
initiales des inconnues nô dépond que (? une seule variable, l 'équation a ~=N n'a qiAine
seule solution, et la deuxième partie do la démonstration devient inutile.
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Dans les expressions u l t i m e s de ces dérivées, les portions linéaires et
homogènes d'ordre N 4-1 ont respect ivement les formes

îr „ .̂ l1 w. ^ K/ _^_ . î . ̂ _^^_
^^ • à^' W à^ ()^'+1 à€î' ' ' à^' à^' àtr^ '

w—^^ ^ w <yww — ^r^— ï)^1^——
à^ôs^ôtr ô^-1 à^ air ' à^-^^^ô^^

I I en résul te que , dans l 'expression u l t ime de la dérivée

()^w^.^^^^^^

r é s u l t a n t e d 'ordre m i n i m u m , des deux dérivées ((x)), la portion l inéa i re
et homogène d'ordre N •+• 2 est, d'une par t

}}' .....,- -,,-^N4:.2-,(T)..,..- + W-—— ()^^ - .4- î / - ^ ̂1 d^^+i ( ) ^ ' " ^ ( ) n ' ' à ^ ô ^ ' ^ à ^ ' ' ù^ ^P'-'1 '(^ï7^7

et d 'autre part

W ..,,,-̂ ...-̂  ^ K1'—^'—— + L" —— àwç'—— .
^a'+.i ^.yp'"1)-! ̂ -r ' à^' às^ on' ^ û^às^ àn'^l '

On a d o u c i d e n ti q u e m e n t

ll^rrir, K/^=K^ V^î:/.

I I I . Considérons ac tue l lennent , dans le système (Sa), les re la t ions
u l t i m e s a y a n t pour premiers membres respectifs

an àv àw
()x àx àx

et
/)l4-a+p-i-Y(yî

(61) ^ ——————— (^ + ? ̂  y ̂  ï , 2, . . ., N) :
àxà^à^à^

les deux premières sont, en vertu de nos hypothèses, d'ordre au plus
égal à N ; la t rois ième, en vertu de l 'orthonomie de (52), d'ordre î ;
la quatrième, pour la même raison, d'ordre 14-04- j3 4- y. Pour les
trois dérivées —>—^ fa^ les expressions ul t imes sont respectivement

{.}ûC (/3(f t/fC'''



456 en. R I Q U I E R .
Uy, V^,, W.,.; pour la dér ivée (Gi) , on peut avoir.

ou bien a -r (3 -4- y = r , ?., . . ., N — r ,
ou bien a -)- (3 -t- y r= N :

dans le premier cas, je désignerai par W^a.p.y l 'expression u l t i m e de
la dérivée dont il s 'agit, et, dans le second cas, par P^a,p.y ce ̂ i rec^
de cette expression u l t i m e q u a n d on y f a i t a b s t r a c t i o n de la pa r t i e
l inéa i re et homogène d'ordre N 4- î ; je poserai enf in

^a+p-i-y^,
,»^^^,T

(^) / à^^ôcr
f ( a + ( 3 - 4 - y = ï , 2 , ...,N),

et j 'a t t r ibuerai aux nota t ions E, K, L le môme sens .qu'à l ' a l i néa précé-
d e n t .

Cela é t an t , je considère les équa t ions

£-^n(^-,,) .-,<^-,,) .,-,.̂ -,,,),

-ë————'fê-v.) ---iï,-v.; ..(^-.v,),

Î =W,.-,,(̂ -,,,,,,,,.).,K(̂ -,,,,,,,,.).,.,,(̂ _,,,.,,,,,),

<°3) ̂ ^,^n^_,,^

-, K (i'ï"^ - „.,?,-,,,) ., i/^ _ ,,,,,,,̂ ,,
f \ ^-s' / \ àt )
\ (^+(34-y:=- : r ,^ , ...,N-i);

( ̂ ^T ;. p , ^àv^ ,,àw^ , <M^^y
; """")";;—— — j: ^,a.p,Y "h H ---•"--—" + K- ——.—— -h L————i u^ àz ()s (}t
{ , ( ^+p+y=N).

|11 va1 sans dire que, dans les coefficients des dérivées premières
mises ci-dessus en évidence, et dans les tcnnes indépendan t s de ces
dérivées, on a i n t r o d u i t les changements de n o t a t i o n s ind iqués par
la fo rmule (62); les équat ions (63) sont alors toutes l inéa i res e t ' d u
premier ordre.] Je formerai ensui te , de la1 même manière, un groupe
d'équations,

1 . , , ! ^^ ' ! , . ! 1 ' !
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se déduisant de (63) par le changement de x en y dans les indices et
dans les différentielles. Les équations

(63), (64)

constituent, dans leur ensemble, un système du- premier ordre, S, im-
pl iquant les inconnues

u, v, w, w^t^Y ( a 4- (3 4- y = i, 2, . . . , N),

et indépendant des condi t ions initiales imposées aux intégrales de (52):
je dis que ce système S est passif, comme (52).

Effect ivement , le système en question est de la forme (i), définie au
n° 1, et par conséquent les relat ions obtenues en égalant entre elles
les deux expressions ultimes de chacune des dérivées cardinales sont
de la forme suivante ;

./^ , au . au , au . _
(00) A .̂ s TZ. + A^y,,<'y- 4--A^y^- i1 -(- Axy.ït, — O ?

//,.., , <)v . à^ . àv .
(66) ^y'^'fs +A^y,.y^ ^-A^-^ -h-A^y,p ==0,

/^ \ A <^ A ^w A ^w A(07 ) A ,̂.y,5 ,j + A^y,A- - ^ 4- A^^ "^ "+" A^y,iv ^ o?

.„, , àw^^ , (hy^r . àw^r
(68 ) A^,a —j— "4- Aa,y,A. —,^— -h A.»y,ï —^—- + A^y^^f = o,

( ^ + P ^ y ^ ^ 2 , . ; . ,N),

où les A désignent certaines fonctions de

(69) x, y , s, s, 6, il, P, (^ w^ (a -(- (3 + y == i, 2. ..., N ).

Parmi les relations ci-dessus, qui sont toutes des conséquences analy-
tiques de S, et par suite [moyennant le changement de notations (62)]
de (5a), considérons celle qu'on obtient en a t t r ibuant à a, (3, y,
dans (68)y des valeurs particulières a', R', y', dont la somme soit égale
à N, Cette relation ne contient, avec les quanti tés (69), que

gw^,^^ âw^^,r' ()^^',r
'~àz—' ~às~' 1 a ï ;

elle doit donc, à cause de la passivité de (52), être vérifiée pour toutes
Aim. del'Éc. Normale, 3e Série, TomeXVUL — DÉCEMBRE 1901. 58
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valeurs numér iques des quant i tés qu'elle renferme, c'est-à-dire être
ident iquement vérifiée. Les divers coefficients A qui figurent dans la
relation considérée sont donc tous ident iquement nuls, et les relations
restantes du groupe (68), ainsi que les relations (65), (66) et (67), se
réduisent chacune à leur dernier terme, qui ne contient que les seules
quan t i t é s (69); elles doivent dès lors, à cause de la passivité de (5a),
être vérifiées pour toutes valeurs n u m é r i q u e s de ces quanti tés .

En conséquence, toutes les cond i t i ons de passivi té du système S se
trouvent ident iquement s a t i s f a i t e s , ce que nous voulions é tabl i r .

IV. Cela posé, considérons, dans le système (5û), le groupe des
intégrales ordinaires, //, v, (-P, qu i répondent aux condi t ions i n i t i a l e s
données (03) : si l'on désigne par u^,.^) et ^ ( z , s , i ) ce que
deviennent u et v dans l 'hypothèse n u m é r i q u e

.r—.ro:=y~jv=o,

on verra, comme aa n0 3, que les fonctions u, y vér i f ien t , avec les con-
ditions i n i t i a l e s

v == ^o
pour z — ^o •= .y — ̂  =-: / — ^.,— o,

C? = ^Q

un système passif d 'équat ions d i f férent ie l les totales du premier ordre
qui se déduit des trois dernières lignes de (5a) par l ' in t roduct ion de
cette hypothèse n u m é r i q u e -

, Les fonctions u, y étant supposées connues, on observera que les
fonctions

., ., ^ et ^r==J^^
à^ âîft an

( a + j 3 + y « = , i , 2 , . . . , N )

vérifient le système passif S, et l'on se trouvera ramené à rechercher,
dans ce dernier système, la solution ordinaire qui répond aux condi-
tions ini t iales

a =:v{s,s,t}
ç =9(^.^) ' , ,
(P =:^(^,,^^) 11 pour , x — ^ Q ^ y — y Q ^ o ,

à^^r^w^ftï:
àz^à^àn
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Or, l ' intégration do. système S, indépendant du choix des conditions
initiales imposées aux intégrales de (Sa), se ramène, comme nous
savons (n° 1), à celle d 'un système passif d'équations différentielles
totales du premier ordre.

V. On voit, par ce qui précède, qu 'é tant donné un système ortho-
nome passif de grade i et d'ordre N, dont le Tableau n'otFre de cases
vides que dans une seule colonne, on en peut toujours ramener l ' inté-
gration à celle d 'équations différentielles totales en ad jo ignan t aux
inconnues pr imit ives , à t i t re d ' inconnues auxi l ia i res , les dérivées
paramétr iques des ordres i, 2, . . . » N : il convient d 'ajouter que, si le
système en question est linéaire par rapport aux dérivées de l'ordre N,
l'adjonction de ces dernières devient inut i le , et qu'on peut alors se
borner à prendre comme i n c o n n u e s auxi l ia i res les dérivées paramé"
triques des ordres i, 2. . . , , N — i . Nous avons, au n° 3, vérifié le
tai t pour N == T , et nous on trouverons ci-après, dans un exemple nu-
mérique (n°7, II) , une vérification nouvel le; il nous semble d'ailleurs
i n u t i l e d'y insister davantage ( i ) . •

7. Appl iquons à quelques exemples la méthode exposée au numéro
précédent.

I. Considérons d'abord le système

(70)

ait, _ JT /^(A2 ï fà^Y ^ —ÛL
J^ ̂  a ̂ J 4" 3 V^P; 3 ^ """ àf + ̂

^ __1 /^Y
Jy^^^)'

où se trouvent engagées deux fonctions inconnues des variables indé-
pendantes a? et y. Ce système est orthonome, comme on le voit par
rattribulion aux variables et aux inconnues des cotes suivantes :

(1) On peut encore observer (et c'est là un point dont la démonstration serait fort
aisée) que, si le système proposé est d'ordre supérieur au nombre de ses inconnues, son
intégration se ramène immédiatement ; 1° à celle d'un système de même nature, mais
d'ordre inférieur ou, égal au nombre de ses inconnues; 2° à celle d'un système d'équations
durérentielles totales.
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x y u v

Cotes premières.

Cotes deuxièmes.

Cotes troisièmes.

i

''}..

0

i

i

0

1

r

r

0

0

0

il est (Tailleurs passif. Cela étant., on propose d'en rechercher la solu-
tion (^, ^) satisfaisant aux condi t ions ini t ia les

a ~= A, p 0 u r x — r =-: y =:: o,
ç == y2 pour x — t ==o.

En désignant par u(y) ce que devient a dans l 'hypothèse numé-
rique x = ï , la fonction u vérifie, avec la condition i n i t i a l e

u == A pour y=o,

c/yl 'équation différentiel le",- = = 2 ; elle est, par suite, égale à ^ y + A .
On se trouve ainsi ramené? par l 'application de notre méthode.» à in-
tégrer le système

î ,,« / /,. ùaau
dcZ"
<)v
àx
(hr

à^
â^
J^

-6' ^(^^^)y

u ^ ^ ^ ^ Ç i ^ ^ ) ^ ,
^/

:-1^ +(ï+^)^,a ()y
f)n"

(14^)——,à y

aux quatre inconnues u, v^ v ' , ^/, avec les conditions initiales
u =:: ay •+- A 1

(7ï) ^/ :n- ay
(^ r= a

pour

A cet effet, on forme l'équation aux dérivées partielles (homogène)

!V
ose •(ï-1- V11)

àf r//3 àf àf àf
ày 6 au

4. (^ _ p/ ç^^^L ̂  ̂  ^ o
' ' àç a rf^ î
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où / désigne une fonction inconnue de oc, y, u^ v, /, //; son intégrale
générale est une fonction arbitraire des cinq quanti tés

X ( I 4- ^r) 4- J, ^fr, X (//3 -h 6 U, X t^2 4- 2 Ç^y

61^ — 6 ^^ x 4- .̂ 2 (;//3 4- 6 x v' v " .

On pose alors

(72)

^T[.,r(i+^)+j],
^ p//3 4- 6 // == <Ï> [ ̂  ( i 4- v " ) 4- J ],

^ ̂ /^ .4- 2 ̂  =: ^F [ x ( i + (^/ ) 4- y ],
6 ç — 6 ̂  x -h .^2 p"3 4- 6 x v1 vlf =: ̂  [ x ( i. 4- ^/ ) -h y ],

et l'on détermine les composantes Y, <D, T, û, de manière que les
relations (72) soient ident iquement vérifiées quand on t ient compte
des condit ions in i t i a les (71)- II v ient ainsi :

2==T( j4-3) ,
1 2 7 4 - 8 4- 6A= ^(y 4-3),

4j+4==^'(j^3),
6y2 ̂  ̂ ay 4. g _ 6A. = û(j 4- 3 ),

relations qui, par le changement de variable

y+3=0,

prennent la forme1 2 = : Y ( ^ ) ,
j 3 / 9 _ ^ 8 - h 6 A = e > ( 0 ) , .

40-8==^),
6 02 - -240 4- 2 6 — 6 A = Q(0).

Les composantes Y, ^ ^r, û étant connues, les relations (72)
deviennent • • , . '

p//,=:9., ,r^34-6a===ï2[;x l(ï4-p' /)4-y]"-'28 4-6A, .

.wn4" a^^^D^Ci-^^^^y] ~8^
6^-6^4-^^34-6^P^ / /=6[^(ï4~^)4-y]2—?4[^(I^
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__ 14^-1-6^- -4- 3A — i 4 .^——————^——————,

^ ̂  .i^^-h ijs^y +_3 j2^ (3A — 26)^— r 2j^4- i3 — 3A_ ,,_^^^^^^^^^^^^ ^ _ _ . - . . . _ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ . _ . „ . ,

solution cherchée du système (70).
II. Considérons maintenant le système

^=2<I+")^-(^4-4M)^+<2<<-1^+|;-^]
ày as

àv àv
:^+^+^,^

ày
()v
(Le

(73)
au _ (Pc
ày ôy2

<)â (,
tjiyjz'
^^̂,au, _ à'1^

ôz ' " " " ( j j àz

l inéa i re par rapport aux dérivées (.lu second ordre^ et ou se t rouvent
engagées deux fonctions inconnues des var iables indépendantes x,y, s.
Ce système est or lhonome, comme on le voit par l 'attribution aux
variables et aux inconnues des cotes suivantes :

•r y z u t»

Cotes premières. . . . . . . . . . .

Cotes deuxièmes. * . . . . . . . .

Colôs t ro i s ièmes . . . . . . . . . . r

i l est d'ailleurs passif. Cela étant, on propose d'en rechercher la solu-
t ion, (u, v\ satisfaisant aux conditions in i t ia les

// ==: A , pour X r=y rr

t.» s=y 4- ^ ^ pour x ::̂  o*

En désignant par u(y,5) ce que devient a dans l'hypothèse numé-
rique oc == o, la fonction u vérifie, avec la condition initiale

! u == A , pour y == s == Oy
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le système des deux équations y-== o, — = = o ; on a donc iden-
tiquement u ( y , ^ ) == A.

^2ç, ^2(,
Cela étant, le système (73) nous fournit , pour .—y- et .—p? les

expressions ul t imes

(74)

d2^ .(^C , , <^P 6^2 ^ 1 + ̂ ) ^-(i_2u)-,—r; -4--T-?
r)̂ ./ v ^y2 v ' à y à z ày
à^ , \ à^ , .à^v àv

•—— e\ l f __L- // t ________ _l_ f T ._». 0 // l ____ -4— ___ •-———-— — ^ i j —T- (.t, i „ ^ • ~ t i j A (.< f „ ., r^ ^
C)A' d^ • (7^ (7^ OZ- Ô^

On peut, d'autre part, en tenant compte des deux dernières équa-
tions du système (73), ajouter au second membre de la première la
quant i té (nu l le )

,/àu. ^P (Y2^ \ . . ( a u . y v , <)2^,(,+^^«^^^^^+(^.^^»-^^+^^,

et l'écrire sous la forme

un , .<yv . . . à2^ . , ^ ) 2 P , ^ àv
^.^(^U)^^(^^U)^+(2U^.)^^^^^

Jàu à1^ <Pv \ , .fàu fflv à^\
+^M^.)(^-^+,^}^(-..)(^-^^

ce qui donne, toutes réductions faites,
(){t au , , au àv àv

(75) ^=.(.+.)^+(i-..)^+^-^.

Si ron pose maintenant
àp , àv ,(76) ^-^ ^-^

la deuxième équation du système (73) peut s'écrire

^ = ̂ 4- ̂  + «'+ . + 3(, + «) (^ - ̂  + (I - 2M) (^ - .,) ,

ou, toutes réductions faites,

^=,(i+^^.+(i-.a)^+3.(^-^)4-^..
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Finalement, si l'on tient compte, dans les équations (74) et (75), du
changement de notations (76), on tombe sur le système

, . a u , . au( ) l t r

Jx :=^'
àv

^+«)^ +(i-^)^,
ùx =M2-^- ( '+2"(^— ( ;y)- l-2( I4-")y- -4-(i—2;()^,

^
ôx
0^
àx

y-^ , . à^v , . àv'+2( l 4- U ) —y' 4- ( I — 2 ̂  ) -A
</y ^/-s'

, , ()^ , . ̂ (/,+,(^)^+(^^).^

aux quaire inconnues ^, v, 9 ' , v^ il ne reste plus qu'à intégrer ce der-
nier avec les conditions initiales

(77)

u =A
p =y+a^
^.=:i
(.̂  =:= 2

pour tT 1= o.

A cet effet, on forme l'équation aux dérivées partielles (homogène)

àf^f
ôx -(••-"^-c-2"'^".-^

+ ( ̂ 2 ̂  y ̂  2 m^ — 2 ̂ (.'y) ^-/ 4- p ' " ' "-̂  (^ 4~J ^^ •'^('v '" av.

où/' désigne une fonction inconnue de x^ y, ^, ^, ç', ^., ^; son inté-
grale générale est une fonction arbitraire des six quant i tés

U ——— Vy + ̂ , V'y e-^y ^ ê'^, ( (^ +•• V ) C^,

3 x -i- y + s, z — 2 u + ( ï — a ^ + 2 (^ — a (4 ) ̂ <

On pose alors

(78)

^ — c'y 4- ̂  == Y [3 ̂ ' 4- y 4- ,̂ z — 2 ̂  -h ( ï — a ̂  -h a ̂ y — a p^ ) ̂ (],
VyO-^ == <I» [ 3 X -h J + /!?, À — 2 « 4- (î — a ̂  "i~ 3 ̂ y — ^ ̂  ) ̂ \,
v^e-^^W^a' 4-j4-^y ^ — ' ^ u 4- (î — 2^ 4-^ Py— 2ï^)<r],

(^^4- P)^-^:^:^^^ 4-7 4-^, ^ — 2a 4- (ï — 2^4- ^^y— 21^) x^

et l'on détermine les composantes des seconds membres de manière
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que les relations (78^ soient i d e n t i q u e m e n t vérifiées quand on t ient
compte des condi t ions ini t ia les (77). Il v i en t a ins i :

A -4" î = T(j + ^, ^ — 2A),
i =:<ï)(y -h ,5, .3 — 2 A ) ,
^^^(y-i-^, -3—a A),

y -4- 2^ -h A2 =: ̂ (j + r., 5 — aA) ,

re la t ions qu i , |)ar le changement de variables

y-\-z'=0^ , s — a A = ^ ?

p r e n n e n t la forme

A4- i=T(^ , , ^ ) , ï=< ï> (^^ ) ,
^=: ¥(^i, ^), ^i+ ^+ A2-!- aA = ^(^i , ^).

Les composantes Y, <1>, T, û étant connues, les relations (78) de-
viennent .

/, _ ^ ..^ ̂ ^ A + i, c^^= î, ^ e^ •= ^
(^+^e- l^=(3^+J+^)4--[.^-^^+(^^^^

et l'on en tireu
I i i . :=. A "-i" i — ^r»
^ c:.:-: ̂ 4" ̂ [^(t"" A ) ^ + y + 2 ^ - ^ A 2 - + • ^ • A ] — ( A . + i) 2 ,

solut ion clierchée du, système (73).

Intégration d'un système orthonome passif ne dépendant que d'une seule
fonction arbitraire et d'un nombre quelconque de constantes.

8. Un système orthonome passif étant donné, si l'ensemble des éléments
arbitraires, dont la connaissance équivaut à celle des déterminations ini-
tiales des inconnues, ne renferme, a^ec an nombre quelconque de con-
stantes, cfu une seule fonction d'un nombre quelconque de variables, la
recherche, dans le système proposé, d'intégrales ordinaires satisfaisant à
des conditions initiales données, se ramène à l'intégration successive de
deuoc systèmes passifs d'équations différentielles totales du premier ordre,
dont le secondes!, indépendant du choix des conditions initiales. ^

'Un^d^ l'Èc. Normale. 3e Série. Tome XVÏ1 Ï . - - DÉCEMBRE 1 9 0 1 . , ̂ 9



466 CIÏ. RIQUIER.

I. Un système de grade i sera dit régulier^ si les lignes de son
Tableau peuvent être rangées dans un ordre tel, que les cases vides
de chaque colonne se trouvent situées au bas de cette colonne. Il est
clair que lorsqu'on parcourt de bas en haut les lignes successives d'un
pareil Tableau, le nombre des cases vides ne va jamais en augmentant;
on peut d'ailleurs, l'ordre des lignes étani ainsi fixé, adopter en même
temps pour les colonnes un ordre tel, qu'en parcourant de droite à
gauche ces colonnes successives, le nombre des cases vides n'aille pas
non plus en augmentant : nous supposerons, dans ce qui suit, cette
double condition satisfaite,

Considérons actuellement un système régulier de grade i : si, moyen-
nant l'attribution aux diverses variables et inconnues de cotes premières
convenablement choisies, celles des variables étant toutes égales à un même
entier positif, on peut faire en sorte que les cotes premières des inconnues
et dérivées figurant dans chaque second membre ne surpassent pas celle
du premier membre correspondant, le système dont il s''agit est nécessai-
rement orthofwrne.

Il suffit pour le prouver, d 'établir qu'il est toujours possible de
trouver pour les variables et les inconnues des cotes secondes telles,
que la cote seconde minima des dérivées (principales) figurant dans
l'ensemble des premiers membres soit supérieure à la cote seconde
maxima des inconnues et dérivées (paramétriques) figurant dans l'en-
semble des seconds membres-

Distribuons à cet effet les variables indépendantes en groupes suc-
cessifs d'après les nombres décroissants (le cases vides contenues dans
les lignes correspondantes, et parei l lement les fonctions inconnues en
groupes successifs d'après les nombres décroissants de cases vides
contenues dans les colonnes correspondantes. S'il existe des lignes
entièrement vides, à ce groupe de lignes correspondra un groupe de
variables auxquelles j 'attribuerai une cote seconde positive, par
exemple ^== i ; de même, s'il existe des colonnes entièrement vides,
à ce groupe de colonnes correspondra un groupe d ' inconnues aux-
quelles j 'attribuerai une cote seconde quelconque, par exemple y^ =o.
Abstraction étant faite de ces groupes, dontl'existence est éventuelle,
il est facile de voir que le nombre de« groupes restants de variables
est exactement égal à celui des groupes restants d'inconnues; nous
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supposerons, pour fixer les idées, qu'il y en a cinq, et nous nommerons
(79) Ci, Ça, es, c,,, Cs

les cotes secondes respectives des cinq groupes successifs de variables
(considérés dans l'ordre que nous venons d ' indiquer) ,
(80) 7i, 72, 7;î, 7,̂  y.

les cotes secondes respectives des cinq groupes successifs d ' inconnues
(considérés également dans l 'ordre que nous venons d ' indiquer) .

Pour faciliter l 'intelligence de ce qui va suivre, on peut représenter
à l'aide de la figure schématique ci-dessous les divers groupes de va-
riables et d'inconnues, avec les cotes secondes qui leur sont respecti-
vement attribuées.

'f;> Y'. T:î ï2 Yi To

Cg

("4

C^

C2

<îl

Co

Dans cette figure, à un groupe de variables correspond une seule
ligne, à un groupe d ' inconnues une seule colonne, et la cote seconde
se trouve indiquée, dans le premier cas à gauche de la ligne, dans le
second cas au-dessus de la colonne. Les traits tremblés ont été ré-
servés au groupe de variables et m groupe d'inconnues dont l'existence
est éventuelle. Enfin le trait plus gros, en forme d'escalier, qu i par-
tage la figure en deux régions, indique quelles sont, pour chaque
groupe d'inconnues, les variables auxquelles se rapportent les'déri-
vées paramétriques : par exemple, pour une inconnue appartenant au
groupe (^2). ̂ s dérivées paramétriques sont celles qui intéressent, à
l'exclusion de toute autre, les variables desgroupes (6*3). Os)» ^O
et éventuellement (co).

Fixons maintenant les valeurs des diverses cotes (79) et (80).
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A cet effet, nous désignerons par q un entier posi t i f , a rb i t ra i rement
choisi sous la seule c o n d i t i o n d'être au moins égal à Perdre m a x i m u m
des dérivées figurant ef fec t ivement dans les seconds membres du sys-
tème, et nous choisirons les entiers (79) et (80) sous les seules con-
di t ions

(8 ! ) ^i > ̂ nr/, ^ > ̂ i q, <";{ >c^q. G,, > Cs f/, c^ > (^ rj ;

(82 ) 7o + •7e. =" 7i + ̂ 4 ̂  7s + qCî •==• 7;{ 4- f/Cï = y,, + qc^ =- y y + qc^.

Les entiers y, ^==1 e t Y p = = o é l an t connus, i l est clair qu'on pourra,
à l 'aide de (8t) , déterminer successivement c,, Cy, c^, c^ c;,, puis, à
l 'aide de (82), dé te rminer successivement y , , y^, y;^ y^ yg.

Cela étant , je dis que la cote seconde maxima des dérivées paramé-
triques des ordres o, r , 2, ..., q (et, par sui te , des inconnues et
dérivées figurant dans les seconds membres du système) est infér ieure
à la cote seconde m i n i m a des premiers membres. Pour l ' é tab l i r , nous
désignerons par 0 la va leur c o m m u n e des quant i tés (82), et nous
prouverons: i° que la cote seconde d 'une dérivée paramét r ique appar-
tenant aux ordres o, r , 5, . . . , y est au p l u s égale à 0; 2° que la, cote
seconde d 'un premier membre est supér ieure à 0.

Remarquons en effet que, pour les groupes successifs de variables,
parcourus de bas en h a u t , la cote'seconde va toujours en croissant. 11
résulte de là que, pour les groupes d ' inconnues (7^), (^), (^). (ï;î).
(Y,), les plus grandes valeurs que puisse prendre la cote seconde
d'une dérivée pa ramét r ique appa r t enan t aux ordres o, i , 2, ..., y
seront respectivement intérieures ou égales à

y,, -+- qc^ ^ +- qc,,, y^ + qc^ y^ -+" gCg, y,., 4- qd,

c'est-à-dire à 0. Pour le groupe d ' inconnues (7^), deux cas sont a dis-
tinguer, suivant que les colonnes correspondantes con t iennen t que lque
case 'vide ou n'en c o n t i e n n e n t aucune : dans le premier cas, on trou-
vera/de même, comme l imi te supér ieure , ̂ 4- qc^ c'est-à-dire Dedans
le second cas, chacune de ces inconnues n'a qu 'une seule dérivée para-
métr ique , appar tenan t à l 'ordre zéro, et ayant pour cote seconde

y,<7a4-^Co=:6L

D'un autre coté, la ^lus petite valeur que1 puisse prendre la cote,
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seconde d'un premier membre du système .est év idemment égale à
l 'une ou à l 'autre des q u a n t i t é s

y^ -+- Cy, y 2 -h- <^,, 73 4- c;^ 74 4- Cs, y,, + Ci,

suivant qu ' i l s 'agit de l 'un ou de Pautre des groupes d ' inconnues (7;),
(ïO» (T;î)» (ï-0' CT;/) T or<' en vertu de (81), ces quant i tés sont res-
pect ivement supér ieures à

7i -\-q^ 72 "i-^ 7s 4-^a, 744-^1, 7y+yco,

c'est-à-dire à 0.

II. Toul système complètement infégrable, S, dont le grade surpasse
l'unité, se ramène, par de simples différentialions^ à un système complè-
tement intégrable, 2, de grade ï, où se trouvent engagées, we.c les in-
connues du système S, quelques-unes de leurs dérù'ées à titre d'inconnues
adjointes; l'économie des conditions initiales est d^ailleurs identique
dans les doux systèmes à la notation près, en sorte que la recherche,
dans le système S, d'une solution ordinaire répondant à des conditions
initiales données, se ramène à une semblable recherche effectuée dans le
système S.

Il va sans d i re q u e chaque dérivée p r inc ipa le des inconnues du sys-
tème S est supposée avoir u n e expression ultime, dédu i te du système S
prolongé, et ne contenant , avec les variables indépendantes et les
inconnues , que les dérivées paramétr iques de ces dernières. Je rappelle
en outre qu'on peu t , à l ' a ide des considérations les plus é lémenta i res ,
trouver la forme schémat ique des dé te rmina t ions i n i t i a l e s des in-
connues de S, et fixer, par su i te , l 'économie des condi t ions i n i t i a l e s
qu i dé te rminen t e n t i è r e m e n t une so lu t ion ordinai re du système (/).

Cela posé, construisons, comme il suit, le Tableau du système S,
en ne nous occupant tout d'abord que des premiers membres.

Si l'on désigne par u l 'une des i nconnues engagées dans S, par x,
y, ..,, les variables indépendantes , e t p a r ^ o , y o , ..., les valeurs ini"

( 1 ; Voir à ce sujet la 1''° Partie de mon récent Mémoire : Sur une question fondamen-
tale du Calcul intégral ( Âcta incHheincttlw, t. XX III)*
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liales (schématiques) de*r, y, ..., la déterminat ion ini t iale de u est
une somme de termes (en nombre l imité) dont chacun a la forme

(^—^o)a(.7—yo)P...Fcc,p,...,

Fa,p,... désignant une fonction schématique de quelques-unes des
variables. Cela étant, nous prendrons, dans 2, pour l 'une de nos in-
connues, la quantité

^a-t-p-K..^
^a-^——^ AP-

PUIS, en supposant, pour fixer les idées, qu'il y ait cinq variables
indépendantes^, y, z, s, t, et que Fa, p.... dépende de s, t, nous écrirons,
dans les cases (a?), (y), Çs) de la colonne (^a,p,...)» les premiers
membres

^û(,(3,... __ ^^'P---^ ^ ^ P » - " - . — —^ _ . . . , ^„.., ^— _...,

et nous laisserons vides les cases (.?) et (l) de cette même colonne. Ce
que nous venons de faire pour un terme de la détermination in i t ia le
de u, nous le ferons pour tous les autres; et, ce que nous aurons fai t
pour la déterminat ion initiale de u, nous le ferons successivement pour
celle de toutes les inconnues engagées dans le système S. Nous aurons
ainsi un Ïablean contenant des cases pleines et des cases vides; d'ail-
leurs, quelque seconds membres que nous écrivions ultérieurement
dans les cases pleines, on voit des maintenant que si Fon forme succes-
sivement, dans l'ancien système, puis dans le nouveau, un ensemble
composé des inconnues et de leurs dérivées paramétriques, les deux
ensembles ainsi obtenus se correspondront terme à terme et seront
identiques de part et d'autre à la notation près; de même, et toujours
à la notation près, l'éconoïnie des conditions init iales sera identique
dans les deux systèmes, et l'on y trouvera, de part et d'autre, le même
nombre d'arbitraires, dépendant respectivement des mêmes nombres de
variables. Quant aux dérivées principales du nouveau système, elles
coïncideront, a la notation près, les unes avec des dérivées principales,
les autres avec des dérivées paramétriques de l'ancien.

Occupons-nous maintenant des seconds membres du système 2, et
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considérons, pour fixer les idées, l'équation qui, dans S, a pour
premier membre u^-". A la notation près, ce premier membre coïn-
. , ., - , . ^-HH-?+..^ • .. i -.cide avec une dérivée ancienne, "———15—J sl cette dernière està^^1 à y y . . -

principale par rapport à S-, nous remplacerons,, dans son expression
ul t ime tirée de S, toutes les dérivées paramétriques par leurs notations
nouvelles, et nous égalerons a^": à l'expression ainsi modifiée; si,

0 OG

, . , ^ - / ^(a+i)+P+..- u . ,, - , , ^au contraire, la dérivée -—^-—~— est paramétrique par rapport a b,OÛG ^y * " *
il existe, dans le nouveau système, une dérivée paramétrique ou fonc-
tion inconnae (et une seule), qui, à la notation près, coïncide avec
elle, et à laquelle nous devrons alors égaler —a——*.

Le système 2, ainsi formé, est évidemment de grade i, et à toute
solution ordinaire de S correspond une solution ordinaire deS; d'ail-
leurs le système S, étant complètement intégrable, admet une solution
ordinaire répondant à des conditions initiales arbitraires; enfin,
puisque l'économie des conditions initiales est ident ique dans les deux
systèmes à la notation près, le système S admet, lu i aussi, une solu-
tion ordinaire répondant à des conditions initiales arbitraires, et, par
suite, est complètement intégrable.

Nous terminerons par l'observation suivante, qui nous s^era utile
dans un instant ; Si, dans le système S, on attribue à chacune des
variables et des inconnues une cote quelconque, et que, dans le sys-
tème S, on at t r ibue à chacune des variables et des inconnues une cote
précisément égale à celle de la quan t i t é qui lui correspond dans S,
la cote de toute dérivée du système S dont on aura été conduit, en con-
struisant le système 2, à modifier l'écriture, restera la même, nonobstant
le changement d'écriture.

III. La recherche, dans le système différentiel spécifié au début du
présent n° 8^ de la solution ordinaire répondant à des conditions initiales
données\ se ramène à une semblable recherche effectuée dans un système
orthonome passif de gmde i ; ce dernier est indépendant du choix des
conditions initiales, e€ s^n Tableau n'offre de cases vides que dans une
seule colonne.
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Ainsi se trouve achevée, eu égard aux propositions des n03 3, 4 et 6,
notre démonstration actuelle.

On se trouve ramené en effet, par l ' app l i ca t ion de l ' a l inéa II, à
résoudre le problème posé, non dans le système d i f f é r e n t i e l p r i m i t i f ,
mais dans un système c o m p l è t e m e n t intég ' rable de grade r , indé-
pendant du choix des condi t ions i n i t i a l e s , et dont le Tableau, n 'offrant
de cases vides que dans une seule co lonne , est par là même régulier .
D'a i l leurs , le système p r i m i t i f é tant or thonome, toutes les var iables
indépendan te s y ont une même cote première posi t ive , et chacune des
inconnues ou dérivées f igu ran t dans le second membre d 'une rela t ion
ul t ime possède une cote p remière au p l u s égale à celle du premier
membre correspondant : i l en r é su l t e , c o n f o r m é m e n t à l 'observation
finale de l ' a l inéa II, que chacune des équa t i ons du système nouveau
possède auss i cette propriété. Cela é tan t , noire proposi t ion de l ' a l inéa 1
fait voir imméd ia t emen t que le système nouveau est o r thonome.

9. On sait qu 'un système passif de na ture que lconque , s'il ne
dépend que d 'un nombre l i m i t é de cons tantes arbi traires , est complè-
t emen t in té^rable ( i ) : en a p p l i q u a n t à un parei l système la t ransfor-
mation déf in ie dans l ' a l i néa II do n u m é r o précédent, et observant que
les fonc t ions schématiques Fa,^., ^ réduisent toutes en ce cas i d e s
constantes, on le ramène i m m é d i a t e m e n t à un système passif d'( qua-
tions d i f f é ren t i e l l e s totales du premier ordre.

( î } Le lecicur pourra consulter à co sujet mon récent Mémoire : Sur lede^ré de ^éné-
raUtê d'un sf sterne di/jrre/ftiel quelco/u/ufî (Âcta /naf/ie/natica, t. XXV)-
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