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SUR LES SYSTEMES DIFFERENTIELS

DONT L'INTEGRATION SE RAMENE A CELLE

IYEQUATIONS DIFFERENTIELLES TOTALES,

Psr M. Cm. RIQUIER,

PROFESSEUR A L'UNIVERSITE DE CAEN.

PSSRV, ¥ —

INTRODUCTION.

Les résultats, dont on trouvera ci-apres Iexposition détaillée,
peuvent se résumer en une proposition unique, dont voici 1'énoncé :

Un systeme orthonome passif étant donné, si 'ensemble des
¢léments arbitraires, dont la connaissance équivaut i celle des déter-
minations initiales des inconnues, ne renferme, avec un nombre
quelconque de constantes, qu'une seule fonction d’un nombre quel-
conque de variables, la recherche, dans le systeme proposé, d’inté-
crales ordinaires satisfaisant & des conditions initiales données se
ramene & lintégration successive de deux systemes passifs d’équa-
tions différentielles totales du premier ordre, dont le second est indé-
pendant du choix des conditions initiales.

Indiquons, en quelques mots, la marche suivie.

Ltant donné un systéme différentiel résolu par rapport i certaines
dérivées des fonctions inconnues qui s’y trouvent engagées (et dont
les seconds membres ne contiennent aucune dérivée principale de
ces inconnues), je nomme grade du systeme I'ordre maximum de ses
premiers membres : il va sans dire que le grade peut étre, soit infé-
rieur, soit égal & 'ordre du systeme.

Quand on a affaire & un systeme de grade 1, on peut, pour en dis-
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poser nettement les diverses équations, les écrire dans les cases d'un
quadrillage rectangulaire, dont les lignes correspondent aux variables
indépendantes et les colonnes aux fonctions inconnues, ¢n mettant

y, . . . ou .
I'équation qui aurait, par exemple, ;- pour premier membre, dans la

case qui appartient & la fois & la colonne () eta la ligne (z).

Cela posé, j'¢tablis, en premier lieu, que si, dans un systeme ortho-
nome passif, 'ensemble des ¢léments arbitraires, dont la connaissance
équivaut & celle des déterminalions initiales des inconnucs, ne com-
prend, avec un nombre quelconque de constantes, qu'une scule fonc-
tion d’un nombre queleconque de variables, la recherche, dans le
systeme proposé, d'intégrales ordinaires satisfaisant & des conditions
initiales données se ramene, par de simples différentiations, & une
semblable recherche effectuée dans un syseéme orthonome passif de
grade 1, dont le Tableau r’off re de cases vides que dans une seule colonne.
Je prouve, en sccond lieu, que cette derniere recherche se ramene i
deux intégrations successives, savoir : 1 celle d’un systeme passif
d’équations différentielles totales, variable avee le choix des condi-
tions initiales; 2° celle d’un systéme linéaire ¢t passif d’équations aux
dérivées partielles du premier ordre, indépendant du choix dont il
s’agit, ct qui, bien que les fonctions inconnues s’y trouvent en nombre
généralement supérieur & 1, peut se traiter par la méthode classique
de Jacobi.

La proposition générale formulée au début de cette Introduction
a été communiquée i PAcadémie des Sciences le 21 novembre 18¢8.
Au commencement de la méme année (Comptes rendus des séances de
U Académie des Sciences, 31 janvier 1898 ), M. Beudon avait formulé un
résultat analogue (*). Je tiens & faire observer & ce propos que, des
le 30 juillet 1894 (Comptes rendus des séances de I’Académie des
Sciences), j’ai examiné le cas, tres voisin du cas général, d’un systéme
passif d’ordre 1, dont le Tableau r’offre de cases vides que dans une seule
colonne : la proposition dont j’ai publié I’énoncé le 2y novembre 1898

(1) Voir aussi les dnnales de UZLicole Normale (Sur des systémes d’équations aux
diérivées particlles analogues aux équations du premier ordre, Beupon, 1898) ct lo
Journal de Mathématiques (Sur les systémes d'équations aux dérivées particlles analogues
aux systémes d’équations du premier ordre en involution, BEunox, 1899). :
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n’est ainsi que l'extension toute naturelle d’un résultat que j’avais
publié plus de quatre ans auparavant.

Dans I'exposé qui suit, comme dans les quelques lignes qui pré-
ctdent, se rencontrent un certain nombre de termes dont j'ai fait
usage dans mes Travaux antérieurs, et dont il m’a semblé inutile de
répéter ici la définition : le lecteur voudra bien se reporter aux
travaux dont il s’agit, et notamment & mon récent Mémoire Sur une
question fondamentale du Calcul intégral (Acta Mathematica, t. XXIII).

Extension de la méthode de Jacobi pour intégrer les équations aux
dérivées partielles du premier ordre ou les dérivées entrent linéaire-
ment ().

1. Silon considere le systéme ( évidemment orthonome)

du ., du Jdv de ., Oy dw iy

du ., du dv dv ., dv dw o ow
:Uy+Sym - ry-(}"z; -Jy—vy—l-Sy;)*;-F-ry'd‘Z’ a}-,--—-wy—i-sy-—(j;—i-

du ., Jdu v v 9 v ow dw
=Uea STy F=Verdgw g m=WarSigy

ot u, v, w désignent des fonctions inconnues de x, y, 3, 5, L, et

U.m Uya Uz’ V.m Vy, Vz; Wx’ Wy: W::
S:u Sy; Sz; Tz’ Tyy Tz

(2)

des fonctions connues de x, y, z, S, t, 4, ¢, w sallsfaisant auzx conditions
voulues pour que le systéme (1) soit passif, 'intégration de ce dernier se
raméne & celle d'un systéme passif d’équations differentielles totales du
premier ordre.

I. Nous ferons observer tout d’abord qu’en égalant entre elles les

(1) Voir les Comptes rendus du 3o juillet 1894.

=55 T

Js

Jew
=3¢

Jdsv
Y

div
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deux expressions ultimes de chacune des dérivées cardinales

*u ?u u
oz dy’  Jzds  dyds
¢ 0% e
dz dy’ 0z s’ dy ds’
%p 0%w 0w

oz dy’ 0z 03’ dyds’

on arrive a des relations de la forme

Azy,s %g‘ + Auy,e %(;* A+ Agy,u =0,

Agz,s %‘Ié + Az %IZ- -+ Agz,u == 0,

Ayzys %-Isf 4+ Ay, (2))"51 “+ Ayzu =0,

A-’L‘.sz gg -t -Axy,t f())_; ~- Axy“, == 0,

(3) Ras 2 e R 28 b M =0,
‘ Ay:,s ‘g‘g l"Ayz,t z;’ -~ Ay;,g =0,

I Azy,s (3)‘: = A:cy,t%; ~+ Mgy, == 0,

O Jw

| Avas Gy T hyneSyp T hssw =0,

ou les A désignent certaines expressions composées avec les fone-
tions (2) et leurs dérivées particlles du premier ordre. Les conditions
de passivité du systeme (1) sont done

Axy,s: A.ry,tz Axy,u: Axy,v= A:cy,w: 0,
sz,s = sz,t - Azz,u = sz,a = Amz,w =0,

A:Yzy‘ == Ay'z'l = A:Yz.u- = Ayz,v = Ayz,w =0,

relations qui doivent avoir lieu quels que soient @, y, 3, 5, t, 4, ¢, w.
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Nous ferons observer, en second lieu, que ces conditions de passi-
vité sont exactement les mémes que celles du systeme

U Uy U

‘();L‘ =8 s + Te ot — Uz *ou ngc;—wrxbc-v’

1O o Of | wn 9f a9 of f
(4) ? y“syd.s:*i_ry?)‘tmly() V"d, Wy

o g o 0/ of of of

\():HS: .s'+ U"()u V"BT“W'F)E

ol /désigne une fonetion inconnue de
(5) xZ, Y, 5, S, b, U, ¢, w.

Il est facile de vérificr par le calcul lexactitude de ces deux
remarques.

II. St Uon désigne par [y, [s, [y trois solutions ordinaires du sys-
téme (4) telles que le systeme des équations finies

(6) Ji=o, Ja=o, Js=o0

sott résoluble par rapport @ u, ¢, w conformeément au principe général
des fonctions impliciles, les fonctions de x, y, =, s, t fournies par cetie
résolution constituent un groupe d’intégrales ordinaires du systéme (1).

Effectivement, les fonctions implicites », ¢, w fournies par la réso-
lution de (6) vérifient les relations

Jdfi dfi du d/} de  Ifi dw

Jdax Jdu Oz + o Cor + Jow dx =05

Jdfy  dfy du t)f1 Iy Oofi 0w _
(7) s T on s T 9 T owds =@

9/ 4 a/1 ()u 91 Iv ()/‘1 Ow —o,

P Ju + 00 0t ()w de

obtenues en différentiant la premiére des relations (6) successivement
par rapport i @, s, 2. En multipliant les relations () respectivement

dnn. de " Ee. Normmale, 3¢ Série. Tome X VIII. — DECEMBRE 1go1. 54



426 Cl. RIQUIER.
par 1, —S,, — T, ct ajoutant membre & membre, il vient :

dx % Js ¢ 02¢ dr T 0s T T 00

-’r—d/1 (ﬂ_q (—)—‘-.—-'l' Qﬂ) / (0”'—~S gﬂ)—'.l‘ ();v>:o.

(8) f)[_, . df " 0/'1 ()f} <()u _q du T 0u>

00 \dxr  "Fds ot o % 0s Z ot
D’un autre coté, la relation

af . dfi — —_— 0/1 . ()/1 . I/1
(9) dwe ~ TF9s T Tz J¢ U “ Ju Ve “x()w

est vérifiée pour toutes les valeurs des quantités (5), puisque /', est
une intégrale de (4); et, si 'on y remplace «, ¢, w par leurs valeurs
en x, y, 5, 8, t lirées du systeme (6), elle le sera, comme (8), pour
toutes valeurs de , y, 5, s, t. Cela élant, la combinaison de (8) et ()
donne immédiatement :

(10) Y1 (9-’-‘ —Up— %n’) “ 00 > + <‘) v,—s, 2 Qﬂ)

du \ dx ol do \ dr s ot
Ay [ v . . «)u' . ()w

o . — R b r jovenn .

e (().1: W5, ds T oy > ©

in opérant sur les ¢équations /== o, f,==o0 comme on vient de le
faire sur f, = o0, on obtiendrait deux autres relations ne dilférant
de (10) que par le changement de /; en /, et en /,. Finalement,
puisque le systeme (6) est supposé résoluble conformément au
principe fr('nu'nl des fonctions implicites, le délerminant différentiel
de ses premiers membres par rapport i u, ¢, w est différent de zéro, et
les trois relations que nous venons de former donnentimmeédiatement :

Jdu . du Jdu

A TR VI
Jdy L0y dy
op Ve T 8egy = Tay =0
0w dw L 0w
op — Wa Satgy — Ty =o

On reproduit ainsi la premitre ligne du systeme (1), et I’on en repro-
duirait de méme les deux autres lignes.
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III. Réciproguement, toute solution ordinaire du sysiéme (1) peut s 0b-
tenir en égalant & séro trois solutions ordinaires convenablement choisies
du systéme (4), et résolvant le systéme ainst oblenu par rapport a u, ¢, &
conformeément au principe géneral des fonctions implicites.

Désignons par @,, ¥,, %o, S, 4, les valeurs des variables & partir
desquelles nous supposons développées les intégrales considérées du
systeme (1), et par

u(s, £), o(s,t), (s, 1)

les fonctions de s, 2 auxquelles ces intégrales se réduisent dans ’hypo-
these numdérique
X— XY= Y —- V=5 — 5= 0.

Désignons d’un autre cHté par
S |

(11) r, n, I, I, I

*? o

cing intégrales particulieres du systeme (4) possédant la double pro-
priété : 1° d’¢tre développables & partir des valeurs

Loy Yor Sos Sos oo

uy=v(sy, &), 0= (S0, &), Wy = ‘1'1(30: I7H

20 d’avoir, relativement 2 s, ¢, «, ¢, w, un déterminant différentiel
différent de zéro pour ces mémes valeurs. On sait qu’en désignant
par F une composante arbitraire, la fonction composée

F(T,, Ly Ty, Ty, T5)

est nécessairement aussi une solution du systeme (4).
Cela étant, introduisons dans les fonctions (r1) ’hypothese col-
lective
&£ = Ly, ¥ =Yo, 5= 235,

w=u(s, ),  e=9(s 0,  w=(s 0);

(12)

nous obtiendrons ainsi cinq fonctions,
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des seules variables s, ¢, fonctions telles, comme nous allons le
prouver, que I'un au moins des déterminants du second ordre extraits

“du Tableau
I, O Ors 01 97
s> 9s’ 9s’ os’ os’
Irs, vz Oys 97 O7s
907 97 o’ ot ol

possede une valeur initiale différente de zéro.
Considérons en eflet le déterminant

o, 0T, oFy oF, T
s s s ds Js
O 0T, Jly ol or,
o Jat  dt il 0l
@ ot o o o
or, ary, Jly or, Jly
dy dv o dv dvy de
JU, dly oy Il Jl
dv dw dw dw sy

dont la valeur initiale est, par hypothese, différente de zéro. Dans ce
déterminant, on peut, par Vapplication des régles ¢lémentaires, sub-
. . . oL or
stituer respectivement & -~ et -
Js ot

rang ¢ des deux premicres lignes, les expressions respectives

Y(i=1,2,3,4,5), ¢léments de

Jary ) ol'; du ) uy; Jy N QE ()q,t

s du ds T dv s v Os

{)_l_’, ) or; .(,).f 17) W " ()l,‘!j dL
dw e’

gc Tow i 00 o

on peut, d’autre part, pour calculer les valeurs initiales de ces deux
expressions, introduire dans la fonction I'; hypothese (12), prendre
les deux dérivées premieres de la fonction v,(s, ¢), ainsi obtenue, el
calculer finalement les valeurs initiales de ces dérivées. Le détermi-
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nant (13) a donec méme valeur initiale que le suivant :

Ire 972 Iys Ip 0%
ds ds ds Ods  Os
Is 1 7 Ire 0%
ac  d¢  d¢ d¢ Jd¢
or, or, or, or, Jry

(14) Jdu  Jdu  Jdu Jdu  ou |’
or, oL, Jb, oL, I,
dy dv  dvy  dv  dv
or, or, oIy, oI, o

dw  dw  dw  dw  dw

et, des lors, si les déterminants du second ordre qu’on peut extraire
des deux premieres lignes de (14) avaient tous des valeurs initiales
nulles, il en serait de méme du déterminant (13), ce qui est absurde.
Nous supposerons, pour fixer les idées, que

91 97
(15) ds  ds
1!

U

| ot ot

a unce valeur initiale différente de zéro.
Cela étant, considérons les expressions

Cy— Hy(T,, Ty), Ty— (T, Ty), Ty—Hy(T, Ty),

et cherchons i déterminer les composantes H,, H,, H; de telle manitre
que la résolution, par rapport  u, ¢, w, du systeme

1‘3"— ”’3(1’1, I‘g) =0,
(16) ¢ Ty— (T, [y) =0,
( r.’}"" HS(FH rﬂ): O,

fournisse précisément les intégrales considérées du systeme (1).
Observons tout d’abord que si les premiers membres des équa-

tions (16) s’annulent, quels que soient z, y, 5, s, ¢, par la substitu-

tion & u, ¢, w des intégrales dont il sagit, ils s’annuleront forcément,
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quels que soient s, ¢, dans 'hypothese (12); on doit donc avoir, quels
que soient s, ¢,

75— H:s('/n 72): 0,
([7) 76”'1[1»(71;72)—:'0’

"/:;—H:;('/n‘/z):o-
Faisons alors un changement de variables, ¢t posons :

71(‘99 5)201’ "/2(-9, [):62;

puisque le déterminant différentiel de v, ct+y, par rapport i s, Za une
valeur initiale différente de zéro, on peut de ces formules tirers et ¢
en fonctions de 0, et0,, et, si 'on substitue d set ¢ dans (17) les expres-
sions ainsi obtenues, les relations résultantes doivent &tre vérifiées
quels que soient 0, ¢t 0, : en désignant donc par

M, (04, 0.), M,(0y,0.), M;(04, 0n)

ce que deviennent ¥, (s, £), v, (s, ¢), v5(s,¢) par cette substitution, on
devra avoir identiquement

M, (04, 0,) = T0,(0,, 0,) = o,
“]’.(01; 0,) -~ ”/,(0,, 02)".‘:,; o,
M.’s(oh 02)*‘ ";;(01, 02)::: 0,

ce qui nous conduit & prendre pour H,, H,, I, les dé¢terminations
respectives My, M,, M;. Par suite de ce choix, les équations (16) de-
viennent

Uy — My (', Iy)=o,
(18) I, —M,(T, Ty)=o,

Ly My (1, Ty ) =20,

et leurs premiers membres acquirent la propriété de s’annuler iden-
tiquement dans U'hypothese (12); des lors, en admettant pour un
instant que le déterminant différentiel, relatif & «, ¢, w, des équa-
tions (18) ait une valeur initiale di(férente de zéro, les fonctions im-
plicites qu’elles définissent, et qui, en vertu de I'alinéa II, vérifient
identiquement le systeme (1), coincideront précisément avec les inté-
grales particulieres que ’on considere. Reste done & établir que le
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déterminant différentiel dont il s’agit a une valeur initiale différente
de zéro.
Considérons a cet effet le déterminant (14), dontla valeur initiale,
égale, comme nous 'avons vu, & celle du déterminant (13), est par la
méme différente de zéro. Aux trois dernieres colonnes du détermi-
nant (14), on peut, par I'application des régles élémentaires, substi-
tuer respectivement les trois suivantes :
[y, oM, dﬁ . oM, f)_!_f a7, _ QM_,, 97, oM, dv, dy; 0Ny oy, OM; dy,

Js Jr, Us ol, 05’ 0s ol'y ds Jr, 0s’ Js JITy ds Jr, s’
dys My 9y, Oy dy, dyp ML dyr 0N, dys dys My dy, My dys

) VIR VAR VAR VSR VIR | N VAR VAT V) VA ) W T
O, ML O, ONLT,OT, MO 0N, O, 0T, OMyof, 0N o,
du Ol du T ov, ou’ du Iy du Jry ou’ Ju O gu T 9T, 9’
O OMg U, ML, 0 WU Mol of oM, O, 0N, o,
oy Jl, ov o, o’ e Jdl'y v oty oy’ dy I, dv Jl, o0’
oy, oMy by oM, ol of, oM, oF'y oM, JI, oy OM; oy oM, oT,

ool dw Tl o’ ov ol ow ;l‘z PR o o'y dw Jry o

Or, dans le Tableau ci-dessus, les ¢léments des deux premieres lignes
ont tous pour valeur initiale zéro : car, si I'on considere, par exemple,
le premicr ¢lément de la premiere ligne, il a évidemment méme valeur
initiale que I'expression

Q'/j _OMy dyy  OMy dy,

Js dyy 0s dyy Us ’
laquelle est nulle quels que soient s, ¢, puisque expression

75— M:;(Vir "/2)

jouit clle-méme de cette propriété. Cela étant, le déterminant (14) a
¢videmment méme valeur initiale que le produit du déterminant (15)
par le déterminant formé avec les trois dernieres lignes de (19); le
second facteur de ce produita donc, comme le produit lui-méme, une
valeur initiale différente de zéro, ce qu’il s’agissait d’établir.

IV. 1l résulte de ce qui précede que I'intégration du systéme
passif (1) sc ramene a celle du systeme passif (4), et par suite & celle
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d’un systeme passif d’équations différenticlles totales du premier
ordre.

Intégration d'un systéme orthonome passif de grade 1 ('),
dont le Tableau n'offre de cases vides que dans une seule colonne.

2. Pour familiariser le lecteur avee notre méthode, nous n’aborde-
rons que progressivement le cas général formulé dans le titre ci-dessus,
et nous commencerons par supposer que les seconds membres du
systeme ne sont pas d’ordre supéricur a r.

Observons & ce propos qu’un systeme du premier ordre, résolu par
rapport & certaines dérivées des fonctions inconnues qui s’y trouvent
engagées, ne peut manquer d’étre orthonome, si toutes les cases vides
de son Tableau se trouvent situées dans une méme colonne. Suppo-
sons, en cflet, pour fixer les idées, qu’il implique Ies trois fonctions
inconnues «, ¢, w des cing variables indépendantes #, y, =, s, ¢, ct
que toutes les cases de son Tableau soient pleines, 4 Iexception des
cases (s) el (¢) de la colonne (¢); pour se convainere de la nature
orthonome d’un pareil systeme, il suffit d’ativibuer: 1°a @, v, 3, s, ¢
des cotes premicres égalesiar, et d w, o, w des cotes premieres nulles;
2° hx, y, 5 et u, ¢ des coles secondes ¢galesi 1, & s, ¢ et w des cotes
sccondes nulles.

Dans le cas ot les seconds membres du systeme en question sont
lin¢aires par rapport aux dérivées (premitres) des fonctions incon-
nues, nous dirons, pour abréger, que le systeme est lincaire.

3. 8i, dans le Tableaw d’un systéme passifet linéaire du premier ordre,
loutes les cases vides appartiennent & une méme colonne, la recherche de
la solution ordwinaire qui répond a des conditions initiales donnédes se
ramene a l’intégration successive de dewx systémes passifs d’équations
différentielles totales du premier ordre, dont le second est indépendant du
chota: des conditions initiales (*).

(1) Pour la définition da mot grade, voir I'lIntroduction du présent Mémoire.
(%) Yoir les Comptes rendus du 3o juillet 18¢7.
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[. En supposant, comme au numéro précédent, que le Tableau con-
tienne cinq lignes et trois colonnes, avec deux cases vides dans sa
derniere colonne, le systeme proposé est de la forme suivante :

) ,
TR L AN S T B%} o BB O By O,

wx d

. ws _(); wt Jdw Q‘_’_ — ws (_)‘_‘ we d d“' W dw
-—'Buy‘*‘Bu_y s +Bl:) ()l ())’ “‘BV;V+BV_Y Js +Bu_y ()t d_)’ u_} Bwjr Js
ow we O dv s O o v dw ws O
B 5z =Be B S + B ()‘_B“z-f—B‘,._-
:1m+3x@iknmﬁh OV_BM+Iﬁ2L+B“0W
Js Jt Js
_BM+B$%L+B%3: %§=B“+Bwi¥TBy$

ot les B désignent des fonctions données de x, y, z, s, ¢, u, ¢, w.
L’hypothese de la passivité y entraine, comme nous allons voir, de
grandes simplifications.

Considérons en effet Ies conditions de passivité correspondant aux
dérivées cardinales qui intéressent les variables des lignes non entie-
rement pleines, ¢’est-a-dire ici les variabless Z. Dans les deux expres-

stons ultimes de la dérivée cardmale T les termes du second ordre

sont, pour I'une
ws () a4 we () d
Buc Js {N‘ -+ Bus —()77’
et pour I'autre
) L, 0%y
B )-;- B‘,iﬁdsdt,
on a donc, quels que soient , y, 5, §, 4, U, 9, W,

(20) Bii=o, Bii=o, Bi=Bi.

us —
On a de méme, par le changement de u eny,
(21) Bi==o, B%=o, BI=B.

Considérons maintenant les conditions de passivité correspondant
aux dérivées cardinales qui intéressent, avec I'une des variables s, ¢,
'une des variables x, y, z. En désignant par H, la valeur commune
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des quantités B?, By, par H, la valeur commune des quantités B‘f;,
B¥/, et introduisant dans le systeme donné les simplifications qu’in-
diquent les relations (20), (21), on trouve, pour les termes du second

ordre contenus dans les deux expressions ultimes de la dérivce car-

dxmle d » les quantités
0 0w 2w 0w
ws wt : vS . we .
Bu.): 0 B(Lx ) d[ }I“ (I;:’).E ) 2 '_ B“"t os ()l>7

et de méme, pour les termes du second ordre contenus dans les deux

expressions ultimes de la dérivée cardinale » les quantités

() 0
ws 9 ”_ - wt P’ w ws (),_‘_r_ - wt 1)_1‘
e A s

On en déduit, & cause de la passivité supposée,

Br=TLBY,  BiL=ILBy,

)
(22) Bos = IT, B0, BY =TI, B,

d’oli, par le changement de @ en y el z successivement,

(23) 5 Buy=1M,Bg, By =By,
[ B =T, BY,  BE=T, B,

Bus= I, B, BB,
wa us Wz

2
(24) By =M, By,  BY=IL, B

En tenant compte des diverses identités (20), (21), (22), (23),
(24), et introduisant certains changements de notations, le systeme
proposé prend la forme

e oz 0t dx

9 __BM+II,‘< 5. 0741, ”f) A, HI,,(C L "i‘i), W W, 8, "d“

ds T ot

B8, 515 ) S =B (8,5 S E=wes g

dy Jds Yot Iy~ N

~l£,,,+1i,¢(ud-°i L) S =D ul<‘ Zam ), f"f_w s, 2

0 dt 2ot 1k ()s'
o 0( Jdw
+H, 3 % +H, e
7 de dw
H“W’ -;)-—!' th Hg-—")

+T

;);v
T o’
o
y')’[’
m ()‘V
+ 1T o’
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les coefficients (fonctionsde @, y, z, s, £, u, ¢, @) qui figurent dans les
seconds membres se trouvant, en vertu de la passivité, liés entre eux
par certaines relations qu’il est inutile d’écrire.

Le probleme que nous nous posons actuellement consiste i recher-
cher, dans un pareil systeme, la solution ordinaire qui répond i un
groupe donné de conditions initiales, savoir :

u=1u, |

POUr & — &)=y — Yo==5 — 5y =S — §=1—{,=0,

(26) (¢ =9 |

w=1(8, ) POUT T — Zy== ¥ — Y= 5 — 5= O.

1. Dans les trois 'prcmit‘:re% éqnalions de la colonne (u) du sys-
teme (25), remplagons H,, ut Hu o * parleurs valeurs tirées des deux
dernigres; puis, dans les trois prcmwres équations de la colonne (v),

remplacons de méme H ol IL, d ]m' leurs valeurs tirées des deux

dernitres; en posant, pour aln'cger,

Bup— U8y~ UTo=Uy,  Buu— V8, —V,T,=V,,
By — U8, — U,'t,:: Up  Boy—V,8,—V,T,=
Byo—UgS; — U, T, =1, Bz — V5 =V, T.=V,,

les trois premitres lignes du systéme (25) deviennent :

B ()u - dy ¢ dv ow ()
TSz T, LT ()—I'——-Vx%—sxz)*;-‘.‘Tlm: ?)}Z“W""{_S
L du o ou by ()t w09 ow
-z Uy+ by s -+ y'&‘[‘a (7:)_ __V3,+S ]y()l 0_}; ._VVJ,-FSD )
Ju ., Ju I 0 o 08 dw L Ow
_-U+s-d ]52)7 J‘-;_.\fl—‘:‘,zd ]“()z (—)—;__W;-;—bz—d—

Je dis que le systéme (27), indépendant des conditions initiales impo-
sées auw intégrales du systéme (25), est passif, comme ce dernier.

Effectivement, ce systeme est de la forme (1), définie aun® 1, et les
relations obtenues en égalant entre elles les deux expressions ultimes
de chacune des dérivées cardinales sont de la forme (3). Parmi les rela-
tions (3), quisont toutes des conséquences analytiques de (27), par
suite de (25), les trois derniéres ne contiennent aucune dérivée qui

o, ()w
m O
+ Ty ot’

w

]“()l
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soit principale relativement au systeme (25) : elles doivent dés lors,
puisque ce dernier est passif, étre vérifiées pour toutes valeurs numé-
riques des quantités qu’elles renferment, c’est-a-dire étre identique-
ment vérifiées. On a donc identiquement :

Ax)-,s; 0, A_-,;J-,IZZ o, 1\,r3',x|': 0,
Avss=o0, Apzu=o, Az =0,
Ayss=o, Ayzi=o, Ay =20,

et les six premitres relations (3) se réduisent alors &

f\.ﬂ;r,u =0, Apzu==o0, Ayz,u =0, Ax:)’,u"—': 0, Apze=0, Ay:,u =03
celles-ci, ne contenant que z, y, 3, s, ¢, u, v, w, doivent, & cause de
la passivité de (25), étre vérifiées pour toutes valeurs numériques de
ces quantités, c'est-d-dire étre identiquement vérifices comme les
précédentes. En conséquence, toutes les conditions de passivité du

systeme (27) se trouvent identiquement satisfaites, ce que nous vou-
lions établir.

II1. Cela posé, considérons, dans le systeme (25), le groupe des
intégrales ordinaires, «, ¢, w, qui répondent aux conditions initiales
données (26) : si P'on désigne par

u(s.t), (s, t)
ce que deviennent «, ¢ dans I’hypothese numérique
(28) A= Ly T Y e YIRS Gy T O

ct par
Y(@,y,5,851t), ®(r,y,355¢), W(ry, 381

certaines fonctions dont chacune s’annule dans la méme hypothese, il
est clair que les intégrales dont il s’agit peuvent, par un groupement
convenable des termes de leurs développements, étre mises sous Ia
forme

(29) u=7Y+v, v =@+ g, wem W+ g

on voit d’ailleurs qu’en vertu des conditions initiales (26), les fonc-
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tions u(s, ¢), ¢(s, ¢) satisfont elles-mémes aux suivantes :

‘ U= Uy '
(30) cpour s — §y== ¢ — ¢y = o.
o= )

Cela étant, si, dans les deux dernieres lignes du systeme (25),

du L 0w L oy
Js T Us =+ 1L, os’ s Vet Hy s
du o Ow gv i
"()‘Z~——-Ul+llu'()—£7 -—()—t__vl-—{—ll‘,-;j-z,-

on introduit ’hypothtse numérique (28), il résulte des formules (29)
du Ju ov  Jde
7);7 97’ D) 95 Ot

du dv do dJdo dw  dw
* 95 D0 9, s’ —JZ’ ct o, o5 Ur

(ouY, ®, W s’annulent dans cette hypothese) que «,

se réduisent respectivement a v aux

. . Y o . . .
fonctions connues ¢, 7)%), 5—? Les fonctions v, ¢ vérifient donc, avec

les conditions initiales (30), un systeme différentiel total du premier
ordre, dontlapassivité est d’ailleurs évidente: car, le systeme (25) étant
passif, on peat, sans toucher aux valeurs numériques x,, ¥, 5, ni a la
fonction ¢ (s, ¢), qui figurent dans les conditions initiales (26) en méme
temps que les valeurs numériques s,, t,, 4, 9,, faire varier arbitrai-
rement ces dernieres, qui figurent scules dans les conditions ini-
tiales (30).

Si maintenant on suppose cennues les fonctions v, ¢, on se trouve
ramené, pour connaitre u, ¢, w, 4 rechercher, dans le systeme pas-
sif (27), la solution ordinaire répondant aux conditions initiales

u =v(s, t)
g =q(s, L) ) POUr & — &y== ) — Yy= 5 — 5p= O
w = (s, £) g

Or, Uintégration du systeme (27), indépendant du choix des condi-
tions initiales imposées aux intégrales de (25), se raméne, comme
nous avons vu au n° 1, a celle d’'un systeme passif d’équations diffé-
rentielles totales du premier ordre. '
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4. Laconclusion formulée au numéro précédent est applicable & un sys-
téme passif et non linéaire du premier ordre, dont le Tableau n’offre de
cases vides que dans une seule colonne (*).

Supposons, pour fixer les idées, que I'on ait affaire au systeme

(31 F=Ue g =Ve  GEEWe
%i: = U, %‘; =V,
%% =1, g%’ == Vy,

olt u, v, w désignent trois fonctions inconnues des cing variables indé-
pendantes x, y, z, s, ¢; ces équations (31)ont pour scconds membres
certaines fonctions connues de

Jdw  dw

Xy, Yy B, S b w, ¢, W,

ds’ ot’

et nous supposons, comme le dit I'énoncé, qu’elles forment un sys-
teme passif. Le probleme que nous nous posons consiste a rechercher,
dans un pareil systeme, la solution ordinaire qui répond & un groupe
donné de conditions initiales, savoir :

N
i

. YOUL & == L= Y e Yo =m 8 ommm Ty § e § o e 2 O
(52) {p oo Vu % I 0 .7 ,)’o 0 0 0 Fl

w =z (S, £) POUL & — &y = Y ~— Yo== 5 — 5= 0.

I. Posons

33 dw o
(33) gs = o gt

(1) Voir les Comptes rendus du 3o juillet 1894.
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Lo dw, dwy
U7 =5 >; introduisons ce changement de notations dans les

équations (31), et considérons les équations suivantes, qui, moyen-
nant le changement de notations, sont évidemment des conséquences
analytiques de (31) :

3t () (2 )
%:Vw-%"%’f("" V)« Gz (5 =)

(35) 3—;" :Ww—%}sz(gff >+M v _ )
awy, ()W dwa,—}-()wa, dVVx . dWx dw', IW ()w,

\ dx T ot + oy ow Tt ows o5 ¥ ow ()w, ot

Adjoignons ensuite aux équations (34) un groupe

(35),
se déduisant de (34) par le changement de « en y dans les indices et
dans les différenticlles, puis un groupe

(36),
se déduisant de (34) par le changement de x en z dans les notations
dont il s’agit; les équations

(34), (35), (36)

constituent, dans leur ensemble, un systeme du premier ordre, S,
impliquant les inconnues

’ ’
u, gy W, Wy Wi

et indépendant des conditions initiales imposées aux intégrales

de (31) : je dis que ce systeme S est passif, comme (31).
Effectivement, il est de la forme (1), définie au n° 4, et, par consé-

quent, les relations obtenues en égalant entre elles les deux expres-
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sions ultimes de chacune des dérivées cardinales, sont de la forme

sulvante :

(37)

(f0)

CH. RIQUIER.

| ry,:%% +Axy7,%ltf
§ Bazs %—? -+ Ax“,l%itt
( Ayes %;i + Ay:,t?)(:
S Aﬁyasg—: +A-’Cy,t‘g‘;
Aazs Z—S -} sz,:%
( Ayz,s gf “+ Ay, %:_’
sz’,s %‘; -+ A 2352 %i:.’
Ay:,x S}))(—: -+ A ¥l .(())(}'
Agzs %’.{'5 = A, 0(;‘6':
? Ayzys %%‘ ~+ Ayze %‘)ﬁ;&
/ Axy,s(z(;_g-(“ e xy’t%‘);;;
| Az, %}? +sz,l%‘;’t
¥%:8 %%2 + Ay %‘;ﬁ

-+ Axy,u =0,
- Ax:,u =0,
—+- .Ay-;,n =0,
-+ Ax_‘y,(r =0,
“+ Az =0,
—+ Ayz", =z 0,
—+ A;r:y’,1£' 0,
-t A.-rz,w =0,

e A],:,w == 0,

LV Mgy, = 0,

el Ax:,w; =0,

- Ayz,wf, =IO,

-~ Axy,w" =0,

Yiua Ax:,w; =0,

+ Ayzw =0,

ol les A désignent certaines fonctions de

(42)

Parmi les relations ci-dessus, qui sont toutes des couséquences

Ty ¥, &, 8 L, U,

(39

(£

, ,
, W, 5V
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analytiques de S, et par suile [moyennant le changement de nota-
tions (33)] de (31), les trois dernieres ne contiennent, avec les quan-
. s O, . . ..,
tités (42), que —*f et -+t : elles doivent done, & cause de la passivité
de (31), étre vemflecs pour toutes valeurs numériques des quantités
qu'elles renferment, c’est-a-dire étre identiquement vérifiées. Les
divers coeflicients A qui figurent dans les relations (41) sont done
tous identiquement nuls, et les relations (37), (38), (39) et (40) se
réduisent alors

()x,

A.L'y.,u =0, Avzn =0, A)‘:,u =0,
ANpyyo =0, Apse =0, Ayzp =0,
Aoy, =0, Az w =0, Ayzw =0,
Ay == 0, A pzyn =2 0, Ayow =03

ces dernieres, ne contenant que les quantités (42), doivent, & cause
de la passivité de (31), étre vérifiées pour toutes valeurs numériques
de ces quantités, ¢’est-a-dire étre identiquement vérifiées comme les
précédentes. En conséquence, toutes les conditions de passivité du
systeme S se trouvent identiquement satisfaites, ce que nous voulions
élablir. '

. Celaposé, considérons, dans le systeme (31), le groupe des inté-
grales ordinaires, w, ¢, w, qui répondent aux conditions initiales
données (32) : si 'on désigne par v(s,2), (s,¢) ce que deviennent
u, v dans I’hypothese numérique

L= XYY = Y= 55— 5 =0,

on verra, comme au numéro précédent, que les fonctions v, go vérifient,
avec les conditions initiales
v Uy )
pour §—8§gz==L — t,== 0,
¢ =y |
un systeme passif d’équations différentielles totales du premier ordre,
qui s¢ déduit des deux dernieres lignes de (31) par Pintroduction de
cette hypothese numérique.

Ann. de UFe. Normale. 3° Série. Tome XVIII. — Dicemnre 19ot. 56
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Les fonctions v, o étant supposées connues, on obscrvera que les
fonctions

u [ 139 (. == —) W, =
J 2 3 $ ()S l ot

vérifient le systéme passif S, et I’on se trouvera ramené a rechercher,
dans ce dernier systeme, la solution ordinaire qui répond aux condi-
tions initiales

=v (s, t)
=9(s,
v = (s, l)
, dd(s, L) | pour X Xy TmY == VRS - 5= 0.
e
,_0Y(s,¢)
v, = T

Or I'intégration du systeme S, indépendant du choix des conditions
initiales imposées aux intégrales de (31), se ramene, comme nous
savons (n° 1), a celle d’un systeme passif d’équations différentielles
totales du premier ordre.

5. Les exemples suivants, quelque peu d’intérét qu’ils offrent par
eux-mémes, aideront & mieux comprendre les méthodes que nous
venons d’exposer.

I. Etant donné le systeme linéaire passif

(.).{_-——-p[..‘.-q(u._—-op__ a- )()‘ ..l,,_r)gf f)‘i '~~(1( ,,,,, 3 LI Z ()U }_!)}:
dw dy 03 dr ‘ )()/ Js’
Jdu Je

/ —

3 1oy =20y
| gz =@ HF2r—utao,

ol se trouvent engagées deux fonctions inconnues des trois variables
indépendantes , y, 5, on propose d’en rechercher la solution (u, ¢)
satisfaisant aux conditions initiales

w=A pour & ZZ YIRS IR0, .
P = @l yH3)? pour XD 0.



SUR LES SYSTEMES DIFFERENTIELS, ETC. 443

En désignant par u(y, z) ce que devient « dans I’hypothese numé-
rique = o, la fonction v vérifie, avec la condition initiale

v=—A pour y=s=o,
le systeme passif d’équations différentielles totales

d.
oy
0

.)i :[I(y ) 5)@(y+:.)°‘+ 2 el¥+3) Ly,
Js

= G(y + 3)ew+ar,

Ce dernier a pour intégrale générale

v = 2el+3) 4 Ce—3;

d’ailleurs, i cause de la condition initiale imposée 4 u, on doit avoir
C= A — 2, ce qui donne
vz 2e T4 (A — a)em3.

On se trouve ainsi ramené, par Uapplication de notre méthode, &
intégrer le systeme

Qi . 0w du
G T e A0 — XA 2 A (U — 20— %) = A= =
753 dy  ds
dv oy Jv

(e — 20——.2"2);)5; ~+- g3

dr
avec les conditions initiales

u==2er 4 (A —2)e?
p == ply+a)

(44)

pour =z =o.

A cet effet, on forme I’équation aux dérivées partielles (homogene)

()'/ ] 2%..—91’- —_— e 2 _(Z__
(—)—;?-—-(u-—-?c x){)y )5 (10 — 25 Z -J.—zx)()u__ ,

ol / désigne une fonction inconnue de @, y, 5, «, ¢; son intégrale
générale est une fonction arbitraire des quatre quantités

x5 ¢, (t—ov—2a)e®, y4u—20—z



444 CH. RIQUIER.
On pose alors

(45) p=PQ(x+ 35,y +u—av—2z?),
4

[ (=20 —a?)e =W (r+3z,y+u—oap—ur?),

¢t 'on détermine les composantes ®, W de maniere que les valeurs
de u, o tirées de (45) vérifient les conditions initiales (44). Pour
cela, il faut que l'on ait, quels que soienty et =,

e+ = Oz, y 4+ (A —2)e3],

(A—2)e=s=W[s,y + (A —2)e<];

c’est-a-dire, en elfectuant le changement de variables

<

e
S 8=

1

<

Y+ (A—a)es=

2y

que 'on ait, quels que soient 0, et 0,,

PRVELIE \
(}IOH”' 01'"(‘\‘1"' o (l'(./)lv 0:&)7

(A —2)e-N=W (0, 0,).

Les composantes @ et W étant connues, les formules (45) de-
’ I

viennent
g 1oz TR (A= 2)e T (dm e ]

U 04 e 22 (A~ 2)e?,

et la résolution de ces dernieres par rapport a « et ¢ fournit les inté-
grales cherchées du systeme (43).
II. Considérons le systeme passif non linéaire

Qﬁf—zacvi—?(rt — 12 (1)11 P, & = (U — gt L’“’)(m‘)’“ g
dz ™ 7 ST v )\()}' 0z gw o MM ‘())') Jz
. Ju Jdv
§ — O e
(46) dy 9())'7
Q—If =&t 20— w2 s
b ds T ” "0z’

ol se trouvent engagées deux fonctions inconnues des trois variables
indépendantes x, y, =, et proposons-nous d’en rechercher la solution
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(u, ¢) satisfaisant aux conditions initiales

w=A pour r—=y=—xsz=o0,

g =y 4+ 5° pour x=o.

En désignant par v(y, z) ce que devient « dans I'hypothese numé-
rique @ = o, la fonction v vérifie, avec la condition initiale

v=A pour  y=s5=o,

le systeme passif d’équations différentielles totales

()u__?

dy 7

0 )
5?7:2(}"*"'5““5')”‘“‘

Ge dernier a pour intégrale générale
v=a(y -+ 3?) +Ce™%;

d’ailleurs, & cause de la condition initiale imposée a u, on doit avoir
C = A, ce qui donne
v=a(y 4+ 3)+Ae "
On se trouve ainsi ramené, par I'application de notre méthode, &
intégrer le systeme

Jdu p du du
e o A (=20 — &) (1 - 20} 2p (U —2¢—a?) —
Jda: z +( ) 7)oy )dy s
Jy ‘e , 1% Jdv
— == (229 — )} F20 (U —20—2)— 4+ —
duw (2 + ) »( )dy 03’
’ o o
Py = 20, (1 — 29 —2*) %y -+ 0_31,
dx Jdy 0z
e, , v, v
= (e op — ) VR dov (U —2p—22) =2 4 =
Pl Cals ) ¥y ¥ ) dy = 03’

aux (uatre inconnues «, ¢, v'}., ¢_, avec les conditions initiales

w=2(y-+ 5%+ Ae*

p =y -+ 3
pour & == 0.
o
4=

(47)
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A cet effet, on forme I’équation aux dérivées partielles (homogene)

af y , .()f af i ) a2 af
(—)T;—z‘y(u——gc——. a-)-f-(—;—;q—[orﬁ—(u——w—x)@ 2¢] )]()u
! ()/ ra ()/ —_—
—»-vf(u—-—zw—-—m?)()«—(_Y-(u—— 2(’——x2)})—v7;_0,

ou f désigne une fonction inconnue de z, y, z, u, ¢, ¢,, ¢_; son in-
tégrale générale est une fonction arbitraire des six quantités

My @5, 0L—0, yoi—arl, (u—ap—a*)eF, o402 (u—20— 2.

On pose alors

(0 —2¢—ae %= Y(x -+ 5,0, — ),

¢ = D (2 5, 0 — ),
(48) oy o
oot 0P (=20 —a*)=W(x-+s3,0;—7),

Yoy—av,== Q& 4 3,0, —¢),

et 'on détermine les composantes Y, @, W, Q de maniere que les
relations (48) soient identiquement vérifiées quand on tient compte
des conditions initiales (47). 1l vient ainsi
Ae=?= Y (5,25 —y — 5%),
1= d(5,25—y—3

Ae=3ge y - 32 = W (s, 05 — y — 3%),

19
~— ~—
-

y--hs= (5,25 —y-—3%),
relations qui, par le changement de variables
z=20, 25—y —5t=0,,
prennent la forme
Ae=b=0(0,, 0,),
1=®(0,,0,),
Al 20,— 0,= "W (0,, 0y),
— 0% — 20, — 0,= Q(0,, 0,).

Les composantes X, ®, W, Q étant connues, les relations (48) de-

viennent
(& —20—2%)e~%== Ae—(Z+3),

!

V=1,
vt 0 (U= 29— 2?)== Ae~ @) (2 - 5)+ ¢ — ¢/,
Yy — o=y — ¢, —a(x+z)— (2 + 35)?,
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et 'on en tire
Py (24 5) A — Aem (),
u=o¢-+a*+ Ae-3,

solution cherchée du systeme (46).

INI. La méthode d’intégration exposée au n° 4 est évidemment
applicable & tout systeme passif du premier ordre ou ne se trouve
engagée qu’une scule fonction inconnue, puisque le Tableau d’un
pareil systeme ne comprend qu’une scule colonne.

Considérons, par exemple, I’équation aux dérivées partielles

p -(-)-ﬁwu—i—()u'q- d_ﬁz
(49) dx T dy \():> ’

ol u désigne une fonction inconnue des trois variables indépen-
dantes @, y, z, el proposons-nous d’en rechercher 'intégrale parti-
culitre qui, pour = o0, se réduit & ¢"+ yz. On se trouve ramené,
par 'application de notre méthode, & intégrer le systeme

du ‘o Jdu , Qu
-)—“; el { AESS] l(; - ")"“— -2 I(: -“—)“"' [l
ox dy J3
du', o, Ju’
Y ’ J ! y
== /1 e e QL ey
Jdx ’ Jdy % Js
Jdu’, , dud’, , du,
et =, -+ A 20U, <
dx ® dy ds

aux trois inconnues u, u’y, u,, avec les conditions initiales

s w=e’+y3

" ” - —
Uy=6e"-+5 pour x =o.

(50)
( u; =y
On forme, a cet effet, 'équation aux dérivées partielles (homo-
gene) ) N )
o I ’of+(u-——u;1)(5{-; + i mji—}—u’.—[———o,_

e o o e QUL = =
2% 05 Y ody; 20

de  dy

ot/ désigne une fonction inconnue de @, y, 5, u, u,, u s son intégrale
générale est une fonction arbitraire des cinq quantités

J ro ‘ -
x4y, 542U, weF, ue™ (w4 wul)e ",
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On pose alors

~ u

5 (4 uye *=D(x vy, 5+ 2u,),
(51) et =Wz 4y, 5 +2u),

{ Woemt= Q2+ y, 5+ 21),
et on détermine les composantes @, W', Q de maniere que les rela-
tion (51) soient identiquement vérifices quand on tient compte des
conditions initiales (50). 1l vient ainsi
e ys Ay =R (y, 54 2y),
Y+ 5 =UW(y, s4+2y),
y ==y, 5+ 2y),
relations qui, par le changement de variables
Y= 01 4 5oy ==,

prennent la forme

A 0% O 0y (0, 0y,

Ay 900~ 0y =" (0,,0,),
Oz (0, 0,).

Les composantes @, U, Q étant connues, les relations (51) de-
viennent

Wy =2 ¢F | eFNY e g (@ y) A5 A 2l ],

wlom= e* (- ),
et on en tive
=5 (& = ) e - 2V e (e — 1) (- y ),

intégrale cherchée de I'équation (4¢).

6. La conclusior formulée au n’ 3 est applicable a un systéme ortho-
nome passif de grade 1 et d’ordre supéricur @ 1, dont le Tableau r'offre
de cases vides que dans une seule colonne.

Supposons, pour fixer les idées, qu’on aitaffaire au systeme ortho-
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<o

nome et passif, de grade 1,

I du d¢ . O
— — —_— =Y. = W
d.l,’ [‘ X (),,L' \ a0 ()‘L' - \\ aZ
Jdu adv . O
-—— — U.. —_— . e — W ..
(),)’ e ()), \ ) ()J' “.‘ ’

(3’5) ¢ i)"{i = U, ‘(E =V,

L ds Js
du -
i U, i Vi
du _ o L
o =V G =Vo

ol u, ¢, w désignent trois fonctions inconnues des cing variables 2,
Y» 558, &, et soit N Tordre maximum (plus grand que 1) des dérivées
figurant dans les seconds membres : ces derniers sont alors fonctions
des diverses quantités
@y ), 3, 8, L U, 0, voel -(){'l’im"
. 03% Js® duY
(a-+B-+7y=1,2,...,N).

e probleme que nous nous posons consiste & rechercher, dans un
pareil systeme, la solution ordinaire répondant & un groupe donné de
conditions initiales, savoir :

!

5 =y ) .y
oy our & — xy== Y — Yy==5—ZS,=85§ — 8§yl —1{(,=0
(;).))) (g = p, ‘ p 0 Y Yo 0 [} 0 y

( we=(5, 8, L) pour & — Ty==y — ¥y=0.

I. Considérant, & lexclusion de toutes autres, les solutions, en
nombres entiers positifs ou nuls, de I’équation indéterminée

(541 i+ 2y ...+ x,=N,

oll @, &y, ..., x, désignent des inconnues en nombre quelconque (au
moins égal & 2), et N un entier positif donné, nous dirons que deux
semblables solutions,

! ’ ’
a, ay, .., x,
"

»" v
Ly Xy ey X,

dnn, de U'Ee. Normale. 3¢ Série. Tome XVIIL. — DECEMBRE 1901, 57
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sont vowsines, siles différences

ot M . " L/ M
Xy — Xy, Xy — Xy e, I X,

sont toutes nulles, & U'exception de deux, dont une égale & 1, et "autre
a —T.

Cela posé, on peut, avec les diverses solutions (en nombres entiers post-
tfs ou nuls) de '¢quation (54), former une suile ayanl pour termes
exirémes

(N,0,...,0), (0,0,...,N),
et lelle que deux termes consceutifs quelconques soient des solutions voi-
senes.

La proposition est évidente pour p == 2, car les solutions de I'équa-
tion (54) peuvent alors étre rangées comme il suit :

(N,o); (Ne—1,1); (N 92,2); ...; (,N-—-1);5 (0,N).

Il suffit done de faire voir qu’en Ia supposant vraie pour p — t incon-
nues (p > 2), elle Pest nécessairement encore pour p inconnues.

Or, les diverses solutions de 'équation (54) peuvent évidemment se
partager en N -1 groupes, suivant qu’elles vérifient 'un ou 'autre
des systemes

Ly Ly Xy o N €, 0
&y Xyt Xy N, =
L) A Ly A&y N -2, &y 2y
.......................... , ceeenel
&y e Ly RIS &, = N =1
2yt 2y -+ g, == 0, v, == N.

D’an autre coté, la proposition étant supposée vraie pour p — 1 incon-
nues, on peul, avec les solutions de ces N+ 1 groupes, former les
N ~+ 1 suites

(N, 0y 00y O 0)y .., (0, Oy ooy N, 0);
(0, Oy v ey No=1,1)y ovvy (N -1,0,...,0, 1);
(N--2,0,...,0, 2y, ..., (o0, Oy ey Nom0,2);
(0, 0, ...,N-—3,3), ..., (N—3,0,...,0, 3);
............. feeieviey wesy wweedesedusissercsenes}

(0,0, ...,0,N),
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dans chacune desquelles deux termes consécutifs quelconques sont
des solutions voisines de I'équation (54). Cela étant, il nous suffit,
pour achever la démonstration, d’observer que la premiere suite com-
mence par (N, o, ...,0,0), que la derniere comprend le terme unique
(0,0,...,0,N), et enfin que, dans deux suites conséeutives quel-
conques, le terme final de la premiere et le terme initial de la seconde
sont deux solutions voisines.

II. L’inconnue s étant, dans le systeme proposé (52), la seule qui
admette quelque dérivée paramétrique, il résulte immédiatement de
"orthonomie du systéeme que, si 'on considere la relation ultime ayant
pour premier membre )

(55) ey (¢ +0G+y=N),
son second membre est d’ordre au plus égal & N + 1. Cela posé, je dis

que lensemble des termes d’ordre N + 1 dans le second membre dont 1l
s’agit est de la forme

ONLgp l ARREY 9 O+ 1p
J3% 1 )sB ) % sBr gy T gsx gsB gt

(56)

ot les fonctions 1, K, L satisfont aux conditions suivantes : 1° elles ne
conliennent, avec x, y, 5, §, L, U, ¢, w, que des dérivées paramélriques de v
d’ordre inféricur a N -+ 1; 2° elles sont independantes des valeurs attribuces
@ o, B, v (sous la condition o+ + =N).

10 Vétablirai, en premier lieu, que lexpression ultime de Ia
dérivée (55) est linéaire par rapport aux dérivées paramétriques
d’ordre N 41, et qu’elle n’en contient pas effectivement plus de trois,
celles qui se trouvent mises en évidence dans I'expression (56).

Exécutons en effet, comme il suit, sur I'équation -g—‘;— =W,, a déri-
vations premieres relatives 4 =, § relatives & s, v relatives & ¢; la pre-
miere dérivation n’introduit dans le second membre, en fait de dérivées
principales, que des dérivées premieres de « et ¢, qu’on remplacera
par leurs expressions ultimes, et, envertu de 'orthonomie du systeme,
le second membre de la relation résultante sera d’ordre au plus égal
a2; en clfectuant sur celle-ci une nouvelle dérivation premiere, et rem-
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placant par leurs expressions ultimes les dérivées premivres de wete
que cette opération y introduit, le second membre de la relation ainsi
obtenue sera d’ordre au plus égal & 3. Ainsi de suite. Quand on aura
effectué N — 1 dérivations premieres, en ayant soin de remplacerapres
chacune d’clles les dérivées premieres de w et v par leurs expressions
ultimes, on tombera sur une formule dont le premier membre ser:
d’ordre N, et dont le second, indépendant de toute dérivée principale,
sera d'ordre au plus égal A N. En exécutant alors, sur la formule dont
il s’agit, la Nieme dérivation premibre, la relation résultante aura pour
premier membre la dérivée (55); quant & son second membre, il
ne pourra conteniv, en fait de dérivées d’ordre N + 1, que des dérivées
paramétriques, il sera de plus linéaire par rapport a elles, et, en rem-
placant finalement les dévivées premivres de wet ¢ par leurs expres-
sions ultimes, qui sont au plus d’ordre N, cette double propriété sub-
sistera. En résumé done, la suite des opérations que nous venons
d'indiquer conduit, pour la dérivée (55), & une expression indépen-
dante de toute dérvivée principale, et linéaire par rapport aux dérivées
paramétriques d’ordree N+ 1 de . Dailleurs, cetle expression n’est
autre que expression ultime de la dérvivée (55) ¢ car, le systeme pro-
posé admettant un groupe (unique) d'intégrales ordinairves pour des
données initiales arbitraivement choisies, il est clair que les deux
expressions dont il s’agit doivent étre égales pour toutes valeurs numé-
riques des quantités qu’elles renferment, ¢’est-a-dire étre identique-
ment égales. ‘ '

Ainsi, expression ultime de la dérivée (55) est lin¢aire par rapport
aux dérivées paramétriques d’ordre N 1 : elle n’en peut d’ailleurs,
comme nous allons le voir, contenir aucune dont Pordre partiel relatif
4 5 lombe au-dessous de a.

St e est nul, ce point est ¢vident.

Supposons «>o, et considérons, d’une part, I'expression ultime
de (55), d’autre part, U'expression ultime de

ONFigp
da ds+390
Sisur l'expression ultime de (57) on effectuc o dérivations premieres
relatives & =, en ayant soin de remplacer aprés chacune d’elles les
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dérivées premieres de u et parlears expressions ultimes (d’ordre <N),
on tombe sur I'expression ultime de

ON A 1tk (g

(3) O 5% Js*+8 9er

Si sur 'expression ultime de (55) on effectue « dérivations premibres
relatives & s, en effectuant apres chacune d’elles les substitutions dont
nous avons parlé, on (ombe encore surl'expression ultime de (58).
Les deux expressions ainsi déduites, 'une de (57), Tautre de (55),
sont done identiquement égales entre elles. D'un autre coté, il estbien
facile de sc vendre compte que chacune d’elles est linéaire par rapport
aux dérivées paramétriques de w d’ordre N+ 1+ ;5 que pour obtenir,
dans l'expression déduite de (57), la portion linéaire et homogtne
d’ordre N - 1 + o, il faut considérer, dans (57), la portion linéaire et
homogtne d’ordre N+ 1, et eflfectuer sur chacune des dérivées
d’ordre N1 quiy figurent la dérivation é):—‘, en assimilant les coeffi-
cients de ces dérivées i des constantes; que pour obtenir de méme,
dans Pexpression déduite de (55), la portion linéaire et homogene
dordre N+ 1 = a, il faut considérer, dans (55), la portion linéaire et
homogtne d’ordre N +1, et clfectuer sur chacune des dérivées
d’ordre N 1 qui y figurent la dérivation D(');i’ en assimilant les coelfi-
cients de ces dérivées a des constantes. D’apres cela, il est clair que,
dans l'expression déduite de (57), aucune dérivée de w d'ordre
N -+ 1 -+ o ne possédera, relativement & z, un ordre partiel inférieur
& a : il en sera done de méme dans I'expression identique déduite
de (55). D’ailleurs, pour avoir les dérivées d’ordre N + 1 + o figurant
dans cetie dernitre expression, il suffit, comme nous I'avons dit, de
considérer les dérivées d’ordre N+ 1 figurant dans 'expression ultime

OION , , . 0* . qe , .
de (55), et d’effectuer sur elles la dérivation P c’est-h-dire une déri-

vation n’intéressant pas la variable z : on en conclut immédiatement
que chacune des dérivées d’ordre N +1 figurant dans I'expression
ultime de (55) possede, relativement & =, un ordre partiel au moins
égal a a.

Ainsi, 'expression ultime de (55) est linéaire par rapport aux dé-
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vivées paramétriques d'ordre N + 1 de w qu’elle contient ¢ffectwvement,
et, pour l'une quelconque de ces dernieres, les ovdres partiels relatifs
Wz, s, t ne peuvent tomber au-dessous de «, B, y respectivement :
comme on a d’ailleurs o +  + v = N, ces ordres particls sont néces-
sairement ¢gaux, '

soitd e--1, 0, 7,

soitd o, B-+1,7,

soitd e, 3, v+1,
¢’est-d-dire que, dans Uexpression ultime de (55), la portion linéaire
et homogene d’ordre N -1 est bien de la forme (56), ou H, K, L ne
contiennent, avee &, v, 5, 5, ¢, u, ¢, w, que les dérivées paramétriques
d’ordre inféricur A N+ 1.

2° Reste & faive voir que les fonctions H, K, L sont indépendantes

des valeurs attribuées a o, §, vy sous la condition o+ -+ ==N (").

\

Considérons i cet clfet les deux dérivées

()Z\'—H”, ().\‘ e

5q) SRRt RS R o
(59, da 05* JsB ot de )5+ JsB” Oy

olt o + '+ v =&’ B"+ v = N. En vertu de Palin¢a I, ces deux
dérivées peuvent éirerelices 'une i Pautre par une chaine de dérivées
telle que deux anneaux conséeutifs de la chaine correspondent i deux
solutions voisines de 'équation « + § +- v = N. Il suffit donc, pour
établiv que les fonctions H, K, L sont respectivement les mémes dans
les expressions ultimes des deux dérivées (5g), d’examiner Ie cas ol
ces deux dérivées correspondent & deux solutions voisines de I’¢quation
dont il s’agil.
Pour fixer les idées, nous supposerons

ol ==l 1, B Bl -1, =
et nous considérerons les deux dérivées

ONFp ON+1 (e

(60) —_— S R L S——
d dz* 0s ey dix 0z% =1 Qs+ gy

(1) Lorsque la fonelion arbitraire unique qui figure dans 'ensemble des déterminalions
initiales des inconnues ne dépend que d'une seule variable, I'équation = =N n’a qu’une
seule solution, et la deuxieme partic de la démonstration devient inutile.
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Dans les expressions ultimes de ces dérivées, les portions linéaires et
homogenes d’ordre N -+ 1 ont respectivement les formes

) ONFlgp , OVl , Ny
i K e U S
J3% QsB gLy 5% b1 gy ds% QsB gev+1

| (A A 7 SR AL

Cds* QsP gy Qs% 1 gsB2 gy Q3% =1 JsB 1 grr+!

Il en résulte que, dans 'expression ultime de la dérivée
()S-l—ﬂ(p
dx 93% gsb+1 gur”’
résultante d’ordre minimum des deux dérivées (Go), la portion linéaire
et homogene d’ordre N + 2 est, d’une part

ON+2gp o 0N ; Ny

(1. e KT PN AR S
O34 )P 1)y’ Jds% JsB+2 gur 3% st gur-rt

et d’autre part

N2 p , ON+2¢p

N2 gp

Yo

.. . S [ —— T [ U
L Qs gsBel 9oy 03% QsB+2 9y’ Js* gsh

On a donce identiquement
eI, K'=K, L/=L.

I1I. Considérons actuellement, dans le systeme (52), les relations
ultimes ayant pour premiers membres respectifs

du  de O
dx’ 0z’ dx
et
L a+-B4Y gy i
(61) ? “ (¢ +PB-+y=1,2,...,N):

0 03 055 0t

les deux premitres sont, en vertu de nos hypotheses, d’ordre au plus
¢gal 2 N la troisieme, en vertu de 'orthonomie de (52), d’ordre 1;
la quatrieme, pour la méme raison, d’ordre 1+ o + G +v. Pour les

. L ’ (L 4 o . . .
trois dérivées -()—[—(, o, (—)—‘}—, les expressions ultimes sont respectivement
dz” dz Jx
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U,, V., W,; pour la dérivée (Gr), on peut avoir.

ou bien g Py=1,0...,N—1,
ou bien o—+p-+y=N

dans le premier cas, je désignerai par W, g, Uexpression ultime de
la dérivée dont il s’agit, et, dans le scecond cas, par Py gy ce qui reste
de cetle expression ultime quand ony fait abstraction de la partie
lin¢aire et homogene d’ordre N -+ 15 je poserai enfin

o
()./ FPAY op
s Y

03% s )oY

(+p+y=1,2,...,N),

(62)

et jattribuerai aux notations H, K, L le méme sens qu’a ’alinéa précé-
dent.
Cela étant, je considere les équations

du “du ) du du-
=l ( - u;) - l\( - U,,.) + l,(\»()-l: — U,),
2 v ul9 e - e O
Qe Ve el ((): Vs ) <().s | '“') + "(?)‘Z =V t)’
v v 0.0 v . (()w \
e =W, < i AL ) - K <(): — gy x”) + L N -——(x"”":‘),

Ny

. 1 QeptaBy 4y,
(63) s ()‘:)) P = Wa,a,p,y - H <()‘~‘()/ ll — %18, ‘()
/ %, 0,8, \
’ "K(“‘)g*(‘;:"“’ —¢ ﬁ’l’{) (.‘-)u”.i_g._..(p'/ {j,Y“l)
\ (P~ =1,0, ..., N—1);
O™ By A S PR RY
— =P, - i ~- L
S oz @i, By =t I )~, + K Js | T
( (24P -y ==N).

[l va sans dire que, dans les cocfficients des dérivées premitres
mises ci-dessus en évidence, et dans les (ermes indépendants de ces
dérivées, on a introduit les changements de notations indiqués par
la formule (6G2); les ¢quations (63) sont alors toutes linéaires et du
premier ordre.] Je formerai ensuite, de la méme maniere, un groupe
d’équations,

(64),
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se déduisant de (63) par le changement de « en y dans les indices et
dans les différentielles. Les équations

(63), (64)

constituent, dans leur ensemble, un systeme du premier ordre, S, im-
pliquant les inconnues

u, 9, w, whby (a+B-+y=1,2,...,N),

etindépendant des conditions initiales imposées aux intégrales de (52):
je dis que ce systéme S est passtf, comme (52).

Effectivement, le systeme en question est de la forme (1), définic au
n° 1, et par conséquent les relations obtenues en égalant entre elles
les deux expressions ultimes de chacune des dérivées cardinales sont
de la forme suivante :

Jdu du du
(65) Axy,z _()-5 —t= Axy,.s‘ s -+ A:ty,t It -+ Axy,u =0,
" Jdy Jdv v
(()()) A;py’:‘(')‘g - Ax:y,q'(‘)“s b :\xy’[‘(jz -~ .A.xy',y =0,
. o dw ow
(()7 ) Amy,: ?)E i Axy,.s' ’(5:; -+ Amy,t Pr -+ Axy,w =0,
O By Jipt By OBy

(68) Axy,z"“‘(‘)‘:—“ + Azy,s 05 + Aay,e i T Azy it =0,
(a+P-+y=1,2,...,N),

ou les A désignent certaines fonctions de

(69) @, ¥, 5 & & ou, 9, w, whbY (¢ +B+y=1,2....,N).

Parmi les relations ci-dessus, quisont toutes des conséquences analy-
tiques de S, et par suite [moyennant le changement de notations (62)]
de (52), considérons celle qu'on obtient en attribuant & «, §, v,
dans (68), des valeurs particulieres o, 3', ¥, dont la somme soit égale
a N. Cette relation ne contient, avec les quantités (69), que

()(JV'Z': ﬁ”yl (JW“’7 ﬁ’:yl ()&V“’: 6':YI .
Jz ds o’

elle doit donc, 4 cause de la passivité de (52), étre vérifiée pour toutes
Ann. de l’Ee. Normale. 3¢Série. Tome XVIlIl. — DECEMBRE 1901. 58
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valeurs numériques des quantités qu’elle renferme, c’est-a-dire étre
identiquement vérifiée. Les divers coefficients A qui figurent dans la
relation considérée sont donc tous identiquement nuls, ct les relations
restantes du groupe (68), ainsi que les relations (65), (66) et (67), se
réduisent chacune & leur dernier terme, qui ne contient que lesseules
quantités (69); elles doivent des lors, & cause de la passivité de (52),
étre vérifiées pour toutes valeurs numériques de ces quantités.

En conséquence, toutes les conditions de passivité du systeme S se
trouvent identiquement satisfaites, ce que nous voulions établir.

IV. Cela posé, considérons, dans le systeme (52), le groupe des
intégrales ordinaires, u, ¢, w, qui répondent aux conditions initiales
données (53) : si I'on désigne par v(s,s,¢) et o(s,5,¢) ce que
deviennent « et ¢ dans 'hypothese numérique

X — Xy== Y — Y= 0,

on verra, comme au n°® 3, que les fonctions v, ¢ vérifient, avec les con-
ditions initiales

V=)

g ‘

pour 5= Gy § = Syl — [y 0, )

un systeme passif d’équations différenticlles totales du premier ordre
qui se déduit des trois dernitres lignes de (52) par Uintroduction de
cette hypothese numérique.

~Les fonctions v, g étant supposées connues, on observera que les

fonctions
O%HB+Y (g

3% Jsh gur
(¢ +B~+7=1,2,...,N)

u, 0, 1% et i BY ==

vérifient le systeme passif S, et I'on se trouvera ramené 4 rechercher,
dans ce dernier systeme, la solution ordinaire qui répond aux condi-
tions initiales

i ==v(58,¢)

4 =0(z,$,¢)

v =(3zs,¢) pour X — Xy= Y — Yy== 0.
()a-kﬁ—w{q}

W BY — T

0z%9dsb 9¢v |
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Or, I'intégration du systeme S, indépendant du choix des conditions
initiales imposées aux intégrales de (52), se ramene, comme nous
savons (n° 1), a celle d’un systeme passif d’équations différentielles
totales du premier ordre.

V. On voit, par ce qui précede, qu’étant donné un systeme ortho-
nome passif de grade 1 et d’ordre N, dont le Tableau n’offre de cases
vides que dans une seule colonne, on en peut toujours ramener I'inté-
gration a celle d’équations différentielles totales en adjoignant aux
inconnues primitives, 4 titre d’inconnues auxiliaires, les dérivées
paramétriques des ordres 1, 2, ..., N : il convient d’ajouter que, si le
systeme en question est lincaire par rapport aux dérivées de I'ordre N,
Padjonction de ces dernitres devient inutile, et qu’on peut alors se
borner & prendre comme inconnues auxiliaives les dérivées paramé-
triques des ordres 1, 2. ..., N —1. Nous avons, au n® 3, vérifié le
fait pour N =1, et nous en trouverons ci-apres, dans un exemple nu-
mérique (n°7, 1), une vérification nouvelle; il nous semble d’ailleurs
inutile &’y insister davantage (*).

7. Appliquons & quelques exemples la méthode exposée au numéro
précédent.
[. Considérons d'abord le systeme

du 1 [d*\* 1 [0%0\? dv __ dv e
s dx 2 <()y"' T3 ayt)’ de — dy “
(70) )

du _x (0
L dy 7 2 ())/*’) ’

ol se trouvent engagées deux fonctions inconnues des variables indé-
pendantes x et y. Ce systeme est orthonome, comme on le voit par
attribution aux variables et aux inconnues des cotes suivantes :

(1) On peut encore observer (et ¢’est la un point dont la démonstration serait fort
aisée) que, si le systéme proposé est d’ordre supéricur au nombre de ses inconnues, son
inlégration so raméne immédiatement : 1° 4 celle d’'un systeme de méme nature, mais
d’ordre inférieur ou égal au nombre de ses inconnues; 2° & celle d’un systéme d’équations
différentielles totales.
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Cotes premiéres........... 111 ]o
Cotes deusiemes. .. .......| 2|1 |1 | o [;
Cotes troisiémes........... olo|rlo

il est d’ailleurs passif. Cela étant, on propose d’en rechercher la solu-
tion (u, ¢) satisfaisant aux conditions initiales

w=A pour & — 1=y =0,
g == y* pour &£ —1 == 0.
En désignant par u(y) ce que devient « dans I’hypothese numé-
rique =1, la fonction v vérifie, avec la condition initiale

v=A pour  y=:0,
y, . - . dv . , .
I’équation différenticlle a = 25 elle est, par suite, égale 4 2y + A.

On se trouve ainsi ramené, par 'application de notre méthode, & in-
tégrer le systeme

gll[ e Lo b (1 ") z;;
:)): = — 0 " - (1= 07) f}f’_ ,
%‘7, = — ; P2 e (107 3‘;,
Qi}f = (1+o”)gﬂj
duw Jy

aux quatre inconnues w«, ¢, ¢', ¢”, avec les conditions initiales

(6:::’),y+A \

p o=yt (

(71) S pour PN

A cet cffet, on forme I'équation aux dérivées partielles (homogene)
L)l‘ - (I-*I- ()//) / _{ "y :)2/

_Q.__'_ ! ol (_)./____I //'2_(}.1:
dz ()y—()'a 7-}-(1&—0;})()5 PR

— 0,
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ou / désigne une fonction inconnue de , y, u, v, ¢, ¢"; son intégrale
générale est une fonction arbitraire des cing quantités

z(1=4+ "y +y, ¢ xo"+06u, x4+
60— 6ux 4-a2e" 4 6o,

On pose alors

o' = Y[+ ") +y],

29" 4+ 6u = Olx(r-+¢")+y],

29" 400" =Wz (1+ ") +y],

60 —6uax a0 460 0" = Q{2 (1 -+ ") + y],

et 'on détermine les composantes Y, @, W', Q, de maniere que les
relations (72) soient identiquement vérifices quand on tient compte
des conditions initiales (71). Il vient ainsi :

2= Y(y-+3),

1y 48+ 6A = ®(y-+3),

by +4="T(y+3),

6yt+1oy -8 —6A = Q(y-3),

relations qui, par le changement de variable

y+3=40,

prennent la forme
2= Y(9),

120 — 28 4+ 6A = ©(F),
40 —8="W(9),
60— 246 -+ 26 —6A = Q(0).

Les composantes Y, ®, W, Q étant connues, les relations (72)
deviennent :
ol =9, 29" 4 6u=12[2(1+ ¢") + y] — 28 4+ 6A,
2" 4 0 ¢’ =[x (1-+ ") +y] —38,
60— bur—+ 220" +62¢ o' =6z (149" )+ yI?—24[x(14¢")+ y]+26—6A,
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et 'on en tire

v tha +6y—+ 38 —14
- 5 )

o
o — 1322 +122y + 3y*+ (3A —26)x —12y +13 —3A
[ Nabdd) A N 3 P : ,

solution cherchée du systeme (70).
Il. Considérons maintenant le systeme

! %:2(1+L¢)-3—;7(; ~—(r—+-L’|.u)?)—;)7~%)'; —{-—(21{-—1);—;-:_:;—’ - :)2}'(;_ 3(:_’;
—f)i—“?g—(-,- - (—)ﬁ~|— - ¢
(53) de Tdy = 0s ’
\ du __ J*e Q%0
dy — dyr T dyds
du _ J*¢ )*¢

| g5 oy T 0w

linéaire par rapport aux dérivées du second ordre, et ol se trouvent
engagées deux fonctionsinconnues des variables indépendantes , y, =.
Ce systeme cst orthonome, comme on le voit par Iattribution aux
variables et aux inconnues des cotes suivantes :

r Yy s w9
Cotes premiéres.. ......... tlrjrjrjo
Jotes deuxiemes. ......... : 1~ ‘1’ Ar— o‘“ ;
Coles troisitmes .......... (; : >0 T Z—

il est d’ailleurs passif. Cela étant, on propose d’en rechercher la solu-
tion, (u, ¢), satisfaisant aux conditions initiales

u=A pour z ==y =5 =0,
¢ =y -+25 pour x:==0.

En désignant parv(y, z) ce que devient = dans I’bypothése numé-
rique x = o, la fonction v vérifie, avec la condition initiale

v=A pour y==s5=—o,
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\ , . v :
le systeme des deux équations ~— 0

()y:O, D—E:O; on a

tiquement v(y,z) =

Cela étant, le systeme (73) nous fournit, pour ()0 ;y
expressions ultimes
v d%¢ e Jdo
o0 s 0z dy z(l—i—u)()y, +(r—2u.)d)’d:
/A ( J*o 2 (1 - 1) d%¢ (—2 l)g_?_v do
0z oz dy 0= Doz Tk

463

donc iden-

On peut, d’autre part, en tenant compte des deux dernieres équa-

tions du systeme (73), ajouter au second membre de la
quantité (nulle)

2 (1 1) <0u ()L"’_c' -+ _‘():(’“ (1= ) .()_[.’_ . _()_”_(:_ -
dy  dy*  dyds ) 05 Jdyos

et ’éerire sous la forme

du 0% i 9
a0 S — () o+ Gu— ) G
du 0%y 9%y du il
+2(’+”)( W+()y05>+( 2u) <()z dy 0s

ce qui donne, toutes réductions faites,

(7%) e =arw St a—an 5 -5

Si ’on pose maintenant

" T

la deuxitme équation du systeme (73) peut s’écrire
7())—”2" -+ ¢ +u2+v+9(r+u)<%——vy> +(r——2z1)<

ou, toutes réductions faites,

oy oy Jy , ,
i 2(1 4+ u) 5} -+ (1—21&)5; +ou(vy—v)) + ul+

premiere la
Q%0
0z2)’

Jdv

E

- 9%y
Js2 )’

2 )
()z = 7

‘D
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Finalement, si I'on tient compte, dans les équations (74) et (75), du
changement de notations (76), on tombe sur le systeme

0 ) : du du
Jz T s “+ 2 (1 u)(-); +(I—2u)?)—5,
% =0+ 2u (v, —0}) -i—2(1+u)g—; —+—(1—2u)§%,
((—))"-;é::(’_,)- —|~2(I—+—u)%§"’ -1_(1__2(0(3)2&7
%:V'; 4 2(1+ u)%}’:+(x~—2u)%i;’i,

aux qualre inconnues «, ¢, v'y, ¢.; il ne reste plus qu’a intégrer ce der-
nier avec les conditions initiales

w=A
P =y 25
(77) . Y pour x == o.
( V.). sl |
\ "I' == 2 5

A cet effet, on forme I’équation aux dérivées partielles (homogene )

I i 9L W o NOf
oz 2@ gn A maa)ge (o — ) 57
= (U9 2 u(”zw- 2 up;,) f)[ g 4 Iy fz/‘ _—

) s e ) et e )
de - Yoe, T Fov ’

ol /" désigne une fonction inconnue de 2, y, 5, u, v, ¢, ¢_; son inté-
grale générale est une fonction arbitraire des six quantités

U ~— v;y 4= p;, ;;:'ye".’xf’ V’z e-—tk" (“2 -+ ‘,) e—-x’
3z +y+3, s—2u—4(1—2u—+20,—2¢;)2.
On pose alors

u—dy+ v, =Y [82 +y + 3, s—2u -+ (1—20-+2¢,—20,)x],

; 9o =032 4y -z, 5—ou+ (1—ou—+2¢,—2¢;) 2],
vzet=W[3x +y+z, s§—ou-+ (1—2u-+2¢,—20,)x],
(BP+0)e?=Q[32 +y + 3, s—o2u+ (1—2u+2¢,—2¢;)z],

(78) I

et Uon détermine les composantes des seconds membres de maniere
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que les relations (78) soient identiquement vérifiées quand on tient
compte des conditions initiales (77). Il vient ainsi : ’

A4-1=Y(y+3, 5—247),
1=®(y +5, 5—24),

a=U(y + 35, s—247),
¥y+235+A=Q(y+ 5z, 3 —247),

relations qui, par le changement de variables

y-+s=10, 5—a2A =10,

prennent la forme

A+1=Y(9,0,), 1=®(0,,0,),
a==\"(0,,0,), Oy~ s+ A2+ 2 A = Q(0,, 0,).

Les composantes Y, @, ", Q étant connues, les relations (58) de-
viennent ' '
U= == A, (e T=, ¢ e~%= o,

(@) *em(Bu Ay +5)+[s —2u+(1—2u—+2¢, —2¢)z]+ A2+ 2A>
et I'on en lire

i = A -1 — %,

gz e e o (1— A)x -y + 25+ A2+ 2A]— (A +1)?,

solution cherchée da systeme (73).

Intégration d'un systéme orthonome passif ne dépendant que d'une seule
fonction arbitraire et d’'un nombre quelconque de constantes.

8. Un systéme orthonome passif etant donné, si [’ensemble des clements
arbitraires, dont la connaissance équivaut a celle des determinations int-
tiales des inconnues, ne renferme, avec un nombre quelconque de con-
stantes, qu'une seule fonction d’un nombre quelconque de variables, la
recherche, dans le systéme proposé, d'intégrales ordinaires satisfaisant a
des conditions initiales données, se ramene a lintégration successive de
deuzx systémes passifs d’équations differenticlles totales du premier ordre,
dont le second est indépendant du chotx des conditions initiales.

"

"dnn. de U’ Ee. Normale. 3° Série. Tome X VIII. — DicEMBRE 190T. 59
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I. Un systeme de grade 1 sera dit régulier, si les lignes de son
Tableau peuvent étre rangées dans un ordre tel, que les cases vides
de chaque colonne se trouvent situées au bas de cette colonne. Il est
clair que lorsqu’on parcourt de bas en haut les lignes successives d’un
pareil Tableau, le nombre des cases vides ne vajamais en augmentant;
on peut d’ailleurs, I'ordre des lignes étant ainsi fixé, adopter en méme
temps pour les colonnes un ordre tel, qu’en parcourant de droite a
gauche ces colonnes successives, le nombre des cases vides n’aille pas
non plus en augmentant : nous supposerons, dans ce qui suit, cette
double condition satisfaite.

Considerons actuellement un systéme régulier de grade 1 : si, moyen-
nant Uattribution aux diverses variables et inconnues de coles premicres
convenablement choisies, celles des variables étant toutes égales a un méme
entier positif, on peut faire en sorte que les coles premicres des inconnues
et derivées figurant dans chaque second membre ne surpassent pas celle
du premier membre correspondant, le systéme dont il s’agit est nécessar-
rement orthonome.

il suffit, pour le prouver, d’établir qu’il est toujours possible de
trouver pour les variables et les inconnues des cotes secondes telles,
que la cote seconde minima des dérivées (principales) figurant dans
I’ensemble des premiers membres soit supérieure 2 la cote seconde
maxima des inconnues et dérivées (paramétriques) figurant dans I'en-
semble des seconds membres.

Distribuons i cet effet les variables indépendantes en groupes suc-
cessifs d'apres les nombres décroissants de cases vides contenues dans
les lignes correspondantes, et pareillement les fonctions inconnues en
groupes successifs d’aprés les nombres décroissants de cases vides
contenues dans les colonnes correspondantes. S’il existe des lignes
entitrement vides, & ce groupe de lignes correspondra un groupe de
variables auxquelles j'attribuerai une cote seconde positive, par
exemple ¢,=1; de méme, s'il existe des colonnes entierement vides,
a4 ce groupe de colonnes correspondra un groupe d’inconnues aux-
quelles j’altribuerai une cote seconde quelconque, parexemple v, = o.
Abstraction étant faite de ces groupes, dont1'existence est éventuelle,
il est facile de voir que le nombre des groupes restants de variables
est exactement égal & celui des groupes reslants d’inconnues; nous
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supposerons, pour fixer les idées, qu’ily en a cing, et nous nommerons
(79) ’ Ciy Cay €3y Gy €

les cotes secondes respectives des cing groupes successifs de variables
(considérés dans I'ordre que nous venons d’indiquer),

(80) T T Y Yo Vs

les cotes secondes respectives des cing groupes successifs d'inconnues

(considérés également dans I'ordre que nous venons d’indiquer).
Pour faciliter I'intelligence de ce qui va suivre, on peut représenter

a l'aide de la figure schématique ci-dessous les divers groupes de va-

riables et d’inconnues, avec les cotes secondes qui leur sont respecti-

vement attribuées.
5 Ve ! (2 (1 o

?
Cy

Ch

Cy

Cy

cy

Cy

Dans cette figure, & un groupe de variables correspond une scule
ligne, & un groupe d’inconnues une seule colonne, et la cote seconde
se trouve indiquée, dans le premier cas & gauche de Ia ligne, dans le
second cas au-dessus de la colonne. Les traits tremblés ont été ré-
servés au groupe de variables et au groupe d’inconnues dont I'existence
est éventuelle. Enfin le trait plus gros, en forme d’escalier, qui par-
tage la figure en deux régions, indique quelles sont, pour chaque
groupe d’inconnues, les variables auxquelles se rapportent les déri-
vées paramétriques : par exemple, pour une inconnue appartenant au
groupe (v.), les dérivées paramétriques sont celles qui intéressent, a
Iexclusion de toute autre, les variables des groupes (¢;), (¢,), (¢,)

et éventuellement (c,).
Fixons maintenant les valeurs des diverses cotes (79) et (80).
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A cet effet, nous désignerons par ¢ un entier positif, arbitrairement
choisisous la seule condition d’étre au moins égal & 'ordre maximum
des dérivées figurant effectivement dans les seconds membres du sys-
teme, et nous choisirons les entievs (79) et (80) sous les seules con-
ditions

(81) >0y, CaZ>Cif, €3> Cyff, C,>>Cyff, C52>C;
(82) Yo qCs = Y1 GC, = Y2+ GCs== Yy = (Co== Y+ (C = Y5+ (Cq.

Les entiers g, ¢, =1 et y,= o ¢tant connus, il est clair qu’on pourra,
a I'aide de (81), déterminer successivement c,, ¢,, ¢,, ¢;, ¢;, puis, &
Paide de (82), déterminer successivement v, Yu, Yu» Vis Ys-

Cela étant, je dis que la cote seconde maxima des dérivées paramé-
triques des ordres o, 1, 2, ..., ¢ (et, par suite, des inconnues et
dérivées figurant dans les seconds membres du systeme) est inféricure
a la cote seconde minima des premiers membres. Pour I'établiv, nous
désignerons par 0 la valeur commune des quantités (82), et nous
prouverons: 1° que la cote seconde d’une dérivée paramétrique appar-
tenant aux ordres o, 1, 2, ..., ¢ est au plus ¢gale 4 0; 2° que la cote
seconde d’un premier membre est supéricure a 0.

Remarquons en effet que, pour les groupes successifs de variables,
parcourus de bas en haut, la cote seconde va toujours en croissant. Il
résulte de 1a que, pour les groupes d'inconnues (v,), (x,), (v2)s ()
(Y4)s les plus grandes valeurs que puisse prendre la cote seconde
d’une dérivée paramétrique appartenant aux ordres o, 1, 2, ..., ¢
seront respectivement inférieures ou égales

Yot G Y1 qCh Ytk g Y ey,

c¢’est-d-dire & 0. Pour le groupe d’inconnues (v;), deux cas sont & dis-
tinguer, suivant que les colonnes correspondantes contiennent quelque
case vide ou n’en contiennent aucune : dans le premier cas, on trou-
vera de méme, comme limite supérieure, v; + gc,, ¢’est-a-dire 05 dans
le second cas, chacune de ces inconnues n'a qu'une seule dérivée para-
métrique, appartenant & ordre zéro, et ayant pour cote seconde

Vs < Vst qgCy= 9.

D’un autre coté, la plus petite valeur que puisse prendre la cote
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seconde d’un premier membre du systeme est évidemment égale a
'une ou a I'autre des quantités

Vit Cs Yo Cu Y3+ Gy Vit Co YstCy,

sutvant qu’il s’agit de 'un ou de l'autre des groupes d’'inconnues (v,),
(v2)s (a)s (y4)» (v5) = or, en vertu de (81), ces quantités sont res-
pectivement supérieures a

Vi qCus Yot gCs, Yz Coy Vit qCi, Y5+ GCoy
¢’est-a-dire 2 0.

II. Tout systeme complétement intégrable, S, dont le grade surpasse
Uunité, se ramcne, par de simples différentiations, a un systéme complé-
lement intégrable, X, de grade 1, ow se trouvent engagdes, avec les in-
connues du systéme S, quelques-unes de leurs déricées a titre d’inconnues
adjoinies; I'économie des conditions initiales est d’ailleurs wdentique
dans les deux systémes a la notation prés, en sorte que la recherche,
dans le systeme S, d’une solution ordinaire répondant & des conditions
inttiales donndes, se ramene @ une semblable recherche effectude dans le
systéme X.

Il va sans dire que chaque dérivée principale des inconnues du sys-
teme S est supposée avoir une expression ultime, déduite du systeme S
prolongé, et ne contenant, avec les variables indépendantes et les
inconnues, queles dérivées paramétriques de ces dernieres. Je rappelle
en outre qu’on peut, & Paide des considérations les plus élémentaires,
trouver la forme schématique des déterminations initiales des in-
connues de S, et fixer, par suite, I'économie des conditions initiales
qui déterminent entierement une solution ordinaire du systeme (*).

Cela posé, construisons, comme il suit, le Tableau du systeme X,
en ne nous oceupant tout d’abord que des premiers membres.

Si 'on désigne par  'une des inconnues engagées dans S, par z,
¥, ..., les variables indépendantes, et par g, ¥y, ..., les valeurs ini-

(1) Yoir & ce sujet la I'® Partic de mon réeent Mémoire : Sur une question fondamen-
tale du Caleul intégral ( deta mathematica, L. XXII).
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tiales (schématiques) de , y, ..., la détermination initiale de u est
une somme de termes (en nombre limité) dont chacun a la forme

(2 — 2y (y—y0)f. . . Fup,...o

F.p... désignant une fonction schématique de quelques-unes des
variables. Cela étant, nous prendrons, dans X, pour ’'une de nos in-

connues, la quantité
0%+B+- gy

T L

puis, en supposani, pour fixer les idées, qu'il y ait cinq variables
indépendantes @, y, z,s, ¢, et que F, g . dépende de s, ¢, nous écrirons,
dans les cases (), (¥), (5) de la colonne (u,g, .. ), les premiers
membres

ey, g, ... _ ()uu,_ﬁ‘... _ ()Ua‘t,“ﬁ,...
Jde — 777 dy TV 03

et nous laisserons vides les cases (s) et (¢) de cette méme colonne. Ce
que nous venons de faire pour un terme de la détermination initiale
de u, nous le ferons pour tous les autres; et, ce que nous aurons fait
pour la détermination initiale de «, nous le ferons successivement pour
celle de toutesles inconnues engagées dans le systeme S. Nous aurons
ainsi un Tableau contenant des cases pleines et des cases vides; d’ail-
leurs, quelque seconds membres que nous écrivions ultéricurement
dans les cases pleines, on voit des maintenant que si I’on forme succes-
sivement, dans I'ancien systeme, puis dans le nouveau, un ensemble
composé des inconnues et de leurs dérivées paramétriques, les deux
ensembles ainsi obtenus se correspondront terme & terme et seront
identiques de part et d’autre 2 la notation pres; de méme, et toujours
a la notation pres, I'économie des conditions initiales sera identique
dans les deux systemes, et I'on y trouvera, de part et d’autre, le méme
nombre d’arbitraires, dépendant respectivement des mémes nombres de
variables. Quant aux dérivées principales du nouveau systeme, elles
coincideront, & la notation pres, les unes avec des dérivées principales,
les autres avec des dérivées paramétriques de I’ancien.
Occupons-nous maintenant des seconds membres du systeme 2, et
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eonsidérons, pour fixer les idées, I’équation qui, dans E, a pour

premier membre 01_“:)_3_ A la notation pres, ce premier membre coin-
* Qa+)+3+.. 4y
Qz*+t gyb. ..
principale par rapport & S, nous remplacerons, dans son expression

ultime tirée de S, toutes les dérivées paramétriques par leurs notations
nouvelles, et nous égalerons g"—‘)ﬁ— a 'expression ainsi modifiée; si,
(')A(z+x)+f3+(..'.xu
dastigyb. ..
il existe, dans le nouveau systeme, une dérivée paramétrique ou fonce-
tion inconnue (et une seule), qui, a la notation pres, coincide avec

. , Qy, 3, ...
elle, et & laquelle nous devrons alors égaler _ﬁd?lc"”

Le systeme X, ainsi formé, est évidemment de grade 1, et & toute
solution ordinaire de S correspond une solution ordinaire de X; d’ail-
leurs le systeme 'S, étant completement intégrable, admet une solution
ordinaire répondant & des conditions initiales arbitraires; enfin,
puisque I’économie des conditions initiales est identique dans les deux
systemes & la notation pres, le systeme X admet, lui aussi, une solu-
tion ordinaire répondant & des conditions initiales arbitraires, et, par
suite, est completement intégrable.

Nous terminerons par l'observation suivante, qui nous sera utile
dans un instant : Si, dans le systeme S, on attribue 4 chacune des
variables et des inconnues une cote quelconque, et que, dans le sys-
teme X, on attribue & chacune des variables et des inconnues une cole
précisément €gale & celle de la quantité qui lui correspond dans S,
la cote de toute derivée du sysiéme S dont on aura élé conduit, en con-
struisant le systéme X, a modifier [’ écriture, restera la méme, nonobstant
le changement d’ccriture.

cide avec une dérivée ancienne, ; si cette derniere est

au contraire, la dérivée est paramétrique par rapport a S,

III. La recherche, dans le systéme différentiel spécifié au début du
preésent n® 8, de la solution ordinaire répondant a des conditions initiales
données, se ramene a une semblable recherche effectuce dans un systeme
orthonome passif de grade 1; ee dernier est indépendant du choix des
conditions initiales, et son Tableau n’offre de cases vides que dans une
seule colonne.
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Ainsi se trouve achevee, ew égard aux propositions des n* 3, 4 et 6,
notre demonstration actuelle.

On se trouve ramené en effet, par Uapplication de I'alinéa II, &
résoudre le probleme posé, non dans le systeme différentiel primitif,
mais dans un systeme completement intégrable de grade 1, indé-
pendant du choix des conditions initiales, et dont le Tableau, n"offrant
de cases vides que dans une seule colonne, est par Ia méme régulier.
D'ailleurs, le systeme primitif étant orthonome, toutes les variables
indépendantes y ont une méme cote premiere positive, et chacune des
inconnues ou dérivées figurant dans le second membre d’une relation
ultime possede une cote premicre au plus égale 4 celle du premier
membre correspondant : il en résulte, conformément & Fobservation
finale de I'alinéa II, que chacune des équations du systeme nouveau
possede aussi cette propriété. Cela étant, notre proposition de 'alinéal
fait voir immédiatement que le systeme nonveau est orthonome.

9. On sait qu'un systeme passif de nature quelconque, s'il ne
dépend que d’un nombre limité de constantes arbitraires, est comple-
tement intégrable (') : en appliquant & un parveil systeme la (ransfor-
mation définie dans Palinéa IT du numéro précédent, et observant que
les fonctions schématiques F, g | se réduisent toutes en ce cas i des
constantes, on le raméne immédiatement & un systéme passil d’équa-
tions différenticlles totales du premier ordre.

(1) Le Iecteur pourra consuller & ce sujel mon récent. Mémoire : Sur le degré de géne-
ralité d'un systéme différenticl quelconque ( Acta mathematica, t. XXV).

FIN DU TOME XVIII DE LA TROISIEME SERIE.



