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SUR LES

SURFACES A LIGNES DE COURBURE PLANES
DONT LES PLANS ENVELOPPENT UN CYLINDRE,

PAR M. L. RAFFY,
M A Î T R E DE CONFÉRENCES A ï/ECOLti; NORMALE SUPERIEURE.

L'objet de ce Mémoire est (Je présenter quelques appl icat ions d 'une
méthode qui me paraî t convenir très bien à Fétude des surfaces définies
par des propriétés de leurs lignes de courbure : cette méthode con-
siste à dé terminer l ' u n e des nappes de la surface des centres de cour-
hure des surfaces qu 'on cherche; après quoi Fon obtient immédia-
tement ces surfaces elles-mêmes. La principale de ses app l ica t ions est
la détermination en t i è r emen t expl ici te des surfaces pour lesquelles
les lignes de courbure d 'un système sont dans des plans parallèles à
une droite {surfaces K) ; mais ce n'est pas la seule; aussi mon analyse
a-t-elle beaucoup p lus d 'étendue que si je n'avais pas en vue d'autres
résultats.

J'expose d'abord (§ I) le pr inc ipe de la méthode et je montre
comment elle f o u r n i t la seconde nappe de la développée, dès que la
première est connue.

Abordan t les surfaces (K), je détermine (§ II) la nappe de déve-
loppée qui con t i en t les centres de courbure relat ifsaux lignes de cour-
bure planes.

Je calcule ensu i te (§ I I I ) les cosinus directeurs de la normale à ces
surfaces, a ins i que l 'élément l inéaire de leur représentation sphérique,
et je forme la condit ion pour que cette représentation soit isother-
mique.

Aussitôt après sont formées (§ IV) les expressions des coordonnées
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des surfaces (K), de leurs rayons de courbure p r inc ipaux , de leur
élément l inéaire, et celles des coordonnées de la seconde nappe de
leur développée.

Je montre ensui te (§ V) que les surfaces (K) sont en t iè rement carac"
térisées par la propriété d'être doublement cylindrées s u i v a n t leurs
l ignes de courbure : j ' en tends par là que les p lans osci l lateurs menés
en tous les po in t s d ' une l igne de courbure q u e l c o n q u e aux diverses
l ignes de courbure de l 'autre système sont paral lè les à une dro i te . Ce
théorème, dont j 'é tais en possession peu de jours après la p u b l i c a t i o n
de ma Note des Comptes rendus sur le même su je t ( j anv ie r 1899), com-
plète et précise cer ta ins résu l ta t s de cette Note.

E n f i n , j ' i n d i q u e ( § V t ) les moyens d ' ob t en i r les coordonnées des
surfaces (K) exprimées sans aucun signe de q u a d r a t u r e ; les ca lculs ,
qui sont exécutés jusqu ' au bout , condu i s en t à d i s t i n g u e r une classe
par t icul ière de surfaces (K) d o n t la représenta t ion spbér ique est iso-
thermique et qu i ne d é p e n d e n t q u e (Vune ( o n c t i o n a r b i t r a i r e de 9
(paramètre des l ignes de courbure planes) et d'une (onct ion arbi-
traire de u (paramètre du second système), t a n d i s que les surfaces ( K )
générales d é p e n d e n t de deux f o n c t i o n s arbi t ra i res de 9 (H d'une fonc-
tion a rb i t ra i re de u. Les résul ta t s a u x q u e l s on a r r ive fon t prévoir com-
bien seraient compliquées les expressions des surfaces les p lus géné-
rales à lignes de courbure planes dans u n système.

Les fo rmules contenues dans ce M.émoire sont suscep t ib les de nom-
breuses app l i ca t ions ; je souhai te qu'el les paissent servir à d 'autres
chercheurs; je les ai calculées avec grand soin et, le p lus souvent ,
vérifiées de diverses manières .

I. — Les surfaces à lignes de courbure planes, déterminées par l'une
des nappes de leur développée; recherche de la seconde nappe*

Nous commencerons par rappeler quelques propriétés de la surface
l ieu des cenires de courbure d 'une surface (S). !

Soient ^==cons t . etp=:const. les l ignes 'de courbure (G/,) et (C^)
de (S). Soient M un point de (S) et 'K,.^ K^ les , centres de- courbure
relatifs,1 le premier à la l igne 'u == const, le'second àla ligne v == const
qui passent en M; nous appellerons, (S^). et (S^) les nappes de l a ' s u r -
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face des centres qui contiennent , l 'une tous les points K^, l ' au t re tous
les poin ts K,,.

La normale MK^ reste cons tamment tangente à une géodésiquc
de (S(,) quand M se déplace sur une l i gne ^= const. Les lignes qui
correspondent sur (S,,) aux l ignes u == const. sont conjuguées de ces
géodésiques v = const. et la tangente au poin t K^ à la courbe u == const.
n'est au t r e que la droite polaire, relative au po in t M, de la ligne de
courbure v == const. de la surface (S). En conséquence, les lignes
//. == const. et v = const. de (S^) se coupen t en K(, sous un angle égal
à celui, que font le plan tangent à la surface (S) et le plan oscillateur
de (C^,) au po in t d ' inc idence M de la normale MK^. La nappe (S//) j o u i t
de propriétés semblables.

Réc iproquement , considérons une surface (^, ,yo^) rapportée à
un réseau conjugué (^, ^) tel que les courbes 9 === const. soient des
géodésiques, ce qui exige, premièrement que x^ y^ ^, considérés
comme fonc t ions de u et de ç7, soient solut ions d 'une é q u a t i o n

, ^ ^Q ^ÔQ , n ÔQ( i ) _-— -^ ^ _ + }î
' ' ou ( } ç ' au l àv

secondement que l 'élément l inéaire soit de la forme

( a ) , ch\ r;= [j!^ chê -•!- a p^ p.[, du. ch -j- G- dv1.

Si l'on, porte sur les tangentes aux géodésiques v == const. à pa r t i r
de leur point de contact K^ une longueur MK(,== —- u. dans la d i r ec t ion
dont les cosinus sont

_ ï J<r.j . _ r ày^ ^ _ i àz^
w p^ au 7 ' ""'" [j\, au î """ [j\, au ?

le l ieu du. point M(<r,y,^) ainsi obtenu est une surface qu i adme t
pour l ignes de courbure les lignes u = const. et v •===• const.

En conséquence, si l'on peut trouver une surface Ç^^y^ ^ ) jouis-
sant des deux propriétés exprimées par les équations (ï) et (2), on
aura les coordonnées ,r, y, z d 'une surface rapportée à ses lignes de
courbure u == const. , v == const., en posant

/ ^ . ^ _ p- <),:2?i _ [j^ âyi ^ _ ^ p. âsi
\ ' > ) ^ . — ^ i ^ " J u 7 J—Ji"^-^-^"' ^_.^^^-^^.,.

Ann, de ^Ée, Normale. 3* Scrie, TomeXVÏU. — OCTOBRE 1901 . 44
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Appliquons ces considérat ions au cas où les l i gnes de courbure (C\,)
ou ^== const. sont planes. Alors les droites polaires d ' u n e l igne (Cp),
qu i sont les tangentes a u x courbes ^=== const. de la su r face (S^,) le
long d 'une géodésique ^=== const . , fo rment un cy l ind re ; c'est-à-dire
que ces géodésie] nés v === const. sont tes courbes de contact de'cylindres
circonscrits à (S(,).

Réciproquement , s ' il en est a in s i , les droi tes polai res de chaque
ligne (C^) étant , paral lè les ent re elles, ces l ignes de c o u r b u r e ^ == consL
sont planes.

La d é t e r m i n a t i o n des surfaces a lignes de courbure p lanes ((;—- const.)
est donc un problème str ictement équ iva len t a u suivant :

Trouver trois fonctions x^ y^ z.^ de deux variables il et p, telles que,
sur la surface (S^), lieu du point (^, y^ z^ ) ;

j° Les lignes u =: const. et v == consf . forment un réseau conjugue;
2° Les lignes y === const. soient des lignes géodésiques;
3° Les lignes y ==== const. soient des courbes de contact de cylindres cir-

conscrilK.

11 conv ien t de remarquer que, d'après ces condi t ions , l 'angle o) sous
lequel se coupent les courbes da réseau conjugué ne dépend que dey (1)»
En eiïet, q u a n d d e u x surlaces sont tangentes t ou t le long ( l ' une
courbe, si cette courbe est une géodésique pour Fune des surfaces,
el le est aussi géodésique pour l 'autre surface^ son plan osci l lateur
é tant pa r lou t normal au. plan tangent commun. Si l ' u n e dos' surfaces
est un cylindre, comme ici , la courbe de contact , q u i est géodésique
pour la surface (S^) par hypothèse, sera géodésique pour le cy l indre
et coupera sous le même angle toutes les génératrices du cy l indre ,
q u i sont précisément, d'après la d é f i n i t i o n même des direct ions con-
juguées,, les tangentes aux courbes u== const. menées par les divers
points de la courbe de contact.

lléciproquernent, si toute courbe ^ == const. est une courbe de con-
tact de;cylindre circonscrit et coupe les courbes conjuguées de la sur"

( I ) JL'angle co est celui que fail lô plan do la ligne (îô courbure plane v === const. avec
le plan tangont à la surface (.z',/» s).
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face (S,) sous un angle qui, ne dépend que de 9, elle est géodésique
du cylindre et, par sui te , de la surface (S,.).

Enfin, le réseau (?/, (?) é t an t conjugué sur la surface (S,), si les
courbes p== const. sont des géodésiques et si l'angle des courbes
coordonnées ne dépend que de v, les courbes 9 == const. sont des
courbes de contact de cylindres circonscrits. En effet , le réseau étant
conjugué , on a

à^x, àjc^ . àx,—^- ̂  j^ —— -4- s > ^ —,— i
àaàv au o^

y ri p^ri , p à:^t !\ ———î7 ^ |$ ——— -- 1:.>^ —-.—— 5

^ ^ àuà^ on' à^

( ) î z^ _i» ^^i , TÎ ^;:1.———— •zz: |:> —-— •-{-" .§.> i •~"i— j
( ) ( ( (î^ 09 0^

les courbes v == const. é t an t des géodésiques, on a do p lus

d^ + dy\ -h d^\ == Ei diê^r Fi dit ch + (ji ̂ 2,

avec
(4) Ei=:4/JS Fi=:f4f4;

l ' angle des lignes coordonnées ne dépendan t que de y , on a

(5) ^==cosM^ ^^cos^T)1

On sait d'ailleurs que les expressions générales de B et B, pour
l 'é lément l inéa i re ci-dessus sont

r <}:E1 P ()Gi F.^^F^G, ̂  ~ 11 ̂  _ ^i ̂ ^__^_
B=^^^^.^> Bl--^(E,G^F^ •

Diaprés les valeurs trouvées pour E, , F,, G , , on voit que B est nul,
ce qui est la condi t ion nécessaire et suffisante pour que les courbes
9 = const. soient des courbes de contact de cylindres circonscrits.

Ainsi, des quatre propriétés suivantes :
i° Le réseau (^ v) est conjugué ;
a° Les lignes v = const. sont des géodésiques;
3° Les lignes v == const. sont des courbes de contact de cylindres

circonscrits;
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4° L'angle des courbes coordonnées ne dépend que de ^;
^première et deux des trois dernières entra înent celle qui reste.

Cette équivalence de condi t ions nous servira pour simplif ier les
calculs.

Si l'on porte les valeurs actuelles de E,, F< , G, dans l'expression
de B( , on trouve

B - ̂ .Bl- ^

En conséquence, la recherche des surfaces à lignes de courbure
planes revient à cette quest ion d'analyse :

Trouver trou fonctions oc^ y^ s^ de deux variables u et 9 telles ({lie
l'on ait

{^\ ^.L — î  àxi.. Él^l. — E^ ̂  !̂fl, — ̂  6bl

au à9 w ^ àv ? au à^ """" [J\, àv y au <)^ p^ à^ '

â^ -h- dy\ + dz} =: ̂  chê -^ 2p^p du d^ 4- •7 -̂ d^,

ij. élani une fonction inconnue de u et de p, et co une fonction de la seule
variable ç\

Cela tait, la surface à l ignes de courbure planes sera représentée
par les formules

/ 3 ) y == y - £- ̂ , y — y ..,.„. Ji Eu, ^ — - _ j±. ̂ l,t ' / ï ^ (}^ . /—ji ^ ^^ ^ .—^i ^ ^^,

les l ignes ^ == const. et ^•== const. seront ses lignes de courbure; les
lignes v == const. seront les lignes de courbure planes* La surface (S»,)
l ieu des points (^.y,^) sera le l i eu des centres de courbure prin-
cipaux relatifs aux lignes planes ^ == const.

Il est faci le» grâce à ce qui précède, de déterminer la seconde nappe
de la'surface des centres. En effet, les coordonnées x^, y ^ , z^ de cette
nappe seront définies par des équations de la^forroc 1

_ ^ ()<ï\ '){ à}\ . À àz^
,^__^.-,^_^, y^y^^^, ,^,^^^

la longueur inconnue X doit être détenninée par la condit ion que le
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point (^2,^2, ^2) décrive, quand v varie, une courbe tangente à la
droite qui le jo in t au point (^,y<, ^). Cette condi t ion s'exprime par
les relations

^ _-7^L^J_ (h^ É2J. _^^Lf±-^^ àzï — ^ - ^ - f 1 ^^
^_ ' àv \^u, au ) _ ^ àv\[j^, o u ) _ _ _ _ à ^ \à{\[jl^ o u }

i àx^ ï ôy^ i àz^
^ ôa ^ au ^ (̂

Mais si l'on t ient compte des équations (6), qui donnent les dérivées
secondes d e ^ ^ y ^ , ̂ , on substitaera aux relat ions qui précèdent la
nouvelle sui te de rapports égaux

ôx! ( ï _ ̂ 4^ ^1 ( i ̂  ̂ ^ "\ ^ ( j — ^L^ ̂
^̂ »,_....,̂  — .<^^ — ^ t 'A F^/

x <Àz-'i ~ ™ î r}yî ï J^i
f.4 ^^ ;̂, ^a ^^ à a

dont la valeur coinmune peut être mise, eu égard aux équat ions (4).
sous la forme

(\ ̂  ̂ .^^ Y JL ̂ l ̂ i
\ -̂«, p-p,/ ̂  ̂ ^ ^ f1 à v _ ( À f4. ̂  , ._._^.^^^„ ̂  ̂  - ̂ ^^ ̂ ,,

l̂j< a u )

dès lors, pour que les trois coordonnées x ^ y ^ ^ ne so ien t pas des
fonctions de p., ce qui r édu i ra i t la surface (Sp) à une courbe, il faut
que la parenthèse soit nu l l e , c'est-à-dire qu'on ait

^ ̂  ^Pz.
p-L

Alors les formules de départ deviennent
, , /4 <^i l^' ^fi , _. (^ ( ) z ^( 7 ) ^ == .z-i -- ,̂r- .77 > ya = .ri — . — , - . ^2 — ,̂  — /- -j-^ • ,

[J.^, aU [J't(.v uil r'nf '•"•

D'après la dé terminat ion q u i vient d'être fai te (1) de 7^ on voit que

( l ) Si l'on no suppose pas qae les lignes P == consL soient planes, on trouve par les
mêmes calculs .

X=^=. (4 :^ log(G, -^ ) ;

il suffit d'avoir égard aux équations (î ') ot (4 ) , ainsi qu'à l'expression générale de Bi.
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les rayons de courbure principaux de la surface (^,y, ^) ont respec-
t ivement pour longueurs

(8) lli==^ IL=^^i^,
y'iiv

Ri étant le rayon de la section normale tangente à la courbe v = const . ,
IL celui de la section normale tangente à la courbe u = const.

II. — Les surfaces (K) à lignes de courbure planes dont les plans enveloppent
un cylindre. Détermination d'une des nappes de la développée-

Nous ne nous occuperons plus, à partir d ' ic i , que des surfaces qui
admet t en t pour lignes de courbure des courbes planes 9 == const. dont
les picms sont parallèles à une droite, Faxe des s. Ces surfaces, que nous
appellerons, pour abréger, surfaces (K), ne sont évidemment autres
que les surfaces (.'x-, y, z) du paragraphe précédent, particularisées par
.l'hypothèse que tous les cyl indres circonscrits aux surfaces (S^) le long
dos courbes v = const. soient parallèles au plein s == o.

Or, un cylindre parallèle au plan des xy, de f o r m e variable avec
l 'orientat ion de ses génératrices, peu t toujours être représenté par
l 'équation

x ces (; -l- y sin r =/( z, ç) ;

et l 'on sait, en vertu d'un théorème dû à M, Kœnigs, que, sur la sur-
face (S^,) enveloppe de ce cylindre, les caractéristiques p= const.
fbrnienfc un réseau conjugué avec les sections planes s = const. Il y
aura avantage, en vue de ce qui doit suivre, à modifier un peu ces nota-
tions et à représenter la surface (S,,) par les trois équations

x^ cos v ^y^ s m v == Q {u^ P),

— .̂ 1 sin t.» -+• yi cos ^ :"= y^ ( ̂ , v ),

• , ^r=Ui(^

où Ui désigne une fonction, provisoirement indéterminée, de la va-
riable u. Si Fon pose

. /;=y^ <7=ç^ r=:o^ ^=9;^, l^(p^
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on trouvera tou t d'abord
(9) . ^ r r r îpCOSt»—^SÎ IK 1 , y y •==. îp SH'l V 4- q COS ('9 ^^=:Ui;

puis, pour les coefficients E ( , F I , G ^ de l 'é lément l inéaire

dx\ -+- <:</? ^ch\= EI ̂ 2 -+- 2 Fi du ch- -+- &i d^,

les valeurs suivanles
(1.0) E,=.ç2^.^+.u''^ F i = : ( 9 + ^ ) . y , G i - = ( 9 -+-^2.

D'après u n e remarque précédemment fai te , les lignes v = const.
seront des ^éodésiques, si les l ignes coordonnées font entre elles
l 'angle œ, indépendant de u, c'est-à-dire si l'on a

F f ^ E i G i C o s 2 ^

équat ion q u i , à raison des valeurs de E ( , F^ Go rev ien t à

( 1 1 ) ( ̂  ••+- P2 + lî? ) (^OS2 (,) == ̂ , ———^Lr—— == COt. û).\^2 ̂  IJ7

Négligeant le cas particulier où. cosa> serait constîirnment nul, cl
qui correspond aux surfaces moulures, nous introduirons une fonction
auxiliaire V(c) définie par la relation

/ ^ <^V -^/( r9 . ) -,- = V^-colw;

l'équation précédente s'écrira

^
àv___<;/¥•,̂ ^^ - ̂  ?

et donnera par intégration

( 1 3 ) .Ç-=:Sh(U+V),ï, j ,

Sh étant un sinus liyperbolique et U une fonction arbitraire de a. On
aura donc, pour déterminer ç, sa dérivée partielle

(14) p= ̂  == ̂ (^ev-^^)^ ̂ l; U,- ̂ ^^lip /
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Or, on a ident iquement

d [, /^ <^\"1 /^ ^\/.u m^Lu /^^YI
(̂  [ \dU dl]^]^L6 \<nï ~'5îîvJ-w \3ïï~^u3; ?

^[^/^ ^"\1-^^^^L-.(i/
^L6 V7U ̂ ^/J ~ ^U ^P;6 L

On voit donc qu ' i l suffira de dé te rminer la fonct ion aux i l i a i re Ui
par la condit ion

du fî^^
dU^d^l^'

1 LH( ( f <• \ ,, -.,.^^( _\^

c^est-à-dire de prendre
,, d^u IP

(ID) ^i=-Ui=:^~^=//+^,

pour que l ' équat ion précédente (i4) devienne
. .. ^ ^ d f „ / î U'VI e^ d [ .;/ ï IMI
/ r (t \ T —-. j /)ll 1 __ 1 \ 1 » ^^« ^-"11 ( .̂ ,llv/ Jii -" T ̂  [' VlJ/ 4" IF^JH T ̂  l,6 Vu' irvj

Sous cette forme, elle donne, par une intégration immédiate,

. . Ù i fU+V) IJ^i.dl-hV) , , . .( 1 7 ) ç ̂  ........,,....̂ ^̂ ^̂ ^ 4. _,.,̂ ^^^^^ .4-.<^p)^

^((^) désignant une fonction a rb i t r a i re de 9. Telle est la forme la p lus
générale de la fonct ion <p qui convien t à notre prohièjne» Si 1/on t i e n t
compte de cette expression de ç et de celle de U^ les formules (()),
qui donnen t les coordonnées x ^ y ^ z^ deviendront

YCOSP W . , \.,,/,., .,, /W sn^ f(•olf,)\ „, .., .,,,, , ., ..ï-i •r: f —— — ^. sm ç coi M j Lh ( [J 4- V ) 4- [, ,:̂  cos c — —•--.....y.y-»^ blï ( IJ + V ) + ̂  ces c — ̂  si 1 1 c,

, .,, /sin^ W . \.,,/,. ,̂  / W . ces c col (A ,,,,,, ,,, , . , /( 1 8 ) ji ;"=: ( "-^- + ̂  ces P coi (D l Ll), ( IJ + V ) 4- ^ ̂  su ï (.' + "...1-..̂ --̂ .̂..— j blï ( U 4- V ) 4- ^ si n c 4- './ ces r,

C^
.^.4-^.

Telle est la représentation générale de la nappe (S(,) l ieu des centres
de courbure principaux, relatifs aux lignes de courbure p=cons t . ,
des surfaces pour lesquelles ces lignes sont dans des plans parallèles
à l'axe des s.
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A la vérité, en mettant l'équation (i3) sous la forme (16), nous
avons implicitement écarté le cas où l'on aurait

du d^u _
dU ~~ ûHLP """ °'

Mais cette équation revient à l 'équation finie
< - / ~ A = = / c C h ( U 4 - m ) ,

où h, /£, m sont trois constantes arbitraires. On en déduit

SMIJ^n)^-^-^

et si l'on substitue ces fonctions hyperboliques dans l'équation (i3),
qui peut s'écrire

JL"^2 = Sh(U -4- V) = Ch(U + m) Sh(V - m) 4- Sb (U + m) Ch(V - w),
•u < c/ u

elle prendra la forme

^ ^ ̂  (a ~ h) Sh(V - m) .+- ̂ [̂ T^^J^^ Ch(V - m).
u < c' ̂

Déterminons la fonction auxiliaire V, par la relation

U^^l =-————,1 <^ ^(^~I_^7'1- ̂

qui équivaut à
.̂ ^•lo^^^-^Ç^^ (.=const.);

il viendra
^^î == __^JL=. Sh(V - m) + Ch(V - m),

au ^'(tr^hY-k^

d'où, par intégration,
/c^^v/^^^^^^ShCV- m) + (^ - /OCh(V- ̂ ) + ̂ ^(^).

On a donc finalement
y=:Ch(U-+-V)+^(^),
^==U-4"W-"^.

An. ̂  ri^. ^rmal^ 3- Série. Tome XVÏ Ï Î . - OCTOBRE rjoi. 4^
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La fonction U étant seule à figurer dans ces relations, on peut la
remplacer par u; on peut aussi négliger la constante m -— n-, il vient
ainsi

9=Ch(^- i -V)+4/(P),

Ces résultats sont précisément ceux que donnent les formules (i5)
et (17) quand on y assigne à la fonction U l'expression particulière
U==w. Les surfaces correspondantes sont donc bien parmi celles que

. représentent les équations (18).

III. — Les cosinus directeurs de la normale aux surfaces (K.) ;
représentation sphérique.

Nous connaissons maintenant les coordonnées x^ y^ z^ de h
nappe (S^). Pour pouvoir calculer x,y, z par les formules (3), il nous
faut encore connaître là fonction (xet les trois cosinus

r ()^\ r Jy, _ ï <)si
Ci 1"^* —r —:— î u """̂  —r •"-— ? C '-'•— •""••7- •-—— y^ ôa p.,, au p.^ ou

de la normale à la surface cherchée.
On déterminera [x en identifiant, ce que nous savons devance être

possible, la forme de différentielles

^ d^ ̂  2^ du d^ 4" ̂ ^ d^,

avec ce que devient
Ei du^ + a Pi du dv 4- G î dç\

quand on remplace dans les expressions de Ei, 1̂  et G< la fonction 9
et ses dérivées par leurs valeurs déduites de Inéquation (^7) . Or, en
vertu des relations (10) et (î ï), on a

E, = ̂  + ̂  -r Vî == -—, F, == ( y + £)^ G, = ( y 4- tY.
wL îî Ou'

Nous rï^aurons donc, pour identifier, qu^à prendre

(19 ) ^=^^, p,=(y+^cos&),
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sans nous occuper du signe de p., puisque les formules (3) ne con-
tiennent que^. Mais la formule (16), différentiée par rapport à ^
donne

,- X !̂ ± Lu/.L + mi _ v^v d_ r / , u"\i
2 du[_c \V V ' 3 / } 2 du\_ \V'~V^)]'

Divisant par cosœ et tenant compte de la condition (12), on aura

<•»'' -= ̂  ̂  K,p ̂ )] - ̂  aKir. - ë.)]-
En conséquence p. est nécessairement de la forme

e^ e^ ( î [̂  \ e^ <r-IÎ / r lï^ \
^ =r ^n^ ^ÎP + U7^ ~ ïsîïï^ (.ÏÏ7 ~" U^ "•t-^o;)?

ou encore
/ , . , S h ( U + V ) U^ChCO^V) , , .(20) ^ -::. ....̂ ^^^^^^^^ + ——y.^^__ 4- x(.),

la fonction y^) devant être déterminée de manière que ^ soit iden-
tique à (y + ^)cosa>. Or, si l'on calcule ̂  au moyen de cette expres-
sion de [j-, en tenant compte de la condition (12), on trouve

(2I)^=lS[(^-^)sh(u4-v)+(ïP—'^)ch(u+v)]-^x'(^

c^' étant la dérivée de û) par rapport à v. Si, d'autre part, nous formons
(9 + l) cosco en partant de la relation (16), nous obtiendrons

^^-SKS-^511^)
- l-(u-?-û/^)cb(u+v)J+^( ( ;)-^-^( t ')]cos(>ï•

En conséquence, la fonction ^.(f) doit être déterminée par l'équation

(23) ^'(v')-==[^(t>} 4-^(c)]COS(a.

Pour avoir les coordonnées des surfaces cherchées, fournies par
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les formules (3), remarquons que la relation (iQ^) peut s'écrire

/ ,, . F /U / /V"lCh(U-^V)(,3) ^^^^J^^__,

et différentions les expressions (9) clé x^ y ^ et ̂  par rapport à u; on
trouve ainsi

î . an . ^i /u'V— == n cos v — s sin ̂ , —— =r /? sin P -}-- ,9 cos ̂ , —• === i -1- •rrî. •au " au au '^u"/

D'autre part, la formule (i3), rapprochée de l'équation (i5), donne

[ /TJ / / \ / - ]

P= i+[^)Jsh(U+V);

en ayant égard à la relation (12), on en déduit
r /n^vi^ = j ï + / ^ J o ^ ^

de sorte qu'il vient

^=rï4"(^y ] [Sh(U "hV)cos^~Ch(U-hV) sin^côi&>],

(a4) , ^•=| i4-(~^y | [Sh(U-hV) siîK .̂-h (^(U-hV) cos ̂  cote.,)],

àz, _ ( V " \ 1

'ou ^ î + \ÎF; "

II suffît de rapprocher de ces résultats la formule (^3) pour obtenir
les valeurs des cosinus directeurs a, h, c de la normale à la surface
cherchéey savoir

1 î àx^ . Sh(U+V)
^=^^=co^smû)Ch^

/ ^ / ï ^Ti . . Sh(U-hV)(.5) ^^^=sm.sinc.)^^+oos.cos^

ï ^i 1 , ! s înfx ï
^ au Ch(U-4-V)

Ainsi qu'on pouvait leprévoir, ce sont là précisément les cosinus
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directeurs de la normale à la surface de Joachimstahl la plus générale
x _ y _ i _ Sh (U-hV)

coiï """" sfïT? '""" çT^^-ç-F^y. z — u — vT^^j-^-yy5

pour laquelle les plans des lignes de courbure P = const. passent par
l'axe des z. Un calcul que nous omettons donne pour l 'élément linéaire
de la représentation sphérique

, ,, ,, ,_ ,, s'ï^wdt]2 rSh(U-+-V) / I 2 / .(.6) da^db^dc^ ^(Trrv)^ dvît

D'autre part, on déduit immédiatement des relations (aS)
sin^ , cos^— a ——— -{- (} ——— — r. -=. o
COS&) COS&j

ce qui montre que, sur la sphère
^4- y^^— 1=^0,

la courbe qui correspond à une valeur donnée de v est le cercle de
contact du cône circonscrit qui a pour sommet le point P de coor-
données

sin^ cosc
x == — ——! ? y = ——-? z == o.

CÔSû) COSCx)

En conséquence, les tangentes menées aux courbes u = const. en
tous les points de ce cercle vont concourir au point P; on doit donc
avoir les relations
(,7) ^J^^—^^^
• ' ' s in^ , cosr c^ «4- ..-.,-.—— b — ———

COSC») COSû)

qu'il serait aisé de vérifier au moyen des formules (.25). Si, pour
abréger récriture, on pose

(., ^^F-Î }
on voit que les trois cosinus a, b et c satisfont à l'équation

^-9}-
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qui, développée, s'écrit

(29) e^-^-^Q^o.

La condition connue pour que la représentation sphérique soit iso-
thermique est

^=:Â^.
au àv 7^

Or, si l'on développe cette condi t ion, on trouve qu'elle se réduit à

( 3o ) ( o/2 — i ) co t &.) + û/ --= o.

Nous aurons à en faire usage un peu, p lus loin.

IV. — Coordonnées des surfaces (K); rayons principaux; élément linéaire;
seconde nappe de la développée.

Achevons main tenant le calcul, des coordonnées (x, j, ;S) des sur-
faces cherchées (K). Nous bavons qifà subs t i tuer dans les formules (3)
les expressions (18), (20) et (aS); on trouve a ins i , en réduisant et
groupant les termes,

r ï ̂  [pj ( (/) gin ̂  sii ( U 4" V ) _ , 1 , / , v i .
^ = j ——^.^^^^^ ^ ,j,(^ cos^J COB (^ + [X COSû)- (^ COS t.')^ SI 11 ̂

,J ^ l-"-u /7(p) s î n 6 ) sh(U4«V J) ,, , 1 . , ,, ,,,^ ) 7 -= ———^ ' ,.„ ,,,.,...̂ ._ + ̂  ( p ) ces P sin p — [ •% ces co - ( ip ces P )' ] cos ̂
I L lu l-(lj \v '" v / J

_ S!K[J"•••hV)""^'U /7,(^)sînc..)^ :„: ̂  -,. ,_^^

Ces formules représentent, abstraction faite des surfaces moulures,
l'ensemble des surfaces qui admettent pour lignes de courbure une
famille de courbes planes dont les plans enveloppent un cylindre parallèle
à l'axe des z,

Si, dans ces formules, on fait ^(<-0 == 7,(^) == o on obtient toutes
les surfaces de Joachimsthal; si l'on fait, en outre, U = = a , on a les
surfaces de'Bonnet, qui admettent comme cercles géodésiques leurs
deux familles de lignes de courbure.

Il ne faut pas oublier que les fonctions V, œ, ̂  et ^» qui figurent
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dans les formules (3ï), ne sont pas indépendantes; on a, en effe t ,
trouvé précédemment les deux relations •

dV
(la) -j— ==:COLc^

( 2 2 ) y / ( ^ ) = [ ^ ( ^ ) -h^((Q]cOSG),

Nous ne nous occuperons qu'au paragraphe VI de faire disparaître
les signes de quadrature que l 'existence de ces relations in t rodu i t
dans les expressions (3i). On peut d 'ai l leurs , avan t toute recherche
dans ce sens, déduire des équations précédentes une classe au moins
de surfaces qui semblent dignes de remarque : ce sont celles pour
lesquelles les lignes de courb'ure planes sont dans des plans parallèles
à l'axe des z et coupant tous la surface sous le même angle codées sur-
faces se rapprochent des surfaces moulures, pour lesquelles œ est
égal à un droit. On les obtiendra en faisant

dV
,coU) — rn -^ — , ^ ( i ) ) "^ W^ P),

ce qui donnera

V :=- m ̂  ^ ( (Q rr: ..-J.̂ L— r W ( v ) + W7 ( v )]
VW "+" i

et il n'y aura plus qu'à substituer ces expressions de a), ^ V et y
dans les équations générales (3ï).

Laissant de côté ces surfaces particulières qui mériteraient, semble-
t-il, d'être étudiées de près, nous revenons au cas général pour donner
les expressions des rayons principaux des surfaces (K), ainsi que leur
élément linéaire.

Le calcul de ces divers résultats serait impraticable, si l'on partait
des formules (3r). Mais nous avons établi au paragraphe 1 que les
rayons principaux ont pour expressions

R,=^ J^^^L^,
rav

On a donc, en vertu de la formule (20),

ï^=vr^\Sh(V^V)+^^^^^ !
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Pour calculer R^ reportons-nous à la relation (28), d'où l'on déduit
immédiatement

ri. rsh(u-4-v) ,1 ,-,- c= ——-"——— —c«y cotûL);^ L^(U-^V) J
il viendra

R Q = R , ^ ^ tan go
'Sh(UTV)~~

• G)C h ( U - 4 - V )

ou, en tenant compte de la relation (21),

___i_ _ _ . fSh(Uj:^), /] /sirK.
J[̂ ria)^(U '̂) i > x | Ch(;"U "4^0 '̂ ) J x cosï

i r S h ( U ^ - V ) ,1 , sifK,)
1—— „„_.„___________,^-^_«_.....________ __[_ '''./ \ - ————. - _ _ _ f \ ' \ "•J '

^LGhTU^V)^^ ]^^ COSG)R<>= s ^ v ^ v y ^ " ' ' " , 1 " ~ ~ ~ " ~
Ch(ÏJ"4-Y') G)

Maintenant il est facile déformer l 'élément l inéaire des surfaces (K).
On sait, en effet, que, quand l 'élément l inéaire de la représentation
sphérique des lignes de courbure d'une surface est

dc^ rr= £ du2 -h V d^ y

si Ri et Ra sont les rayons principaux de la surface, correspondant le
premier à dv == o, le second à 'du = o, l'élément linéaire de la surface
elle-même est

ds^Kdu^Gd^^ eB^ rf^-hyR| dv\

Or nous avons déterminé cla2 an paragraphe III et trouvé

'̂̂  r511^4^) /l"6 ̂  w ( u^ •v)? ^ iw LciiTuTT)w &) J "
On aura^ en conséquence, pour E et G les valeurs suivantes

F-r81!^^^^ "T
" L Ch(U"+-vf ^u/2] '

(32) p _ ___i__ _ r^ME^L^Q. ^ / s î a (y '
~" V'siwCh(V^T) XLch(•U+V) - &) J + X ^7^ -

Telles sont les expressions, entièrement explicites, des rayons de
courbure principaux et de l'élément linéaire des surfaces (K).

MOUS donnerons encore celle des coordonnées ^3, y^, z^ de la sur-
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face (S^), seconde nappe de la développée d'une surface (K); il
suffira, pour les obtenir, de substituer dans les équations (7)

ri à^î ri' àvi p.' àz^OC» == ;X". — -r-,̂  ——ï, y :̂ y — -LZ ^J , z ^z F^ \,1 ri, an Jï 71 K, ̂  1 ri. <^

les valeurs des dérivées d e x ^ y ^ z ^ fournies par les formules (a4),
en tenant compte de la relation

(^^^)sh(lJ+V)+(-~^^
î (/ __ \ u u / ,, \u '-' / __ „ „

ij:uv î + (^V [ShCU 4- V)- c./Ch(U + V)]

qui résulte de l 'équation (21) et (le la condit ion (22).
D'assez importantes réduct ions de termes se présentent au cours

des calculs et l'on trouve f ina lement

?/(coU) sine -" &/ cos(/)~ sinWtL + ̂ ^(COSP Sh — colcx) sinp Ch) , , , .
^:-—— --———— ——'-——^^^F—————————————^.-^cos.-^s.nr,

/„,, 1 —^//(co l l^cos(?+ M /sinp)~sir lsûî(A+^ / /)(sinpSll4-co l l&)COs^Ch) , . ,,(33) j ^= _ A _ _ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ — — — — ^ J + ̂ ,n . +^cos.,

^(f^Sh-ClO-sin^t^-l.-^)^ .,..,_^^^^^^^^^ ,.__ ^^u.

Dans ces formules» nous avons posé

^iS7

et sous-entendu l 'argument U + V des fonctions hyperboliques.

V. — Identité des surfaces ( K ) avec les surfaces doublement cylindrées
suivant leurs lignes de courbure.

Les formules que nous venons d'obtenir vont nous permettre d'éta-
blir une propriété importante (les surfaces (K) :

Les courbes v = const. sur la nappe (Sy) de la surface des centres
crime surface (K) sont des courbes planes, dont les plans sont parallèles
à la même droite que les plans des lignes de courbure v == const.

Nous allons prouver, en effet, qu'il existe trois fonctions Vi , V^, Vg
Ann, de l'Éc. Normale. '^ Série. TomeXVÎ Ï Ï . — OCTOME 1901. 46
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de la seule variable v, telles qu'on ait identiquement
V^a -h ¥2^+^3=0.

D'après les expressions (33) des coordonnées x^ ety^ 1! s'agit de
satisfaire à l'identité
V^/(coU)smp— û/cos^) —"Vi sin2^^ -+- ^//) (cospSh — coU) sinpSh)

-l" Vi(^cos^ -—^^"^KSh •— &/ Ch) —Va^^cotôjcos^ + a/sinp)
— Va si n2^^-h ̂ /Ksin^Sh+coU) cospCh)

+ V^ ( ̂  sin v 4- ̂  cos P) ( Sh — a/ Ch ) + V^ ( Sh — c./ Ch ) = o.

Pour faire disparaître ^/, prenons

d'où résultera

Vi == cotr^ cos p + o^sin p,
V2=== côtG.) sin p— rj.)' cos(7;

Vi cos ^ -4" Vg sin P == cota),
Vi sin p — Va cos (-' == Q)'.

Égalons ensuite à zéro le coefficient do 811(114-V) et celui de
G h ( U + - V ) , en tenant 'compte de ces deux derniers résultats; il
viendra

— (^ -4- ̂ ) sin û) cosrx) -h ^ cou) "1'-11'1 ^ /r<)/ -+" ^a = o?
(^ -+- y)^ sin &) côs&) -h 4^ colo) 4" ^^r,/2— V /̂:::: o.

Ces deux équations n^en font qu'une, qui détermine Vg. En consé-
quence, on a bien
( 34 ) «2?2 ( cot co cos v + c«)/ sin ^ ) "4- ya ( cet co sin ̂  — (y/ cos P )

— ^ cos2 &„> cota) + 4^611)/ "+" ^/ sin &) cos &) == o,
ce qui démontre la propriété annoncée.

Cela posé, rappelons qu 'une surface doublement cylindrée suiçant ses
lignes de courbure est définie ( ^ ) par la propriété qu'en tous les points
de chaque ligne de courbure les plana osculateurs aux lignes de cour-
bure de l'autre système soient parallèles à une droite.

Il est évident que, si les lignes de courbure p ==: consL d'une surface
sont dans des plans parallèles à une droite (D), chaquelîgne de cour-

( 1 ) L. RAPFY, Surfaces doublement cylindrées et surfaces ùothermiqws {Comptes
rendus Âcacl. des Sciences/ janvier x899).
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bure u == const. est cylindrée; c'est-à-dire qu'en tous ses points les
plans oscillateurs aux diverses lignes de courbure ^==const . sont
parallèles à une droite, puisqu'ils coïncident avec les plans mêmes de
ces courbes, qui sont supposés parallèles à (D).

La question générale de savoir si une ligne de courbure d'une sur-
face est cylindrée revient a une autre, parfois plus simple, en vertu de
la proposition suivante :

Pour qu une ligne de courbure u = u^ (F une surface (S) soit cylindrée,
il faut et il suffit que, sur la nappe (Sp) de la développée de (S) qui con'
tient les centres de courbure principaux relatifs aux lignes de courbure
p = const,, la ligne u == u^ soii plane.

Soient, en effet, M^ un point de la ligne de courbure u == u^, Mil\
la tangente à la l igne de courbure v = v^ qui passe en M^ ; (^ le centre
de courbure de cette l igne v === ^ relatif au point M^ ; K^ le centre de
courbure de la section normale dont le plan contient M/J[\. Le plan
l\MiC, est le plan oscillateur de la ligne 9 = ^, en M, et C , K , est la
droite polaire; c'est de plus la tangente à la courbe u=u^ de la sur-
face (S^) lieu des centres de courbure K,, relatifs aux lignes de cour-
bure y = cens t.

Si la courbe u == u^ de la surface (S) est cylindrée, le plan oscula-
teur T ^ M ^ C , , qui se déplace quand M^ décrit la ligne u ==^, reste
constamment parallèle à une droite (D); la droite poiaire C ^ K i , qui est
perpendiculaire au plan oscillateur T/MiC^ reste perpendiculaire à
la droite (D). La courbe u === u^ de (S,), ayant ses tangentes perpen-
diculaires à une droite, est plane.

Réciproquement, si la courbe u == u^ de la surface (S^) est plane,
tout plan perpendiculaire à l'une de ses tangentes est perpendi-
culaire au plan même de la courbe. Donc les plans osculateurs menés
aux diverses lignes de courbure v == const. de la surface (S) en tous
les points de la ligne u == UQ sont perpendiculaires à un même plan,
c'est-à-dire parallèles à une droite et la courbe u == UQ est cylindrée.

Pareillement, pour quune ligne de courbure v == ^y d'une surface (S)
soit cylindrée, il faut et il suffit que, sur la nappe (S^) de la développée
de (S) qui contient les centres de courbure principaux relatifs aux lignes
de courbure u = const., la ligne v == VQ soit plane.
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En conséquence, toutes les surfaces (K), représentées par les for-
mules (3i), sont doublement cylindrées suivant leurs lignes de courbure,
puisque, sur la nappe (S^) de la développée, les lignes u = const. sont
planes (paragraphe II) et que sur la nappe (S^) les lignes y= const*
sont planes également, ainsi qu ' i l a été démontré au début du présent
paragraphe.

D'autre part, les surfaces moulures, que nous avons laissées en
dehors de notre recherche, jouissent évidemment de la propriété d 'être
doublement cylindrées suivant leurs lignes de courbure. Donc :

Toute surface à lignes de courbure planes, situées dans des plans
parallèles à une droite, est doublement cylindrée suivant ses lignes de
courbure.

Pour démontrer que l 'ensemble des surfaces (K) coïncide avec l 'en-
semble des surfaces doublement cylindrées su ivan t leurs lignes de
courbure, il suffi t donc d'établir que t o u t e surface d o u b l e m e n t cyl indrée
s u i v a n t ses l ignes de courbure est une surface (K). Or, dans la Note
rappelée p lus haut , j 'ai prouvé que, si les plans oscillateurs menés aux
lignes de courbure v == const. en tous les points de chaque ligne de cour-
bure u == const. sont parallèles à une droite dont les cosinus sont U^ (a),
IL(^), U ^ ( ^ ) et si les plans correspondants relatifs à chaque ligne
ç ==: const. sont parallèles à une droite dont les cosinus sont '\\ (P), Vy (^),
V.^), on a nécessairement

U,V,+U,V,+lJ3V3=o.

Cette condi t ion exige, ou bien que les U soient indépendants de Uy
ou bien que les V soient.indépendants de v. On peut donc prendre

Ui==o , Ug^o, ! {l^î.
Mais, en un point (^,j, ^) d'une surface (S), le plan oscula teurà

la ligne v == const. a pour équat ion
(yL^-4^)(X-^)+(4.<<-^^)(Y-

•+• ( x\,f^ — j;A) ( X — ^ ) = o*
Pour que ce plan soit parallèle à Os, quels que soient u et ̂  il faut

qu'on ait
^J^—jL^=0.
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Cette équat ion, qui a visiblement pour intégrale

W^+W2y4-W3^o,

les "W ne dépendant que de ^'5 exprime que les lignes de courbure
{? == consl. sont clans des plans parallèles à Oz; c'est-à-dire que toute
surface doublement cylindrée suivant ses lignes de courbure est une sur-
face^}.

VI. — Les coordonnées des surfaces ( K ) exprimées sans signes
de quadrature; les deux classes de surfaces (K).

On a vu plus hau t que les q u a t r e fonct ions o, V, y^ ^ de la var iable ç',
qu i se sont i n t r o d u i t e s na ture l l ement dans notre analyse, sont liées
par les deux re la t ions

( i f t ) cotr^'V7^d̂^

( â 2 ) X /(^ : :=[+( ( ')+^( ( ;):l^o^}"

La première permet tan t d 'exprimer les lignes trigonométriques de
l'angle tu au moyen de la fonct ion V qui reste arbitraire, nous n'avons
qu'à résoudre le problème suivant :

Exprimer au moyen de co Cou de V) et d'une nouvelle fonction arbi-
traire les deux fonctions y et ^ liées par l'équation (22).

A cet effet, nous poserons

^=:aW+|3W', ..
^^AW+BW^CW^(35)

W désignant une fonction de^, q u i devra rester absolument arbitraire;
a, p, A, B, G sont des fonctions à déterminer . Nous représentons par
des accents les dérivées prises par rapport à v.

Des di f ïerenfc ia t ions successives donnent

4/= a'W "|- ( a 4- ̂ f ) W^ PW'7,
y=arrW^^a^^yWF+^^2^)WIF^^1W\
^=KfW^( A -^ •B / )W / 4- (B+ C^W^+CW^
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Ecrivons la condi t ion
(22) - 7/==(4/+^)COSû);

nous devons avoir identiquement
A/W -+- (A + W) W1 + (B 4- (7) W^ CW^

== [(a + ̂ ) W -+- (2^-h (3 -+- (3") W^ (a -h 2 (3') W-h PW^] COSû),

sans que la fonction W soi£ aucunement déterminée par là. 11 f au t
donc égaler les coefficients de W et de ses dérivées dans les deux
membres. Commençant par les dérivées de Fordre le plus élevé, nous
aurons
(36) C=:(3coi^.),
(87) B + G^ (a 4- ss^) cosc,),
(38) A.•+•B /=:(^a /•+"P ^-(S^cosû),
(3g) A^- (a+ a^îcosû.).

L'équation (36) donne G; on en d é d u i t
(7 == (3^ coscx) — Ç)tù' sin c^.

Substi tuant dans la relation (^y), on trouve
( 4o) B = ( a + p') ces rx) + P^-)' sîn 6),

d^où résulte, par di f férent ia t ion,
B7 == ( a' + pr,)^ 4- (S^ ) cas r<) - ( a^1 — ̂ lf) si ri G),

Cette valeur de B', portée dans Inéquat ion (38), donne
(40 A == (3 ( ï •— ^/â ) ces 0 + ( W — (3^ ) si n aï.

On a donc, en difrérentiant,
A^ [a&/2 - SiSo/û)^ ̂ (ï -,&)/2)] cos 6)

^ j ̂  ̂  ̂ / ̂ / - ? [ <x/ ( ï. — ̂  ) 4- r^ ] — p/ ̂ // j si n r/).

Portant cette expression de A' dans la relation (39), on obtient une
équation qui peut s^éerire
(4a) ( P ' — a ) [ ( ï — ( o / 2 ) c o s & ï — & ) / / s i n o ]

— (3 J 3 a/G/cos (<) 4- [VO — co^) 4-- ^///] siaû) j .r= o.
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Or, si l'on pose
(43) î2(^) = (i—-co^cos co — casino»),

la relation (42) devient
(44) (P^-a) ̂ +(3^=o,

d'où deux cas à distinguer, suivant que la fonction û, est identiquement
nulle ou différente de zéro :

PREMIER CAS : CAS PARTICULIER û = o. — Si l'on se reporte à la for-
mule (3o), on voi t immédiatement que la condition Q = o caractérise
les surfaces pour lesquelles Ici représentation spkérique ( 26) des lignes de
courbure est isothermique.

Dans le cas présent, on peut prendre arbitrairement les deux fonc-
tions a et p. Le plus simple est de poser

a=ï , (3=o.

Cette hypothèse, qui revient à garder ^ comme fonction arbitraire,
entraîne, en vertu des relations (36), (4o) et (4i)»

(a^y ^=: ^c») /sina) + 4'/cosr-')"

Telle est l'expression de ^ au moyen de la fonction arbitraire ^ et
de l'angle o.), qui est déterminé par la relation
(4.5) Sî^) =: (x—c>)^)cos&j — G/'smo^o.

Si a/ == — î:, d'où résulte
(46) 6 ï = = ^ o — ^ (^o=const.),

l'équation ( r û ) donne
( f.r,\ 6^===———:————————:? /W^ sm(^-^o)

si l'on fait rentrer la constante d'intégration dans la fonction V, ce
qui est permis.

Si 0^= ï , d'où résulte
(46y & ) = = ^ — ^ (^==const.),
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on trouve, sous le bénéfice de la même observation,

(47)' ^ -^s i l^^—po) .

Dans un cas comme dans Fautre, on a

(22 Y x = ^ sin ( v — ^o ) -t- A' ces ( c — ('0 ).

Supposant désormais 0/2 — i ̂  o, nous remarquerons l ' iden t i t é

(,/̂  ,) coU) 4- ̂  e^ ̂ t^ ̂  f^^i ̂ ^
2 <^ \ r,)' -l-i ) '

On en conclut que l 'équat ion (4,5) revient à
^ j _ y

( 48 ) J-—— ^sv ̂  const.
&y 4- r

.La constante qui figure au second membre n'étant ni nu l l e ni i n f i n i e
(0 /2— r 7^ °)^ on P^^t, comme plus haut, la réduire à l 'uni té . Il v ient
alors

(4 8 / &/ShV"(liV=o.

Mais la relation (12) différentiée d o n n e

—^(jM-V^^V^

ce qui permet d'écrire 1'équatioii précédente sous la forme

^^m-
On déduit de là, par une intégration immédiate/

(4.9) \Ti^V^ShV^^n^ (m=const.).

Cette équation revient à
n2V . /^ChWUl2V4" —,--)== m2

\ cU' ) f

on en conclut
^ . j ChV=wsin(c-.^) (^:::=consL),

• ( Sh V :-== ̂ rg^" (̂7 '̂" -̂y^^
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L'équation (48 y donne alors

(5i) ,̂  w^^^r^^
\/m2 sui2^' — Fo) — ï

D'autre part, les relations (5o) en t ra înen t
., . ,., m cos( c — ( o )

( 5-2 ) \ / == COt û.) == ——-———.....,,._„_ •
<//n2 sin2^ — ( 'o ) — ï

On connaî t donc oY, cosoj, sinoj; et si l'on substitue leurs valeurs dans
l 'équat ion (22)' on trouve

{^f y^ = —4^ ̂  si^(v — ^o) •+- 'V COS( P — Fo)].
y/^.2 — ï,

I I n'y tnirait plus îna in tenant , pour avoir les coordonnées des sur-
faces (K), sans aucun signe de quadra ture , qu'à subst i tuer dans les
formules (3ï) les expressions de OL>, de V et de ^ fourn ies , soi t par les
r e l a t i o n s (46), (47). (^V o^ (46)', (47)', (22/, soit par les rela-
t ions (5o), (52) et^y.

SECOND CAS : CAS GÉNÉRAL U ^= o. — I/équation (44) donne

W —UÏ^^

elle ne dé te rmine donc que l 'une des fonctions a et ?, pu i sque la
fonct ion û est connue. Si l'on substitue V à co dans l 'équation (43)
qui d é f i n i t û, on trouve

y^ ( y ̂  y^)2 _ 3 y/v^ ̂  ( ï + y^ ) y^

(i+V7^

Cette valeur de Û est assez compliquée. De quelque façon que l'on
procède, on ne pourra pas obtenir , pour les coordonnées (3 ï ) , de»
expressions simples.

Si l 'on prend
Ûî=0, (3 == -^9
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en tenant compte des relalions (35), (36), (lo) et </n), ou trouvera

( ,1 w'^== -o-'
/ r' '"ï \ 1 k""1
(00) ,

/ ., —w w/ /'•'>'si il f,> I2'cos^,)\ Wc.osr,)
[ / ~ '' " ^——Ïi—— — ——ïïi——^ -+- ———^——— •

Si l'on prend
a:-=^î:î', (3== i2,

en tenant toujours comple des n-iemes relations, on trouvera

^,,,, ( '^==3Q'W4-aw,
^ . )oJ .

' •/== W(SÎ'-+ •.î£2'c,)'siii(,)) + \\"(3^'cos<-,> -t-i2c,/sin<-,)) -|- \V"Î2 cosr,,.

^ C e s formules sont plus simples que les précédentes, parce que L>
n'y figure pas en dénominateur.

Il n'y a plus in a in tenant qu'à remplacer dans les formules (3 r) les
Fonctions -^ c.t y par Icura valeurs (53) ou (-53)', en avant touiours
égard a la relation ( 1 2 ) . On obtiendra ainsi les coordonnées des sur-
faces (K) sous leur forme la plus générale, exprimces sans aueui) si"'ne
de quadrature.

.11 résulte des développements de ce paragraphe que ne.s surfaces
forment deux c lasses: l'une, plus particulicre, est caractérisée par
1 isolhcrmic de sa représenlation spliériqne; les surfaces de cède
classe dépendent //•'une fonction arbitraire de u et d'une fonction arbl-
iraireclev, les fondions U et ^. Les surfaces de la classe générale
nont pas leur représentation spliérique isotherme; elles dépendeiil
d'ime foncuon arbitraire de. a et dcf deux fonctions arbitraires de v les
fonctions (J, V et W.

Mais il y aura avantage, vraisemblablement, dans bien des cas a se
servir des formules (3i) ou celte distinction n'intervient pas et qui
sont assez maniables; on devra seulement avoir égard aux conditions
( 1 2 ) Cfc (^2;.


