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RELATIONS AVEC CERTAINS SYSTEMES DWATIONS
Al;X DlilUVm PACTUUSS,

PAH M. ÉTÎENNE DELASSUS,
I» il 0 F K S 8 E l,î H A U ï- Y (; I1: E ï) Ii ï) 0 lî A 1 .

Lîi méthode que j'ai1 récemment indiquée ( 1 ) pour la réduction des
systèmes difïcnmtiels k^ plus généraux à une forme canonique peu!:,
sans înodifleations hnportanles, s'appliquer aux systèmes d'équations
algébriques.

'Étant donné un système algébrique homogène S, à m variables, on
sera conduit à une forme canonique caractérisée par des indices ^,,
|s»1 •• ̂  tL-i» L^ comparaison .avec la méthode donnée par Kroncdker (2)
montre que ces indices sont précisément les degrés des facteurs de la
résolvante générale du système S, de sorte qu'ils font connaître les
degrés des diverses multipl icités qui en composent la solution gé-
nérale.

Celte méthode pour étudier les systèmes algébriques est peu inté"
rcsssante en elle-mêmey car on voit faci lement qu'elle n'est que celle

( 1 ) DKLASSIJS, E^tcnfîian du l/iéôrme de Caacitj' nu^ ^'sternes les pli^ généraux
(l^f/uation^ aux dénies partielles (Jimaks me/fUfîque^ clé l'École Normale, 1896).

(8) KjïONîSCKîîn, fimndzûge dner Tficonc der cd^ûhmUchcn Grô^en [Journc/l de
C relie, t. 92).
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de Kronecker, dans l aque l l e on se serait a s s u j e t t i à f a i r e t o u t e s les é l i -
minations par le procédé de Sylvester.

Son in té rê t réside dans ce f a i t que les systèmes a l g é b r i q u e s et les
systèmes différent iels peuvent s 'é tudier par des méthodes p r é s e n t a n t
de très grandes analogies, ce qui permet de fa i re en t r e ces deux sortes
de systèmes des rapprochements intéressants .

Soit 2 un système di f fé ren t ie l à m var iables x^ x^, ..., ^/, a u n e
inconnue z et dont chaque équa t ion <3? == o a pour premier membre
une f o n c t i o n l i néa i r e homogène et à coefficients constants des dé r i -
vées d 'un même ordre de z. Dans toutes les é q u a t i o n s S, r emplaçons
chaque te rme

^5^^^^^^^^^^^

par le monôme correspondant
y%, y^ ,̂ a,,,,.a, ^ ^ ̂  ..../.. ̂  ,

nous obtiendrons un système a lgébr ique homogène S.
On sait depuis longtemps que toute solution de S ( b u r n i t des solu-

tions de S.
En cherchant à réduire S et S à leurs formes canoniques , on voi t

f a c i l e m e n t que S et S ont forcément les mêmes indices et l'on en t i re cel te
conclusion :

Dès que, par un procédé r/ucicoru/ue, on conncdl les degrés des dwnea
multiplicités qui composent la solution générale de S, on connaît, par là
même, le nombre et la nalure des/onctions arintrcdres (fui figurent dans
l'intégrale générale de 2,

qui montre que l ' intégrale générale de ̂  est i n t i m e m e n t liée a la solu-
tion générale de S.
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CHAPITRE I.
RÉDUCTION GÉNÉRALE DES SYSTÈMES D'ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES

A, UNE FORME CANONIQUE ( ï ) .

Les monômes algébriques et de degré n à m variables présentent do
grandes analogies avec les dérivées par t i e l l es d 'ordre n d ' u n e fonc t ion
de m variables.

1. Soient x^ x^, . . . , x^ les m va r iab les prises dans u n ordre dé-
te rminé .

Les monômes

./•f' x^ . . . .̂ « (a, + ̂  • • • •+- ^,n = n )

pour ron t , par la cons idé ra t ion des exposants a , , a^, . . . » a,,,, se ranger
«m groupes G,,, G^, ..., G,^..,.

Ces monômes pour ron t former des ensembles canoniques, que nous
désignerons encore par W1 et dont les ind ices seront les exposants de
.r,, . . . , .r^__i dans le dern ier terme.

L 'ensemble dérivé de W sera l ' ensemble obtenu, en m u l t i p l i a n t par
.ri, /z:^, .. * , .r^, successivement tous les monômes de E^.

L'ensemble dérivé d'un ensemble E^ est encore un ensemble canonique.
Un ensemble canonique E^ et son ensemble dérivé (E^y ont les mémey

indices.
Si, dans une aérie infinie d'eriffembles canorm/ues

p a V a-t-1fij' , r-i1 , . . . .

on a toujoun (V^y'^E7^', <7 existe certainement un nombre fini n à
partir duquel on a indéfiniment (E^/ == E7^"*.

r; Pour ioutcs les (lémonstralions des i)roprictcs cnoîicécs (Icins co (^idpiLrc, se
rtîiîorLer a la première pfirlic (lu Mémoire déjù cite. Ïl suffira d'y remplacer le rnoL dérivée
par If* lïio t fHo/iorw.
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2. 5z'p équations entières, homogènes et d'ordre n en ,y,,, x^, ..., .2^,
sont résolubles par rapport à p monômes de cet ordre, il est possible, et
d'une infinité de façons, de faire un changement linéaire de variables,
de telle sorte quelles puissent être résolues par rapport aux p premiers
monômes,

Ces p premiers monômes consti tuent un ensemble canon ique V/1,
nous di rons que le système est résolu par rapport à F/\

Soit
.y, -= H E, + H £2 -|-... 4" ?4 ̂  (^ •= i, ̂  ..., m )

un changement l inéa i re de variables dans lequel n o u s considérerons,
jusqu 'à nouvel ordre, les À comme des constantes a rb i t ra i res .

Soient
^ , ! ' \ î7! (^i, • < . , <r m ) ==o, , , /., S^( <r,, . .., ,r^) — o

lesp équations homogènes et d'ordre n. Soient

<I»i(^, . , . ,^)=^ . .^ ^(^, . . . , ̂  )!::.: o

les équa t ions transformées.

Les équations^} seront résolubles par rapport aux termeîî d'un ensemble
canonique et les expressions obtenues seront des ^fonctions bien détermi-
nées des autres monômes et des À ̂ JoncUons qui ne seront Idenficluemenf.
ni infinies ni indéterminée s.

3. Nous appellerons déduites d'une équation F ̂  n les équations de
la forroe

^f^ ....r^F^o. ^ , 1 . 1 1 , 1 : ! ^

^es déduites sont analogue^'aux dérivées'd'une équation aux déri-
vées partielles. ! ! ! 1 1 1 ' 1 1 1 1 ^ " .

Si roone considère, que l'es solutions autres que !

;- , / ^ ! , ! , .yl=<r2.1.,:=:.:r^:~ o,

; uneéqualion homogène et d'ordre n, F - o est équivalente à rensemhie
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de ses dédu i t e s d'ordre n •+- n\ car, parmi ces déduites, on trouve

,rfF=ô,
<F=o,

.<F=o,

et, comme tous les x ne sont pas nuls, on en dédui t forcément F == o.
Si donc, dans un système, toutes les équations ne sont pas du même

ordre, ors ramènera à ce cas en remplaçant chaque équation qui. n'est
pas de l 'ordre maximum ;x par l'ensemble de ses déduites d'ordre p-.

Soit S .̂ le système ainsi obtenu et S^ le système transformé. Dési-
gnons par S^,p/ le système (orme par les déduites d'ordre p. 4- p/ des
équa t ions S^ et par Sy.^ le système fo rmé par les déduites d'ordre p. "+- p/
des équa t ions E^. Le ^sl.ème I ;̂/ sera équivalent au système iransformé
^•{t S^ ,^ / et, par s aile, sera résoluble par mppoH à un ensemble cano-
nir/fw £,/,

' l* l^ormons les systèmes successifs ' • • 1 " •
v v
^[Ly ^[j.+.î , . . * . , '... - 1 1 1 ;

i l s seront résolubles par rapport à des ensembles '̂  •^€^

^ £^1, ..., " 1 . c ,̂
.^^ •^

qui satisferont toujours à la condit ion , : ' • , "'"
(e^)^^^'1;

car les équat ions 2^, qui, sont résolues par rapport aux monômes de
ï^, dxHiîH'ront des dédui tes résolues par rapport à tous les rnonoï'nes
de (^y et il y en aura en plus des équations crintégrcibilité obtenues
oîi égalant deux expressions d'un même monôme de (^Y, et que nous
continuerons à appeler ainsi par analogie avec ce qui se passe dans la
fo rmat ion des systèmes (Inéquat ions aux dérivées partielles.

Il existera certainement un ordre fini n à partir duquel on aura

(s^y =^1,

Si C1 est complet, le système 2^ ne peut être vérifié qu'en annulant
Ann^ de l ' É c , Normale, à* Série. Tome XIV. .— <ÏANViEft 1897, 4
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tous les monômes d'ordre n^ ce qui exige
^ •":-: ^3 == . . . "r= (̂  33: 0 ;

de sorte que le système proposé S n'admet que la solution

,:r.i-= x^=... .=x^ =:o.

Ce système est donc incompatible.
Supposons que £" ne soit pas complet. Les expressions des monômes

de e" sont des fonctions des autres monômes et des "À; elles ne sont:
i d e n t i q u e m e n t ni inf in ies , ni indéterminées . Ce sont, des fondions
linéaires et homogènes de ces monoines et les cocfïickîîils sont. des
fonctions rationnelles des A,

On pourra fixer numériquement ces "X de façon , que leur dé termi-
nant ne soit pas nul et qu'aucune de ces fractions rationnelles n * a i t
un dénominateur nul.

Les À étant ainsi fixés, le système Z^ auque l on arrive constit.mï
notre forme canonique générale.

'5. Dans le Cl.iapi.tre suivant, nous verrons que le degré d'indéier-
minaticm des solut ions- d'un système dépend uniquement de n, f^,
P2» • • • ? Pm-^ l^s p étant les indices de e^

II est possible de déterminer tous ces nombres sans être obligé de
faire le changement linéaire à coefficients indéterminés qu i condu i t à
des calculs très pénibles.

Considérons les systèmes successifs

°V.9 î p.-.M'» • * • y ^A"

Soit ph le nombre des équations de S.̂  qui sont linéairement indé-
pendantes.Considérons l'ensemble -canonique d'ordre le, qui aurait/^
termes, et désignons par q^ le n'ombre1, des termes, de son ensemble
dérivé. ! ! ! ' ! ! \ 1 : ^ ! ! ! ! ! 1 . . a !

Tant que l^on aura 'k <^n^ on aura

P/w > qk
et pour k = n

jPn-i-i ̂  Ça ;
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n se trouvera ainsi déterminé et ^, Ra , ..., p^^ seront les indices de
l 'ensemble canonique d'ordre n et ayant p^ termes.

CHAPITRE II.
ÉTUDE DE LA FORME CANONIQUE.

1. Forme des identités d'intégrabilité. — Considérons un système
c a n o n i q u e S,̂  et, d^une façon générale, désignons par

^a,.^....,^ "̂  r»

l 'équation de S^, qui est résolue par rapporta

,,,%, y^Q ,y,^,,,IA' i u'1' y. • * " "rl ///, "

Désignons, en ouire, par [Ïi , P^ -•? ?m-i Ic^ indices de E" et par en

19 e n s o m, b 1 e c o m p 1 é m. e n ta i re d e E".
En rmil t ipl iant par x^ les rnononies de e'1^ on n 'obtient jamais le

înononio api'ïarienîinl à (E^y.
Il n'en est plus de même si on les mult ipl ie par^^r
Le mono'me .,.p.,,̂ ....̂ ,̂-,,..î ^

qui forme le premier groupe G'^-^ de en9 donnera '

^^^-.^r^^s
constitua'nl le dernier groupe Cy/^i de (E^')'. M'-ais ee monôme peut
encore s^obtenir en mul t ip l iant par x^ le monôme

^^-•^fc1^

qui forme le dernier groupe G^i de W. On robtiendra donc en résol-
vant réquâtioïl

^wSp,^..,.p^=o,
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et l'expression ainsi obtenue ne contiendra pas d'autres inononios
appartenant à (E^)7.

Voyons maintenant la multiplication par oc,n^. Les termes de ^\ qui
donneront des monômes appartenant à (E"Y, seront de la forme

,zf^.. ̂ ^rï^r (^-i < P/^i)
ou

a^a^...^^^^^ (a, î ^ (3,̂ ,i)

et proviendront de la seconde portion du groupe (jr/^a, qui est à cheval
sur E" et c", ou du groupe Qrn^ q111 sln^ imiïiédiatement

On obtiendra ainsi les moriomes
w»f'L <r-«Pa /y >f"L,i-,,..»•+• 1 ,y>tt,t,t.-.i ••y^'in ( n -/••"^' Pi \
^1 ^â • ' • tt m-^ ^ni-l ^ 1 " {^m.-ï ̂  Vm-ï h
/yBi /y»Bi /y,B,,,...,.-a /y.aOT-.-,..,i ,y.a»,t /' /y > î }'^i ^2 * * * * m""a^^''^-i^wm v^w—i '.;„ p/«-"ij*

Les premiers n'existent que si. pw-i 7^ 0' Un a alors
g3^ ̂  ̂ . _ -4, p^,^ + j 4- a//,»i + a/,/ = n 4" ï,

(3,-hf52+. . .•4-(3,/^a< n,

ce qui montre que ^m-\ ^t ^m.^ peuvent; pas être simalti.n'Khnent nuls .
En divisant ces monômes soit par x^, soit par^..,, on obtiendra donc
des monômes appartenant à E".

Voyons les seconds; si l'on a a/,,/^ > pm"i» ̂  ̂  d i v i s a n t par ̂ .,,,
on obtiendra sûrement des monômes do E'2. Si .l'on a a,^, =: 6^,,,, or'î
aura sûrement a^^: o, car

Pi + p^ +... + (3,̂ 2 -}.- f3,,,,...ï + (%,/, ::::::; n .-..h i,

P 14- p g 4-... + P /,^a -i1-- p ̂ .-1 î n.

En divisant par^, on obtiendra forcément des monômes de W.
Ces monômes de E" appartiendront aux deux dentiers groupes G^^g

du dernier groupe G^^. •; . , '• '
Désignons d^une façon générale par S(^ des1 équations appartenant

aux deux derniers groupes Gp du dernier groupe ,G^,, nous voyons
que les termes de (E^y qui proviennent de termes de ̂  par la mul t i -
plication par «z'/^â s'obtiennent en résolvant des équations de la forme

.a^S^-g;)^0 ou. ^w.»iS(^.-.i)::= ô;
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les premières ne cont iennent pas d'autres termes appartenant à(.E^)\
'niais i l n'en est pas de môme des secondes; elles peuvent contenir un
terme de ('E")^ provenant de la. mult ipl icat ion d'un terme de ^ par
'^ m - ' - 1 "

On I c i iem disparaî t re en considérant une équation de la forme

•^w.-i S(//^..a) 4- ^Sp,,p^,..,^== o,

C é t a n t une constante convenablenient choisie.
En f a i s a n t des raisonnements analogues, on verra que les monômes,

appa r t enan t à (l^y et provenant de la n iu l l ip l ica t ion par x^ de
monômes do ^/, s ' ob t i endron t en résolvant des équations de l 'une des
formes

^m ^(///.•"-;l) "^ °9

.r/^i S(/,/^ 4- C^,/, ̂ 1.^.....^.'=''°»

'^w ^ iî S (/,/,-.,., :i, 4-1- .^///„l^( l;S(///,„..^411••• l• (^^'///Bp,^,..,..^,,^ o,

(j ï : î i ne c o n t i e n n e n t a u c u n a u t r e monôme appa r t enan t à (li^y. lit a ins i
sui te .

Cons idérons un monôme a p p a r t e n a n t a (l^)'- ]1 P0111- P^ov^"^11 (le

plus ieurs monômes de E^ Si S' e(, S" sont deux é<iuat ions dont i l pro-
vient , on aura une équat ion de lit f o r m e

^/,S/—•x^S//=o,

q u i devra se réduire à une i d e n t i t é en vertu des autres équations. En
y rïmiplaçant par les valeurs obtenues précédemment les monômes de
(l^y qui proviennent de la mul t ip l i ca t ion des monômes de ̂  par Xp
ou ^ fît en supposant /?> q, on arrivera ainsi à des identités de la
forme

.r^^-.r^S^.+^P/.^St,)
4- -SP/.-i-.a S(;,...M,/ 4- . . . 4- ;SI\,-i S(^.,...2) 4- î\< Sp,, j^...,^, "•= 0.

ou 1\ représente un polynôme hom.ogime du premier degré et a coeffi-
cienis constants en x^ ^m-^ * -^ ^r

2, Exùimcft des solutions ^ d9 un système canonique. — Admettons
que toutsysleme canonique lun — i variables possède des solutions où
ces variables ne sont pas toutes nu l les* ,
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Reprenons notre système canonique S^ aux m variables ^^ x^ . < . ,
^ et aux indices ?^ R a » • • • » Pw-r

Posons
j"//, ""::^y,:y^^,i;

le système S/, se transformera en un nouveau système JS,, formé par
des équations homogènes en x^ x^, ..., x^^ et contenant en outre
un paramètre arbitraire y.

Considérons l'ensemble canonique ^n formé par des monômes en oc^
x^, ..., Xm-\ et qui a pour indices

pi, (3,,, . .., (3,//^,

et désignons par e" son ensemble complémenta i re .
On voit immédia tement que tous les monômes en ^,, ;r^, . » » , -r/,^,

.r ,̂ qui •appartiennent à un môme groupe G'̂ ..a donnent , par la transfor-
mation considérée, le même monôme en oc^ «r^ * • ^ ^w-r

Tout monôme de W donnera un monôme de s^ et réciprcxiucnient,
tout monôme de C1 proviendra d'un monôme de E^.

Il n'existe pas tout à fa i t la même correspondance entre (^ et, ê^.
Puisque les transformés des rnonomos de lî" ̂ ^rti^nnimi tou jours

à C1, les monômes de C1 ne peuvent provenir qiKi do termes d^ ^;
mais la réciproque n'est pas vraie ; les ternies de e" donnen t (in général
des termes de £", mais il y a exception pour les termes de ( i t ï q u i appar-
tiennent au groupe G'm-^ ^ui ^t ^ cheval sur E^ et ^ / /; tous les tcniKB
de ce groupe ont le même transformé q u i , é tant t ransformé d'un terîiw
de E72, appart ient cer ta inement à ̂ \

Rangeons les équat ions S^ en groupes G^,..,^.
Deux équations S' et S^ ap i )a r tenan t à urî môme groupe '(j^-a onides

premiers membres qui ne d i f fè ren i que par les .exposants de x^^ et
x^ En en prenant deux consécutives, elles fburûirôïit une identité
d/intégrabili té ; / - : •• :;

.r^iS' — x^'+ C.a?mSiâi,p,,...,j3^=û,1

qui restera encore une identité après la transformation. On obtiendra
ainsi

^^i^—y^/n-i^^Cy^m-ï^^^^^-^o, 1 . ^
ou plus s implement

, 2/-y2//+Cy2^p,,.,p,,=o.
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Désignons par/,,/^, ...^les équations S du dernier groupe G^^
en commençant par la dernière, et par c p ^ , y^ ..., ç^ les équations
transformées. Nous aurons les identités

ycpa-=(i+Ci.y)9i,
j^-::-:c?a4"- (^.y^i,
. . . . . . . . . . . . . . . . 5

y ^ ],:::-::. y/,.....i4-1- C^r^i.

De ces ident i tés Oîi dédu i t innnédiateinent que ç < , îp^ , , . . . , cp^ sont
respectivement divisibles par x^^, «r^""2, , . . , .r1, ^<^ et, en posant en
génénil

y/^^^'""1^/,
on a u r a

^/- l l:-^(î l•-1-('^lJ I-• l l•^(;,.ya4-...+

|ou(es l(îs équations provenant du dernier groupe 0,,̂ .,,,a se réduisent
donc a réqaation unique

'LII ."•:•.' 0,

qu'on ohiieni, en prensnitia (ï^ansforniée de la dennere équation S^ et
la divisant parj^, puis((ue l'on il. évideinment

Soient î î i a i n t e n a n t 0^ O g » ..^ 0^ les équations successives d 'un
groupe G,^a quelconque. Nous aurons les identités

' ^—jO, 4-c^r?i "^o»1 ^ , ' ,
O ^ — y O y , -hC^y?i ^=0^

^ — j v-!+<V-ir 91 = 0<

On en dédniî*a en général

Oi ::= j^--1 Ot 4- y ci ( C^i 4- C/«2j •+• - - ̂  CiV^2 ).

et par conséquent toutes ces équations se réduiront, en vertu de
^ -= o^ à Inéquation mnique

0, := ô.
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Je dis que le système 2^ ainsi obtenu est résoluble efÏecl iverncntpar
rapport aux monômes de £".

En effet les équations 2^ qui proviennent des groupes G,,/^ autres
-que le dernier seront immédia tement résolues par rapport a tous les
monômes de £" autres que le dernier.» et les expressions obtenues pour-
ront contenir ce dernier monôme en même temps que ceux de ̂  I I
suffit alors de montrer que Inéqua t ion ^ détermine ce monôme.

La dernière équation S^ est de la forme
^=fi,n.~,

Q p p p 'V^ „„. p, r-{ p., ; h i,. »
,y.t-'t ,y.)^ ,y.P/«--l ,.y.i.'W ——— •%, P . ,». )••* 1 ,.y,P S; .j. V /»- 1 -••" / ,̂ . ) - 'Wt - ' 1 " / ,(.„„ A' i ' a ' " " 1-" ' / / / •••-1 <A"///, "-~"11 /r, ^ { ' ' • • • f <.<-y - • • ^1'/fi........^ " f ' / / / 1 J " ?

/ =•: î

A désignant une expression formée avec les monômes dos ^rolîpcîsd^,,,,.^
qui suivent dans (3//-.

La transformée sera
^̂ ....,

y^^t....rfeï+P——JP^•^...rlr,,,lll^ ^ Qj^+B,
<=•;!

B désignant une expression formée avec les monômes de s^
On sait ci priori ([ne l/équation a ins i obtenue est divisible parjl^s de

sorte que réquation ^,1 se réduit à
/ /-p.... \

^ y.P»,-,,-.,+P'»( ._ V f \ r / i "-••ÎV
•z' 1 • ' * < A • ' / / / , - 1 % j —— ^, ' •-'/,/ j :-'1" S S ?

\ < = I /

B' ne con tenan t que des monômes de s^. Le coclÏicHînt (le ̂ \. .^^( . 1 1 ^w

ne peut pas être mil i den t iquemen t , do sor leque, si on laisse y arbi-
traire, cette équat ion sera résoluble ef ïect ivement par rapport au der-
nier monôme de ^. , ^ ,

Supposons que £^ ne soit pas complet, c'est-à-dire que ^o |̂  . * . ^
^m^zn^ soient pas tous nuls; je dis que S^1 est'canonique.

Pour le démontrer, nous allons comparer les systèmes S/^ et X^,+,,
Toute t ransformée 1 d'une équation de S^ est évidemment ono

équation £^ et toute équation de 2^ peut s'obtenir en faisant la
transformation dans une équation de S/^ convenablement choisie; il.
en résulte que le nombre des équations distinctes de 2^ sera, ri^ou"
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reusement le "nombre clé groupes G^^ qu i se t rouvent dans S/^n,
c^st-à-dire q u ' i l y a de termes dans l 'ensemble t ransformé de (l^y.

(E^y ayant : [j,, 6^ . - . , [4,^, pour ind ices , ceux de l 'ensemble trans-
f o r m e seront. [^, f:L, . . . , p/^- Ces ind ices étant précisérnent ceux de
s^, i l eu résu l te que l ' ensemble t ransformé de (T^Y n'est autre que
(.^y1'

,̂/.,.,...,, a donc autant d'équations distinctes qu'il y a de termes dans
( z 1 1 } ' el céda surfit pour démontrer que S^ est canonique.

Supposons m dernier lieu que ^ soit complet, c'est-à-dire que l'on
a i l

pï= |V:::::. .„:= p,//., g =::::: o.

1/équat ion 4^ :=: 0 se re ( lu i^ l € { a

/ - ^-. . .
^•\l-••••• Z ^^r^ j-:ril-^

Bi on laisse y arbitraire, elle donnera ̂ .«i =; o et les autres équa-
tions de 2^ ïnontreront que (.outc^ les autres variables doivent être
nulles. Il 'y a donc irumnpatibilité.

Mais détmnilK'msj par réquation

/-^^..
ÏM ^ C,.:)^-:-o,

/ - 1 1 - 1 - 1 1

Féqua t ion ^ = o1 se réduira à une iden t i t é et le système^ sera, résolu,
par1 rapport à un ensemble canonique ^ à m. — î variables ayant pour
indices

o, o, ..., o, î .

La dernière équa t ion de S .̂.,.i é tan t une dédui te de ^ == o se réduira
îiussi a. une i d e n t i t é , de sorte q u e -S/^ ^1^ ^"ï nombre d 'équations
dist inctes au plus égal au nombre des termes d'un ensemble canonique
g^4'1 ayant pour indices

o, o, ..., o, f .

Cet ensiunble ayant les mômes indices que ^ n'est autre: que (e^)'
et cela suffit pour démontrer que 2^ est canonique.

..^nn, (/€ ^É€, NormaU. 3" Série. Tome XîV. JANVIER 1897. 1 ^ J
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Le raisonnement précédent suppose essentiellement que j a u n e
valeur finie. Il est donc en d é f a u t s ! [^, ?,, ..., ̂  étant tous n u l s ,
les C^ le sont également.

Reprenons alors le système S/,. Les équations du dernier groupe
G/^-2 se réduisent à

_,,/A ____ - y , /?—l .y, ———— /-i .y. P »»••••-) ,y»|^»l ..——- ()ÛL fn-\ — °» JL m~i x!^— °» ^ • • • » Ji"' tii-i <Â- l i t "•— "

et exigent par suite que l'on a i t ,z',/,,,̂  == o.
Faisons alors <r,^,i == o dans toutes les équat ions de S^; toutes celles

du dernier groupe G .̂....a se réduiront à des iden t i t é s et les ident i tés ,
don t on s'est déjà servi, et q u i ex i s t en t en t re d e u x é q u a t i o n s consé-
cut ives d 'un même groupe G-,^...^, mon t ren t qoo, p a r m i les équa t ions
d'un même groupe G,n^ la dernière seule ne se rédui ra pas à une
identité. Un ra isonnement analogue à celui qui a été (a i t dans le cas
précédent montrera que le système en x.^ x^ ..., ̂ -^ ^m û ins i ob-
tenu est canon ique .

Puisque, dans tous les cas, on est ramené à un système c a n o n i q u e
à m—ï variables qu i , par hypothèse, a d m e t des so lu t ions où ces
m — i variables ne sont pas toutes nu l les , le système,1 proposé h m. va-
riables admet cer ta inement des so lu t ions au t res que

On est donc ramené à démontrer la propriété pour les systèmes
canoniques à deux variables. Ces systèmes sont. composés d'une soûle
équat ion , de sorte que, dans ce cas pa r t i cu l i e r , le théorème général se
réduit au théorème classique de d'Alembert. Donc ;

Tout système canonùjue admet des solutions où les inconnues M $oni
pas toutes nulles.

3. La résolvante générale de Kronecker. — Considérons un système
d'équations homogènes à m variables. Remplaçons-le par un système
équivalent dont toutes'ies équat ions 'serontdirmême degré et faisons,
pour éviterdes cas1 particuliers, le changement linéaire de variables le
plus général.
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Soient
Fi(.ri, . . ., y^ ) = o, Fa(<z'i, . . ., ,r,̂ ) == o,

ces équations.
Elles peuvent avoir un facteur commun

| > / /y. ,y. \a ni \'lv•ïf • • " •» 'A /// / •

En le suppr iman t , on obt iendra

V\ Oi, . . . , .r,,/ ) =:: o, Fg (••^, . . . , .2^) == o, ... ;

(orrnons les deux, combinaisons

UiF;4"U,F3+...=o,
V^F,4-V,F,-h-...=o.

Entre ces deux équat ions , é l iminons .r^, nous obt iendrons une
é( jua t , ion

<P(.r,, ..-,.r^, II,, . . . ,V , , . . . )=(>,

( |ui sera bornogene en .ry, . . . , ^. En a n n u l a n t les coefficients de
termes en CI et V, nous arr iverons a un système

i;i (.ra, . . ., .r/^ ) ""::; o^ (la (^a, . . ̂  .r,// ) — o,

( )u i expr imera les c o n d i t i o n s nécessaires et suffisantes pour que les
équat ions V\ considérées comme des équa t ions en .r,, a ient une solu-
t ion commune .

On traitera les équations G, qui sont à m — i variables, comme on
a fra i té , les équat ions F, et l'on1 arrivera à trouver, pour chacun des
systèmes qu'on obt iendra 1 successivement, wi facteur P qu i pourra
avoir le degré o.

Kronecker a p p e l l e 1 résolvante générale l ' équa t ion
1 1 m v7'!» • •• « » ^/n) l" ///""-1 {^'21 • ' • f ' ' ^ m ) • • • 1 «('^' in^-'î^ '^"w—iî a'in ) i a ( I T 'm—i9 ^'/n} :=:' 0;

a chaque f ac t eu r Py de degré autre que o correspondent des solut ions
dépendant d e y — 2 paramètres arbitraires, en ne tenant pas compte

. de celui qui provient de rhomogénéilé des équations.
Si l'on prend le langage géométr ique, on peut d i re que, à un fac-

teur P^ de degré y^, correspond, dans l ' intersection des mult ipl ici tés
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algébriques considérées, en équat ions horno^'cnes dans l 'espace h
m — s d imensions, une mul t ip l ic i té Ïy^ à y — 2 d i m e n s i o n s et qu i est
de "degré Yy.

4. Signification géométrique des indices d'un sysiêfne canonique. —
Soient

<I^:=Ao^-+.. .4- A ̂  •:=(•>,
€ï2=Bo^ï'+...+B^=="o

deux équat ions homogènes d'ordre [j-, dans lesquel les on a mis ,r< en
évidence. Pour é l im ine r x^ par la méthode de Sylvester, on considère
les équa t ions

.r\ <î^ := o
^<h^û (^^o^^.-^- i , ) .

On y considère toutes les, puissances de ^,1 comme des inconnues dis-
tinctes et, en prenant. le déterminant de ces équations l inéai res , on a
le résultant

A() Ai . . . . A a () • • • < »

o .. o A,, Ai . , . . A p.
Bo Bi . . . B. o . . . o

. .. . i^o Bi . . . . n^

Si l'on appelle C,, G,, .. ., Cp D ^ , I)a, . . . , I.),, les m i n e u r s re la t i f s
à la dernière colonne, lesquels sont des polynômes en .r^, . . . , ,,r^ on
aura

i ^ [ i .h=.\l.

0R ̂  îî)^ C,zf"/»^<D, ̂  .I),.r̂ -,

ce qui, montre que R est une combinaiBon linéaire -des dédui tes de <ï^
en desdéduites'de1^.

Supposons maintenant que,l 'on a r t - 1 ^ 1 ' 1 1 , 1 1 1

, . ! , <t>i=UiF^UA+....,
^^Y^Fi+V.F^^.,

les U et V étant des constantes arbitraires.
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Dans l 'expression de R, (D^ et <1>2 seront des polynômes en U e t ' V ;
i l en sera de même des C, et D/, de sorte que le coefficient d'un terme
qmdconque de la fo rme '(VV^ sera de la forme

2F/Q,

les Q/ é l an t des polynômes en.r , , ;z'̂  .. .,.r^; e t i /on sait, a priori, que
toisles les puissances de A', d i s p a r a î t r o n t d/elles-memes. Donc, toutes
les é q u a t i o n s obtenues en écr ivant que K =- o est une i d e n t i t é r e l a t i -
v e m e n t aux lî et V s o n i d e s combinaisons l i n é a i r e s des dédui tes des
é q u a t i o n s F.

Beprenons m a i n l e n a n t le système canonique S^, ayan t pour ind ices
(i^, f^, • . . , [Ï,,^,, et p rovenant du système i n i t i a l Sp. composé des équa-
t ions

Fi -.r <•.), î^1— <1),

ayant S o û l e s le même de^ré [A.
Si les é<ju:a(- ions I4' oni un lacleur commun (jui, a cause du clian^e-

menf. iudé(.<*rminé de var iables, conlieul: certainerneul foules ces va"
rialdcs^ on ne pourra jamais trouver des combinaisons linéaires des
dédui tes, ne contenant pas ^.>,, puisque le système admet des solutions
dans lesquelles on peut prendre arlïilrairen'ient .1-^, ..., ,r^. De la
résulle imniédiatement que fon aura

i3,,,lll•ll:::o.

l.a réciproque est vraie, caî% si les équa t ions F n 'avaient pas de fac-
teur commun , les deux équa t ions

^i-^ilJF^o, '
<ta"=-SVV^<->

n ' a u r a i e n t pas de (acteur commun et, en é l i m i n a n t .r, entre elles, on
tombera i t , eu a p p l k j u a n t le procédé de Kroneckcr, sur des équa t ions F'
q u i ne sera ient pas des i d e n t i t é s et qui. se ra ien t des combinaisons
l inéa i r e s de dédu i t e s de F; donc 2^ con l iendra î t des équat ions dans
lesquelles ne figurerait pas x^ et, par su i te , on a u r a i t

, ! j3i=o.

Ce facteur P^(«r^ . » < > ^ w ) d^ à^rk y^ cont ient cer ta inement un



38 ET- DE LAS S US.

terme en x^1, car, dans S,,, la première équation est de degré n et con-
tient le terme ̂ . On peut évidemment supposer que le coefficient de
x^ dans P^ est l 'unité.

De ce que la dernière équation de S,̂  cont ient x^ à la puissance ^
résulte immédiatement que l'on a

y/^pr

Je vais démontrer que, si l'on divise par P,,.< toutes les équat ions du.
système 2^, on obtient un nouveau système S,/.,,..̂ , qu i est encore ca-
nonique.

Remarquons d'abord que, si 1/enseinble K" est c a n o n i q u e et a pour
indices

pi, pg, ..., p^,-,,i,

en divisant tous ses termes par x]"\ on a un nouvel, ensemble I.^1'"1^,
qui est encore canonique et qui a pour indices

p i y ' m ï pa-» • • * i p m -••••' i •

Désignons par M/^p^ les monômes en x^ . . . » x^ et de de^ré n ™ 8,
qui, multipliés par x^, donnent des termes de E^, et par N^,,^ les
monômes analogues fournissant des termes de ^\

Toutes les équations du dernier groupe (;i< de 2^ seront de la fo rme

^m^^lCx^^-rk,

A désignant un ensemble de termes qui , r e l a t i vemen t à ^, sont de
degré infér ieur à f^.

En divisant par P, on aura des é q u a t i o n s

.4 -•ï- (M,̂  - ï CM.^) 4- B = o, , , ,

îi désignant un ensemble de termes'qui, en, ̂ , sont de degré in fé r i eu r
a P i — T m - Les équations ainsi, obtenues seront donc résolubles par
rapport a tous les termes , ,

1 ! - ! ! ! ! .: . ^^•"^M/^.p^!. . ! ! .

c'est-à-dire par rapport à tous les monômes d,u dernier groupe G ^ de
E'2-^.1 ^ 1 1 1 . • ! : ; ' ! 1 - . : • 1 1 1 •
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Considérons ma in t enan t 1/avant-dernier groupe G^ de S^. Toutes les
équat ions seront de la forme

.r?1 -h 1 M// ̂  p^ i — A == o,

M,,_p^,,,.i désignant successivement tous les monômes en x^, . . . , x^ de
degré n — [̂  — i et A. étant un ensemble de termes qui , en x^ sont au
plus de degré p i .

Après divis ion, on obtiendra

^P,,-T.-M^^p^^_B=o,

H é l an t un ensemble de termes q u i , en x^ sont au plus de degré
i^i —" Ym» Ces équat ions seront donc résolubles par rapport à tous les
monômes de la forme

a^-r^M^^^^

c'est-à-dire a tous les monômes de l ' avanl-dernier groupe G< de K^""^.
.En con t imian t a i n s i , on verra que les équa t ions S^,,,y^ sont résolubles
par rapport a. tous les monômes de lî^11'""^'.

On remarque que les dédu i t e s des équat ions S .̂̂  s \ )bt iennent tbr-
eément en d i v i s a n t par P^ les dédui tes des équa t ions S^ c< 'est"à"•(lir^>

I < Î B é q u a t i o n s S^,,...,» I l en r éMi i l t e , par le ra i sonnement précédent, que
les déduites des équations S,,,^ seront résolues par rapport à tous les
monômes d 'un ensemble canon ique d'ordre n — ^ ^ - ^ ï , ayant pour
indices

Pi '"'•"1-" y m 9 ^ïi " • * •> (3//;—iy

et qu i , par sui te , est l 'ensemble dérivé deE^11'1'""^.
Le système S .̂.. est donc canonique.
Mais, par hypothèse,, les équations S/,,̂  n'ont plus de fac teur com-

mun ; donc le premier indice de ce système doit être n u l , ce qu i prouve
que l'on a

y,.::: (3,.

Dans le système S^^ ainsi obtenu, et ayani pour indices

<:), p^, ...» p^—î» 1

séparons les équations qui ne contiennent pas x^ ; elles formeront un
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nouveau système à m — i variables, qui sera c a n o n i q u e et aura pour
indices

p2î ... 9 pm-l*

Ce système sera précisément le système
, Gi(^, . ..,.r//,)=o, fisC^, • ' .,^)=o,

déjà considéré à propos de la résolvante de Kronecker, qui aurai t é té
mise sous forme canonique .

En reprenant les raisonnements précédents, on pourra en dédui re 1

que
y //,,...,, -= pa,

et ainsi de suite. On aura finalement les égalités

y^^fSi , 7^1=^, .... ya-^Pw-^ y^(V-i.
Nous obtenons donc cette propriété :
Les indices d'un système algébrique sont les degrés cle$ fhcl^tw de la

résolvante générale de ce système,
ou :

Si, dans l'espace à m—i dmensions, les surfaces frnwî/U un système
ayant ^, p^ ..., [̂ .̂  pour indices^ leur intersection eomplêle 1 se
compose :

d'une multiplicité Ï^^ à m — 2 dimensions el de de^ré (3,,
)) I,,,̂  w — 3 )) ^ ^^

.li à î . » p,,,,̂
)) l'o ^ o n )) ! ?„„,.,,

en convenant de désigner par multiplicité à o dimension et de
degré ?^,, un système de (^ points



SUïl L'ES SYSTÈMES ALGÉBRIQUES, ETC. ! . 4 i

CHAPITRE III.
SUR CERTAINS SYSTÈMES iÏÉQUAJIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES.

Soit ^ un système d 'équat ions aux dérivées par t i e l l es à une seule
i n c o n n u e ;s, aux m variables œ^ x.^ . . . » x,^ et dont toutes les équa-
t ions sont linéaires, homogènes et à coefficients constants.

Dans toutes ces équat ions, remplaçons chaque dérivée

par le m o n ô m e correspondant
....ai .y,%a ..,.̂ ua- ^ ,Â' ^ * < * 1 Â i i ' ni '

Nous (bnnerons a ins i un système a lgéb r ique S à m I n c o n n u e s ho-
mogènes. Nous appellerons S le irans/bnné algéhmfi.fe de S*

On a rcyroarquô depuis longtemps que, si

est ime solution du système S,
1 . • f{a^ '^i + a» x^ "h... + a^ ̂  ) , ! ,

est une solut ion du système S, /"étant une fonction arbitraire. I I y a,
entre ces deux, systèmes, des relations beaucoup plus étroites, que nous
allons mettre en évidence,

A, tout terme —.^••.•..-,^^^ de 2 correspond ua terme ̂ 1 ̂ ... .r^"
(JiT^(JW^ . . . (/'/'' f^1

de S. Si, dans S et S, on f a i t s imul tanément le changernent

X i =:= 1\ ̂  -h 54 ̂  -+" • • • "+" ̂  ̂ m. ( i "^ 1 ̂  » - -. fn ).

les équations S resteront encore les transformées algébriques des équa"
A'fw. ciff î'Éc. 'Normale. 3* Sérî(ï< Toyn.ô XIV. — F^vlUEft 1897. ^ ^
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lions 2, et si l'on désigne par Sy et Sj deux équat ions correspondantes,
l 'équation

à ^— ^/= ô
^^

aura pour transformée algébrique

,.€^Sy =: 0,

II résulte immédia tement de ces remarques que si l'on fai t la réduc-
tion de S à sa forme canon ique S^ par le procédé i n d i q u é dans le
Mémoire déjà cité, puis celle de S à sa forme canonique S^s comme i l
a été expliqué dans le premier Chapitre du Mémoire actuel l e * système
S,// sera le transformé algébrique du système S,̂

De là on conclut immédia tement :

Un système £ et son transforme algébrique S ont toujours les /né/w^
indices.

Soient ^, (3^ ..., (3,̂  ces indices.
Nous avons vu que ces indices déterminent complètement la nature

de l'intersection des multiplicités S, et, d'autre part, nous savons, par
le théorème de Gauchy étendu aux systèmes différent iels les p l u s gé-
néraux, que le système 2, qui ne peu t pas être incompat ib le a u n e
intégrale générale qui cont ient :

Pi fonctions arbi traires de m, -"- ï variables,
Pâ ).) m — a »

Pw-t » ï »

et, en plus, un nombre l imi té de constantes arbitraires.
En comparant ces deux résultats, nous allons arriver aux propriétés

que nous avions en vue. Supposons d'abord que l'on ait
pi == (3a=,.- =P/,^=o1;

c'est la condition nécessaire et suffisante pour que S soit incompatible ,
c'est-à-dire admette la solution unique
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M.ais c'est en même temps la. condition nécessaire et suff isante pour
que l ' intégrale générale de £ dépende seulement d 'un nombre l i m i t é
(le constantes arbi t ra i res . Dans ce cas, les équat ions S,/ s^obtiendront
en égalant à o tous les monômes d'ordre ri; par suite les équat ions
d 'ordres de £,^ s 'obtiendront en a n n u l a n t toutes les dérivées d'ordre
n de z.

3 sera donc un polynôme e n t i e r en .ri, ̂ , . . . , x,^ En y considérant
les coefficients comme des constantes arbitraires et écrivant que les
équations £ sont vérifiées i den t iquemen t , on aura entre ces coefficients
des relations linéaires. Nous pouvons, par suite, énoncer cette pro-
priété :

La condition nécessaire et suffisante pour que le système 2 ait une inté-
grale générale dépendant seulement d'un nombre limité de constantes
arbitraires esl qu,e le système algébrique S soit incompatilde.

f)an^ ce cas, F intégrale générale de £ est de la forme

^i Pi + r^Pâ +"... 4- ̂ Py,

les a étant des constantes arbitraires et les P étant des polynômes entiers
en x^ ^y, . . . , Xw9

Supposons m a i n t e n a n t que ce système algébrique S soit compatible ,
c'est-à-dire que les (ï ne soient pas tous nuls.

Supposons, par exemple, que l ' o n , a i t

(3^o.

Désignons par 1 l 'intersection totale des mul t ip l ic i tés S et par o-
r intégrale générale de £.

La condit ion nécessaire et suffisante pour qu'il y a i t dans 1 une
mul t i p l i c i t é 1,̂ ^ de degré (^ est que le ̂  indice de S ait pour va-
leur p,. C'est aussi la condit ion nécessaire et suffisante pour que, dans
cr, figurent ^ fonctions arbitraires de rn—i variables. Donc :

La condition nécessaire et suffisante pour que cr contienne [^ fonctions
arbitraires de m — i variables est que 1 contienne une multiplicité \,n^-^
de degré [3^
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Nous pouvons alors énoncer le théorème général s u i v a n t :

La condùioli nécessaire et suffisante pour (jue l'intégrale générale (nui
système S dépende de

^ fonctioïu arbitraires de m— ï variable.^
pL » m — îs »
. . . . . . . . . , . . . • . . . . . . . . * . . . . . . . . . . . . . . . . . ;
i3///-i » t »

r^ d ' u n nombre limité de constantes arintraires est que la solution géné-
rale du système algébrique S se compose :

(Finie multiplicité ï//^ clé de^'ré ^ i ,
)) l,n^ >» |3â?

. , . . . , . . . . . » . » . . , . . . . . . . . , . ï » , , . » ^

)) l'o ?) ^//,.,..i.

On peul remarquer que si ï contient une mul t ip l i c i t é I1,^^ le syRtème
ï peut se simplif ier . En effet , dans ce cas, les équat ions S ont un
facteur commun B,(^, x^ . . * , ^). Désignons par p(,s) l 'exprï^sion
l inéaire dont R est la t ransformée algébrique.

En prenant ̂ ^(s) comme nouvelle i nconnue , on sera ramené à
un nouveau système S' qui aura pour indices

o, p^, ..., |3 ,̂

et dont l ' in tégrale générale ne cont iendra a u c u n e fonction arbi t ra i re
de m— \ variables. Connaissant z\ on aura s en i n t é g r a n t l ' équa t ion

p^)=^

in tégra t ion qui in t roduira des fonctions arbitraires de m—î va-
riables.


