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SUR LES

FONCTIONS DE DEUX VARIABLES RÉELLES,
P A R M. E M I L E BOREL.

Je me propose d'étendre aux fonctions de deux variables réelles un
théorème que j'ai démontré dans ma Thèse, an sujet des fonctions
d 'une seule variable réelle; j 'ai indiqué cette extension dans une Note
présentée à l'Académie des Sciences, le 2 décembre 1895. Dans des
Mémoires ultérieurs, je développerai quelques applications de ce théo-
rème, dont certaines ont été indiquées dans la Note précédente et
dans une seconde Note, présentée le 16 décembre 1895.

Désignons par/(,y, y ) une fonction des deux variables réelles x et j,
admettant des dérivées partielles de tous les ordres à l ' intérieur et sur
le périmètre du carré déf in i par les inégalités

( f ) — Î ^ ^ Ï » —^J^

Nous nous proposons de trouver pour cette fonction un développe-
ment en série tel, que l'on obtienne toutes les dérivées partielles de la
fonction par la dérivation terme à terme de la série. La méthode, qui
nous conduira à ce résultat, ne diffère pas essentiellement de celle que
j'ai employée, dans ma Thèse, pour résoudre le même problème, dans
le cas des fonctions d'une seule variable; mais il sera nécessaire d'en
reprendre complètement l'exposition, afin de préciser davantage l'ordre
de grandeur des coefficients des séries et d'obtenir ainsi certaines
inégalités, qui étaient inutiles dans le cas d'une seule variable, et qui
deviennent, au contraire, indispensables pour l'extension à deux va-
riables,



80 ÉM. BOREL.

Nous allons 'chercher d'abord A déterminer une série

( a ) 9(.r,y)—^9,,(y)^,

convergente ainsi que toutes ses dérivées partielles pour toutes les
valeurs de x et y appartenant au domaine considéré ( d é f i n i par les
inégalités (i)], et tel le que la différence

/(.r,r)—o(.:r,j),

a in s i que,chacune de ses dérivées par rapporta oc, se réduise a la même
fonc t i on de y pour.ï == 4" » et pour^r == — ,1: (1) . Les fonc t ions ^ n ( y }
et leurs dérivées sat isferont , de p lus , à des inégalités très impor-
tantes.

Posons

( 3 ) © ( .r, y ) :•:::... '.pi ( j;2, y ) 41 1 .f '̂  ( ,r\ y ) ;

nous devons avoir, par hypothèse, quel que soit l 'ordre do dér iva-
tion a,

^[/(^ .r) - ̂ ^ J):l̂ î  S)Ï[/(.r, y ) „. o(.., .)-)•[,,„, ,.

Ces équations seront évidemment vérifiées si les dérivées par t i e l l es
par rapport à s des fonct ions ^{5,7} et ^(5,7) se réduisent pour
z == i à des fonctions de y , aisées à calculer de proche en1 proche et
d 'a i l leurs déterminées en partie seulement; nous pouvons donc les
remplacer d'una.iaûnité de manières par les deux systèmes

'^^^(-..r):!^!--^1^,/),
! . " ^ ^)?1:'^(^r)l^^=.::/y i(r),
l . ^ : /I

dans Je^uels: les fbncfcioN/.'^y), f^\y} sont des combinaisons
l inéaires ̂ s1 dérivées •partielles1-par rapport à x de f(x, y } f p o u r
^ -^± r ) ; chacune dMtes est, en vertu des hypothèses faites sur
/(^.y)^ fî0 1 6» a ins i 'que chacune de ses dérivées lorsque y est compris

( 1 ; La fonction /Ï.r,j), pouvant n'être pas déOnie pour les valeurs do ^ et de r iw
satisfaisant pas aux inégalités (i) , ses1 dérivées .pour les points du périmètre du curré
peuvent n'être définies que'suivant les directions /ion extérieures au carré,
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entre — î et + i. Nous considérerons un seul de nos deux systèmes,
que nous écrirons

(4 ) i)?[^^7)l^=A(y);

nous poserons
^(^^^W+^W^^^y^^--^

et les équations (4) prendront la forme plus explicite

^o(.r) + Rr) + 'y y) + ^(y) -+-• • -=/o(,A
' ^(r).4" ^(y)+ ^Rr)-4----^^

(5) < i..2^(j)+ a.3^,(,,y)^...=..A(.r)'
i.a.3^(j)+...^/i(j),

C'est de la résolution de ce système (5) que nous allons tout d'abord
nous occuper; nous le résoudrons d'abord avec une certaine approxi-
mation et obtiendrons ensuite une solution exacte. D'ailleurs^on verra
qu'il y a un srand arbi traire dans la méthode que nous emploierons et
que/par suite, la solution obtenue sera loin d'être unique; mais il
nous Rilïira qu'elle existe.

Soit /^'(y) la dérivée d'ordre [î par rapport a.y de./a(.y); lorsque
y varie entre ~ î el + i, la valeur absolue de^'Cy) est inférieure à
un nombre fixe M^'î Ibnnons le Tableau à double entrée :

M;,01, MV, M^, . . . , M^ . . . ,
MV\ M^, M,1', . . . , My, . . . ,

M^ M^', M^ ... M^', ...,

11 résulte de recliercbes (le Paul du Bois-Reymond (voir notamment
Math. Anrialen, t. XI) que l'on peut trouver une suite

A,,, Ai, Aa, ..., AU;, ... 1 \̂ ''jî

de nombres positifs indéfiniment croissants, tels que, ? étant un
Ann. de i'Éc. Normale. 3« Série. Tomfi XItI.- MABS i8f)6, ' î
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nombre fixe quelconque, on a i t
M ? P ?

(6) l im .a- :==o*
a-=;w A/x

Nous désignerons par
(';) ?/y4- ^i 4- ^4-. . .

une série divergentes termes positifs décroissants, telle que la série

fin Uf,
U = //o + ̂ i ̂  — 4- . . . •+• — -h . . .a n

soit convergente; on peut, par exemple, pour fixer les idées, supposer
^==1, u,^^

Cela posé, prenons dans la série (7) un nombre de termes s u f f i s a n t
pour avoir u n e somme supérieure ou, égale à A ^ ; comme nous pouvons
îniqmenter les A. sans que la c o n d i t i o n (6) cesse (foire vér i f iée , nous
pourrons supposer que l'on a

.̂4..,, ( { ^ 4.», . , 4,. //^ ::,::; Ae.

Cela étant, détmissons les foiactions ^ par les égal i tés

^y^70^
A o

^y)-",^
./^y

^(y)-"^..i\{\

y.,,^ =^,A^),
Ao

nous aurons manifestement

xob7) ^Xt(y) + • > -^x/^y) ••^My)'1

, Les fonctions ^ seront regardées par nous comme la première ap-
proximation des fonctions ^ de môme indice ; en remplaçant les ^ par
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les j^ jusqu'à l ' indice r^ inclusivement, la seconde des équa t ions du
système (5) deviendra

( r, + i ) ̂ ,..ï ( y ) H- ( /•u -4- 2 ) ̂  ,^ ( y ) 4- . . . = ̂ i (' r ),

en posant
^(V) ̂ fi(j') - [%i(r) + 2^(j) -h...+ ^x»(r)].

Nous désignerons par
W O ) M ( l ) M (3)ni , l̂  ^ , ..., n ̂  ', ...

les l imi tes supérieures respectives des valeurs absolues de

^(y) , ^(y) , . . . , ^'(r), . . . ,

lorsque y est compris entre — i et -+- ï ; on a, év idemment

N^ i<M^'+/•oM^',

nous poserons
î^ :•:-::: Ai -+•• a /'y A u ,

et nous aurons
N , P > ^ M'^ i M:^'
i î i '" A i y AO

Ayant a ins i défn'ii le noml) re B , , nous pourrons, en l ' augmen tan t :
s'il est nécessaire, prendre dans la série d ivergente (7) un certain.
nombre de termes, à la suite de ceux qui ont déjà été pris, tels que l 'on
ait

M/.^..l -h" //,^4-â -i1-1 . . . -4- U , ' , = BI ;

et nous déf inirons les fonctions 7 ,̂ d ' indice compris entre r^ et r\, par
les égalités

(/"O+î)^^.^^)^^^!^121^

( ro + 2) %/.,4 à (y) = ^/.,...(-2 ̂ ^"î
. . * . . . . . . . . . « . . . * " • * • * • « • • » • ?

,-, ^,(j) =^/, ^),

de telle manière que l'on a

Xi (y) "•+" ^X2(y) + • • • + y'i x/\(j) ̂  /i (y)-
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En remplaçant des ^ par les )C jusqu'à ri.ndi.ce r,, la troisième des
équat ions (5) devient

/•i ( '\ + ^ ) ^4-1 (J ) +• ( r, -H ) (/'! -+- <î ) ̂ •r^ (Y ) + • • • "= ̂  ( r ) ;

en posant
^(y)^/,(y)~[i.^,(.y)4-..3^(j)+...+(^-i)r,%/,(j)].

Si nous désignons par N!^ le module max imum de g^j). on a

N ^ ^ M ^ ' ^ ^ N ^ - h / I M ^ ' ;
et en posant

B2=Â2-+- ^ / - /Bi+^^lAo,

on a
N'^ M^1 i N1,^ ï M1^1
_ a <--- __2,_. .4» ».-, -..,.,-,.,.1 ..„..- ..4-.... -.1.- —."-—
B,' ^ Aa 22 Bi '^ Ao

M^' ï (^f ^^
<^ 4-^^-j^ + •-•^J"

Nous aurons, en cont inuant de même,

N^( < Mi? ' 4" /', N^ ' .+• /-î N^ ' •+ /•;; M,^),

et nous poserons
B3= A;(-4- a; i^2B24- ̂ r\ U^+ ^ /•;; Ao ,

de sorte que l'on aura
N'P' M^ r rM:^» î /M^ M^'yi
.̂  < ̂  + ̂  j^^ 4" ̂  ̂  + «^^J

î /M^» î M^\ r 'M1,̂
^ ̂  ̂ ^ 4^ ̂ ^ 4-^ "^

ou bien
W^ M^' . ï /M^< 'M^' M^^

•> 1 .,^' ' ' _-1_, ( ~» L«. 1 L»»*«i -. 1« .1 ...' • '••1... 1 •^<.^ ̂ ^^ ^^ .,. ^J

D'une manière générale,1 on pourra choisir les B, de sorte que l'on
^lit ! !

N ^ M ^ ï Ml, M^, Mi?-\
-^<~1^+^\î^+^+•••+~^r
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et l'on en conclut a isément , d'après (6), que, quel que soit le nombre
fixe j3, on a'

N^
(8) lirn^^o.

a =so S">a

D'ailleurs les nombres ^ étant définis par les relations

^/-,,.,-M -+" ^r,,,.^ -+- • • • - + - " «/^, "= By,

on a, a étant compris entre r^ et^-,

(9) a(a-I).. .(a-<4-I)za(y)=^^ /- r ) ;
îh'

la fonc t ion g / , ( y ) étant définie par l'égalité
;-:-/•(„„,

^•(7) ---= /<(,v) - 2; (-/é'Tyi- /./(.y),
/=<

de sorte que , d'après (<)),

(,<:,) ^-l^y^^y),

% :-;;:: ;

d'ail leurs N'J^ désigne le maximum de la valeur absolue de ^ ' r f ' ( y ) ' On
conc lu t de régal ité (9) que l'on a

// 'N^^1

^'W 1 < ̂ )̂:7:? ï̂T77 ̂  (/•<-. < ̂  -)•

D'après la condition (8), on peut trouver un nombre C^ supérieur à
chacune des expressions

.. _ ^____N^
ce ( a — i )7.7 ( a — 14" i ) B,

car lorsque a et ^ augmentent indéf in iment , p étant fixCy cette expres-
sion tend vers zéro ( 4 ) . On en conclut que l'on. a

, ,û, , Cft Un
\7^(y}\<-y (/•.._,< a^,.)

( î ) Comme on peut augmenter les B, on a pu toujours s'arranger pour que ri croisse
ires rapidement lorsquo i croît; par' oxorop'lo, /*/> e1", on a ^-i <a "</7, •ei l'on en con-

a<
CJ. t:ll ItITi ".....,...-...-,-,...,..,.......,,..—..—-——— s= ï.

:;.« a îa (« — î ^ . . * ( » — i •"r ï )
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quel que soitj dans l ' in terval le — ï , + r . D'ai l leurs, en désignant, par
p un nombre fixe, les a inférieurs à r^ sont en nombre l i m i t é ; on en
conclut que l'on peut déterminer une constante Cp^ telle que l 'on ait ,
quel que soit a,

x^y) -A..
On en conclut que la série

Y ^ ^ , y ) - : l y ^ ( Y ) z H

est, ainsi que chacune de ses dérivées partielles, par rapport à Y et z ,
absolument et uniformément convergente sous les condit io 'ns

y est nécessairement réel; z pour ra i t ê t re imag ina i r e -
Nous poserons

- .pf^ . r ) •^x (^y ) + & ( ^ r ) ,

et nous allons chercher les dérivées partielles de 0 par rapport h z
pour s == i ; posons

/ 5 ( r , j ) =:0o(y),

.^[0(^,r):I^i=^(y),
mi0^y)]^^0,(Y),

Nous avons, par hypothèse,

Dn^H^y^l.^^/.t.r).

D'autre part, d'après l 'équation (ïo), on a

^=- 60

i^[x(^j)^=-A(y)- ^i-^^'My),
a^r;•+ll

on en conclut
, 0( ;;— oç , ! ,

e'^)—— 2 (^77!^^
! 1 1 <%=;ri-(-'É 1 1
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Or, a é tant supérieur à r^ nous avons

1^0-) <%?
et, par su i t e ,

\6^(y)\<C^l-^<^»•
r;4-l

Posons main tenant

^(.y)-2 ̂ f2 (.--,)-.0/(J)
^ î

o

II résulte des inégali tés précédentes que cette fonction est une fonc-
t ion de z holomorplie dans tout le p l a n , ainsi, que chacune de ses déri-
vées par rapport à y; d'ail leurs, ses dérivées par rapport à z, pour
z == ï , sont précisément les fonc t ions Û/(y) . Ordonnons cette fonct ion
s u i v a n t les puissances do z

0 ( z , y ) — -^(r) 4- ïh (y) ^ + "^(.y)^ 4-. . . .

Il est mani fes te que la valeur absolue de ̂ ^(y) est in fé r i eu re au coef-
f ic ien t de ^ dans le déve loppement , su ivan t les puissances de -s, de h
fonct ion

'C^ ^'4^
^-f^+Q'---^"^1'

u

c'est-à-dire à ^ .~. On en conclut que, en posant

^( .y)=x%(./)-H^a(7) .

on peut déterminer des constantes Dp^ telles que l'on ai t , quel que
soit a,

, L ' P ) / ^ ^I^.
^ (<y / < ^

On a d 'ai l leurs
ff5

^ { s , y ) = %(s,j) + 6 ( s , y ) ---^^(y)^,
0

et les fonct ions ^a sa t i s font a u x équations (5), qui sont a ins i complète-
ment résolues.
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Nous avions posé
9(.2-, r) == 4/1 (.r2, j) 4- .r ̂ ( -rYr).

On en conclut a isément que, si l'on a

^(^^^^-^^^^(j)^7^

il. existe des constantes Hp^ vérif iant les inégal i tés

o.) I^Dl̂
car des constantes analogues exis tent pour les fonct ions ^(s,j) et
•k(^y) et la d i f f i cu l t é résul tant de ce que les exposants de x ne sont
pas les mêmes que les exposants de z se levé aisément grâce à l 'a r l ) i -
t ra i re de p .

Ces inégali tés ( î i ) sont pour nous (bndarnentales; rappelons que la
fonction y(/r,y) s a t i s f a i t aux rela t ions

DÏ [/( ̂  y ) ~ y ( ̂  y )L-i =- ̂ î I1: /( ̂  r ) "•• ^ ( f r- J ).l^••nl iB

Posons ma in tenan t
y(^j)_y(^^y)=CT(.r,j)

et ensuite .+1
).^(y) ::::; ^ CT(^,j)coS7ra,r^'r,

»-/»-,, •i
.4-1

.̂̂  ( y ) =:= ^ CT ( ,:̂ , y ) s i 11 TT a .'r '̂/.l-r",
J^. i

le no'ml)re entier a prenant toutes les valeurs depuis zéro j u squ ' à
l ' i n f in i .

Désignons par c^p la dérivée partielle de vï{x,y} prise p fois par
rapport à x et ^ fois par rapport à j ; si l'on remarque que ^p se
réduit pour x ===•+- ï et ^ === — i à la même fonction dey, on o b t i e n t
aisément, en intégrant par parties p fois de suite,

^ '(V) = ̂ J ^^(•^J) co^(^~ f) ̂ - ^

II résulte, d'autre part , des hypothèses et des calculs déjà faits; , que
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Fou a
^^p(/r,r) <K.p/,;

on en conclut

(-',) |^'0')|<1^

et (le même

(,3) [^(y)[<1^.

I) ' a i 11 e il rs, o n a é v i d e m rn e ri t

m(.r, y ) -= i 'Ào(j) + ?4 (y) cos7T,r + p.i,(j) sinTT.r +. . .
-1" ^a(.y) COS7Ta.r -h ̂ aG/) SH'l^^^ 4- . . . ,

et en réunissant p.o(y) ^ ?o(y)' on P^^t écî'ire
a .= <»•'

/(.:r, y) :=: 9c(y) ""h ̂  ̂ a(j) coMTra.r 4" ^a(r) sniTra^ -(" (paCr)*2'^
a ,;.= î

les tboclions Aa, (A^, ^^ satisfaisîuri ÎHIX inégalités (i 'î), ( s a ) , (i3),
j-çrùec auxquelles ou peut î'if'tirmer que la série est absolument et uni-
formérnent convergente, ainsi que chacune de ses dérivées partielles
par rapport à y, sous les conditions

Nous allons montrer manUcnant que Von peut développer chacune
des fonctions o<x(y) c^ une série de la forme

( r4 ) 9a(.7)::::: c^+^.?ï(A.af-l cosîrpy -h l^ap sin7rpj + CaSJ^),r 4 ^ cp^ l ,7 ; ̂  ^ao "•r ̂ p ^ ^-ap cu;"5 Tt^7 '"r '•^P ht " "^
i

les constantes A, B, C sat isûnsant à la cond i t ion suivante : à chaque
couple de ïiomhres entiers/^ q correspond un nombre m^tel que l'on
ai t , quels que soient a et ^

(i5) | a^f^/Aa^ < m.^ \ a^tSy'Bap < rn^ \ aP^/C^ | < m^.

D'ailleurs, les fonctions ^a ^ t ^a satisfa/isant aux mêmes inégalités que
Ann, de l'Éc. Normale. 3e Série. Tome X Ï 1 Ï . MARS ï8(}6. ^
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les ^a» 1^ même démonstrat ion prouvera que l'on peut poser

/^ (j) == Cao+^ Aap cos7:|3j -h W^ sinTrpj -I- Capr^,

^(/) •= %(H-^A^ coSTrpj 4- Ba^ sin7T(3y -{- <ya^J^
i

lesA/JÎ', C, A^ B", (.̂  sat isfaisant aux mêmes inéga l i tés q u e hs A,
B, G.

Il en résultera que la série double, obtenue en remplaçant les ^a»
À^, pia P^ leurs développements dans l 'expression (hf(.'r,y), sera
abso lumen t et u n i f o r m é m e n t convergente, ainsi que chacune de ses
dérivées part iel les par rapport à x et y.

Tout revient à démontrer la poss ibi l i té des développements ( î 4 ) .
sa t i s fa isant aux condi t ions (i3), en se servant des inégalités ( i r ) , que
nous récrivons

( . » [ ^ ( y ) <"^-
Nous poserons

^(y) ̂  ̂ a(/2) + JXa(y2) + ̂ a(.y);

et, supposant que ̂ a(y) ^ ^cs> dérivées égales pour y :===«+" i etj= — î ,
nous déterminerons les valeurs des dérivées des fonct ions ^v.{z) et
y^(-s) pour s == î ; nous aurons évidemment

I^OK^
les constantes M se déduisant par des relations simples des con-
stantes H.

Quelles que soient ces constantes M, nous pourrons t rouver u n e
suite

Ao, Ai , Ag, . . . , Ap,

de nombres croissants, tels que l'on ait, quel que soit le nombre
fixe /?,

,. Mp,plim ~11" = o.
ps.^ As
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Ce po in t étant acquis, posons

^'(Q^/ap
et

4^(3 ) == ^o -1- ^%i ^ + ̂ aâ^- . . . 4- ^a? ̂  4- . . . ;

nous devrons avoir

^ao + ̂ ai 4- ^.02 + ^a;t -h ... ""= /ao»

^ai-4" 2^a2+ 3^a;t+. . .-==. fy,^

l . 2 f f aâ+2-3^a^+ . . .=^3,

QI

Prenons la série divergente des u, dont il a été déjà fai t usa^e, et
soit

/^4- i(\ 4- ^â+. . . 4" ///.„.•=;= AO.

Nous prendrons, p é t an t infér ieur ou égal à ro,

^ap^^*^;

nous poserons ensui te

.̂ ai "= /ai — ( < î 4- a a^ 4- ... 4- /•o ^%/«),

et nous aurons
' gy.\ \ < ̂  (MI^ 4- /'oMo,,) ;

nous prendrons
Bi== Ai 4-" a / • ( ) A O

et nous procéderons de la même manière que plus haut (pa^es 83-84) ;
nous aurons , p étant compris entre r,.^ et /y,

et

„ ., „.,,,„„„ „ _ (^ _____ ff^.^--•^^^^_^^^ •^

^z] <- î "M^ i ±^:MI<yrJ^ 4 Mf/rl-^ , L. •^o'/^V""1
^ . ̂  ̂  ^ ^ ̂  \,""A....... "" A-. "'" • • • " T" 'f)j-<1 ^' L ^q ^ ' \ Ay..-..l .^y~.2 ^o

MOr -^ tend vers zéro lorsque y augmente indéfiniment , quelle que soit
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la valeur fixe de 0; on en conclut que l'on a

1 K^-i 1 ^ 'N?
~^~ -a/7 '

N^ étant une constante qui, ne dépend que de /> .
D'ailleurs /y est une fonction croissante de q, qui ne dépena pas de a,

puisque les/y sont définis uniquement à l 'aide des constantes ,Ap et de
la série u.

On en conclut que, sous la seule condi t ion [3 ^>^,-.i» on a

^^a^< ̂ p^^^-Ê^ R,^< U,^

Kp étant une constante. D'ai l leurs les valeurs de [^ i n f c r i e u r o s a /^
sont en nombre l imi té (car r^ ne dépend, pas de a) et, pour chacune
(relies, on a

^ :N^a^<ufi^

et, par suite,
aP^a^ < u^^< u^^r^

En prenant IL,^ égal au plus grand des nombres R^ et aN pf^ on 'à

\^^a^\<^'Kp^r
Les constantes a^ ainsi calculées nous déf inissent des fonctions

yja(s) =2aap,îïP;

nous poserons
^(z)— ri^ (.5)4-ûa (^);

et nous allons chercher les valeurs des dérivées successives de Oa(^)
pour z == î ; on a

6e . • »
^^(i)^^^-.^^^.

D'autre part, 'd'après la manière dont on a calculé les Oy on a
, ! r=^

^^—^^.^/aF^^^ï)-
^p x r /
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On en conclut'

^--i'cT^W^
/'p-hl

Or, i étant supérieur à rp, on a

O/^'' '^€€y.i< l\pU/

et, par su i t e ,

[Ô'P'O)^!^ V.^]^.
l a v / 1 " a^ ̂  ^ - c^

/•p ( - 1

Donc si l'on développe, suivant les puissances de z , l'expression^)^,^(,_,)P,
0

on verra, comme plus haut ^page 87), que le coefficient by^ de ^ est
in fé r i eu r à —-^—5 et par su i t e , quel que soit le nombre t'ixe </, on

pourra déterminer ti^ de manière qu'il soit infér ieur à ——, puisque
les valeurs de p telles que [4! << ̂ I sont en nombre limité. En posant

^a(^) =rja(5) 4-0a(-s)=^^(^a|3+ ^ap) ̂
o

les coefficients de ^a^) vérifieront des inégalités analogues; on pro-
cédera de même pour les fonctions y^» ^t, en prenant

US

9a(y) - OTa(^) = ̂ a(j/2) +JXa(72) = ̂ CapjP,
0

les constantes Cap satisferont bien aux inégalités (r5) .
Les fonctions

^a(y) .= ?a(y) —^E) ̂ -^
o

ont des dérivées égales pour y == -+-1 et y = — i ; je dis de plus
qu'elles satisfont à des inégalités analogues aux inégalités (11); cela
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est manifeste, car i l en est ainsi des fonctions Ça(.y) ^t- de p lus des
00

fonct ions ^(j) ̂ S13 Gap.y^ grâce aux inégali tés que vér i f ient les Cap.
i

On a donc
^(y}\<K^

Dès lors, si l 'on pose
^a(y) = 2 A,ap côSTrpy ~l- Bap sin^y,

on a, par exemple,
hl /».4-1

^=f ^(y)^^ydy^f ' ^^cosTr^y- j)^< ̂ .

Notre démonstration est donc complète et nous pouvons aff irmer
que taule/onction des deux variables x et y ayant des dérivées partielles
de tous les ordres sous les eondilions

—•ïï.yS-h i , — i ̂ y^- ï

peut être mise sous la forme

f{x,y) =:̂  ̂  (Aap coSTrpy 4" B,ap sinTrpj + ï^ap.y?)^'^
a 1 p

+ (Aap cosTrpj •+• Bap sin7r(3;,r 4- Cap.}''^) COST;^.^
4- (Aap coSTrpj 4- Bap sin7r(3j 4- Capy^) siri7ra,r,

^ constantes Aap, * - . » Cap e/a/i?/ telles cfue l'on ail, pour ioules les
valeurs de p et de y ,

^ |3^Aap | < m^, . ,., \yJ) ̂  C^ [ < rn^,

les nombres m.pq ne dépendant pas de a ni de ,3.
11 semble que l'extension, par nos méthodes, de ce llléorème aux

ibnctions de plus de deux variables réelles, ne présenterait d'autre
difficulté que des longueurs de rédaction; il serait désirable, et nous
le souhaitons vivement, q u ' u n 1 analyste plus habile que nous trouve
une démonstrat ion rendant in tu i t ives ces propositions, si simples dans
leur énoncé.


