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EXTRAIT DTO TRAVAIL
INTITULE

SUR LE M É M O I R E DE R Ï E M A N N
RELATIF

AU NOMBRE DES NOMBHES PRKMÎEÏîS OTÉÎUEIJîlS A liNE (iKAÎWliïl DONNÉE,

PAR M. H. VON MANGOLDT,
PROFESSEUR A L'ÉCOLE S U P K I H E U R f ô TECHNÏQUÏS B'AXK-LA-CIÏ.VPELLE.

S^résenté à l'Académie des Scienœs de Berlin, par M. SCHWABZ^ le f / i j u in 1894 ( 1 ).

Traduit par M. L. LaugeL

Dans la deuxième édition de la collection des OEuvres mathéma-
tiques de Kiernann , il, se trouve, dans les Notes qui, font suite au Mé-
moire Sur le nombre des nombres premiers inférieurs à une! grandeur
donnée, un passage d'une Lettre dont le broui l lon fait partie des ma-
nuscri ts de R iemann . Riemann y dit l u i -même que ses propositions :

T T T<( Entre o et T, il existe environ r^los— — — racines réelles de
2 7T u 2 7T 2 7T

» l 'équation ^(a) == o; ))

et
^—7.1 / "••••\-^,i \ f " • -»a< i j

La série V | Li \x2 ) + L\ (/r2 ) ) , lorsque« La série > Li \x j + Li [^ } , lorsque ses termes sont

(r) Sitzufigsboriohte d. K. P. Âcad. d. f'F'Issefi. s. Berlin^ pp. 883-896 ; ïf) juillet 1894.
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)> rangés suivant les grandeurs croissantes de a, converge vers la
)> même valeur limite que

_J,,....,_ f'''1'^.^^1!0^:^^
^^^l<^^.//..^< ^ '(-v £ (u j )

)> pour la grandeur b croissant sans l i m i t e , ))
ont besoin d'une démonstration plus exacte et rigoureuse.

Dans le travail qui suit, nous ferons usa^e des résul tats ohtemîs
par M. J. IIadamard, dans son Mémoire ; Elude ,wr le,^ proprieti^ (1rs
fonctions entières, et en particulier (F une fonction eo/îsideree par /i/(^
mann (1 ).

Nous montrerons, à l'aide de cette élude, comment on peut démon-
trer complètement la deuxième de ces propositions, el h première an
moins en tant que l'on peut affirmer ((ne le nombre des racines (font
les parliez réelles sont comprises entre o et T est représenté [Kir l'expres-
sion indiquée, aux grandeurs d'ordre inférieur près,

L

On conclut aisément de chacune des deux rcqmîsentations, données
par Ri,emann,.de la (onction ^ ( t ) par des intégrales déiimes que cet le
fonction n'admet aucun zéro dont la part ie réelle serait nulle. Au con-
traire, ainsi qu'il résulte du t ravai l déjà cité de M. IIadaîmird, il v a ,
en effet, des zéros dont les parties réelles sont dilïérentes fie %éro, eî.
cela. en nombre infini.

Conformément à ce (ait, soient alors

^n •y'^ «;:(, ,..

ces zéros, dôQlîa^ partie réelle est/w^w^ Dans cette série, chacuri de
ces zéros'qui pourra se-présenter d'une manière mulliple sera compté
autant de1 fois (îtt'il.y a d'unités dans 'son ordre de mnitiplicilé, et,
l'ordre dans lequel sont rangés ces zéros doit être pris de (cite sorte
que les parties réelles des •termes-ne décroissent jamais lorsque l'in-
dice croît.

l ( î ) fowfwt de'Mathênwiqifes pwe^ et appliquée^ 4" sério, l. IX, pih 171--^; |S«L
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Sous ces cond i t ions , comme l'a démont ré M. Hadaniard, a l i eu
l 'équation

w

(i) ^)==^o)f](i-^Y
-*- -" \ ^' v /
v = i

Concevons, dans le p l a n de la v a r i a b l e complexe /, un doma ine .B
ne s ' é t e n d a n t pas à l ' i n f i n i et sur le con tour d u q u e l ne se trouve
s'itué a u c u n zéro de la f o n c t i o n S(<0; on sa i t alors que le nombre
des zéros, compris à l ' i n t é r i e u r de ce d o m a i n e , est é^al. à — ? rnul t i -1 ° 9.7T

pl ié par l ' accroissement qu 'éprouve l ' a r g u m e n t de la q u a n t i t é com-
plexe ^ ( ^ ) , lorsque la. va r iab le l décri t , le contour de B dans le sens
pos i l i f .

Bien que cette p ropos i t i on ne suffise pas à la d é t e r m i n a t i o n exacte
du nombre des zéros de la fonct ion ^ ( l ) , compris à l ' i n t é r i e u r d 'un
d o m a i n e donné , i l est p o u r t a n t possible d 'obtenir quelques éclaircis"
semenis , r e la t i f s à la pos i t i on de ces zéros, en f a i s a n t parcouri r à la
var iable / cer ta ins chemins convena l i l e rnen i choisis, et en é t u d i a n t les
changements qu'éprouve alors l ' a rgumen t de la quan t i t é i;(/). C'est ce
que nous a l lons exposer comme i l s u i t :

Désignons par a, b ÇcK^h") deux cons tantes réelles quelconques , et
fa i sons décrire à la var iabic i / la l i g n e - d r o i t e q u i j o i n t le po in t a— ïi
au po in t b — ^i. Alors chacune des dro i tes , q u i jo ignen t les zéros de la
fonct ion Ï ( l ) au. point mobi le /, tourne dans le sens positif. Les ac-
croissements qu 'éprouvent les arguments des facteurs l inéaires de la
fonct ion ' ^ ( t ) pour cette marche assignée au po in t t sont donc tous
positifs, et, par conséquent , la somme de chaque nombre f in i quel-
c o n q u e de ces accroissements reste toujours plus pet i te que l'accrois-
seme-nt qu 'éprouve l ' a rgument de la q u a n t i t é ' ^ ( l ) elle-même pour ce
même c h e m i n .

Soient m a i n t e n a n t

<p l 'accroissement considéré ci-dessus de l ' a rgument de la q u a n t i t é
^(0;

A le nombre des zéros de la fonc t ion S(^), dont les parties réelles ne
sont pas si tuées en dehors de l ' in terval le a.. .&, chacun d'eux étant
compté pour son ordre de m u l t i p l i c i t é ;
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S la somme de tous les angles (concaves et posit i fs), sous lesquels oit
verrait de ces zéros le chemin du point /, chacun de ces angles de-
vant encore être compté autant de- fo is que Findique Fordre de mul-
tiplicité da %éro correspondant.

On aura alors, on par t icul ier ,
(,) ! S<9.

On obtient ensuite, par de simples considérations géométriques,

(•^ A a r c i ; u t ^ [ ^ ( ^ " — ^ ) 1 <^

où le symbole arctang désigne un arc compris entre o et ̂ ; par cou"
séquent, on aura, a fortiori,

(^ A a r c U u ^ [ ^ ( ^ — ^ ) ] <9.

Pour le nombre 9, on peut déterminer u n e l i m i t e supérieure a Paide
des considérations suivantes ; on a, d'après l l iemann,

/ s 1 . .
(5) ^) =IÎQ 4.- ̂ ) (- I -h' ti) ̂  { ï 1 ' 1 1 " ' 3 / 7 Ç ( 1 ^ " l l l•î- ^)»

on les signes II et i^ ont môme signif icat ion ( j u e dans le Mémoire de
R i e r n a n n . Si l 'on pose ici

t l:;:;,;.:-r— •1^,

où T désisne une variable réelle, on obt ient

^ ( T ~ JQ :r::: I.((iTO (I 4" irQ ^ f •4- rQT: 1 1 1 1 1 1 1 (.^! '1^ /• ; Ï(^ ...4-1 T^.

Si l'on entend ma in tenan t par logTC la va leu r réelle du logari thme,
et par

logl(r-|0, ' logÏKiTf) , i o ^ ( i - h i r Q , l o s ( ï + - T Ï ) . iog;^ 4- -/},

ces valeurs (les logarithmes qui sont m?&.? pour T =.=1 o et varient alors
d'une manière continue avec ï:, on aura par suite

(6) log$(T — | Q = loglIdrO 4-1<^(» -h •|TQ •4-11 l< l ^( î 4- T / )
— ( l -h" ^ f ^ ) 1 Og TT -4- 1 Og Ç ( ̂  -h- T i).

! Pourtrânsformer le premier ternie1 du second membre de cette équa-
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tion, on peut faire usage des résultats obtenus par M. T.-J. Stieltjes
dans son Mémoire int i tulé Sur le développement de logr(a) (1).

En vertu de l 'équation (20) de ce Mémoire, si l'on exclut les valeurs
réelles négatives du domaine de la variable complexe z , on a pour
toutes les autres valeurs de z

(7) logri(5) = 10g5 -4- lOg r<^) = {Z ~(- •l) Ï0g5 — Z T- -^ 10g(27T) + S ( z ) ,

où, pour tous les logarithmes qui entrent dans cette expression, on
doit prendre ces valeurs qui, en variant d'une manière continue pour
des valeurs positives réelles de z , deviennent également réelles, et ou
J(s) est un terme complémentaire dont M. Stieltjes a donné diffé-
rentes expressions, terme dont la valeur absolue ne dépasse jamais
une limite également assignée par M. Stieltjes.

Si l'on impose maintenant à la variable T la condition

T>0,

et si dans (7) l'on pose

on obtiendra
T^,

lOgIÏQ-TQ == (i + •ITQ [lOê(i-T) + ̂ 7U] — ^Tl 4- i-lOgOîT) 4- J(ï^),

où logQTO désigne la valeur réelle, et, en vertu de cette équation,
on tire de (6)

(8) logÇ(T—tQ==(i-4-iT^)[!og(|T)-4^7r/]-l-log(i+iTQ
+ log(i + r i ) — |^(i + logTr) — ^ log(i-Tr)

"4~ÏOgÇ(2 -hTQ +J(iTQ.

Concevons maintenant que, dans chacune des deux expressions
log^_^) et log*<(2 4-^0+1(1^0, on ait séparé les parties
réelles et les parties imaginaires et désignons alors parF(T) le coef-
ficient de i dans l'expression log^T - |0 et par/(ï) le coefficient
de i dans l'expression log^a -h TÎ") -+"- J(i^0-

(i) Jûuriicd de Mathémeuiquefî pures et appliquées, 4e série, Tome V, pages 4^5-444;
1889.

Ànn.de VÈc. Normale. 3e Série. Tome Xllî. — FÉVRIER 1896. 9



66 IL VON MANCOLDT.
On obt ient alors

(9) F ( o ) =o,
(10) F(-T)=:-F(T);

et pour T ^> o, on tire de (8)

(i i) F(r) = ̂ T log(}T) •+1 arc t,ang(^ r) 4- arc langr
4.^_.^(F,4..(og^)4,.y(.)^

où l'on doit encore entendre chaque f o i s par le symbole arc t-an^ l'arc
compris entre o et ̂ . Ensuite, en ayant égard à l ' inégalité

l logÇ('2 + T;) \i logÇ(a) = log( W

et en vertu des formules (aS) et (26) du Mémoire de M. St iel tJes , on
oh t i en t pour T ^> o

(r2) -.,.- log({7r2) - ̂  </(T) < l<:^(i TÎ^),

On peut donc, au moins approxim,ativeiîient, calculer la valeur de
la fonction F(^) à l'aide de (i i ) . Il en est aussi de mémo de raccrois-
sèment 9, défini précédemment, qu'éprouve l 'argument de la q u a n t i t é
^). En effet, par suite des conventions fa î tes ckleHsus p o u r h î déf i -
ni t ion monoirope des logarithmes en quest ion, on a

03) 9 = F ( ^ ) — F ( ^ ) .

A 1/aide de ces développements, nous obtenons, apre^ quelques cal-
culs auxiliaires, ces^remières conclusions relatives à la d i s t r i b u t i o n
des zéros de la fontion î,{t) ;

1° L'équation ^(/) == o n admet certainement aucune racine doni ta
partie réelle prise en valeur absolue sercrU ^12;

2° Si l'on désigne par'h et k deux nombres réels quelconques satisfai-
sant à la condition

! tang.î == ï, 55741 S k ̂  h — 4,

le nombre des termes contenus dans la 'suite des seras

^ ^, a^ , . ,
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et dont les parties réelles ne sont pas situées en dehors de l'intervalle
h — k, ..., A4- k est inférieur à

/ . ïog/z.

En s'appuyant sur la dernière proposition, on arrive ensuite, après
un calcul assez long, aux résultats suivants :

3° Pour toutes les valeurs du nombre réel h, supérieures à 12, le nombre
de ces racines de l'équation $;(/) === o, dont les parties réelles sont posi-
tives et plus petites que h, sera représenté par l'expression

^log^ ~ ̂  + J + ̂ [o,34(log/^+ i,34(log/Q 4" i,33],

où Y] désigne un nombre compris entre — î et +• ï, et où, lorsqufil se pré-
sente des racines multiples., chacune d'elles doit être comptée pour autant
d'unités quen contient son ordre de multiplicité.

4° L'équation Ç(^) — o admet au moins une racine dont la partie
réelle est comprise entre o et 53.

II.

Dans ce qui suit, désignons par a, b, u des constantes réelles posi-
tives et par A une variable réelle qui peut prendre toutes les valeurs
positives; dans toutes les intégrales définies considérées Fon prendra
pour chemin d'intégration la droite qui joint les limites, et pour toutes
les puissances et les logarithmes qui se présenteront, nous prendrons
les valeurs principales.

Lorsque les constantes réelles c, d, g, v satisfont aux conditions

o^c<d, g-^o, (,^o,

on peut établir facilement, à l'aide de l'intégration par parties, les
formules suivantes

4-h7T e^ ïL e^ ,—dss(i4)
V/2 1 ^ 1 1 S 1 -+- C§••+•(;<;
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^••'•^ /'(»....
— .̂y < (/j -h71) \A>-

68

et

(i.5)

La considération de l 'intégrale / ÇA prise les long du contour ( l 'un
rectangle dont les sommets ont pour affixes les po in t s

a — /u, a -4- /u, — ^ -h /«',, ••-•"- h — ///,

nous donne ensuite, lorsque l'on fai t croître b i n d é f i n i m e n t ,

( 1 6 ) î /^•+w ffHS
———————;. 1 ,̂̂  .̂ç .

27r^.-/«l At

„. 3 ^M/<

"""11 ^.n lui

On peut faire voir d 'une manière analogue que

07)
î ^'(r 3 ^ft.a

9<7:lJ.,.. ^ 7T //. //^^^ki îî

De (16) et (17) on tire de suite les équationa
^ et .4., /ni

(18) l i rn——f f!!^,,,,
h^^TttJ^^ .V

ï /^'"^^r-^
lim—— î ——dfî-^o,(*9)
/i^.»2V:ï,J . A*" ( t ^ i t t

auxquelles on peut, adjoindre cette troisième équation, facile a établir
directement,

^ft+/ti
(20) litn.."-, / i ̂  :=- )); in •-;—.

/<---" ̂ ^.^-A, •<'h=a9.'KlJ „ S 2 '

Ces formules nous permettent d'éviter l'emploi du théoreine de
Fourier, sur lequel s'appuie Kiemann pour la détermination de fonc-
tions arithmétiques.

Soient maintenant n une variable qui peut prendre toutes les va-
leurs entières positives, et L(n) une fonction de n qui sera définie par
les trois équations suivantes
W
(P)

L ( i ) = = o ,
L(/Q==o,
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lorsque n est composé de facteurs premiers différents, et

( y ) L(/Q=logp,
lorsque /^==/A j? désignant un nombre premier et a un exposant
entier positif.

Soient ensuite
r un nombre quelconque réel,
x une constante réelle plus grande que :i,
[<2?] le plus grand entier contenu dans x.

Soit encore, au cas où x n'est pas une puissance d'un nombre pre-
mier ,

(;rî
vi L ( n )A(^r)=^^
^ as i

et, au contraire, au cas ou x est une puissance d'un nombre premier,

^ L(n) ï L(^).A(,r,r)=^-^--^-^^,
» =1

et, finalement, soit a une constante réelle positive qui satisfait à la
condition

a 4- r > ï.

Alors a lieu, comme on peut le démontrer à l'aide des formules ( r6)
à (20), l'équation

î /"""f-/"^(.y-+•r) ^ , _ ,
(ai) — l'im——. / ————r —&=A(.r,r).v / / / î=o&â7r^^-/. Ç( l ç+ r) t<?

On obtient, d'autre part, en décomposant ~ ' ^ ^ en éléments
simples,

^^±Zl)=.-J___^.i.lOgTC
Ç(^+r) . ç+ r—r îl b

V/'n ^, ^ ,, ' . ^ — V îi±_ZlrilL--
^AV"100^^! ^+r-4-2/z/ ^(^hr—^+a^

n=l v===l
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d'où,par conséquent,

^ i r^1 2(,+r^) ^22)i^^ ^^^^^^^^
^1-_ f '̂siii±^^^.,j. r''"^.^^^^
~ ̂ U^i Ç^+r) s 27nJ^, ,(.y+/"-i)

Mo^r ï r4^- ̂  f'-'^fllo.^^^^^^ 4- -——^^^^^^^^^^^^^^^^^^ (r^.^lo^^^ ^ ^^ ^V-'^^^M t , v 4 . • . 4 - 2 ^ .

Pour À augmentant sans l imite, les quatre' termes dis second
membre de cette équation tendent tous vers des l imi t t i s f inies,

Pour le premier terme, la l imite est dès à présent dé terminée par
(21). Pour le second, on obtient, au cas où m'est pas égal à : ï ,

i /trt+/" ^ , ï—^ 1 ^
( 23 ) lim —1"; / "• ,̂ ..,,,...̂ .,,-..-.,..̂ .....,.-— dfî •-::•::: .̂-..-.....̂ ...•..-..-...̂ .--.v / ^^^U^^ ^,<?....-h r — t ) / • - i

et, lorsque r = = r ,
•y /*«1+/^ y.y ,j _,. ,,^1-r

( a3 a ) lim —. / — ds = lôg^ = lim ——lt— *v ) ^2ncJ^^ ^ b / - = î r-i

Pour le troisième et le quatrième terme, on ob t ien t en f in les lor-
mules

r /t<<-h/</' /^
liin •j- logTr —; / — ds ::.:: •|- logi?r
^-2 b ^Jn^i <y

et

,,, ,. •ï f^^vrii //- ! " " ï x s ï(a4) lim —. ( >, •|- iog ——— 4- ———-.....-..,....—.,. — (h
" " h^^ij /, Ail 2 , ^ n ^ - i ^ 4 - r 4 - a A l A"

^ """ '" ri ss l '"
w

-ir ^ ̂  + s^.y""^"^
:[:= ÏLI "^Zi .̂ ^ -̂̂ -"",

nssi

où G == o,57^3sï56649..- désigne la constante d^Euler.
Dans cette dernière expression, lorsque r est égala un nombre

entier négatif pair — im^ on devra remplacer le terme
! . ^ ' / ! r+ l'mx^^^

2 m ( r 4- a m )
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de la somme du second membre, terme qui prend alors la forme indé-
terminée -3 par sa valeur limite

0 A

r -)- aw.-r-7'-2^ i
ll^ „-____————————————————— ^ _____ ___ ]op.,y.

/•.=- 2 m 2 m ( r 4- 2 m ) 2 m b ' "

Aussi, chaque terme de la somme qui forme le premier membre de
l'équation (22) tend vers une valeur limite finie, qui, cela peut être
démontré à l'aide des formules (14,) et( i8), est donnée par l'expres-
sion

lhn_ Ç^111 J^:=^Z^]_ x!
fl^^ij^ (.,+r--i-)^aî 7^

.̂. ̂  r ~^1 „. _ . ,.,- ̂ '"l ( r m - ?) c^ ( ̂ v lû^^-) — a,, sin ( a, Iop:.f)
"- - (r - ̂ )^ a? 2<" " " " ^ ^ _ » ^ ^ — — — — — — . - .

On peut démontrer que la somme de ces valeurs limites est identique
à la l imite vers laquelle tend le second membre de l 'équation (22).
Posant, en effet, pour abréger,

( y ^ \ _l[Zlrii]_ r»"-7"^ ! (^--• i1) cos(avlo^^)—avSin(a,lo^.r)
^ - ̂  (,. ̂  ̂ ). 4. ̂  " 2 ̂  •———••————^.^^———————

=Wv(^, /•) (^=ï ,2,3, . . . ,co);

nous pouvons énoncer le théorème suivant :

Lorsque les termes de la série infinie

09

I;W.(^,r)
V == 1

,sw^ m/̂ .̂y suivant la succession des valeurs croissantes de l'indice v,
cette série est convergente pour toutes les valeurs réelles de r et pour toutes
les valeurs réelles positives de x, et, lorsque x > i, sa somme est représen'
fée par l'expression

-AC^^+^^'-i-logTr-.C+V^-3^^,
/ — i * ^ a^(/"-{-2^) '

TZîSîl

où, dans le cas où un terme de cette expression revêt, pour une valeur par-
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ticulière de r, /a forme indéterminée ° » o/^ ^^"a alors, CM lien. de ce

terme, prendre la valeur Umùe corresponda/ite.

La démonstration de cette proposition repose sur les considérations
suivantes ; soit H le nombre des nombres ay dont les parties réelles
sontSA/le nombre A dorénavant étant pris su f Ï i s ammen t grand pour
que H soit au moins égal à ï . Alors, en donnan t à la, somme

iit
^Wv(^r)
V ---•; 1

la forme suivante

V w / ^ V • /""+/" ^-+-/ '-») </„iw^,/.)== ^ ̂ j (î-;::7-:q:'̂ :^7^
v = l v s. i

/,, ti • ' t 1 1 1 1 1 hi / , •i •s ,.
„» Y J.̂ ,. ^ ..Jl̂ ^^L'';- -î:^
V.-î..!^'^"^ (•ç- l- i l- /( '^^ l•• l i l l l-^ ^

^ ^ ï r'^'d. ,\v.^-^^^j^ ï---j^^^^^^^^^^^^^
n i / ^••i-/^ î \
II. ^ r - \ - " - { " ̂  t, / 1 Ti ) ' • • ' • • • , • " " ff,^ 1 \
^ X ^ ( Ï I ^ ^ . \«,»». y ...,̂ ....,.....,... ..„ „...„........... i i ̂  .„„„„...-„; i ..,,,̂ ,,.,,.,>.,,.»,....,....... ,,,,,,.,..,.,,,,......,.,̂ ^ ff^ i
^r.-.^-.a^ \ ^7T^4,,,,.^ ff^-r-^ -OM /

n ,......,4..̂ / ^ ( < v h t ...,..̂ -̂ . \
^V^^^^^^ / ...,.,̂ .....,.,.;,.̂ ..̂ ^

î,. ̂  ^ 4, c/^i,\ a TU ̂ ,,,̂ , .v -l111 '' — } -ll•l•l- ^1 y

on peut , en fa i san t usage des formules ( ï4) a, ( j ( > ) ainsi que dix
second théorème de la Section I, démontrer que chacun des termes
dans le second membre,1 à la seule exception du premier» converge
vers zéro lorsque h croît sans-limites1, MaiSy dea équations (21) à (24),
on conclut pour ce premier terme

_ ^ ^a^hi ^^^ r—|) ^ ,
hm >,—— f 1-—l—.L^,^.^7 ^dfs
h^^^^tj,^ (.y+r-.|^+^ s 1 ^

/ ï^-^i"^ 1 1 ^ r ̂ .. ̂ ^^--/'"-^
= — A(.r,, r) + ———— — {iogTT — i C 4- > «—_ .̂.»^^ ,̂1 , r — x 1 2 D ^ 1 ' ' A»i a ̂ (r 4-^/0
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Ces résultats démontrent le théorème énoncé et nous donnen t éga-
lement , pour la fonction ar i thmét ique A(,r, r), l'expression analytique

f.6) A(.r,/.^ I^---10^- -S^..,/-).
// ==• 1 V •;;= 1

Si l'on pose /"== ^, on obtient
s iii (^v lo^.'r)W^(..r, ^) r̂: 2"'"

et alors , d'après ce qui précède, on conclut en particulier le théorème
s u i v a n t :

La distribution des zéros a^ de la fonction !; ('/'") est telle que la série
infinie

m

^ s in Cav log'A'')"^^_...,..^....,
v n:.-; l

où. /''on îfuppose ({ne leff terrnefî fîorU rangés suivant la succession des va-
leurs croissantes de l'indice v, sera convergente pour chaque valeur réelle
positive de ;r; et, les termes étant ainsi rangés lorsque ,T^> i, l'équation
suivante a lieu

,,,, y^' .-;A(,,;,.v/; .-;(lo.^C).^.^,,,

— — + [ ,Io^ v"^——^ + i arc tan^ —,"
/̂.:z' v'̂ ' '""""lt V^""

l.a série i n f i n i e du premier membre est convergente, mais comme
elle représente une fonction discontinue de l 'argument x, nécessaire-
ment la convergence n'est pas uniforme.

ça

La série in f in ie S^v^' r) P011^ ^•^ représentée comme la, somme
Vs=I

de deux séries partiel les dont l 'une
as j .-.,.„ /. 4,. „.. ,,-.„.. /- -„(-. -

i ^ i — ^ " cps (o^ Ijo^^) ( /' •-- ̂  ̂  'si ii ( y^ l og..r ), ̂ ,. „ ̂  ̂  ^ ».,,_^^^^^^^^^^^^^ ^ ̂  . ..^ __^^ ,
v := 1

^/;//,. de l ' Ê c . Normale, 3e Série. Tome XllI. ~ FÉVI'UEK i89t), îO
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pour toutes les valeurs positives de x, est absolument et u n i f o r m é -
ment convergente, tandis que l'autre

-^-I ̂  sin(avlo^.r)
•̂  " 7. ——.-----...-.-.-.-..-"—-.

J—J Oîv
V -;-: 1,

représente le produit de la série à convergence non u n i f o r m e
SU

^1 sin(av lo^.'r)
A^"1'1"^'1111'''"1'''11''"'11'1'"
V-s. 1

par une fonction continue de x.
Toutes les autres séries infinies à convergence non un i fo rme , qu i m

présenteront à nous dans la suite de ce travail , ont même propriété :
la partie à convergence non uni forme est toujours égale* au produi t
d'une fonction con t inue de x par la série part icul ière

»
^ç sin(av (o^.r)
^ av

•V ;.:::•-1

Pour r== o, puisque
60

2 IT^ ^ ï "4"i c ̂  l IOK7r '""loff^
V 1:;;:; 1

on tire de (26) l'équation suivante

(28) A(^, o) r=,r - log(â7r) — •i log^ï ~ ̂ j
w

^Â' V1 cos(a.v lo^.z') 4" âav8 i r î (av log,r)
^ ^ ̂  ̂  — - — ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ - — •

V=l

Posons, lorsque a? n'est égal ni 'à un1 nombre premier ni à une puis-
sance d'un nombre premier,

, i ! A
|,r] *» . ,»•» .r»

. 1 . ^ L(n) î ^ ï ! ï ̂  î ï ̂  î/"( x, r ) r= ̂  ĵ - .̂ == J^ ̂  4" ^ ̂  ̂  -+-1 g ̂  ̂ : • 1 • 1 1 4 1 • • • . ..,
»»"=! 1 1 1 ' 1 1 '
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expression où l'indice sommatoirejo doit parcourir chaque fois la suc-
cession de valeurs des nombres premiers qui ne sont pas compris en
dehors des limites inférieures et supérieures des signes somme; au
contraire, lorsque x est un nombre premier ou une puissance d'un
nombre premier, on posera

/•/ . ̂  .̂ /(tr "+• °» r) + f(^ ~ °» ")t {^y / ; —. ——•———^-———-——•— •

On tire alors de (26), lorsque l'on remplace r par p et que l'on intègre
ensuite par rappor ta p depuis r jusqu'à "+-co, après quelques calculs
et réductions, l 'équation suivante

w

+ 2^ cos(av 10^)/ ^r^ ̂

^ S av sm ( ̂  jo^<r) / ———^ dp.'âam J . Pâ "+" a^, pâ 4- a:ï

Pour la transformation ultérieure de cette équation, on distinguera
trois cas :

Pré/nier cas. — Soit

On a, dans ce cas,

r > i.

(3o) ^,/.)-log.Ç(/.)-f ,-̂  ̂ -^ ̂ -^

•v / , . r" p'»"13 /.+- 2 ̂  cos (a,/1 os.r ) ( pi-̂ -̂  dP
V = 1 * /. _-1,

iii

— a V ay sin (^v log.y) ^ _-——^ ^p.
éHW J 1 P "t''" "v
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Deuxième c'w. •"- Soit

On obtient alors

/••"^•r ^ ( , l — ] ' ) t l ... ^M y'** ^ 1 1

(3i) ,/•( .r, r ) = ^ .̂̂ —^ ̂  ...- j ^ du

C^ Ï d'Y . r , . .̂  .4,,,. ^ ... _ _ -,^^^^^^^^ 4... i(^ ( / • . . - -1 e ( /• )
^^ j!i.,̂ . i j^l jo^^y n' 1

rA , ^ ^ ,/.

4"1 2 2 cos ( ̂  10^''') / o îî ̂  " ̂  2 ̂  siïl ^^^ lop:•lrJ. / ^•r'^ f1^V .ô^^ -a î ' " 1 ' • ' ^——"-——— ' j ^ii- ̂
1 1 1 1 ,.«,11 v-.-i / • 1 „.

L'équation
^ ( / ^"•^•a/ l \ / - ' - - a / ^ r ^ ï r/.f ,

/"(. r ).-,.., LJ(.r )-. Y Li \^ ) •+ U\^ ) 4- / -^•1 - ^-.^,—^- ^ lo^,"/ " / v ' ^ 1 1 " • " / J ^ «r^ " 1 1 1 1 1 1 1 1 l .r Io^'./'

^r laquelle Itiernarin représente la/o/union ani/tMélu/ac ( p i d dmt^ftr
par f(îv\ est corUenue comme cas particulier dfms la dernière j o r " -
mule ( 31 ),

Si l'on (a i t , en effet, dans ("h), r— o^ on obt ient

^l()K'•r^^.^.•lll//. /^ ^-1
,....̂ ,...,..,,̂ ,, ^/^ -....„.. ( .„„.,,„-,...„ (fn

({ , ifv l<w.r

/"* " ^«1..„„,.. / ' • - 1 / / - /lt (r II

^ A.,a).::. • --^-. : .
*-• ï) '•••l<)(î,r

r^ ( dv . ^ . ï , r " o . r : ^ ,r'1* î dy . v^ , ï , F ' " o . r : ^ ,
..h / -,--- -,^-1^ - !(^24• l- ]^< t()S(%vl<^.r) ^ ^ ^^...^^ .^^/?-h ; «^^^^^^ — —.......-.,. — |(^2 "t-1" ^ Z, COS ÎCv JO^.r) / 1 - ^ 1 1 1 . . . " 1 1 1 1 1 - , , , ^/f.; y .̂....-i ylo^r n A^ n J y - v y^ 1

'^^sin(avlog' l l l")/ ^p^
1 " " 1 1 "à

M^ais on constate que cette équat ion est iden t ique à ta f o r m u l e de
Riemann citée/et, par conséqueimt, en déduisant réqurtion ( 3 2 ) des
considérations précédentea, on arrive au résultat f inal dcm reclierclies
de Riemann par une: voie, an peu différente,,

Troisième cas. — Soit
r^-a.

Désignant alors par — 2À et par 1 — a C X + ' r ) ICH deux 1 nombres
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ent iers négatifs pairs entre lesquels se trouve comprise la valeur de r.
de telle sorte que l'on ait

^-12(}.4~l)</^,~2},

on obt ient l ' équa t ion
,»lOK.r ( i ^ , . ] i i _ ^ - . M ,—— ^los.r —(/ .4-2^)«. __ ,/

( 33 ) ,/•(,r, /• ) --.: / 6-—--t- rf</ -^ / ——— __.„ </„
*-'('» , *-«11 ss l

/••" i î _^ .̂__^r l̂i(LrL^__4\^ ïogj î"1:":-̂  ,̂.̂ >::;:r " • °^ ̂ 4:^)( ,."„,,: 4 1 ) . . . ( /•":JL -î / j

/•isa ^ ~ U ^ ^'% Q y-F
,4.... ( ?. — ï ) 1 .r— du 4- ;>. ^, ces ( a,/ lopî.r) / —-—ï ^p

""••^^ //' ^ "" J^ lp" v

""•""-1 "- S av {si n av ^^-^ ) / ^•^.— ^p.-""— , ,,,/ ,, p ^T" ^V
V ^ 1 /•„- »

Si l 'on parvenai t à démontrer que les racines a,/ de l 'équation
?;(" / ) = o sont toutes réelles, ou rnênie seulement que les part ies ima-
ginaires de c;es racines sont comprises entre des l imites plus étroites
que "~ î ï i et + .t^ les développements précédents fourniraient une
série de lois asymptot iques relatives à la théorie des nombres.

On conclurait , par exemple, de (28) que l'on aurai t

A (.r, o) _i i m "~"———"~ --— •* y
• x^» ^

et, par conséquent, que la somme des logarithmes de tous les nombres
premiers de i à oc, pour de grandes valeurs de x, serait égale à x lui-
même, à des grandeurs d'ordre infér ieur près.

Mais, provisoirement, il semble que ce serait trop se bâter que
d'affirmer l 'exacti tude de conclusions de cette nature . Aussi, la dé-
monstrat ion de ce théorème particulier cité, que M. E. Cahen a donnée
dans une Note ( < ) , Sur la somme des logarithmes des nombres premiers
(lui ne dépassent pas oc, et qui se trouve reproduite, dans ses traits

( i ) Comptes rendus, pp. 85-88, L. CXVÏ; 1893.
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essentiels, au n0 32 de son Mémoire ( / 1 ) , Sur la fonction '((.y) de Rie-
mann et sur des fonctions analogues, n'est pas absolument satisfai-
sante.

Ce i^est qu'après avoir terminé mon travail que j'ai eu connaissance,
par une remarque contenue dans le Livre de M. P, Bachmann, Zahlen-
theorie^ zweiter Theil : Die analylische Zahlentheone; Leipzig, 1894,
de VHabilitauonsschrift de M. Adolf Piltx, i n t i t u l é : Uber die Hûufig"
keit der Primzahien in arùhmetischen Progressionen und ùber mnwruUe
Geseize (Sur la fréquence des nombres premiers dans les progressions
arithmétiques et des lois analogues). Dans ce Mémoire, aux pages 42
et 43, sont données quelques indicat ions, •— sous l 'hypothèse que les
affirmations de Hiemann sur la distribution des zéros de la fonction E(/)
sont essentiellement exactes — relatives à la démonstrat ion de la con-
vergence de la série désignée par

^ Wv(^ r 'ï
Les principes, sur lesquels repose la démonstration de la conver-

gence que j'ai exposée, sont déjà énoncés dans ces indications, et les
développements de M. Piltz sont, en partie, identiques avec les miens,
au moins en t a n t _ q u e dans son travail l'expression analyt ique de la
f o n c t i o n ari thmétique f{oo^r) est obtenue, comme ici, à l 'aide (le
l'expression correspondante de la fonc t ion A(^, r) et ensuite à l'aide
d 'une intégration par rapport à r.

( r) A'nnale'.y de l'École Normale ,wpérleure, pp- 75-164, 3e série, t. XI ; 1894.


