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S U R LES

DE ET DE

QUELQUES PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES FONCTIONS CONTINUES
D'UN NOMBRE QUELCONQUE DE VARIABLES,

PAR, M. RIQUIER,
PnoFKSSEUH A LA F A C U L T E DES SaUSNCES DE C A E N .

1. La manière dont i l convient de définir les n o t i o n s do limite et de
continuités présente, au d é b u t de l'Analyse, comme un point quelque
peu délicat; les diverses déf in i t ions qui, en on t été données jusqu ' ic i ,
celle même qu'avec b ien d'antres au teu r s j ' a i donnée naguère de la
continuité ( < ) , ne me paraissant pas en t i è remen t satisfaisantes, je
désire revenir aujourd 'hui sur celte quest ion et ind iquer les amélio-
rations dont elle me semble susceptible. Pour abréger, je supprimerai
toute démonstration et me bornerai strictement aux définit ions et aux
énoncés.

2. Les not ions de l i m i t e et de cont inu i té , comme on le verra ci-après»
se rattachent par un l ien immédia t à celle de quantité : il convient
donc de donner sur cette dernière quelques indications sommaires,
permettant de concevoir comment on peut , avec la seule notion de
nombre entier et sans faire intervenir jamais la moindre considération
relative aux grandeurs concrètes, définir tour à tour les. fractions, les
quanti tés négatives et les nombres incommensurables. Cette question

( 1 ) RIQXJIBH, \S'ar le^ fonctions contifwes d'un nombre qaolconque de wriable^ et
sur le principe fondamental de ici théorie des cqwtiofu algébriques {Âmwies de F École
Normale supérieure ; xBgo)*
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prél iminaire si, importante a été traitée récemment par M. Méray (1) ,
dont je vais tout d/abord résumer les idées, en les modif iant sur
quelques points (2) .

3. Nous nommerons expression fractionnaire la s imple association,
dans un ordre déterminé, de deux entiers dont le premier s^appe l le"
numérateur, et le second, essentiellement différent de xéro, dénomina-
teur. L'expression fractionnaire qui a pour numérateur n et pour déno-
minateur rfsera désignée par le symbole

l:̂ ].
Nous conviendrons de d i re que deux expressions f rac t ionnaires

[ n ' , d ' \ , K,^]
jouissent l1'une par rapport à l'autre de la propriété ( A ) , si les deux mul-
t ip l i ca t ions

/^f, ^ l t ' d '

donnent pour résultat le même ent ier .
Cela posé, on établit sans peine la proposition su ivan te :
Les diverses expressions fractionnaires se partaient en une In/lnité de

groupes, contenant chacun uue infinité d'expressions^ et tek : ï,° (fuedeux
expressions fractionnaires appartenant a un même groupe, ou, comme

( l ) Les Mémoires de M. Méray sur ce sujet ont pour titres :
Les fractions et la.v quantités négatives ('Nouvelles A'finales dû McUhéinat'ufUCK ; ï^oo);
Sur le fsfîtiff fHffU convient d'citicicliep à l'expression « nombre inconïtHcnfaurcible »>, et

sur le critérium de l'existancG d'une limite pour une (^mutité ^aruible de nature donnée
( ÂniiaIcK de l'École N'ormcde supérieure; i 887).

Ils se trouvent reprûduïts dans la première1 Partie d'un Ouvrage de M. Môray, actuoîle-
lûônt en cours de pnblication, et intitulé : Leçons nouvelles sur l'Analyse infinité.unudc
et .w.y (/ppllcatio/u' géométrique,'!,

M. Kronecker, do B&rlin, s'est ôgalerneînt préoccupé de ramenor la notion de nombre
irrationnel à celle de nombre rationnel : le point de vue adopté par M. Méray me semble
toutefois préférable*

(2) Voici les principales modifications que j'ai cru devoir apporter à l'exposé de
M. Méray : î 0 j'ai adopté pour les vaïeur.v jrcictiû'nruures une définition toulo différente ;
'2° j'ai modifié sa définition des valeurff infinliéswudes do manière qu'elle offrît avec celle
des11 valeurs fractionnaires lô plus d'analogie possible; 301 j'ai établi, entre la notion de
valeur infinitén'mc'de et celle ^de limite, une distinction que M. Môray rie Nt pas, et qui
me paraît utile.
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cas particulier^ identiques entre elles., jouissent V'une par rapport à Induire
(le Ici propriété (^); 2° que deux .expressions frcictio/maires appartenant
à deux groupes différents ne jouissent pas l'une par rapport à l'autre de
la propriété ( À ) *

On attribue alors, par convention, une valeur unique , dite fraction-
naire, à toutes les expressions contenues dans un même groupe, et
les valeurs f ract ionnaires qui, correspondent, à deux groupes distincts,
sont, également par convention, considérées comme distinctes. Deux
valeurs fractionnaires sont dites égales ou. inégales s u ivan t qu'elles
sont ou, non identiques l 'une à l 'autre.

Parmi les groupes d'expressions f rac t ionnai res dont il v i en t d'être
question, i l en est un, remarquable entre tous, qui comprend, à l'ex-
clusion de toute autre, les diverses expressions fractionnaires de numé-
rateur 0; nous désignerons par y la valeur f ract ionnaire correspon-
dante.

Si l'on désigne par
r,, i\l , x 2

les groupes correspondant à deux valeurs f rac t ionnai res non iden-
tiques, et si, dans ces groupes respectifs, on choisi t à volonté deux
expressions

[n^d^ \n^d^\,

il est facile de se convaincre que l'entier n^d^, forcément différent de
rentier n^ d^, lui est ou constamment supérieur y ou constamment inférieur.,
indépendamment des choix opérés dans les groupes T\, F a : suivant qu'on
se trouvera placé dans l'un ou l'autre cas, on dira que la valeur com-
mune des expressions du premier groupe est supérieure ou inférieure h
la valeur commune des expressions du second. On établit d'ailleurs
fort aisément que si une première valeur est supérieure à une deuxième,
et celle-ci supérieure à une troisième, la première est supérieure a la troi-
sième,

Pour définir l'addition .des valeurs fractionnaires, on commence par
résoudre le problème suivant: Construire g expressions fractionnaires,
de même, dénominateur'y dont les valeurs soient données. Cela fait, si l'o/i
désigne par

[.pi^/'\. ipï^], - • » [p^^n
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les q expressions fractionnaires dont l'ensemble constitue une solution
quelconque du problème dont il sa^iî, l'expression fractionnaire

[p^-\~-p^-^. ..-(-/^ ^L

déduite des précédentes pcir l'addition des numérateurs, varie, il est vrai,
avec la solution considérée, mais garde une valeur constante, qui est, par
définition même, la somme des valeurs proposées.

AÏ, des valeurs fractionnaires quelconques étant données, on en consi-
dère des expressions respectives quelconques

[>i,^i], |>2,<^L ..., [a/,,1}/,],

l'expression fract ionnaire

[r^a^ . .^/,, ̂ d- • -^L

déduite des précédentes par la multiplicctiion des termes semhlaht.es, varie
encore avec les expressions choisies pour les na/eurs proposées, mais garde
une valeur constante, qu i est, par déf in i t ion même, le produit des
valeurs proposées.

Quant à la soustraction et à la division des fractions (ce mot doi t
être considéré comme synonyme de valeurs fractionnaires), nous
les déf inirons, suivant l 'habi tude, comme les opérations inverses de
Vadditùm et de la multiplication. Retrancher d'une traction donnée
une autre fraction donnée, c'est trouver une troisième fract ion qui ,
ajoutée à la seconde, régénère la première; diviser une fract ion donnée
par une autre fraction donnée, c'est trouver une troisième fract ion
qui, multipliée par la seconde, régénère la première/Dans le monde des
fractions, comi'ne dans le monde des entiers, la soustraction est, tantôt
possible, tantôt impossible; la division au contraire, rarement possible
dans le monde des entiers, U est toujours dans le monde des fractions,
abstraction faite du cas singulier où le diviseur estV.

4. Voici comment il convient de définir les quant i tés positives et
négatives. ^ .

A toute valeur fract ionnaire distincte de Von fait correspondre deux
valeurs, :que Vûn qualifie l 'une de positive,, l'autre de négative; à la
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valeur V on fa i t correspondre une seule valeur, que l'on qual i f ie de
neutre : les diverses valeurs qualifiées ainsi obtenues sont, par conven-
t ion , toutes distinctes entre elles. Deux valeurs qualifiées sont dites
égales ou inégales, s u i v a n t qu'el les sont ou non iden t iques Fune à
l'autre.

Deux valeurs qual i f iées , l ' u n e positive, l ' au t r e négative, correspon-
dant à une même rwleur absolue, sont dites opposées; la va leur neutre
est considérée comme é tan t son opposées elle-même.

Pour a jouter entre elles des quant i tés qua l i f i ées données, on com-
mence par faire la somme des valeurs absolues de celles qu i sont posi-
tives, puis la somme des valeurs absolues de celles qui. sont négatives,
en négl igeant les q u a n t i t é s neu t re s ; soient P e t N les deux sommes
ainsi, obtenues : si P est p l u s grand que N, la somme des q u a n t i t é s
qualif iées données est posi t ive et a pour v a l e u r abso lue P — N ; si P
est plus petit que N, e l le est négat ive et a pour v a l e u r absolue N — P;
si P == N, elle est neutre.

Le produit de p lus ieurs q u a n t i t é s qual i f iées a pour va leur absolue le
produit des va leurs absolues des fac teurs ; si q u e l q u ' u n de ceux-ci est
neutre, le p rodu i t l'est également , ; dans le cas contra i re , i l est pos i t i f
ou négatif su ivant que le nombre des (ac teurs négatifs est pa i rou i m p a i r .

Dans le monde des valeurs qua l i f i ées , la sous t rac t ion et la d iv i s ion
se définissent encore comme les opéra t ions inverses de l 'addition et
de la mu l t ip l i ca t ion ; la dwlsion, devenue possible, dans le monde
des valeurs f rac t ionnai res , toutes les'fois que ie d iv i seur n'est pas V,
demeure possible, clans le monde des valeurs qualifiées, foules les fois que
le diviseur n'est pas n e u t r e ; en outre , l'impossibilité éventuelle de la
soustraction, qui subsiste dans le premier de ces deux mondes, dispa-
raît entièrement dans le second.

En désignant par^, & d e u x quant i tés qualifiées quelconques , on voit
sans pe ine que les différences a — À, b — a sont des r/uanlùés opposées,
clé valeur neutre ou non neutre suivant r/ue les valeurs qualifiées a, h sont
ou non identiques : dans le cas où a, b ne sontpas ident iques , la valeur a
est dite supérieure ou inférieure à b, su ivant que l a , différence ci—! b
est positive ou négative. On démontre aisément que, si une première
valeur qualifiée est supérieure à une deuxième, et celle-ci supérieure à une
troisième, la première est supérieure à la troisième.

Â.nn. de é'Éc. Nonnaîe. 3° Série. Tome XIÏ. — JUILLET i8g5. 26
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5. Nous nommerons expression infinitésimale une va leur qual i f iée
variable dépendant de certains indices, c'est-à-dire de certains en t ie rs
indéterminés dont chacun peut varier a rb i t ra i rement à par t i r de telle
ou telle valeur fixe qu'on lui assigne pour valeur m i n i m a (1).

Une expression i n f i n i t é s i m a l e a^^_ dépendant des ind ices m, n, ...
sera dite infiniment petite, si à toute valeur positive £ on peu t faire
correspondre des entiers déterminés ;x, v, ... tels, que les relat ions
simultanées

m^y., ^â^,

entraînent, comme conséquence nécessaire, la double inéga l i té

<^m,n,... }
<5.opp. ^,,/,,,/,... )

Nous conviendrons de dire que deux expressions in f in i t é s ima les
u m,..,,//,...» u n,..., /^... y

pouvant avoir un certain n o m b r e d ' i n d i c e s c o m m u n s p , ..., jouis'
ffent l'une par rapport à l'autre de la propriété (0), si l 'expression in f i -
nitésimale

^w,,..., //,.., "— u /(,...(//",...»

dépendant des indices m, ..., n, ..., p\ .... p\ . . . , est i n f i n i m e n t
petite.

Une expression i n f i n i t é s i m a l e j ou i s san t par rapport à elle-même de

( 1 ) Exemples : ï° Si, désignant par m, n des entiers indôtcnmiïés, on considère les
deux quaîUifcôs positives dû valeurs absolues | i , w | , [ i , / / 1 , la somme de ccri deux quan-
tités, leur produit, l'excès do la première sur la sûcondo, le quotient de la prenuore par
la seconde, etc., sont autant d'expressions infini tésimales dont chacune dépend des indices
/n, // arbitrairement variables à partir de x ( w ^ i , / / ^ ï j . '^ Si, désignant par p , q des
entiers indélerminés, on considèro les deux quantités positives de valeurs abaolues
[ i , / ? — ? . ] , [ i , < 7 — 5 ] , la sommô de ces deux quantités, lour produit , l'excès do la pre-
mière sur la seconde, le quotient de la prornièrô par la seconde, etc., sont au tan t d'ex-
pressions infinitésimales dépendant des indices p^ </, qui peuvent varier arbitrairoment,
l'un1 à partir de 3( /?S3) , l'autre a partir do 6 (<7^6) . 3° Le /<ime terme d'une progression
arithmétique ou géométrique, dont le premier terme et la raison sont des quantiiés quali-
fiées données, la somme des /<• premiers formes de cette progression, leur produit, l'a
somme de leurs carrés, etc., sont autant d'expressions infinîtésirnales, dont chacune
dépend de rindîce k, arbitrairement variable à partir de i ( k ï î ) .
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la propriété (0) sera dite convergente. Telles son t , en par t icul ier :
ï° une expression i n f i n i t é s i m a l e i n f i n i m e n t pet i te ; 2° une expression
inf in i tés imale immobile, c'est-à-dire qui garde toujours la même valeur
qual if iée, i ndépendammen t des valeurs entières que l'on attribue aux
indices.

Une expression Mfîni tés imale non convergente sera dite divergente.
Il, est aisé de prouver que, si deux expressions infinitésimales jouis-

sent l ' une par rapport à l 'autre de la proprié té (0), chacune d'elles en
jou i t aussi par rapport à elle-même. En conséquence, une expression
divergente ne peu t j o u i r de la propriété (0), ni vis-à-vis (feUe-même,
ni vis-à-vis d 'aucune au t r e expression.

Cela posé, on é tab l i t sans d i f f i c u l t é la p ropos i t ion su ivante :
Les diverses expression!} convergentes se partagent en une infinité de

groupes, contenant chacun une infinité d'expressions, et tels : i° que deux
ex-pressions appartenant à un même groupe, ou, comme cas particulier,
identiques entre elles, jouissent l'une par rapport à l'autre de la pro-
priété (0); 2° que deux expressions appartenant à deux groupes diffé-
rents ne jouissent pas l'une par rapport à /''autre de la propriété (0).

On at t r ibue alors, par convent ion , une valeur u n i q u e , d i t e infinitési-
male, à toutes les expressions contenues dans un même groupe, et les
valeurs infini tésimales qui correspondent à deux groupes distincts
sont, également par convent ion , considérées comme distinctes. Deux
valeurs inf ini tés imales sont dites égales ou. inégales, su ivan t qu'elles
sont ou non ident iques l 'une à l 'autre.

Parmi les groupes d'expressions inf ini tés irnales dont il vient d'être
question, il en est un, remarquable entre tous, qu i cont ient , à l'exclu-
sion de toute autre, les diverses expressions inf ini tés imales inf in iment
petites; ces dernières y sont deux à deux opposées. Dans tout au t re
groupe, une expression que lconque conserve, à partir de valeurs suffi-
samment grandes de ses indices, une qua l i f ica t ion constante,(positive
ou négative) indépendante du choix que l'on peut faire parmi les
diverses, expressions du groupe. Enfin, .exclusion faite du groupe qui
correspond aux expressions infiniment petites, les autres se partagent
en couples dans chacun desquels les expressions du. premier groupe
sont respectivement opposées à celles du second. Cela posé, la valeur
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infinitésimale qui correspond au groupe des expressions in f in iment
petites est d i te te'léo-neulr'e; toute autre valeur in f in i t é s ima le est di te
téléo-positive ou téléo-négative, suivant que l 'une quelconque de ses
expressions f in i t par rester constamment posi t ive ou constamment né-
gative. La valeur téléo-neutre est di te opposée à el le-même, et les autres
se partagent en couples de valeurs di tes opposées.

Une valeur i n f in i t é s ima le est d i te commensurable ou incommensu-
rable, suivant qu 'el le admet ou non une expression immobi le .

Si l'on désigne par

( i ) A, B, . . . , L

des valeurs infinitésimales données, et par
( î s ) a, b, ..., /

des expressions quelconques (nécessairement convergentes) de ces va-
leurs, toute combinaison dé te rminée û d ' add i t i ons , soustract ions et
mul t ip l i ca t ions à, exécuter sur a, A, ..., / fourn i t une nouvel le expres-
sion ayant pour indices tous ceux, des indices de a, h, ..., / q u i sont
distincts entre, eux. Cela posé, l'expression ainsi engendrée est. conver-
gente, et sa valeur wfinùésimale est indépendante des diverses manières
dont peuvent être choisies les expressions (2) des valeurs données (i);
cette valeur i n f i n i t é s i m a l e constante est, par déf in i t ion , le résultai de
V opération iî exécutée sur les/valeurs données,

Si l'on désigne par A, B deux valeurs i n f i n i t é s i m a l e s quelconques,
la seconde non tôléo-neutre, et par a, h deux expressions quelconques
de ces valeurs, le quotient de a par b est une expression convergente
dont la valeur infinitésimale ne dépend pas du choix que Von peut faire
parmi les expressions diverses des valeurs données A, B ; cette valeur inf i -
nitésimale.constante est, par déf in i t ion , le quotient de A p a r ' K .

En désignant par A, B deux quant i tés (1) i n f i n i t é s ima le s quel-
conques, on voit sans peine que les différences A—-B, B -"- A. sont des
quantités opposées, dont la valeur est ou non télèo»neutrey suivant que les
quantités infinitésimales A, B sont ou non identiques : dans le cas oîi A, B
ne sont pas ident iques , la valeur A est dite supérieure ou inférieure à la

(1) Les mots nombre, valeur, quantité doivent être considérés comme synonymes.
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valeur B, su ivan t que la différence A — B est téléo-positive ou téléo-
négalive. On démontre a isément que, si une première valeur infinitési-
male est supérieure à une deuxième, et celle-ci supérieure à une troisième,
la première est, supérieure à la troisième.

.L'extraction d ' une racine, opérat ion presque t o u j o u r s impossible
dans le monde des valeurs f rac t ionna i res ou positives, devient au con-
traire toujours possible dans le monde des valeurs téléo-posi t ives : on
peut effect ivement démont rer ^vxél-ant donnée une valeur infinitésimale
non téléo-négative, ilexùte âne valeur de me nie nature, et une seule, régé-
nérant la proposée par son élévation à la puissance r; on la nomme
racine r1^^ arithmétique de la proposée ( f ).

6, ('.es pré l iminai res posés, passons à Fohjet d i rec t de la présente
Note.

Nous nommerons variante u n e expression de tous po in t s semblable
a une expression i n f i n i t é s i m a l e , si ce n'est qu 'à chaque système de
valeurs pa r t i cu l i è res des i n d i c e s correspond, comme valeur ac tue l le de
rexpression, u n e v a l e u r i n f i n i t é s i m a l e au l i e u d 'une va leu r qua l i f i ée .

Considérons une va r i an te t^,//.... d é p e n d a n t des ind ices m,, n, .. , , 1 et
désignons par £/^^... une expression i n f i n i t é s i m a l e aux, mêmes indices,
a rb i t ra i rement choisie sous les seules c o n d i t i o n s d^étre J n f i n i m e n i
peti te et d 'avoir des va l eu r s ac tuel les toutes pos i t ives* A un système
quelconque p, v, ... de va l eu r s pa r t i cu l i è r e s de m, n, , , . correspond,
comme va leu r o c t u e l l e de c,,^,..,, la q u a n t i t é i n f l u i t é s i r D a l e c^^_; à
celle-ci fa i sons correspondre m a i n t e n a n t , su ivan t q u e l q u e l o i déter-
minée T^, uoe valeur q u a l i f i é e a^v,... tel le , qu'en ass imi lant pour un
instant <^,v,_ et £^,... ti d^ valeurs i n f i n i t é s i m a l e s commensurables ,
les ditïerences opposées ^v,.,.— <^v,...» ^(A^,...— ^v,... so ient toutes deux
inférieures à £^v,... : cette va leur qua l i f i ée , qui var ie avec les valeurs
part icul ières a t t r ibuées à rn, n, . . . , entendre une expression i n f i n i -
tésimale a^^^,,, dépendan t des mômes indices que la variante proposée

(r) II coiiviondrail peut-ôiro (Jo noininor Analfw infi.iiUêsImcde renscmble des théones
ressortissant an monde do.s valourô iufirniéyinudes et de lours ac/couploinenis on unaginaircs ;
l'Analyse infînitôsirnalô œmprcndralt abrH essentiellement, outro lo Galeul différentiel et
intégral, un certain nombre do théonoi-i élémontaires telles que le calcul dos radicaux
arithmétiques ot la résolution de l'ôqualion du second degré,
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^m,^,.. . ' Or, le choix variable des éléments arbi t raires que comporte la
génération précédente, nous voulons dire de la variante £,/^,... et de la
loi W, fourni t diverses expressions inf ini tés imales analogues à a^n,..^
lesquelles sont forcément, comme on peut le démontrer , ou toutes de
même valeur infinitésimale^ ou toutes divergentes. Cela é tan t , nous dirons
que la variante proposée ^w,/^... est convergente dans le premier cas,
dwergente dans le second; dans le cas de la convergence, nous d i rons
en outre qu'elle a pour limite (ou qu'elle le/ici vers) la va l eu r inf in i té -
simale commune aux diverses expressions i n f i n i t é s ima le s a^n.,...^ • • • •

Voici maintenant les principales proposit ions relat ives aux var iantes
convergentes et à leurs l imi tes -

Pour quune variante tende vers la valeur téléo'neutre^ il faut et il
suffit quà partir de valeurs suffisamment ^mndes de ses indices, elle
devienne, ainsi que son opposée, moindre quun nombre téleo-positif ar»
bitrairement choisi.

Pour qu'une variante ̂ ^..., aux indices m, /?., ..., tende vers quelque
limite, il faut et il suffit que la variante

^//i', / / '»... ^/n'^n", . . * »

aux indices m', n\ * . . , m^, n", ..., tende vers la valeur téléo-neutre.
Pour que deux variantes

,̂..,p,.̂  ,̂...,p,..

tendent vers une même limite, il faut et il suffit que la variante

tende vers la valeur téléo-neutre.
Pour quune variante ,̂̂ .., tende vers V, il faut et il suffit que

^m.n,... — 'V t^'nde vers la valeur téléo-neutre.
Si sur des variantes convergentes on exécute une combinaison détermi-

née û (if additions, soustractions et multiplications, la variante ainsi
engendrée tend vers une limite quon obtient en exécutant sur celles des
proposées Ici même combinaison û*

Si les variantes u, v tendent vers les limites U, V, la seconde non léleo
neutre, le quotient - a pour limite ̂  -

Lorsqu'une variante tend vers une limite téleo-positw ou téléo-néga"
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tive, elle demeure, à partir de valeurs suffisamment grandes de ses indices,
téléo-positive dans le premier cas, téléo- négative dans le second.

Si la variante ç», aux valeurs actuelles non teléo-négatwes, a pour
limite V, la racine r1^ arithmétique de v a pour limite celle de V.

7. Nous plaçant désormais dans le monde des valeurs i n f i n i t é s i -
males, nous nommerons point à h coordonnées tou t système de va leurs
particulières respectivement attribuées aux h le t t res^, y, . . . , et
espace à h dimensions l 'ensemble de tous les points à h coordonnées.

La distance des deux po in t's
(^i. 7i» - . •). (^a, y^ " ' )

sera, par d é f i n i t i o n , la racine carrée a r i t h m é t i q u e de la q u a n t i t é
(.y ̂ ,^)2+(j,«^)2 .+.._.

Pour que deux points soient identiques, il faut et il suffit yue leur dis-
tance s oit têléo- neutre.

Dans l'espace à À d imens ions , on a souvent à considérer, à l 'exclu-
sion de tous les autres points , ceux dont les coordonnées sa t i s font à
certaines condi t ions ana ly t i ques , d 'une n a t u r e abso lument que l conque
d ' a i l l eu r s : leur ensemble const i tue ce qu'on appe l l e un fragment de
l'espace à h d imens ions ,

Un po in t sera d i t conligu à un fragmcmfc donné , si sa distance à un
po in t var iable du f ragment , sans jamais devenir téléo-neutre, peut
tomber néanmoins au-dessous de toute valeur téléo-positive.

Un f ragment d'espace sera d i t complet, s'il n'existe aucun po in t q u i
lu i soit cont inu ,

Lorsque la distance d 'un po in t fixe de l'espace à tout p o i n t d'un
fragment donné reste cons t ammen t in fé r i eu re à quelque nombre téléo-
positif, un po in t fixe quelconque j o u i t de la même propriété, et le
f ragment est dit limité.

Nous nommerons partante complexe un point ayant pour coordon-
nées k variantes simples; les divers indices dont celles-ci dépendent
dans leur ensemble var ien t chacun à partir de telle ou telle valeur fixe
qu'on lui assigne pour v a l e u r m i n i m a .

Une variante complexe sera di te convergente, si ses coordonnées le
sont toutes à la fois, et le point obtenu en remplaçant ces dernières.
par leurs limites respectives sera la limite de la variante complexe.
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8. Si à tout p o i n t (x, y, ...) d 'un f ragment de l'espace à h dimen-
sions on fai t correspondre, su ivan t quelque loi déterminée, une va-
leur ( in f in i t és imale ) fÇx.y, .. .), cette loi déf ini t une fonction des
h variables x, y, . . . dans le f ragment considéré.

Une fonct ion f(x, y, ...) de h variables, définie dans un fragment E,
y sera dite continue, si, la var iante complexe (u, ç7, ...) étant arbitrai-
rement choisie sous les seules condi t ions d'être conslam,m,ent s i tuée
dans E et de tendre vers quelque poin t (U, V, . . .) de ce fragment, la
var iante simple f(u, F, . ..) a pour l im i t e y(U, V, , .* ) .

On appelle composition des fonc t ions l 'opéra t ion qu i consiste à sub-
st i tuer aux variables .y, /, ... (Pune fonct ion donnée f(s, l, ...) au t an t
de' fonctions données
(3) S(.r,j,...), T(.^r,...), ...

d'autres variables ^,y, ..., ce qu i engendre é v i d e m m e n t une nouve l le
f o n c t i o n de ces dernières

F(^ y, . ..) =9 |S(^ y, . ..), T(.^j, .. .), . . . j ;

relativement à cette opération, les fonctions ('.Y) sont dites simple}!,
^(.ç,z,...) se nomme la fonction composante, et F(^,y,..,) la fonction
composée. Cela posé, si les fondions simples (3) sor'U toutes continues
dans un fragment d'espace E.̂ .̂,.; si la co-mposanM^ ç(.y, /, . ..) jouit de
la même propriété dans un fragment d'espace E,̂ .,...; si enfin les valeurs
des fonctions simples en chaque point du premier fîont les coordonnées de
quelcfue point du second : Ici fonction composée 'V(x, y, .,.) est certaine-
ment continue dans le premier fragment,

En rapprochant de ce qui précède les propositions énoncées plus
haut relativement aux limites, on en déduit immédiatement les consé-
quences particulières suivantes: i° Lequotlent x es t un e fonction de x, y
continue dans tout fragment de l'espace à deux dimensions ou la variable y
n'est jamais téiéo-neutre ; 2° Une fonction entière des h variables x, ,y,. * .
est continue dans un fragment quelconque de l'espace à h dimensions ;
3° SI les fonctions ,P(̂  y, .,.), Q(;r, y, ...), ... sont continues dans un
même fragment d'espace, toute combinaison entière de ces fonctions y est
également continue; 4° Si les deux fonctions P (x, y, ... ), Q Çoo, y, ...)
sont continues dans un même fragment d'espace^ sans que la seconde y
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P ( .r i'' )devienne jamais téléo-neutre, le quotient .—^^-^^ y est également

continu; 5° Si Ici fonction P(;r,y, ...) est continue clans un fragment
d'espace sans jamais y être téléonégntive, la racine r^''^ arithmétique de
P(x,}\ ...) y est également continue,

9. Nous formulerons enf in les théorèmes généraux suivants :

I. Si l'on désigne par f(x^y^ .,.) une fonction continue dans un
espace complet, par (.^0,^0, ...) un. 'point fixe et par (/r, y, ...) un
point variable situés V un et F autre dans cet espace, on peut, un nombre
téléo-positif a étant donné, assigner un nombre téléo-positif (3 tel, que la,
double relation

/(.r,,r.,, ...)-/(.r, y, ...) \ ̂  ^
/(.y, y, ...)~./(.T,,,7.,,...) \ ^ '

soit une conséquence des relations simultanées

"""" (<P , <r(^"<J <^ .....T — .^•,, ) y — ,)'o

II. Si l'on désigne par fÇx, y, ...) une fonction continue dans un
espace à la fois complet et limité, et par (x\ y, . ..), Çaf, y\ .. ») deux
points variables situés l'un et l'autre dans cet espace, on peut, un nombre
téléo-positif v, étant donné, assigner un nombre léléo-positff (3 tel, que la
double relation

/(.-^y, .^)-/(^^...) ; ̂
f^.y", ...)-/(.^y, . . . ) ( ' " '

soit une conséquence des relations simultanées

^-^ j ^ y - y
^-x' ( ""l ? y-y <P,

III, Lorsqu'une fonction est continue dans un espace à la fois com-
plet et limité, elle y demeure, ainsi que son opposée, constamment infé-
rieure à quelque nombre téléo-positif.

IV. Soient C une constante infinùésim.ale, et f(x, y,..,) une fonction
continue dans un espace à la fols complet et limité : si, quel que soit le
nombre téléo-positif a, il existe dans l'espace en question quelque point

Ann. d e l ' É c . Normale. 3e Série. Tome XII. — JUII-LET îSQf), ^7
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où les dijfférences opposées

^-/(•W. • • • ) » /(^J. . . .)-€

tombent l'une et r autre au-dessous de a, le même espace contient certai-
nement quelque point où y(^, y, ...) prend la valeur G.

V. Lorsqu'une fonction est continue dans un espace à la fois complet
et limitée on peut assigner deux valeurs extrêmes, F une supérieure. Vautre
inférieure, dont chacune est atteinte par la fonction en quelque point de
cet espace (les deux valeurs extrêmes se confondent si la fonction se
réduit à une constante).

Je ferai observer, au sujet du théorème I, que la propriété qu i sert
de définit ion habi tuel le à la c o n t i n u i t é , et à l 'a ide de laquel le je l 'ai
déf in ie moi-même dans mon Mémoire de :r8()o ( 1 ) , devient ici l 'objet
d'une proposition, démontrable, exigeant toutefois que l'espace où l'on
considère la fonction soit un espace complet ; q u a n t aux théorèmes 11,
ÏII1, IV, V, qui, f igura ien t déjà dans le Mémoire dont il s'agit, leurs
énoncés subsistent malgré le changernent de d é f i n i ê ' ion.

( 1 ) Sw les fonctions continuer, etc. (Annales dû l'Ecole Normalo supérieure ; i^<((»}.


