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SUR UNE NOUVELLE MANIERE

D' ETABLIR

LES RELATIONS ALGEBRIQUES

QUI ONT LIKU

ENTRE LES FONCTIONS HYPERELLIPTIQUES DE PREMIERE ESPECE,

Par M. F. CASPARY.

Les méthodes profondes et ingénicuses que M. Hermite a créées
pour Pintégration de I'équation de Lamé m’ont conduit, depuis
quelques années, & mettre en lumicre les liens étroits qui rattachent
les fonctions théta d’un nombre quelconque d’arguments aux quinze
élements d’un systéme orthogonal.

Je comprends sous ce nom les neuf coeflicients @y, (m, n=1, 2, 3)
d’une substitution orthogonale & déterminant -1 et les six quantités
différentielles

P g dtty - @y ddg - ay day,),

s Uy ity = pg Ay~ e deyy,

ou &, k, L désignent les indices 1, 2, 35 2, 3, 13 3, 1, 2.

Dans un Mémoire, inséré au Tome VI du Jowurnal de Mathématiques
de M. C. Jordan, j’ai déduit, des identités algébriques et différentielles
quiontlieu entree les ¢léments dypy,, pay 94, 12 théorie des fonctions théta
et sigma d’un seul argument, ainsi que la théorie des fonctions ellip-
tiques.

Dans ce Mémoire je me propose d’aborder, d’une fagon analogue,
Pexamen des fonctions hyperelliptiques de premibre espece, en y éta-
blissant les relations algébriques qui existent entre ces fonctions.
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Je prends, comme point de départ, la définition des fonetions hy-
perelliptiques, aussi élégante que générale, que I'on doit & M. Weier-
strass, et j'en tire immédiatement, au moyen des identités (4)) qui
expriment les différentielles da,, parles p, et ¢, le théoreme que les
quinze fonctions hyperelliptiques de premitre esptce sont propor-
tionnelles aux quinze éléments a,,,, ps, v, (n* 1 et 2). Des deux sens,
en lesquels ce théoreme fécond s’emploie, je ne fais usage, dans ce
Mémoire, que d’un seul (n° 3).

En désignant par w;, @, les facteurs algébriques des quantités py, ¢,
je déduis, dudit théoreme, d’abord les relations linéaires entre «,,,,,
T @ puis jexprime les carrés «),,, w3, o, les uns par les autres
etj'établis, enfin, les relations entre les carrés et les produits de ces
carrés (n 4, 5, 6).

Pour comprendre d’une facon synoptique et simple ces dernivres
relations, je remplace les fonctions «,,, =}, @, par les fonctions
q:,; (6, j==1,2,3,4), el je montre que ces seize fonclions, arrangées
comme il suit

G1s Gets Yusis G
1oy Guan (uns Yioy
Lo Yoaus Guny L

Divs  Pors Gane Giay

forment les seize coefficients d’une substitution orthogonale & déter-
minant positif. En empruntant, d’ailleurs, pour cet arrangement, de la
théorie des déterminants, la notion de mineur, je montre, de plus,
que chaque fonction ¢;; s’exprime d’une fagon linéaire par les trois
fonctions telles qu’elles sont placées dans les trois lignes ou dans les
trois colonnes du mineuradjoint. Les neuf constantesa,,, (m,n - 1,2,3),
quientrent dans ces relations linéaires, forment elles-mémes les neuf
coclficients d’une substitution orthogonale & déterminant +- 1, et 8'ex-
priment, au moyen des cing constantes a, (p. - o, B, v, ¢, ¢) dont dé-
pendent les fonctions hyperelliptiques, par les valeurs particulieres
que prennent les fonctions ¢,;, si Pon égale leurs arguments & deux
constantes «, (n*7 et 8).

Aux relations que je viens de caractériser, je donne le nom de

relations rosenhawnéennes, et j'en déduis d’autres, que jappelle rela-
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tions gopeléennes. Ces dernitres mettent en évidence que chaque fone-
tion ¢;; s’exprime aussi, d’une facon linéaire, par les quatre fonctions
telles qu’elles forment, dans 'arrangement précédent, les mincurs de
second ordre (n®9). Ce méme arrangement, base unique et lien com-
mun des recherches que Pon va live, conduit, de plus, & distinguer
les systemes rosenhainéens de caractéristiques des systémes gope-
léens et fait ¢tablir, d’une facon trés concise, les types dilférents des
uns et des autres (n° 10). En remplacant ledit arrangement de seize
fonctions par un arrangement correspondant de seize points ou de
seize plans, jexamine, auv moyen des principes dus & Cauchy et &
Grassmann, quelques-unes des propriétés nombreuses dont jouissent
ces points et plans, et je jette un coup d’eil rapide sur les problemes
de Géométrie, de Mécanique et de Cinématique auxquels elles sont
liées (n° 11). Enfin je montre que toutes les relations, établies dans
ce Mémoire pour les fonctions ¢;;, deviennent, au moyen de huit quan-
tités a;, u;, identités absolues, et que Pon peut composer, par consé-
quent, d’une infinité de manieres, des fonctions ¢;; d’autres fonctions
qui sont lices par les mémes relations que celles-ci. De Ia on conclut
que ces relations ontlieu pour une échelle infinie de fonetions (n°12).

1. Definition des fonctions hyperelliptiques de premicre espéce. Rela-
tions préliminaires. - Si 'on désigne par s, s, des variables et par
Ay ay, @y, a,, ay, a, des constantes, les fonctions hyperelliptiques
de premiere espece sont définies, d’apres M. Weierstrass, par les ex-

pressions
Py, VST ) Sy ),
o TP VR )|
e s s s y,) (Sy Ay) (Sy- - @p) (Sytby)

N
(Po v 2y By yy 0,85 P 5Y),

ot les indices =, 3, v, 2, désignent, dans un ordre quelconque, o, 1,
2, 3, 4, et ol

Rsy)moAy(Su gy (80t ) (8 tly) (S —ty) (85 - ) (#=1, 2).

Ces quinze fonctions Py, Py, sont lices entre elles par des relations
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algébriques tres nombreuses, dont on déduit les relations prélimi-
naires directement de la définition proposée.

En effet, au moyen des identités

(BV) -+ (]/0() = (G’@) =0,
“a(@}’) - aﬁ(ya) - (ly(aﬁ) == 0,
(t&(ﬁ}/) -+ aé(}’d) -+ a?}(a@) T - (aﬁ) (ﬁy) ('}/OC),

ot (By), (ye), («f) désignent les différences ag — ay, ay — ay, a,— as,
on tire immédiatement les relations

(1) (By) i+ (ya) Py - (af3) Py = — (aff) () (ya),

(2) (By) Pl (ya) Pl (aff) PRz Ao (ap) (By) (y2) (),
(3) (By) Py Pug + (ya) Pg P 4 (eff) Py Py — 0,

(4) (ﬁ"/) Pz Pos - ()"1) p{iepfia - (2f) Pyg I’y?; 03

et de méme on déduit, de la définition des fonctions hyperelliptiques,
les équations

(5) Pﬁfi I)‘YG - Ppe P*{FJ = . Ao(ﬁ')’) (0g) Py,
(6) P[‘i Pys - p'y ['ﬁ: = (16')” P,
(7) P Pﬁr’] Do pﬁa - Au(aa) Py l){‘,-

A ces formules bien connues (') et & celles qui en découlent par
des changements des indices, on peut donner une forme trés simple,
si I'on introduit (*) les neuf coefficients a,,,(m, n- 1, 2,3) d'une
substitution orthogonale & déterminant - 1.

En effet, si Pon désigne par e, ey, ¢, ¢, ¢ des unités positives ou
négatives, liées par la condition

Y I e

(1) Foir Wewerstrass, Theoric der Abelschen Functionen, § 5 (Journal e Crelle,
t. LH, p. 318~3q9).

() Poir Weser, Adnwendung der Thetafunctionen zweicr Perdnderlicher auf die
Theorie der Bewegung cines festen Kirpers in ciner Flissigheit (Math. dnn., 1. X1V,
form. (4), p. 190, et form. (a4), p. 196). — Briosent, Sulla teorica delle funzioni iperel-
liptiche di primo ordine (dnn. di Mat., scrio U, t. XIV, p. 2.48). — Casvany, Zur Theoric
der Thetafunctionen mit zwei drgumenten (Journal de Kronecker, to XCIV, p. 78).
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et si I'on pose

G=VTi, VP =Va—a),

ol les racines carrées sont prises avec le signe positif, les quantités
@y (m, =1, 2, 3) satisfont, & cause des formules (1), (2), ..., (7),
aux équations

9

2 2 s
Wyt Ay =+ Wiy == 1,

Uy Wy =t U gy == Ay gy 2220,

(®) Uy g, 75 (g gy Ly (g, Ny fey L=1,2,3; )
(yp T g Cyg = Uy (lys % 3, 13
R 2 ,
Qyp = Ay fe gy = Qyfe Aoy Dy I, 2, g

qui mettent en évidence que les quantités a, forment les neuf coeffi-
cients d’une substitution orthogonale, dont le déterminant est égal &
Punité positive,

2. Introduction des quantites différenticlles p,, v,. Leurs expressions
par les fonctions hyperelliptiques. Théoréme. — Sur les quinze fonctions
hyperelliptiques de premivre espice qui existent, neuf sont lices, au
moyen du systeme (1), aux neuf cocfficients a,,,. Pour faire paraitre
aussi les siz fonctions qui restent, J'introduis les six quantités diffé-
rentielles py, ¢, définies par les expressions

Pues (g dag, - gy degy —+ typday)) = (ay dage + @y dag -+ ay day),
Ppz= (g dityy 4= gy dttyy - gy dityy) == — (A dagy + apdagy, + an dagy).
Je vais démontrer que ces quantités sont proportionnelles aux fonc-

tions Py, Py Pog, Pi, Pey Ps; résultat que j'ai établi, sans en donner
33

Ann. de [’ fic. Normale. 3¢ Sévie. Tome X, — Aotr 1893,

= R Poy gy = —— (_,_(_' —Pu3, @y == -_:J'Lﬁ(?“ = Py,
Vaf oy Ve Vay VA, (3e) iV oy VA, (3)

. €y ee, —c"e,

Ay == —F—== Pg, Qg T0 mmm e Pgs, (lyy == T et
B VB ey T VeBVE VA CT VBB VA

ey eley ey

Qg 7= =z P 5 9y P S g P By Clyy = e p 3

BT VayyEy T T Vay VB VA Ge) U ey Ve VA
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la démonstration, dans une Note que M. Hermite a bien voulu pré-
senter & I’Académic, le 28 juillet 18go ().

Comme on a, d’apres la définition,

Pu= V(si— ay,) (82— ay,) (pr==ct, By )

on trouve, en différentiant,

o) ds == (81— ay) dss |

Py, ’

par conséquent, au moyen de Pégalite

e Uy (g = Clyy (il — (g ety
on obtient
o Ps
Y A |

- \/“("" ) ‘ l (85~ dg) dsy -t (8, 1ty) dls,
G aa) (s~ aa) L L (af) (o) YA, (92
| l (2 ag)dsy -+ (5, - ay)ds,
an) L1 () () A ()
i I l'(.s',, ety ) sy (s ay) ds,
)

(s ap) (e

._.|_ - [P

(8y 0 cty) (83— 1) (8- ’Q) (*z

(y2) (4B) VA ()

Au moyen de Pidentité

8y Cly, Sy Y Sy (ty

G (o) o) (1) (B G ) ™ () (720 (v )

B (v 1,2
—ag) (s ty) ’ »2)s

(5 atz) (5

la quantité ¥ prend la valeur

Ag(sy-sy) [ (8-~ az) ds, sy ag)dsy

P oz e e S Sl
VAi(oe) | VR(s)) VR (sz)

(1) Comptes rendus des séances de U Académie des Sciences, t. CXI, p. »a5.
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Par conséquent, si 'on pose

Ao — LS s, sy ds,

vy = — i - = 2,
(111 VRG> VR(s)
o s, 1 ds,

vy - f= = ey

\ 2 VR(s) 2 VR(s)
on trouve

et, par 'échange de ¢ el ¢,

N4
e" A .
g et Py (divy - ag divy).
\/A.,(r)e)

Pourobtenir, d’une facon analogue, et sans heaucoup de caleuls, les
expressions des quantités p,, py, pys ¢y, je fais usage des identités dif-
férentielles

[ oy, U1 g Pr= — Uap ¥y -1= gV,
(3) _ s ety = Wop Pr- Car Pr— - Uy O3 -4 Ay100,
ity = Aype Pty Pr==— 951 Wyp ¢

( (fyley bny 0, 359,3, 153, 1, 2).

in prenant fo=-3, on a d'abord

Ay = a0yt dyy vy

ou
(de) dPy =~ Py Pyleliwy — agdiwy) - Pye P (diw) — g dwy).

Silony remplace 8 par o, etepar 5, ona
(V") (ap)dPy = Poy Py (dwy — ag divy) + Py Py (dory — ay divy)
ou, eu égard aux expressions (1),

Cy \/”ﬁ‘ \/T/ \/{57 detyy
S gy € «,/f// Poy(dwy— ap divy) 4 gy ey VEY Pyy(diw)— aydivy).

Or on a identiquement

gy == gy po— g Py}
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done .
— leye,
Dy == e P (v, — g divy),
P \/afﬁ\/u{/ {iy( a divy)
e
Doy (dowy — ag dwy).
VBB

De plus, si 'on échange, dans Uexpression (IV*), v et «, on obtient
1v By) dP o= Pyy Py(diw,— ag diwy) — Pyg Py (divy — ay divy),
Y vy f Bt Y
ou, d’apres les expressions (1),

— ey e
dayy = ayy ==z Pug (divy — ty diwy) — ety pa.
27

Or on a identiquement
ety == ayy Py— Qg Py

donc

Pog(dwy— ay diwy).

¢4 Cy
Pa= - 2
‘ VU/V

Pour obtenir enfin l"(wprosqinn (lu o1, i’ou’xpluiv la deuxieme 1den-

gy = dyy py— Ay Py Uy 9y Uy 0y
En y substituant les valeurs de a,,, du,, @yyy po, pys @4y, @y, 04, 00 a
(V) (B dPos=z (PoayPoy— PogPag) dowy - (agPoyPay — ayPogPag) div,,

et
dPyg=ie' " Pygvy -+ Ay Lo Po(dsvy — g divy).

En égalant les deux valeurs de dP,;, et en ayant égard 4 la formule
Pw/ ]’87 — Pu,’% pm:.::. ’\0((5./) P,

qui découle de la formule (7) si Pon y échange £ et 3, ainsi que y et e,
on trouve d’abord

ie'e"(By) Pusvi== [(eB) Puy Py = () Pug Pag | clivy.
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Or on a, d’aprés la formule (4), en y échangeant « et e,
(By)PasPec+ (ye) PugPag+ () Py Py =03
donc
o= ie' " Py div,.
Ceci établi, on a, en réunissant les expressions trouvées,
f P(-W(rlu 1= Qg dWy), po=1ie'e" Py, div,,
, R ic" A,
(1I) l ay (dvwy— ag dwy), Py = et P (dvy — ag divy),
\/1\()(()5)
] — ey ¢' A,
Py== = P (dowy — ay divy); oy =z e P (dwy — ag divy).
Very vy VA, (%)

Si Pon appelle les quinze quantités a,,(m, n=1, 2, 3), pu
op(h =1, 2, 3) éléments d’un systwrw orthogonal, les relations (1)
et (II) peuvent étre énoncées ainsi :

Tuwiorime I. — Les quinse fonctions kyperelliptiques de premicre espéce
sont proportionnelles aux quinse éléments d’un systéme orthogonal.

3. Emploc du théoréme précédent dans deux sens. Conséquences im-
médiates. — Le théoreme que je viens de démontrer forme la base de
toute la théorie des fonctions hyperelliptiques de premitre espice
ainsi que de leurs applications, ¢t s’emploie dans deux sens.

D’une part, on en déduit, au moyen des identités (5), (57) et de leurs
conséquences, Loutes les relations quiont lieu pourlesfonctions Py, Py,.

D’autre part, par simples changements des indices w, v, le méme
théoreme fournit les équations algébriques et différentielles dont les
unes sont les intégrales des autres et auxquelles doivent satisfaire les
éléments a,,, pi, v4 pour étre exprimés par les fonctions Py, Py,.

Apres avoir appliqué, dans ce second sens, le théoreme précédent
dans une Note récente ('), je vais 'employer, dans ce Mémoire, uni-
quement dans le premier sens. Cependant, comme les relations qui
ont lieu entre les fonctions Py, P, sont tres nombreuses, je me borne

(Y)y Comples rendus des séances de U dcaddmie des Sciences, t. CXIL, p. 130335 8 juin
1891,
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’

A celles qui sont algébriques, et parmi ces relations je laisse de coté
celles qui sont liées & quelques surfaces du quatricme degré ().

Avant d’entrer dans les détails de ces recherches, je tire encore, du
théoreme I, quelques relations qui en découlent immédiatement ét
qui complétent les relations (1), (2), ..., (7)-

Les quantités dilférentielles py, ¢, sont liées entre elles par les iden-
tités
(3,) s Pr==ayp V== oy Co = Uy V3,

(fh=1,2.3),
( Ch == Qp Pr - AuaPo -t Apy g,

qui se déduaisent de la définition des quantités p,, ¢, (n° 2), au
moyen des identités (), (5}). Par conséquent, on a, pour b =1, I'i-
dentité

Vy =R g Pyl Gy Po-ie g Pys
si Uon y substitue les valeurs de @, @4, @y, 015 prv pus pasr Clablies
dans les expressions (1) et (11), on trouve, en égalant les facteurs
de dw, et de diw,, les relations

() Palpy o PpPya o PyPap
(o) (o) (Bp(B) ™ Cra)(7)
(9) A agPyPyy ty | -

(ag)(ap) " (Bp)(Ba) " ()

D’une fagon analogue, on tive, de Pexpression de ¢y, les deux relations

Pf';l)’-r P-g"l)ur l) ')Pf'
(10) Bl ol 2 Ll L . W
(a)(ay) — (By)(fz) — (ya)(yB)

ay Py P aglPy; Pyy ay Py Py

fy
el a QRIS ot O GO Sl A’ R WP 1O
(af) (o)~ (B (Bz) T (y2)(4B) '

(1r1) -
De Pexpression de p,, quand on y égale les coefficients de dw,, on dé-
dnit, de méme, la relation

(12) (02)PoProt e Pos P @ Py Pr= ay(8e) Pyy.

Si Pon éleve au carré les quantités p, ou ¢,(L -1, 2, 3), on ob-
tient, au moyen des identités (5) et (5,), identité nouvelle

Pi-t P phe= vl oh - b

(1) Brrosemy, dnn. di Mat., seric 1, 1. XIV, & partir de la page 250. — Caspany, Sul-
letin des Sciences mathématiques, 2° série, t. XV, p. 308-317.
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En y substituant les expressions ¢tablies par (1I), et en égalant, dans
les dem membres, les cocfficients de dw?, 2 dw, dw,, dwz, on trouve

Gay M Pt abr
B e T @B ED T ) B T (o) (de)”
([_/I) (/gl.)?p( Ul-'l ;w( },, J-\{l)u, e i&g_a“t:f . A()J P; 07
(of) (ay) — (ap)(By ) (B7) (92) (%)
(13) (:;il,?ja{ . f/'il Y V{I r/:-} - f\u??‘,’ Pz . A()’-:/j;—)})s DL
(@p) Cey)  (a) (By) (o) (Bp) (%) (92)

4. Définition des quantités o, w,(h =1, 2, 3). Relations entre celles-ci
et les coefficients a,,(m, n=1, 2, 3). Relations entre les carrés =} et ;.
— On peut donner aux relations précédentes une forme nouvelle e
remarquable, si Uon introduit les quantités =, et ®,(h =1, 2, 3),
définies parles expressions

w0y e .
Ty == - = Pays wy = el " Py,
VUPVU/
"
ey ‘ Ay,
(VI) \/7J \/J/ ’l‘{’ [oFEes {//\ ..;)A.-' o
{ o (0g)
'
—e L0y e'A
Ty r =t Pog, A i I LN
\/f/x/\,@y VA, (dg)

Au moyen de ces quantités, les expressions (1) prennent la forme

Py Ty (dwey = g diyy), Oy Ty iy,
[e= my (el — agdivy), 0y zm Ty (g — dgdsvy),
pu= Ty (v ay divy), oy g (divy — ag divy),

et les identités (5, ) entrainent les relations suivantes :

Toy i Uy BTy ~b~ Uy By, Oz (g Ty ~b @y Toy -t (L3 Ty,
(VID) oy 525 gy By =t (yy By, Wy o (g Ty~ (g Ty == @og Ty,
Ty =22 (Lyy Oy~ Uy Wy, Ty == Ay Ty~ Uga Ty~ Cy3 Ty,
ot
g oy e (L Ty == G Wgq Wy 1= (g Ly T, = G Uy Uy Ty UG Tt Ay (3 T,y
(VIID) AR Ty== e (g Ty~ (W Ugg Ty~ (g iy Ty U5y~ Ay Uy Ty~ (U Uy Tg=t Uy (a3 Ty,

Oy Ty = e gy T g b (G Uy Tyt (g Uy TTgy ATy~ (g (Lgy Toy = (B Agg Top Uy (13 Ty
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Des lors résulte

@y Tq =+ Ay Ty - 3Ty == 0, @y, @y (08) @y @y -+ (o) ay @, = o,
(IX) { (a8) @ty 7y + (B0) g Ta + (y0) a3y = 0, Ay @) -+ (B0) daewy—+ () gy =0,
(oe) agmi~+ (Be) agamy—+ (ye) dy =0, Ay ®y 4= (Y0) Ay -+ (Y8) Ay ™, == 0.

Si I'on éleve au carré les expressions de w,, w,, 7, et de @, 7,, agw,,
aym,, et si Pon multiplie les unes par @,m,, ... ou les autres par =, ...,
on obtient les relations

( mi-- w4 o wh- @i,
(X) Ay T3 - AgTy -+ @y Ty = Aywh -+ . w,

2 2 2 2 R pp— 2 2y
[ @i+ agmi - apmi =l aiw} -+ atwy,

qui représentent, sous une forme nouvelle, les relations (13), (14),
(15) du numéro précédent. En ajoutant ces relations, apres les avoir
multipliées, rcqpectlvomont par agay,, — (ag-+ @), =15 @y,
—(ay+ ay), + 15 ayap, — (@, -+ ag), + 1, on trouve

'(w(ﬂ)(ay)ﬂ'ff-fm'f~l-((6)(/'))”“14 %) (ye)w,
(XI) (By) (Ba)mh =} -+ (y3) (20)m ( ) (oe)my,
(ya) () mi =7+ (ad) (fo)wl - (o) (Pe)wis

el, par conséquent,

wio (o) (o) - (B0) (Pe)ml -+ (79) (ye) 7}

(XI1) Goymi=  (w)mie (Bom4 ()m
(0e)mi= - (a0)Ti— (Bo)yms — (y0)ms.

Expressions des carres @, par les carrés = ot ;. — D'apros

X mn
'identité
af, - ay, -k ak, =,
on a
(16) Ao (9e)Ph-+ Pl Plo= A, (af )(ﬁ}')(’}s)v

ou, en y échangeant ¢ et { ainsi quee et v,
Ao(By)Po = Ag(a0)(ae)(By) — Phg - Ply.

De cette relation et de deux autres qui en résultent, si I'on y rem-
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place les indices o, B, v par B, v, @3 v, «, B, on déduit immédiatement
les expressions

a?, o (JO)(?C—E»—) - ™ 4~ o
T (ap)(ay)  A(ey) T Ay(aB)
" 2 P?.U«’%E) T r‘%
()&I”l) 1y = (p/) 0 pa) l~ (J/)
2 2
@, == wo)(/») LT i

= = %
(r2)(7B) T Alye) T A=)
n’ 0 ‘ «l m " Y f )
D’une facon analogue on tire de I'identité
Qs -y, -y, ==,

ou de la formule (2), sil’on y échange o ¢t ¢, la relation

(2*) (By) P = Ay(By)(BO)(y9)(ae) — (y3)PZg -+ (pI)PEys
done
@l (”5)(50)(}")) n (@")“2 e (/O)ZFZ__
A af ) (ey)(ve) /\o(a”/)(')b Ao(a )(de)
, (ch /0)(00) (yr))n‘ (ad)m?
R e e
(X”la) PP {.)/)((JO’)(()E) } /\(,(|JJ)(O¢ - ( /)(OE)
Prap (/v)(w))(ﬁ 4 (ef)my - (ﬁ‘U)"fa .
! '“(/7)(/ )(')‘- A(»(?P)(O" (,(/U)(OS)

Si 'on échange, dans ces expressions, 8 et €, on obtient les expres-
sions pour @ ,, aj,, @ ,.

Pour exprimer, de méme, les carrés «,,, par @, je change, dans la
l‘orrnul(‘ (1), B en g ¢t vy en e, ¢t, dans la formule (16) de ce numéro,
o en S et en e. Alors on trouve

P (od)(2e) (ad)w; ()@}
L (e3)(ay) Ao (ap) (ay) Ay (af) (ay)’
. o . (e) (Bd)(y9) G  (e)wy
(XIVe) e <a Yo (i) Ro(af)(ap) (9] Ky(aB)(a7)
P (ad) (Be) (y¢) e wi _(ad)w;
s1 0 4

(o) (ay)(de)  Ag(af)(ay)(0e)  Ao(af)(oy)’
et dis lors résultent les expressions des coefficients af,, a},, a},;
at,, at,, at,, si ’'on remplace «, {8, y respectivement par (3, v, «;
T % B

Ann. de U'fic. Normale. 30 Série. Tome X. — Sppremsre 1893. 34
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6. Conséquences. Relations entre les carrds et les produits des quantites
&y, Ty, @, — Les rvelations précédentes entrainent d’autres, tres
nombreuses et trés importantes. Pour en aborder I'examen, je donne
aux relations (XIII,) une forme plus simple, en posant, pour abréger,

(By)=my, — (o) () == ny,
(ye) = my, ~— ([9)(fe) = ny,
(af)=mg3  — (43)(72) = nas

alors ces relations prennent la forme suivante :

Aymgmya? | = Ay~ mymlh - myms,
(XHIY) Aomgmg iy === Ay — my i -1= my i,

[ Agmymyat, = Ayny— mymi - mymk.

Si I’on ¢leve ces formules au carré etqu’on les divise respectivement
par mymyn,, mym, n,, m;myn,, on obtient par addition

L [ Mgy mym my ey
Ay (T g,y T gy P gy,
7, Iy Iy
2
() ;
e (g 2y A Dy Ny~ TRy N
My g Nt (my 15
Pk Myt DR DR P Dy
g Ry 1y ! iy Iy g % Ny Ny 1y 4

ng Ry b nyny it - nynymind).

Or on tire des relations (XI17) immédiatement identité
Moy ey My == Dy Ry - PR Pyt TRy Ry s

par conséquent, le second membre de Ia formule préeédente devient

. My My Iy 1y My, I , , e
A2y (* T mh - Ty ) o e (R T2 = Ry T2 = iy 2 )%
Ry My 1oyt Ny ty i

done on a

ey my 1Hy my n,
2 0y P g T g
ny 1y Iy Abng ngn,
(e e
v W D, L .

Alngng ™' Alngng ' Alngn, ?

(s~ nym? - nymwl )
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Les relations (XIII,) deviennent les relations (XII1,), si I'on rem-
place, en méme temps, aj,, a;,, a}, par a;,, ai,, a2,; =%, w, = par
(29) _» (B9) _» (y9)

.,.,' ! ! -~
(5e) T (05) ™ (% )"'C et n,, ny, ny par n, n,, n,, ol

) 'y = (ae) (o) (y9),
r)e)uh = (Pe) (y9) (ad),
) 7y = (3

ve) (ed) (f9).

Si I'on applique ces changements & la formule précédente, son
second membre ne change pas et son premier membre devient

My My gy my my m;
2 2ak T T g - tab,
n” " r”

I

;iws)(rﬁe)(ya)<aa,[<°‘€>7f¥ + (Pe) w2 + (ye) mE ]

Par conséquent, on obtient, cu égard aux relations (XII),

ey My, mymy mym, 1 ,
o~ ariiod ((‘1'1 .AIM. O AR ((;2 _l - a; + st e e et m{ - ,/*,
Iy Iy Iy A ngngny
Dy MMy My 1y my my (0e
e in i - ((: e e z; 5 J) 'GT,", e (/k,
y 1y Ity A (ae) (&) (ye) *
mymy 1y 1y ; mym, _, i .
[ S
A(,n_,n, U At pgn “ANingn, P 7
et, si 'on échange, dans la deuxieme formule, oot e,
~\
My My my m mym, 0g)
._...._2...77.... (1,.{;1 e e 1 a,lw e _...,.,,./T,_Z (‘ﬁ'; e ; ( /r J— / ,
ny Ty sy ’ A (O(()) ((«'0) (')’0)

olt
(0e) nf = (ad) (Be) (ye),
(0e) == (P3) (ye) (o),
(de) my==(y0) (ae) (Be)-

En ajoutant les relations (Xlll ) et (XIIL,), apres les avoir multi-
plides respectivement par mym, w2, mymyns, mym,w; etpar(ad)m,m, =},
(BS)ymym, =, (y2)m,m,=}, on trouve, eu égard aux relations (XII),

mymy a? mwh-i Mgy @, mh i mym, al, wh -+ w? = o,

(a8) mymy al, w2+ (B0) mymy al k= (y0) mymy a}, w5+ (ad) (B9) (y9)w} =o,
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et, si 'on échange, dans la dernitre formule, Sete,
(ze) mymyal md -+ (Be) mymy @i, mi~ (ye) mymy al, i -+ (2€) (Pe) (ye) @i = o.
Sil'on forme de méme, au moyen des expressions (XIII,) et (XII1,),
I’expression
A2 () [(Pe) (ye) mymy a? al,+ (ye) (ae) mymy ai,aj,—+ (ae) (Be) mymy aiyaj,],
on voit immédiatement que, dans le second membre, le terme
(Pe) (ye) myny 'y -+ (ye) (a&) my ny 0l () (fe) my ny 1y
s'évanouit, et que, d’ailleurs, les coefficients de =3, =}, = se détrui-
sent; par conséquent, les termes qui restent, dans le second membre,
sont les suivants
~~~~~~ (ad) (oz)tmi~ (o) (Be)*mi— (y3) (ye)*mji — (Be) (ye) [(B0) -+ (y9)] m} m:
—(ye) (&) [(y9) + (ad)] mim} — (@) (Be) [(29) + (B)] =} 7}
ou
""" [(29) (az)mi-+ (BO) (Be)mi -+ (y9) (ye)mi | [(ae)m} + (Be)my -+ (ye) mi] - — (de) w}wl.
Done
sl(Pe) (ye) momyai aly 4 (ye) (o) mymy alyal,+ (o) (Be) mymy a?yal, ] + ook ==o,
’ N
¢l, en échangeant ¢ et e,
ASI((E0) (70) mymy afy ag =+ (y8) (a0) myimy aty afy+ (00) (B) mymy ady ] - &t wd = o.
D’une fagon tout a fait analogue, on obtient enfin

AS (mymy agy @i+ mymyal, aiy-+mymyak, al,) ool oo o.

Aux dix relations que je viens d’établir entre les carrés et les pro-
duits des quantités a,,,, w3, o3 (m, n, h=1, 2, 3), correspondent dix
autres, ol ces quantités sont remplacées par a?,,, o, =2, En elfet, au
moyen des relations (XI,) et (XII1,), on trouve d’abord

.

P 4 hon
oy s 24
2 4992 2 11 21 41
A Imim? (.}.L... e — e .”_.)
1 ¢ 7y
2 2
, . m. m
_____ 2 " " % ’ " p 2 ’ ” 4
i A()(”l e n‘ o R ) B (nz S A S I T e R /] b Wy A M Y,
1 Tty 1y 8 4) 2 n, 142( 2 2 z) 3
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Or on a

Ry~ R - Y T my my,
1
Ry - Ny~ R = my my,

1y~ 11, e [I Ty My

par conséquent on obtient

ot ak ak Mg m My M

§ 11 91 41 — 3 1 1 2

Mg My |~ e i 2 mli Tl R S o Tk - m
12 n, I Aj ng ny Al ngn,

W

o=

mamy
ou, en ajoutant, dans les deux membres, le terme - Ko, 10
1 12

4 % A A

y (454 oy T

11 21 31

o My (.72‘ R i el .._:..._1...*_ = (/*.
1 g i

De la rvésulte, en remplacant les indices a, §, v par 8, v, « et

.\[1 %, Qy
4

at ok ak T,

"1 4 ¥ 2 J—
ey I e el I

1y "y n, ALy ny

b I

at, al,
,N'l My 13 s ._.;?/.’} -4

Iy ny

et si Pon ajoute les quatre expressions de ¢*, Gtablies plus haut
(p-267), on trouve aussi

Nail (de) ol (de) &}

Ry gy Ai{oe) (Be)(76) T A% (ad) (Bay(ya) ' 1"

Au moyen des relations (XIV,), on a immédiatement
(af3) (o) |, ©%F -+ (ad) (de) a}, & — (ae) (3) a3, w} ]
(ad) (ae) | wi- (f3) (y0)wi -+ (Be) (ye)wi],

ou, eu égard i la premiere relation (XI),
[, w2 4 (ad) (de) al, @k~ (o) (de) aj, wi — (ad) (ae)mi==0
et, par conséquent,
al, wh 4 (B6) (3e) ad, wi — (fe) (3e) af, w§ — (BO) (Be) m = o,
a?, mf - (y9) (Je) al, wi — (ye) (d¢) af, @} — (yd) (ye) ®i = o.
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Enfin on tire des relations (XIII,) et (XIV,)

Ai[ngai, af, — () (de)a 310324—()/5)(65)(12 %2]4.1-27-‘-:::_0
Af[nyaiyaty — (ag) (38) a3, ad) (de)al, al, 1+ mimd -z
A [nyaiy af, — (Be) (de) a“aé‘,+(ﬁa)(as)a2,a;l] +min?=o.

7. Introduction des seize fonctions q,, (ias «+-s Qyus Gaq €L des neuf
COnSLantes Oy, Wy, ..., Uy, Théorémes et corollaires. — Les vingt rela-
tions entre les carrés et les produits des éléments a;,,, =, o}, éta-
blies dans le numéro précédent, bien qu’elles soient tres simples, man-
quent de symétric et d’homogénéité. Pour cela, J'introduis, au lieu
des quinze éléments @, w5, @, les seize {onctions ¢y, ¢ras «o oy Gouo
445 €0 posant

\/;;:\/_;_:a ([“ wn,\/m, _ \/;;L:\/IN; (/,, \/m,\/lm

mn’

1 - 4 Wyq =
Vv T \/;1 " rs n a3 ’/M' A, \//L, \/n a
\/mﬂ\/m _ T Vimy \/m1 e m,,\/m1 o \/m;\/m1
@iy = =) gy === T gy 7=
(XY) \/nz Tk \/ Ty T \/II,‘I”‘ T "_\,_/jt‘}/”‘
w;zl\/znz P \/ml\/m q = o \fm, \/m.z i \//n1 my
; il Ay = 27,
\/n, “= i \// 48 //,,,,,’ \/”3 o Ao\/”l \/”2
| (/“ L R LN UL X (L
LA \/n AoV/n s Ay \/n” Dn
\
ou

Vmi=\y, Vit = i\/ay, Ve \aB,
m=ivaya,  yae= VBV e VeV
L\/OE !

— \/pa ﬁr) \/;(j i \/ )\//E \/c(s
(XV]) \/1&2 [4 \/pO \/—_ \/IZ‘_2 f “-—lms/oéw_ y \/""1 - \/OE

N> Y

e

Dans ces expressions, ¢ est égal & — 1 et les racines carrées sont
prises avec le signe positif.

Vas= iy vy, V= Vyeyad Ve, i V1o B
n=\n\ng\n, P LVfE%ﬁ%’E i e \/W) \/(JO \[}’0.
Vi =y 2\ 1 V' = N> , V7

2__

— )
/m

2

(/sl
(/M

T

_n
==

/m



SUR UNE NOUVELLE MANIERE D’ETATLIR LES RELATIONS ALGEBRIQUES, ETC. 271

Au moyen des expressions (XV) et (XVI), et si I'on pose, d’ail-
leurs, ¢*q.,= ¢, les vingt rclations entre les carrés ct les produits
des éléments a,,, ©;, ©,, établies dans le numéro précédent, prennent
les formes suivantes :

g2 -2 -t 112.‘ -+ (]‘7’,* = . o R
s ® 3 / . (J#T5 [0 =1,2,3,4)
GGt Giedye—t Qs Qs+ Qju Q=0

et
g%, vaqi;, kg3 gl T4

I r
(JAT s JrJ'=1,2,3,4).
Q1 Qry =+ Doy Gaj=r Ds) Tsy == Qi Gop=0 |

Ces relations, dont les unes entrainent les autres, mettent en évi-
dence que les seize fonctions ¢4, ¢yay ---5 @44y ¢us forment les coef-
ficients d’une substitution orthogonale. Par conséquent, on est con-
duit au théoreme suivant (') :

Tutorieme 1. — Les seize fonctions

g Y11y T2 Gt Yurs
(X VII) ] T G225 Uae Gu2s
' T1ss G235 (335 Yuas

Vs Qe s Y

définies par les cxpressions (XV) forment les seize coefficients d’une sub-
stitution orthogonale a determinant posiif.

Le théoreme que je viens d’énoncer donne naissance a un tres grand
nombre de conséquences nouvelles; parmi les plus importantes et les
plus souvent employées, je signale les suivantes, en empruntant,
pour arrangement (XVII), & la théorvie des déterminants la notion
de mineur :

Coroutame I. — Dans Uarrangement (XVII), chaque fonction q;;
(4, j=1,2,3,4) est placée avec trois autres dans une ligne et aussi dans
une colonne; la somme des carrés des uncs, qui forment le triple hori-

(1) Ce théoréme a trait & un autre, relatif aux fonctions théta de deux arguments,
que j'ai 6tabli, en 1881, dans le Tome XCIV du Jowrnal de Borchardt, p. 77. Foir
aussi la Note insérée dans les Comptes rendus des séances de U Académic des Sciences,
t. CIV, p. 492.
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sontal, est égale & la somme des carres des autres, qui f()llﬂ(’llt le triple
vertical.

Corovrame II. — La somme des carrés de quatre fonctions q,;, telles
qu'elles se trouvent, dans I arrangement (XVIL), dans un mineur quel-
conque de second ordre, est égale a la somme des carres de ces quatre
Jonctions qui se trouvent dans le mineur adjoint.

Corovtare . — Silon forme, dans Uarrangement (XVII), les de-
terminanits de second ordre, ils sont égaux aux déterminants adjoints.

Au théoreme précédent, relatif aux fonctions ¢;;, correspond un
autre, relatif aux constantes w,, (m,n =1,2,3), définies comme il
suit :

\//1,1 \/”1 \/”
(tll___—“ e sy T e ey n:“u~
\/mz \/m,

R = Ty
v Ty \/ ", _ \/ n,

XVIII Byp == —oYoree Hyy = —te Qo :
( ) 12 \//n,\/‘_h’ “ \/m \/m, ” \/m,\/ml
*\-/-L&‘L ’ My = ——~\[£/« ————— [ P— \/” -

\/ml Vi, B my \/mz - \/m1 \/mz

En effet, sil'on transforme les identités entre les constantes my, ny,
ny, vy, (h=1, 2,3), établics dans le n® 6 (voir p. 266 et 26¢), ainsi
que les identités qui découlentimmédiatement des expressions (XVI),
on reconnait que les constantes m,, sont lices entre elles par les rela-
tions () du n® 1 (voir p. 257). Donc, on a le théortme :

Tutonime I, — Les constantes a,, (m, n =1, 2, 3), définics par les
expressions (XVIIL), forment les neuf cocfficients d une substitution
orthogonale dont le déterminant est égal a Uunité positive.

8. Relations lincaires entre les seize fonctions ¢z (i, j==1,2,3,4).
Théoréme. Lien entre les constantes G,,(m,n=1,2,3) et les fonc-
tons q . — Les fonctions ¢, ¢ias ooy ¢y4r ¢4s qui forment, d’apres
le théoreme 11, les seize coefficients d’une substitution orthogonale,
ne sont pas indépendantes les unes des autres. Pour obtenir d'une
fagon simple et élégante les relations linéaires qui ont lieu entre clles,
je fais usage des constantes a,,. Au moyen de ces constantes, on
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déduit d’abord des expressions (XV) les relations

(XIX) at,, = SmnQmn (m,n=1,2,3),

mn T
i

et, par conséquent, on a

T Sn 1=t Yop qon—t O35 G3ns
(h=1, 2, 3).
=01 Gt Ypg G ra T Oy rss

Ces expressions mettent en évidence que la fonction ¢,, s’exprime,
d’unc facon linéaire ct de six maniéres différentes, par trois autres
fonctions ¢,,,, propriété remarquable dont jouissent aussi les fone-
tions ¢y ys Gias vvs Guy-

Pour établir ce résultat important, je transforme, au moyen des
expressions (XV) et (XVIII), les relations (X1), (XII), (XIIL,),
(XIIL,), (XIV,), ainsi que celles qui découlent de ces dernitres par
des changements convenables des indices (woir le n® 5). Alors on
obtient

‘¢ "

(XX1) Gon== == 0 ntfy— Qanfon~ Q4 q345
( xx‘z) iy === Oy iy == Cpo o= Q3 /135
S Grn ===y st Qo an =t O Guis

(XXy) e ot == Oy p gy =t Oyndf 1t Qon o,
fan== == Uy (=t Qo =t= Qg e

S 1t === Qg g =t Wpa Qi =+ Cny Gany

(XX.) ( G e Oy g =t Qpa iy = Qe Qoo
L py =S Qg =t Cpa ae =t Cny Qe

Or, si 'on désigne par 4, £, [ les indices 1, 2, 35 2, 3, 1; 3, 1,2
[voir n° 1, relations ()], on obtient, d’apres les expressions (XX,) et
les relations (5), si 'on y remplace les a,,, par les a,,, les formules

Wypdfgse = Oy fetf10== == 0o/ o4 O3/ 315
(XX ) Qo gfe— Qg fe s~ = U3 3= Vip 14y
Wyr gt~ Sapfar === O pntf1s— Qa/. @25

dnn. de U’ e, Normale. 3° Série. Tome X. — Sceremsre 1893. 3!
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par conséquent 'expression (XX, ) se transforme dans les suivantes

Gon=— 0 G+ 01 G — G110
(XX5) = Oy Qo Qo of— Rak G ass
= Qg G, O3 Gk O350

De méme, on trouve

j Qun== O Gy}~ O Gof~t Q37 T3j»
(XXs) o
( LV AV Y/ PV Rl Y L F VR
( Gin== Oy o= oy §yi= C17 Gule»
(XX,) ‘ ‘

== Oy o = Qo ar - O luss

et, cu égard aux formules

5 Oy Gak=— Oy o™= CopGun=t= &y n s

* o

(XX") — Uy ah =t Qg1 Oy, Quy = Oy ity
Qg Gage b Oy oy == Oy n g =t Qg (fyhs

on obtient, au moyen de la premiere formule (XX,),

Gin== Wy qop= Ogpfar= U215
(XX4) e Wy g gt W g (fg et Qanfany
e VY el SV L/ (Y A SV Y

En réunissant les relations que je viens d’établir, on a

== Wptfin-t Sonan~+ Oy dsn; Gun == Anr gt Spal na -t Spy s

Gin== WGkt O Gor =t U3¢ Gaiy  Gan™ S0 Geh= Q17 == G pf1ys

== Wy g Wk ar — Qap s, == gz ag e Bgpe far == Do oy

~

(XXI) = o = Son o = Ssn Qs e VA £ Sl 2 V7 FY Bl OV Y/ PPN
Grn== Oy Qop = 0o @i~ O Yuks Yyn== gy afe = Qyp ot~ Csn 2y

S Wy g Gar = Wag g b Qg s sl gy g b Oog g7 ~F U0 34y

== Ay S an =t Qg n Gy = Oy f s R Wy ke =t Qg b 8

(fy by l=1,2,38;2,3,1;3,1,2)

Des six expressions de ¢,,, on déduit les six expressions de ¢,, et
les six expressions de gy, si I’on remplace, dans les relations précé-
dentes, les indices 1, 2, 3 respectivement par 2, 3, 1 ¢t 3, 1, 2.
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Les relations (XXI) se sont déduites des relations (XX, ) et (XX,),
aumoyen des identités (3), si 'on remplace, dans ces identités, les a,,,
parles a,,,. Ces identités ne changent pas, sil’on change, dans les a,,,
Pordre des indices m, n. Or, par ce changement, les relations (XX,)
et (XX,) deviennent les relations (XX,) et (XX, ), si 'on change en
méme temps Uovdre des indices 4, j (4,/ =1, 2, 3, 4) dans les fonc-
tions ¢;;- De 1a on conclut que les relations (XX1) subsisient encore
et ne changent que leur forme si Uon y change, en méme temps, dans
les fonctions q;; et dans les constanies a,,,, ordre des indices.

Les résultats précédents peuvent étre résumés et énoncés comme il
suit :

Tutorive IV. — Chaque fonction q.,;(7, j=1, 2, 3, 4) s exprime,
d’une fagon lincaire et de six maniéres différentes, par trois autres de ces
seize fonctions. Ces six triples de fonctions sont ceux qui forment, dans
Uarrangement (XVI), les trois lignes et les trois colonnes du mineur
adjoint a q;. Les constantes qui entrent dans ces relations linéaires, sont
les constantes w,,, et les expressions elles-mémes sont représentées par les
expressions (XX1) et par celles qui en découlent, si Uon y change les in-
dices v, 2,3 en 2, 3, 133, 1, 2, ¢ les indices b, k, Lenk, [, I; (, h, k.
D ailleurs, on peut changer, dans toutes les expressions, I ordre des indices.

En somme, on obticnt ainsi 16.6 == o6 expressions différentes.

Entre les fonctions ¢;; et les constantes a,,, il 'y a une liaison tres
simple que je vais déduire des expressions (XXT).

Sil'on égale (woir n° 1) i az et @ les arguments s, et s, dont dépen-
dent les fonctions Py, Py, ¢t, par conséquent, aussi les fonctions ¢;;, on
reconnait sur-le-champ que les fonctions Py, Pe, Py ct, des lors, les
fonctions ¢,,, ¢s4» ¢s4 8'évanouissent. Or on a, d’apres les expres-
sions (XXI), g
(XXI*) ) Guh = == O nlfra= Oapfon = 03/ 345

( G ap == Oy pfan =t Qo (g == Qi3

par conséquent, pour s, == az, §, = d, OU POUr $, == dq, §» = a3, les fonc-
tons ¢,,, ¢.4, ¢4 elles-mémes s"évanouissent et a,, prend la valeur
(K] /t.N lo.l

(/1/1(”;}7 ﬂE) ______ (/111(”57 (1;;)
Wy gy s S o .

G (3, e) Gty ag)
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De méme, on trouve
[\
(XXII ) Appn = 'L’”‘E ?

&b

ol 4., 4,5 désignent les valeurs que prennent respectivement les
fonctions ¢, ¢.4 si on égale leurs arguments a az, a..
Plus généralement, on trouve :

CoroLLAlRE. — Si lon égale & ay, ay (1, v =10, B, v, S, &5 n54v) les
arguments s,, s, des seize fonctions q;;, six fonctions parmi les scize s'¢-
vanouissent; et les neuf quotients formes, avec le méme dénominateur,
par les valeurs que prennent, pour s, = a, s, = a,, les dix autres fonc-
tions q;;, SOnL €gaux auw neuf conslanies Gy,

Les six fonctions qui deyiennent égales a scro se trouvent, dans U ar-
rangement (XVII), dans une ligne et dans une colonne; a Uune et a
lautre apparticnt une septicme fonction dont la valeur pour s, = a,,
$o=a, forme ledit dénominateur commaun.

9. Conséquences des relations (XXI). Expression des seize fonctions ¢,
par quatre parmi elles. Théorémes. — Les relations (XXI) mettent en
évidence le théoreme suivant, qui équivaut au théoreme (IV):

Tusonime IV*. — Aw moyen de quatre fonctions q,;, telles qidelles
JSorment, dans U'arrangement (XVII), une ligne ow une colonne quel-
conques, les douse aulres fonctions s’ ecxpriment d’une fagon linéaire.

Les quatre fonctions, placées dans Uarrangement (XVII) dans une
ligne ou dans une colonne quelconques, ne sont pas les scules par les-
quelles les autres s’expriment d’une fagon linéaire. Je vais démontrer
que de la méme propriété jouissent aussi les quatre fonctions qui
forment, dans 'arrangement (XVII), un mincur quelconque de second
ordre.

Pour déduire ce résultat, je commence par exprimer les fonctions
q:; parles quatre fonctions ¢ur, ¢az Gars ¢or-

D’apres les formules (XX) et (XX*) du numéro précédent, on a

Mo ol == Vg lfor == == Wy f tf g4, = Oy 4,/ 145
War Pyl ~ O 50 == == Cpf 14~ B9/ Y 24»
Qg7 ok~ Qe or==  Qoplf,~t Oy,

= Wy gt~ Qg (far=— = Qgp (fo, = Oy s iy
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Ces formules permettent d’exprimer les fonctions ¢, ., ¢aer Gass Gas par
les fonctions ¢uis Gass Gazs ¢az- Dis lors, en substituant les valeurs
trouvées pour ¢, ..., ¢, dans les relations (XX1)

(XXI‘) 'j (/hhx - ul/l»(lllr - lI:‘./L (/2/5 - u:{/z(/:;.’n
( J1p=—=— “3/¢’/2b'+' l‘*z/zf/:;/.+ lh/e.’jw.

et dans les analogues, on est conduit, aprés quelques simples caleuls,
au systeme suivant :

’?ll :‘:(I - u;z/l);

Ay Gua = Oyp 0y e Mpp 0y Gog -+ Uy tlyg Tate = O30 %1% Gt
Ay o == = Ay Oy Py g~ Wy g f a7 -+ LY 57 Jars
Ay RSV XY Oyr Gor=— Q400 Gar— QO O T ary
Ay = g p gy Gk O Qg pe for == Qo p 0y g 3ge— Uop, N I35
Ay epun = Wy Ok Lokt Qgn 0y For— QO i 31— Vo017 (30,
(XXIT) Ay Wy Oy Gap-t= g oyt Q) 005 Gar~+ 37 (3ls
Ay gy o Wontfoh—= Cp0nfor— Wyntfsne-t YnS%ntas;
A p s Qg By g = Qg Oy g = Qyp O o Pyl — Wy p Wy g VETD
A an Wy p g gttt Wy Oy g fog = Oy Gap U315
3‘1’/:;/« S Wiy tfose -t Wyptfor-t Qupupdfon—t Q0 Gars

| A ir U Qepdfap -t Oyp o=t OO0 Y5 — LEYATETD
Aoy Qs fate =t O Qg ar-t- Oop 5l == X190 3t-

L'arrangement (XVII) donne naissance & trente-six mineurs de
second ordre. Par conséquent on peut choisir de trente-six manieres
quatre fonctions ¢ par lesquelles les douze autres s’expriment d’une
facon lincaire. Parmi les trente-six systemes de formules qui s’ob-
tiennent ainsi, les relations (XXIIT) en représentent dix-huit, puisque
Pon peut remplacer, dans les relations (XXI1T), les indices 1, 2, 3 par
2, 3,15 3,1, 2, ¢t les indices 4, &, [ par £, 1, ks I, by k (neuf sys-
temes), et puisque 'on peut changer, d’ailleurs, dans ces neuf sys-
temes, I'ordre des indices des constantes a,,, et des fonctions ¢;. Par
les mémes changements on déduit les dix-huit systemes de formules
qui restent encore de celui-ci qui représente, au moyen des quatre
fonctions ¢4, quns ¢4sr ¢as les douze autres.
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Pour établir ce systeme, je reprends les formules précédentes (XXI¥).
On en tire immédiatement les valeurs de ¢,, ct ¢,,, exprimées par
Gihs Gins Qo Gasr €t en substituant les valeurs de ¢,., ¢uis ¢44s G44
dans les formules qui proviennent des formules (XXI*) par les chan-
gements des indices, on obtient le systeme suivant :

! ﬂl:(l*‘lflL);

( A Gy = — Msndin— LY R Y Rl UL PV A/ BVl SO PR/ AP
Ay I3 = LEY X4V S Usnun—Cnln 01— T nlan s
Ay Gan==— QpanGip -+ Cptyndun - UGadut Bn e
A Gan==— 4 0y G 0y O ] — Wy 76/ 14 1= Ugnluns

/ Ay = — a0 Gy p Wy Gup == Oy Oy g4 ~t= LIV

(XXIV) By o= — Qap 0y o=t By Qs Fus -t Bap, VLA Rl PV X VA7 VP
A Ganm= == 0300 1 (10— O O 1P == Qg i~ Caf Uy 5

g ==ty o= S Ca et Sy

Ay Gap =2 U Oy g~ Oy g Oy o= Qs Og 1o f 4= O O 1t 0

By fyr === gy Oy = Oy p Oy G Qgp Oy e i == Qo Bg /i3

Ay g = Qrtfin = 0ptieGan=— St Qaly o,

VR o el in== g p0q s Gop—= Qs fa == S n 0t is

Les formules (XXTIT) et (XXIV), ainsi que celles qui en décou-
lent, conduisent au théortme suivant, qui correspond au théoréme

(Iv") :

Tusorime V. — Aw moyen de quatre fonctions q,, telles qi’elles for-
ment, dans Uarrangement (XVI1), un mineur quelcongue de second
ordre, les douse autres Jonctions s’expriment d’une JSagon lincaire.

10. Systémes rosenhainéens et systémes gipeléens de caractéristiques
et de fonctions. Leurs types et nombres. — Apres avoir établi les for-
mules (XXI), (XXIIT), (XXIV), je remplace les fonctions ¢, par les
fonctions hyperclliptiques, et je vais examiner la composition de
leurs caractéristiques, c¢’est-a-dire la composition des indices |, pv
(¢, v=2,8,7,¢,¢) dontelles dépendent. Si I'on n’écrit que ceux-ci,
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’arrangement (XVII) prend la forme suivante :

N

a ad oas By,
B B3 Be ay
XVIL® N
(VI |7 v e
\68 4 B

Ce Tableau met en évidence que, d’une part, les caractéristiques,
placées dans les trois premieres lignes, et, d’autre part, les caracté-
ristiques, placées dans la deuxitme et la troisieme colonne, sont for-
mées d’une maniere tout i fait analogue. Par conséquent, les lignes
du Tableau précédent ne conduisent qu’a deux types, et les colonnes
qu’a trois types différents de caractéristiques, savoir :

(1) o od oz [y,
(2) de ¢ 0 s
(3) « Py 0,
4) ad (0 y9 e,
(5) By ey B .

(e, B, e 8, e-=0, 1, 2, 3, 4; O':/‘/le/f')/;/a/a)
Quant au nombre des (riples et quadruples de caractéristiques re-
présentés par les cing types précédents, on voit immédiatement que
‘ . 5.4 5.4.3
1 3 7 24 ‘. > 1 1 )',,! — ')__'I.'.:_ m— . ]
l.cs types (2), (5), (3) en constituent = = "=-~5 =105 lo type (4)
donne naissance 4 5.4 == 20 quadruples, et, enfin, le type (1) &

4.3 . .
5. T‘-—; == 30 quadruples. Par conséquent, on a :

St Uon remplace, dans Uarrangement (XVIN), les fonctions g, par

duit al’arrangement (XVII"), dans lequel ne sont inscrites que les carac-
léristiques des fonctions lyperelliptiques.

Les systémes (triples ow quadruples) de caractéristiques qui forment,
dans Uarrangement (XVII"), les lignes et les colonnes, offrent cing types
différents, savoir :

[ (1) ¢« ab ae Py ... 3o,

(2) a B ap ... 10,

(R) [ (3) o [y Ot 10,
(h)y od o y3 e 20,

(5) By ey af ce. 10,
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et chaque type donne naissance, si {’on attribue aux indices o, §3, v, S, ¢
les valeurs o, 1, 2, 3, 4, a tant de systémes (triples ou quadruples) de
caractéristiques que le nombre juxtaposé fait connaitre.

De méme on trouve :

Les systémes de caractéristiques qui forment, dans Uarrangement
(XVIL"), les mineurs de second ordre, offrent trois types différents, sa-
vour :

g (1) o Py e ee. 1D,
) < (2) o« B ) ﬁa .o 3o,
{ (3) ad (8 ez P ... 15,

ou les nombres juxtaposds possédent la méme signification que plus
haut.

Pour distinguer les systemes (/) de cavactéristiques des systemes
(¢), jappellerai les systemes (/) systémes rosenhaindens, et les sys-
temes () systémes gopeléens de caractéristigues (*).

Des lors jappellerai les systemes de fonctions auxquelles appar-
tiennent les systtmes rosenhainéens de caractéristiques, respective-
ment les systemes gopeléens de caractéristiques systémes rosenhainéens,
respectivement sysiémes gipeléens de forctions.

Enemployant ces désignations, onvoit que danslesscconds membres
des relations (XXI) entrent des systemes rosenhainéens de fonctions;
par conséquent jappellerai les relations (XXI) relations rosenhai-

(t)y Si T'on remplace les fonctions hyperclliptiques par les fonetions thbla, en faisant
usagoe de la notalion do M. Weicrstrass, les systémes ((') de caractéristiques pour lesquels
je viens do proposer le nom de systémes gipeléens doviennent les suivants :

‘ (1) a fiy Bz 5,
(G () o B ad B3,
', (3) af B uz P,

~ «
(C(, ?‘7“{’ G, 8= 0,1, 2,3, 4).

Ces trois types représentent et comprennent, d'une maniére Lrés concise, les soixante
quadruples de caractéristiques, élablis par M. M. Krausk dans son bel Ouvrage : Die
Transformation der hyperelliptischen Funktionen erster Ordnung, p. 27. Leipzig; 18806.

Les fonclions théta, auxquelles apparliennent ces quadruples de caractéristiques, jouent
un réle important, on le sait, dans les eélébres découvertes de M. Henmire, relatives 4 la
transformation des fonctions abélicnnes ( Comptes rendus des séances de U Academic des
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néennes, et, par une raison analogue, j'appellerai les relations (XXIID)
et (XXIV) relations gopeléennes.

Quant & ces dernitres désignations, elles sont motivées, dailleurs,
par la circonstance que les relations (100), établies par Rosenhain dans
son Mémoire couronné (Mcmotires présentés par divers savants, t. XI,
p-424); et de méme les relations (29), (30), (31), déduites par Gopel
dans son célebre travail (Journal de Crelle, t. XXXV, D- 290) se trouvent,
sauf la notation, les unes dans les relations rosenhainéennes (XXT), et
les autres dans les relations gopeléennes (XXIV).

Dans le n® 9, jai tivé les relations gipeléennes (XXIIT) et (XXIV)
des relations rosenhainéennes (XXI). Par conséquent, ces deux sys-
temes de relations sont tout & fait équivalents, mais le systeme de
relations rosenhainéennes est beaucoup plus simple. Pour cette raison
je le prends comme point de départ des recherches suivantes, et je
commence par en donner une interprétation géomdétrique.

1. Interprétation  géométrique des relations  rosenhainéennes  au
moyen de seize points AD, BY), GO, DY ou de seize plans o), B0, v,
s (j=1, 2,3, 4). Propositions. Construction des points et des plans
par six donnés. Remarques. - Dapres les relations rosenhainéennes
(XXT) Ies douze fonctions ¢ 4, Gupy Gans Gan(h=1, 2, 3) s’expriment,
d'une facon linéaire, par les quatre fonclions ¢,., ¢uis Gues Gas- S1ces
quatre fonctions sont envisagées comme les coordounées homogenes

Seiences, b X1). De plus, ees quadruples de fonelions théta se sont présentés a Boramarnt
dans ses recherches relatives a la surface de Kummer (Jowrnal de Borchardt, L LXXXI,
p. 2409 En profitant des résultats dus & Borehardl, M. 1. Weser sl conduit & quatre-
vingls nouveaux quadruples de fonetions théta (Journal de Lorchardt, 1. LXXXIV, p. 375)
dont Ies caracléristiques sont Glablies, avee la notation de M. Weierstrass, par M. Krauvse
(loc. ¢it., p. 25). Ces qualre-vingts quadruples de caracléristiques (R*) sont préeisément
les caractéristiques (), si Pon ajouto aux doux triples (R, 2.) et (N, 5), comme quatrieme
caractéristinque, la caractéristique 5.

Dans Ta théorie des fonetions théta, les systémes de caractéristiques ({*) ont recu par
M. Frosentus (Sournal de Borchardt, t. LXXXIX, p. 193) le nom de sysiémes gopeldens;
de méme, les systémes de caracléristiques (R*) ont regu par M. Rewcnarpr (Nove dcta
der kais. Leop-Carol. Deutschen Akademic der Natarforscher, Bd. L, p. 423, n" 5) le
nom de systémes rosenliaindéens.

Ces oxplications mettent en évidence que les noms que j'ai proposcs pour dislinguer les
syslémes (R) dos systimes () sont dans un accord parfail avee ceux que I'on emploie
ordinairement dang la théoric des fonetions théta.

Ann. de UEe. Normale., 3* Série. Tome X. ~- Sepreyorn 1893, 36
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d’un plan, les seize équations ¢,;= 0, ¢,; =0, ¢3;== 0, ¢,; = 0, défi-
niront, en coordonnées tangentielles, seize points que je désignerai,
des lors, par AV, B, GV, DV (j =1, 2, 3, 4).

Pour examiner les propriétés de ces seize points, ainsi que les pro-
priétés des droites, des plans et des configurations que ces points
engendrent, on pourrait employer les principes ordinaires de la Géo-
métrie en espace. Cependant cette voie conduirait i des caleuls un peu
pénibles. Pour cetle raison je I'éviterai et je ferai usage des principes
que j’ai exposés dans mon Mémoire : Sur une méthode générale de la
Gidoméirie qui forme le lien entre la Géométrie synthétique et la Géométre
analytiqgue (Bulletin des Sciences mathématiques, 2° série, (. XIII,
p. 202-240). ‘

Dans ce Mémoire jai montré (loc. cit., p. 213 ) que tous les points de
I'espace peuvent étre représentés, d’une fagon linéaire, par quatre
points quelconques. Si I'on choisit, pour ces quatre points, les points
AL B, GO, DO, on déduit des relations (XXT) les ¢galités

ALY e g/ B o o 112/,“(") =ty l)("‘),

(XXV! B ey O ey, ARy, DOV,
) ) Gl = 113/[./\“)'{“ ('(l/,””')‘I ay, DO,
D)=y Ay BV - 1y, (19

(h=1,2,3).

Ces égalités proviennent des expressions pour ¢,,, ..., ¢ Clablies
dans les relations (XXI), si 'on y remplace .7, qujr 450 ¢4 par AV,
B, C9, DY), De méme, on peut déduire des relations (XXT) d’autres
systemes d’¢galités qui correspondentaux égalités (XXV) et qui en sont
les conséquences. Dans les égalités qui s’obtiennent ainsi, les points
AM, L., D™ sont remplacés par les points AU, .. IW"(/L =, 2, 3),
ou par les points A™, . .., AW B L B GO, L G0 DML DO

Ce sont précisément les points qui sont placés dans les quatre lignes
ou dans les quatre colonnes de arrangement suivant qui correspond i

Parrangement (XVII)
AL BMGm i,
A BE e e,
(XXVI) S
)mw B® (m Do,

A B (G e,
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Ceci posé, je vais envisager les quatre quadruples de points AV,
Bv), G, DY (j =1, 2, 3, 4), placés dans les lignes de cet arrange-
ment, comme les sommets de quatre tétratdres et je vais en exprimer
les faces al, B0, yU1, gV opposcées respectivement aux sommets AV,
BY), C¥, DY, En faisant usage des notions et des désignations, établics
dans mon Mémoire cité, ces plans sont représentés (loc. cit., p. 215)
par les produits extéricurs :

(o= [ B DU, B -z e [ QA DI ALY,
v ? YU [ DD AU, 8 i = [AI B (4],

(j=1,2,3,4)

(XXVII,)

’

qui se transforment, au moyen des ¢égalités (XXV), comme il suit :

[ o)~ “.’s/:lrj(“”}" “2/17(”‘{" ul/lr-)\“)ﬂ

KXV Bl o ) ey, 80,
(X2 1T) P10/ 3 —— PRI Bla) S04)

7 Uy O b 0y {2 =ty 0tt,

L O ) B — Y YAMN

(h==1,9,3).

On voit immédiatement que les égalités (XXV) et (XXVIII) se dé-
duisent les unes des autres, si 'on remplace les points AV ... D@D
respectivement par les plans o) ... 89 et vice versa. Par conséquent,
a Parrangement (XXV1) des points correspond un arrangement des
plans, savoir :

‘ alt B ) 5o,

R al:‘!) _.(2) (%) ,’j(z‘,,
(\z\]\) ? ) Zr.’s) -:(3) ,')‘(:;;’

a(‘) l@\") -/(“ (’)\(U’

et, plus généralement, i toutes les relations qui ontlicu pour les points
AU DY correspondent des relations corrélatives pour les plans
o ... 39 el vice versa.

Les relations qui ont licu pour les points AY ... DY et pour les
plans a) ... 2 ont trait & plusieurs problemes de la Géométrie de
position ('), de la Mécanique et de la Cinématique qui obtiennent,

(1) On pourra consulter, au sujel do ces problemes de la Géométrie de posilion : Reye,
Ueler Strahlensysteme siveiter Classe und die Kummer'sche Fléicche wierter Ordnung mit
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par conséquent, dans les égalités (XXV) et (XXVIIT) leur base analy-
tique, ct, des lors, aussi leur lien avec la théorie des fonctions hyper-
elliptiques de premitre espece. Comme lesdites relations sont extré-
mement nombreuses, je me borne & en ¢établiv les plus simples et de
signaler quelques autres.

D’apres les égalités (XXV) et (XXVIII), on trouve
[AM ] = gy [ BO PO - tape e[GOy O] 4= 0y g [ DGV 5
(hyho=1,9,3; hFZLk);

or on a
[BMBM] = [0y ] = [ DWF®] == [ AW B G D]

donce
[A(Il)d(/")rl (g0 -t Qop Moz -t Ay l!;,/,) [ A B G ”(")‘[ IO

De plus on déduit des égalités
[AW O] == [ AW | == [ AW gt ] 0,

["B("«)a(’*)"l — [ (‘l(")a('r)'l - l]){’uzf’r” Lo ()

les relations
(AW k] 0,  [AWam] o

Ces deux relations et la relation [A™a®™ | == o peuvent étre com-
prises par Pégalité
[AD ] = 0, (Jof =v,9,3, 45 7.7 /).
De la méme facon, on trouve
[BWIBU | == 0, !,‘:U)H/Ul}:] <0, [ DaI] = o,

Si 'on envisage, d’'une manieére analogue, les quatre quadruples de
points AW .o AM, Lo DW D™, placés dans les colonnes de Dar-
rangement (XXVI) comme les sommelts de quatre nouveaux (élracdres,
et que l'on en forme les faces opposées, on est conduit, au moyen des
égalités (XXV), aux expressions

[ADAGAG] g AW ABAG | o )

(XXViL,) [ADAGDAGI] - [AM AR AG] == 24,

sechzehn Knotenpunkien; Ueber dic Kummer'sche Configuration wvon sechzehn Punhten
und sechzehn Ebenen ( Sournal de Borehardt, t. LXXXVI, p. 8{-107; 200-9106). — Scini-
TER, Ucher das Lanfflach und Sechsflach und dic demit zusammenhéingende Kummer'sche
Configuration (1bid., t. Gy p. 231-957).
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et aux analogues qui en proviennent, si 'on remplace AY), ¢ par
B, Q(J’); C, v 5 DU, o),

Par les expressions (XXVII,) et (XXVII,), chacune des faces
al) ... 8¥) estreprésentée de deux manieres; par conséquent, les rela-
tions établies plus haut
(XXX) [AWalN]=o0, [BWEVI]=0, [CHyUI] =0, [DWIFUI]=0

(o =1,2%3,4; JHA])
peuvent étre énoncées comme il suit :
1° St Lon envisage les points, placés dans les lignes ou dans les co-

lonnes de U arrangement (XXVI), comme les sommets de quaire tétraédres,
chacun de ces tétracédres est inscrit et circonscrit auz trots autres (').

De plus on a, eu égard aux égalités (XXVII,) et (XXVIL,) :

2® Les six points, places dans Uarrangement (XXVI) avec un point
quelconque dans la méme ligne et dans la méme colonne, sont situcs sur
un plan. Ce plan est celui qui correspond audit point dans Uarrange-
ment ( XXIX).

Si Pon interprete géométriquement les résultats ¢tablis dans len® 7
pour les carrés des fonctions ¢;;, on obtient :

30 Les six points, places dans U arrangement (XXV1) aece un point
quelconque dans la méme ligne et dans la méme colonne, sont situds sur
une contque.

10 Les hut points, places dans U arrangement (XXV1), dans dewx Ugnes,
ou dans dewx: colonnes, ou dans dewx mineurs adjoints de second ordre,
Jorment les huit points dintersection de trois surfaces de second ordre.

Etant donnés six points convenablement choisis parmi les seize
points AV, ..., DY (=1, 2,3, 4), la proposition 2° et sa corrélative
permettent d’en construire, d’une facon linéaire, les dix autres.

Pour établir cette construction, je choisis, comme les six points
donnés, trois points d'une diagonale de I'arrangement (XXVI), et les
trois autres points, placés avec le quatricme pointde la diagonale dans

(1) Foir, au sujel de cos tétraddres, découverls par Mosws (Journal de Crelle, t. 111,
P 973098 Ofiupres compl., 4.1, p. {41-416), le Mémoire important de M. NEUBERG : Sur
les tetracdres de Misbius ( Mem. de la Soc. royale des Sciences de Licge, of série, t. XI).



286 F. CASPARY.

la méme ligne ou dans la méme colonne, par exemple les six points
AWM, BE, G5 AN, BW, CGW. Ces six points sont placés, dans Parran-
gement (XXVI), comme il suit :

AD * 3 *’
* B * *

(XX VI*) ( N R o .

AW B Gt

ol les astérisques désignent les points cherchés que je vais construire.
Dans l'arrangement (XXVI) et par conséquentaussi dans Parrange-
ment (XXVI¥) les points, placés, en méme temps, dans unc ligne et dans
une colonne, sont situés, d’apres la proposition 2°, sur un plan, savoir
celui qui est corrélatif au point d’intersection de la ligne et de la co-
lonne. Par conséquent, les points AV, B®, B™ sontsitués sur le plan
B les points A, GO, G sur le plan ™, ... De la on conclut que
arrangement suivant des plans qui s’obtient ainsi, savoir

* [A(l)];(‘z) ])('o)"] l‘/\(i)(:(a)“u)'l .
[ADA® B " [BEIG® (W) .
[AWAMCE T [BEHB® ) * .

[AWBG GO (AW B GO [AWBOCO] [ AR B,
est tout & fait identique & Parrangement
opm g
(XXIX*) e
( ol {3(:1) * ~’
alh) (j(»’t) 7(’»7 HOR
Parconséquent les dix plans qui entrentdans larrangement (XXIX¥)
sont construits par les six points de Parrangement (XXVI*). Or, par
ces dix plans, se construisent, d’une fagon analogue, au moyen de la
proposition corrélative & la proposition 2, les dix points suivants :

* [ﬁ(ii)f,(’r)}/(l)] I'ﬂ(l)-/(ﬂ)y(/«)"l [@(U}/(UB(’#)’I,

(XXV[**) [a(r")a(’w)y(ﬁ/:l * [a('l)-/(i)-/(h)] [a(z_’}/(z);}(’d:,,
[“(2) Ol(’”ﬁ”’)] [afﬂ)ﬁ“)ﬁ,(’o)] * [a(ﬂ)ﬁ(ﬂ)a(‘*).]’

* * * [‘OC(“ﬁ‘”'/“')‘l,

et ces points sont précisément les points cherchés.



SUR UNE NOUVELLE MANIERE D’ETABLIR LES RELATIONS ALGEBRIQUES, ETC. 287
La construction précédente est déduite de la proposition 2° ou des
égalités (XXVII,) et (XXVII,). Ces mémes égalilés conduisent i une
autre proposition que je vais encore indiquer.
D’apres les égalités (XXVII,), on obtient

[AD ] = BB | = [CyD] = [DID G ] = [AD B GO D) ]
(J=1,2,3,4).

Or on a, au moyen des égalités (XXV) et (XXVIII),

AW &) == ad [BO B0 ] 4 a3, [C979] -+ ot [ D193
(u sl -=ai, ) [AWB®M CEH DT,
= [A) 6],
(=1, 2, 3).

Par cons‘('qm'nt les produits extérieurs [AY e | ont la méme valeur
pour/==1, 2, 3, 4. Si 'on désigne cette valeur par &, on a

(XXXI,) [ADBDCDODI] £, (j 1, 2,3, §).
De méme on déduit des égalités (XXVII,)
I A(l)Af‘.{)Al.’HAM)l — l‘A(l)all)'l g .f

ou, plus généralement,

[ACO AU A AGT| - [ BUD B B B

(XXXL) [ GO G G G| [ DI DI D] = = £,

Dans ces produits extéricurs, les indices Z,, Z,, ¢, 7, sont diflérents
les uns des autres et deésignent les nombres 1, 2, 3, 4 suivant qu’ils
sont choisis de telle maniere que les permutations ¢,, i,, ,, ¢, et 1, 2,
3, 4 appartiennent i la méme classe ou non, ¥ prend le signe — ou +.

Donc

59 Les tétracdres dont les sommets sont formés par les points, places
dans unc ligne ou dans une colonne de l’ arrangr'ment (XXVI), possédent
le méme volume.

Les produits extérieurs que j’ai envisagés jusqu’a présent ont, sans
exception, la dimension 3 ou la dimension 4 (voir mon Mémoire cité,
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p- 218); je vais envisager encore quelques produits extérieurs dont la

dimension est égale & 2.
Au moyen des égalités (XXV), on obtient aisément

[AWBW] 4 [COWDW] = [ABB®] 4 [COD®],  (h=1,2,3).

Par conséquent Dexpression [AYBY| 4 [CYDY| reste invariable

pourj=1, 2, 3, 4. BEn désignant sa valeur par T" et en permutant
les lettres A, B, C, D, on est conduit ainsi aux égalités suivantes

s [ANBUI - [ COIDD] - Ta B,

[_A/I') C!JJ] ~}- [:])(j)n(j)] = THA C),
[ Alj) D{j):l ot I B/J‘) C(j)] e A DY

(XXXII)

D’une fagon tout & fait analogue on trouve

[AD AR - [AD A

= [BAIBUI] - [ BO B

== GO G - [ G0 G

( [P [ DO D]
LT

(XXXIIT)

(Ay Ky Loy 0, 35 0,3, 1338, 1, 2).

Les égalités (XXXID) et (XXXIHT) entrainent de nombreuses consé-
quences dont la plus simple, qui complite d’ailleurs la proposition 4°,
s’énonee ainsi :

60 Si lon partage, dans deux lignes ou dans dewr colonnes de U ar-
rangement (XXV1), les quatre points et leurs correspondants en dewe a
deux, les quatre couples de points que sobliennent ainsi determinent
quatre droites, appartenant aw méme systéme de geénératrices d’un hy-
perboloide @ une nappe.

Les égalités (XXV) dont jai déduit les résultats précédents, bien
qu’elles soient tres simples, ne sont pas symétriques, parce que les
points AM, .., D™ jouent, dans elles, un role preféré. Pour cela, je
vais transformer ces dgalités et leur donner une forme nouvelle et
symétrique, en représentant tous les seize points AV, ..., DY
(=1, 2,3, 4) par les mémes quatre points B, E®, E®, E",
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A ceteffet, exprime identiquement les neuf coefficients
Mn (M, =1, 2, 3, 4)

d’une substitution orthogonale & déterminant -1 (voirle n° 7, théo-
reme III, p. 272 de ce Mémoire) au moyen de quatre quantités a,, a,,
Wy, 0.

Dapres les formules bien connues d’Olinde Rodrigues, on a

2 2 ‘
a=zmaf a4 ak -4 a,
v aLayy == af — ad - al - 0¥, a0y = 2 (0, — 0, 0,), A= 2 (0054~ aya,),
ALy == o (ay ay - aga, ), Ny af — af - af — af, gy == 2 (W0 — a0, ),
gy = 2 (a0, — ayay), M.y, == o (dyuy - ayq, ), a0y, a} - a2 — a} — of

En substituant ces valeurs des coefficients a,,, dans les expressions
Spour A, ..., DO qui proviennent des égalités (XXV) pour A=1, on
obtient

A, AW == a0 ay B, GO 0, DY ay (0 0, B — 0y GO 4= 0y, DY)
oty (o= 0 B ey, GO ey, DY ey (= ay BOY oy GO0 = 0, D),

a.BMe= a0y G ey A e a D) e gy (= g GO — g AB) - 0y D)
ey (e, GO0 e gy A e, DO ey (0 ay GO — g AV -, DIV,

a, GO sy (O A e ay B e DO o, (= ay A = 0, BO) o 0, DY)
oty (0 A e B e ay DO oy (- g A — 4y B o, D),

a. DM a (0 a, A oy B e qy CO)) iy (e ay A o, BOY — gy GO )

g (A e g BO) e, GO Y ety (- g AW — ay B - 0, GO0,
Si l'on pose, dans ces expressions,

a, A - 4y B ey, GO e, DO = g, B,
S ey A ey, B e gy GO e, DO o 0 R,
My A — a B ey, GOV e, DY) == 0 ),
( e @y A ey B ey GO e, DO 2 B,

elles prennent la forme simple

AW = B, B — g, B - a, B4,

BO = a, B e, B - 0, B® - 0, BO,
G ey RO - 0, B 0, B®) - 0, B9,
DO e, BO) — B o 0, B o 0 B9,

Ann.de UFic. Normale. 3° Série. Tome X.~- StrreEnsre 1893, 37
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D’une maniere analogue, on peut représenter au moyen des points
B, ..., E® les points A®, ..., D®, A®, ..., D® et tirer des éga-
lités (¢) les expressions pour A®, ..., D™, Cest ainsi que 'on obtient
les expressions suivantes des seize points AY), ..., DY), au moyen de
quatre constantes et de quatre points :

A= B0 — g, B® — q, B¢/ 4 0, O,
A® = — 0, B0 — g, E® 4 q, E® - 0, B,
AP = 0, E0 4 0, B® 4 a, B 0, B0,
AW = B — qy B 4 0y BO)— g B

B = a, B 0, B 4 0, B® 4 0y BO,
B = BN q,B® 4 0, B — q, B,
B =, B e 0y B2 - 0y ) — o, B,

BO = a, B0 a0, B — g, B3 — g, )

(XXXV)

G e e BOD e, BOY g B e g, B9
‘:(L’) e , l«:ll) ety E(‘J) - i E(.’I) —f a, Er',)’
GO e Y e 0y B e 0y B e 500

GO ay B e gy B e, KO e 1309

DO =z D ey 102 e 0, 6 e, B9,

DGl ey B8O ey, ) e ) RO e, [50)

(8) sty OV e 1, B8 20 e, 08D e L, 000
1PR VRS SR I 1 LPR Vs Sl PR VEREN
DO B e B® e 0y B e, B,

Ces expressions symétriques de seize points A, ..., DM possident
exactement la méme forme que fai prise, dans mon Mémoire cité,
comme point de départ pour la représentation des points (voir loc. eir.,
p. 20%). Par conséquent, on peut employer aux points A©™, ..., D®,
aux droites, aux plans et aux configurations qu’ils engendrent les
principes y exposés. Tout particulitrement, si Uon pose (voir loc. eil.,

p- 206 el 2r0)
[EWE® B® E] = 4,

[B@E®OE®] = an,
[ B B R = — g2,
[BOESE®] g,

[EOE@OE®] e gt
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on obtient, pour les seize plans (¥, ..., ¢, des expressions tout &
fait analogues aux expressions (NXXV) et en provenant, si I'on rem-
place, dans les expressions (NXXV), AY ¢t BY par ) et a. <), sans
changer les coefticients a,, a,, a,, a,. Par exemple, de Pexpression
pour A", savoir

A =, B — 0, B®— 0, B 4 q, B,
on tire Pexpression suivante pour !V

o= (age — el — e - a, ().
De I résulte

[A D] =0 (a2 4 a2 4= a2 4= a2) [ B R EG)E®) |
ou
I_ x\”)a“)} i

ou
£ = a?,

Done, si Pon pose a==1 el, par conséquent, aussi F ==1, les
expressions (XXXV) fournissent encore la représentation des seize
plans W, ..., ¢™, definis, de deux manieres, par les égalités (XXVII,)
et (XXVII,), si Pon remplace dans les expressions (XNXV) AV par
o) et BY) par €, Gomme ainsi les points AY) et les plans ) sont
représentés par les mémes égalités, les relations qui en découlentont
lieu pour les uns et pourles autres. Je ne m’arréterai pas i ces relations,
tres importantes et tres nombreuses, mais j'indiquerai quelques-uns
des problemes, beaucoup étudiés, dont elles forment la solution ana-
Iytique.

D’apres la maniere de représenter les tetracdres desmigues que jai
établie dans le Tome XXIX des Mathematische Annaler, p. 53871, les ex-
pressions (XXXV) mettent en évidence que les points AW, B®, C&,
Dy A® B, G Do AM, B, G, DR AW BE),GH, DY forment
les sommets de quatre tétraddres, dont chacun est desmique au
tétracdre de référence KM, BR, B, B, Par conséquent, les proposi-
tions, découvertes pour les tétravdres desmiques par MM. Hermes,
Reye, Schriter, Stephanos, Veronese et d’autres géometres, ont lieu
pour les points AV et les plans 7. (Vest ainsi que la configuration,
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appelée desmigue, entre dans la théorie des fonctions hyperelliptiques
de premiere espece.

De méme, entrent, en vertu des propositions 3° et 4°, les configura-
tions de Desargues, de 'hexagramme mystique, et des huit points
associés, et, des lors, les recherches que 'on doit & Kirkmann, i
Staudt, & Steiner, & Schroter, ainsi qu’a MM. Cayley, Reye, Schonflies,
Sturm, Veronese, de Vries et Zeuthen (").

Si I’on applique a la Mécanique et la Cinématiqueles principes que
I’on doit & Cauchy et & Grassmann, et que j’ai déjh appliqués a la Géo-
métrie, dans mon Mémoire cité plus haut (p. 282), on est conduit A
des expressions telles que (XXXIT) et (XXXIII). C’est ainsi que
prennent place dans les recherches que je viens de proposer les résul-
tats, découverts par Mobius, Chasles, M. Ball et M. Mannheim, ainsi que
ceux que M. Schonflies a exposés dans son hel Ouvrage : Geometrie der
Bewegung in synthetischer Darstellung. 11 me faut me borner a cette
suceinete remarque, parce que son illustration exigerait des explica-
tions détaillées qui surpasseraient beaucoup les limites que je me suis
fix¢es pour ce Mémoire.

12. Conséquence des relations rosenhainéennes. Fonctions, composees
des fonctions ¢;;, et lices par les mémes relations que celles-ci. Théoréme.
Corollaire. — Dans le numéro préeédent, jai déduit des relations
(XXV), au moyen des identités (XXXIV), les expressions (XXXV).
Or les relations (XXV), si U'on y remplace A%, BY, G¥, DY pespective-
ment par ¢, §ajs §4j» Gaj0 5S¢ transforment dans les relations rosenhai-
néennes (XX1) dont je les ai tivées. Par conséquent, les relations rosen-
hainéennes se transformentelles-mémes dans les expressions (XXXV)
et enproviennent, si on y remplace AV, B9, G, DU EO (f==1,2,3,4)

(') A ces sujels, on pourra cousulter aussi mes propres Mémoires suivants : Ueber die
Umformuny gewisser Determinanten, welche in der Lehre von den Kegelschnitten vor-
kommen (Journal de Borchardt, 1. XCI, p. 123-144) = Ucber cinige Determinanten-
Identitaten, welche in der Lehre wvon den perspectivischen Dreiecken workommen (Ihid.,
t. XCV, p. 36-43). — Zur Construction des achten Schnittpunkies dreier Oberfléachen
sweiter Ordrung (Thid., L. XCIX, p. 128-130). — Lemerkung zu den desmischen Te-
tracdern (Math. dnn., t. XXIX, p. 581~582). — Sur les cubiques gauches (Bulletin
des Sciences mathem., 2° série, t. XI, p. 222-236).
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par les fonctions ., g2, ¢4, ¢.;5 u; ot les u; désignent de nouvelles
fonctions qui dépendent des fonctions ¢,,, ¢asy ¢44s ¢44» au moyen des
relations (&) du numéro précédent.

Les expressions (XXXV), ainsi transformées, offrent une propriété
remarquable et importante : elles représentent les seize expressions
qui s’obtiennent, si I'on compose les éléments placés dans les lignes
des deux systémes suivants :

Uy ty,  — Ay, sy Uy,  — Uy, Uy, Uy,
— Uy, a5 @y g, Uy Uy, = Uy, Uy,
Ay, — 0, ay, ay, — Uy, iy, uy, Uy,
a,, g, ay, — 0, uy, uy, Uy, — .

Or I'un de ces systemes et 'autre représentent les seize coefficients
d’une substitution orthogonale 4 déterminant positif, et, d’aillears,
wdentiquement ; par conséquent, le systeme composé jouit de la méme
propriété. De la résulte non seulement une nouvelle démonstration
du théortme II da n® 7, mais encore la conséquence importante cf
feconde que les relations qui découlent de ce théoreme deviennent
des wdentités absolues, si on exprime les fonctions ¢,; par les con-
stantes a; et les fonctions «;. Cette remarque entraine Pautre que les
quantités a;, u; ne jouent que le role de parameétres et qu’clles peuvent
étre remplacées, par conséquent, par d’autres quantités qui dépendent
d’elles d’une manitre tout a fait arbitraive. Comme d’ailleurs les rela-
tions rosenhainéennes ct les relations gopeléennes deviennent elles-
mémes des identités absolues, si 'on introduit les parametres a;, w;,
on obtient le théoréme tres général :

Tutorime VI, — On peut composer, et d’ aileurs d ‘une infinité de ma-
nicres, des scise fonctions q;; d'autres seise fonctions Q;;, et des newf
constantes ., d autres neuf constantes Xy, de fagon que les fonctions
Q;; sont les seize cocfficients d’une substitution orthogonale @ determi-
nant positif, et que les neuf constantes K, sont les neuf coefficients
d’une substitution orthogonale & déterminant + 1. Si les fonctions Q;; el
les constantes Xy, proviennent des fonctions q;; et des constandes w,,, en
remplagant les paramdétres a;, w; par d’autres, conyenablement choists,
toutes les relations élablies dans ce Mémoire subsistent encore pour ces

Jonctions et ces constantes nouselles.
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Je vais terminer ce Mémoire en établissant une conséquence tres
particuliere du théortme précédent «

Si 'on remplﬂcc tout simplement les pn"umll'o.s a;, u; par lears
carrés af, u;, on obtient le corollaire suivant :

CoroLLaire. — Les théorémes 11 et 111, ainsi que les relations (XXI),
(XXII), (XXIV) et toutes les conséquences qui en découlent, subsistent
encore st Uon y remplace les fonctions q;; ot les constantes w,, parles

Sfonetions Qy; et les constantes R, definies comme il sl :
=5 (Fu P Qa2 s, Qoo ) (a1 i Gan ),
Qm: ST+ G 7in),s Que== 4 (5 + i+ a1, -+ qiy),
Qu=1 (1t + 05+ 15 +004) Qus 3 (s T+ 11 G2z )»
Qm“—'—"—i (I aet Qa1 oy )y Qs L((/::x, (or~tGuy Jra)s

Qu=1 (¢35 +qia+ a5+ aqiy), Qui L (G Qo=+ oy 14 ),
1

Qo= (’/"2 Pt Qs ) Qe 23 (aa Qaa = Gy o),

Quy== 5 (as P2+ 1y Gur )y Qs L (s s+ ra ),

Qu==} (7 -+ Jia )y Que (gl e+ 5+ a3, );

el
A= ;(‘1?1 + ":::2 + ";'";:i"i" 1,

o B P | DO | T | PO Ay ) (el - ady), AL Ay gy,
AL Ay agy tyy, Ay gy g ayy, A gy ) (0, k),
A2y (0F, R agy), A Ay ayy gy, ALy gy b0y .

De la méme manitre que les Q;; et X, sont composts des ¢;; el
W, 0N peul composer des Q;; et A, d'autres fonctions et Qautres
constantes, el ainsi de suite. De cette facon, le théortme précédent et
fout particulivrement le corollaive que je viens d’établir donnent nais-
sance d une cchelle de fonctions et de constantes, lides entre elles par
les relations que Jai établies dans ce Mémoire et par dautres qui en
découlent.



