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SUR UNE NOUVELLE MANIÈRE
Ï/ ÉTABLIR

LES R E L A T I O N S A L G É B R I Q U E S
QUI OiST LIEU

ENTRE LES FONCTIONS HYPEÏŒLLIPTIQUES DE PIŒMIÈÏŒ ESPÈCE,

PAU M. F. CASPA'RY.

Les méthodes profondes et ingénieuses que M. Hermite a créées
pour l ' intégration de l 'équation de Lamé m'ont condui t , depuis
quelques années, à mettre en lumière les liens étroits qu i rattachent
.les (onct ions thêta d 'un nombre quelconque d'arguments aux qu inze
élément}; (F un système orlho^oîial.

Je comprends sous ce nom les m^T coefficients a^(m, n == i , 2, 3)
d'une subst i tu t ion orthogonale à dé t e rminan t 4- i et les six quantités
d i f ïe ren t ie l l es

pf, -::.:. — (a^ dau 4" a^ da^ 4" a;^ da^ ),
i^ ;:- a^ da/i -4" a^ da^ 4- a/a da/^

ou À, i, / désignent les indices ï , 2, 3; 2, 3, ï ; 3, i , 2.
Dans un Mémoire, inséré au Tome VI du Journal de Mathématiques

de M,. C.Jordan,fai d é d u i t e des identi tés algébriques st différentiel les
qui ont lieu entre les éléments a^n p/n ^/^ la théorie des fonctions thêta
et sigma d 'un seul argument, ainsi que la théorie des fonctions ellip-
tiques.

Bans ce Mémoire je me propose déborder, d'une façon analogue,
l'examen des fonct ions hyperelliptiques de première espèce, en y éta-
blissant les relations algébriques qui existent entre ces fonctions.
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Je prends, comme poin t de départ, la déf in i t ion des fonctions hy-
perelliptiques, aussi, élégante que générale, que l'on doi t à M. Weier-
strass, et j'en tire immédiatement, au. moyen des ident i tés ( ^ )qu i
expriment les différentiel les da,^ .parles p / , et p/,, le théorème que les
quinze fonct ions hyperell ipt iques de première espèce sont propor-
tionnelles aux quinze éléments a,^, p/^ .̂ (n0'1 1 et 2). Des deux sens,
en lesquels ce théorème fécond s'emploie, je ne fais usage, dans ce
Mémoire, que d 'un seul ( n° 3).

En désignant par TC^ ©/. les facteurs algébriques des quantités^ ̂ ,
je déduis, d u d i t théorème, d'abord les relations linéaires entre a,^,
TT/,, ro/,; puis j 'exprime les carrés rç^, Te], o'] les uns par les autres
e t j ' é tab l i s , enfin, les relations entre les carrés et les produi ts de ces
carrés (n08 4, 5, 6).

Pour comprendre d 'une façon synoptique et s imple ces dernières
relations, je remplace les fonctions a2^, T^, tn^ par les fonct ions
^u(^j= r , 2, 3, 4)» et je montre que ces seize fonct ions , arrangées
comme il suit

^/ l ï i (/al» ^/îil.» ^/U»

q\^ ^2. 7;̂  </4^

^r^ <jî^ <y;i:(» (/^î»
7i^ (]^ fi'^ ( / ^ ^

forment les seize coefficients d'une subst i tut ion orthogonale à déter-
minant posit if . En empruntant , d 'ai l leurs, pour cet arrangement, de la
théorie des déterminants , la no t ion de mineur, je montre, de plus,
que chaque fonct ion r / ^ ' s'exprime d'une façon l inéaire par les trois
fonctions telles qu'elles sont placées dans les trois lignes ou dans les
trois colonnes du mineur adjoint. Les neuf constantes û,nn (/ri,n^=- î , a, 3),
qui entrent dans ces relations linéaires, forment elles-mêmes les neuf
coefficients d'une substitution orthogonale à, déterminaîit •+- ï .e t s'ex-
priment, au moyen des cinq constantes a^(y. "•11•-"• a, p, y, 5, e ) dont dé-
pendent les fonctions hyperel l ipt iques, par les valeurs particulières
que prennent les fonctions y / j , si l'on égale leurs arguments à deux
constantes a^ (n^ 7 et 8).

Aux relations que je viens de caractériser, je donne le nom de
relations rosenhainéennesy et j'en déduis d'autres, (j'ue j 'appelle rela"
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lions gôpeléennes. Ces dernières mettent en évidence que chaque fonc-
tion ( ] ( j s'exprime aussi/d 'une façon linéaire, par les quatre fonctions
telles qu'elles forment, dans l 'arrangement précédent, les mineurs de
second ordre (n0 9). Ce môme arrangement, base unique et l ien com-
mun des recherches que l'on va lire, condui t , de plus, à dis t inguer
les systèmes rosenhainéens de caractéristiques des systèmes ^ôpe-
léens et fait é tabl i r , d 'une façon très concise, les types différents des
uns et des autres (n° :1.0). En remplaçant ledi t arrangement de seize
fonctions par un arrangement correspondant de seize points ou de
seize plans, j ' examine , au moyen des p r inc ipes dus à Cauchy et à
Grassmann, quelques-unes des propriétés nombreuses dont jouissent,
ces points et plans, eî: je jette un coup d'œil. rapide sur les problèmes
de Géométrie, de Mécanique et de Cinémat ique auxquels elles sont
liées (n° 11). Enf in je montre que toutes les relations, établies dans
ce Mémoire pour les fonct ions y/^, dev iennen t , au, moyen de hui t quan-
tités a/, Uj, identi tés absolues, et que l 'on peut composer, par consé-
quent, d 'une i n f i n i t é de rnanières, des fondions y^ d'autres fonctions
qui sont liées par les mêmes relations que celles-ci. De là on conclut
que ces relations ou i l i eu pour u n e échel le i n f i n i e * de1 fonc t ions (n0 i2).

1. Défénilion cle^f /onctions flyperellipiùjties de première espèce. .fiela-
tions prélirnif'uures. — Si l 'on désigne par .y , , ^ des variables et par
A O ; a<», a,, rt^ a;t, a,, des cou s ta il tes, les (onctions hyperell ipt iques
de première espèce sont déf in ies , d'après M. Weierstrass, par les ex-
pressions

PIA — v'^i1 ^pJ t^ ^),

(•> .̂  p .-.. ""V1^ v^^i) . .,,.,.,.....,̂ ^̂
1 IM 1 1 1 1 " 1 1 1 ' V!A 1 1 1 ^ i 1 1 1 1 ^ ,...(l^:l:l^[^,^^îlllll•lll• ̂ } {^î-- • ay/) (^a— ̂ )J

(py v:-~ ^, p, y, (î, £ ; . p-^z»),

où les indices a, ^ 'y, 5, s désignent, dans un ordre quelconque, o, ;r,
2, 3, 4» ^t où

IU'̂ ; •::.1...1: Av(^ • • l l i l l i a^) (^ - 1 1 1 1 1 1 - ^i ; (^ 1 1 1 1 1 1 (H) (^ 1~1 a^) Çs% - ^4) (^ "" f 1 , a).

Ces qu inze fonctions Pp^ P^ Bout liées entre elles par des relations
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algébriques très nombreuses, dont on déduit l.es relations prélimi-
naires directement de la déf ini t ion proposée.

.En effet, au moyen des identités

( j3y)+ (ya).+- (a(3)==û,

a^ ( (3y ) + a^ ( y a ) -h ây ( a(3 ) =:: o,

^(Py) + ̂ (ya) -4- a^(a(3) =:.-.- (a(3) (|3y) (ya),

où (pï); (T0^ (a?) désignent les différences ap ~ a^ ̂  ~ a^ ^~ a^
on tire immédiatement les relat ions

(0 ( Py ) Pa + f ya ) P| •..|- ( oi(3 ) P^ :r::: - ( a(3 ; ( fJy ) ( y a ),

( 2 ) ( (3y ) P^ 4~ ( y a ) P^ •+ ( a(3 ) P^1:1:::.- Ao ( a(3 ) ( py ) f y a ) ( Ss ),

(3 ) ( PY ) l'a Pa$ 4- ( y a ) Pp Pps ...4- ( a? ) P^ 1:̂ 5 ::::::- o,

^) (Py) Pas PaS + (ya) P^ P^ ^ (ap) P^ P^ ;,:. o;

et de même on déduit , de la déf in i t ion des fonctions Iryperell intiques,
les équations
(5) ^^^--P^Ï^-- - A o ( ( 3 y ) ( f î s ) p ^
(6) PpP,,.-.-..-P, P :̂ (py)i>^,
(7) PrôPpS- : PoœPpe ̂  i ; - 1 A « ( o s ) :l>^ Pp.

A ces formules bien connues ( t ) et à celles qui en découleni par
des changements des indices, on peut donner une forme très simple,
si l'on introduit ( a) les neuf coefficients a^(m, n -...• r , 2, 3) (Pune
substi tution orthogonale à déterminant + ï , '

En effet, si Fon désigne pa r^ , , e^ e^ e\ ^ des unités positives ou
négatives, liées par la condition

e^e^e'e11—^ i,

( 1 ) Voir WEîEftSTHASS, Théorie der Ahclaehen Fnncûoncu, S î> (^wrwil de CrHIc
fc. LîÏ, p. 318-399). ' '" \ ' " 1 1 1 "

^(2) roir WKBÏÎK, Âftwendan^ dcr T/ict^unctionen zwwr Ffîmndcriwhw a-af die
Théorie der Bewî^urfg €i.rieH j^tan Rorperfî in ww Flû^ig/œit (Math. Ann^ C X.IV,
fon'n. (4), p. 190, et form. (^4), {h K)()). — Btuosant, Sidia teonca del^ funzhmi i/wn^
itpticfie dipnmo ordina (Arm. di Mat^ sôrie SÏ, t. XiV, p. ̂ h - CASPAliy, Zar Theow
der thetajunctwicn^ mit zmd Ârgumen^n {Joumed de RmncckGr, fc, XCIV, p- 78).



SUR UNE NOUVELLE MANIÈRE D ÉTABLIR LES RELATIONS ALGÉBRIQUES, ETC. 207

et si l'on pose

a^ = ^=^-.== ,1' a? ^21 •= 7=^^==---,—=^^ J: a5s ^îi ::::: ~--F—-̂ ==r-~—...̂ ^ 1 a;,
\/a(3 \/ay \/a(3 y/ay V/A(, (os) // \/ap \/ay /A o (os)

a^^^Pp, ^=^^^^ '̂ '7 '̂V^

<?;t e'c^ ( ' " e ^
M „-—. _____«__ l" /y '—-"• _ _ r- " / ' / —•—.1 jjt^i< <» —^ ."l.»., ,„.«„«. -». Y? (-•t'1-,)'» '—— "'""i~."^l" ,»,«—,"",'-.1-"'_.'->...~'"1".'Ï « YOï f,. <•'! '{ —— '——,—————"—'̂ z~"—~~ ;̂,̂ '2'.;;1Z. 1- Y"'ï

\/^\/p7 ï "' ^yv/Py/Ao^) ^ ' ^/ay^yv/Ao(ôs) ^

( <;' =:: »/— î , \/^ = ̂ /a?, — Ov ),

où les racines carrées sont prises avec le signe posit if , les quanti tés
•a,^(w, n == î , 2, 3) satisfont, à cause des forrnales ( ï ) , (2), ..., (7),
aux équations

'-mi ̂  "Ma "Til" "'w'ï

a/i «^i -h 0/2 a^a 4- ^/^ a^ = ûy
(l'ysém; /, /7l::- î , •^ 3 ) ;

(^) ' ^l^r:="^^:•^:î/"• l• l••- l l l^;t/;•^2/? ^y ^\ /== î , a, 3;- ^

^2À ̂  ̂  ̂ l / — ^l/;- ^;î/» ' 1^ 3. ' ; )

^;^^;;, a^.r /2/— c^/,a^, , 3 , 1 , ^ , )

qui mettent en évidence que les quant i tés a^n forment les neuf coeffi-
cients d 'une siihstilution orthogonale, dont le dé te rminant est égal à
l 'uni té posi t ive»

2. Introduction des (fua'ntùés di/férenticdies p / ^ ^. Leurs expressions
par les fonctionn hyporelliplù/ue^. Théorème. — Sur les quinze fonctions
hyperelliptiques de première espèce qui existent, neuf sont liées, au
moyen du système (l), aux neuf coefficients a,^ Pour faire paraître
aussi les sloo fonct ions qui restent, j ' introduis les six quantités diffe-
rentiellcs^, ̂ , déf inies par les expressions l i i l

pi^ — (a^^cla^ 4" ^hkdcï^i "+• ^hkda^i) •^ (^i/*^i^ +" a^da^k + ^y/ da^^

(^ = (a/^ cla/i -h ^/,.2 da^ 4- a/a da.i^) •== — (^./i ^a/cl +• al^ ̂ kî + ^/a dcii^).

Je vais démontrer que ces quantités sont proportionnelles aux fonc-
tions Ppp P^, P^, P^, Pg, Pg; résultat que j 'ai établi, sans en donner

Ann, de l'Éc. Normale, 3" Scrîe. Yom<-» X, — A.OIÎT ï893. uv
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la démonstrati.oii, dans une Note que M. Hermite a bien voulu, pré-
senter à l 'Académie, le 28 ju i l l e t 1890 ("1 ).

Comme on a, d'après la dé f in i t ion ,

P^ = ̂ ^•-^^^^ ^ ̂  ̂  a, (3, y),

on trouve, en d i f fe rent ian t ,

C.^— ̂ ) ds^- (.vi— </?,) ds^ ^dP^:^ P

par conséquent , au moyen de l 'égalité

î^:=— a^cla^— a^<
on ob lient

^21 ^7ïi — ^âs da^— ct^ da^^

// g:>..
,.,̂ ...,. Ĵ.,!-̂ ,

^(^i - - 1 - 1 - ^) '

ou îi) est égal à rexpression

\/ïïïii7 ^^^^
(,v, — a^) {.^ — ^g) (^— ^a) («ya—^S)

^I'^^)
^-^^^^^^^

+

(.̂  — ^pj (^i ~ as ) ( ̂  — a^ ) (s^- ar,)

'^^^^^J^^^^^__ ^^ ^ ^ ^ ^ .̂̂
( ,Vi -- </y} ( ̂ i •"1--1 ^5 ) ( ̂ ^ --- ^y ) ( ̂ a -1-'-1" ^S'I

(^2^;-^^%) ^^4- (.v,i- - ^a)^.
L (ap) (ay) /A7(Oe)

(,Va---1 ^fi) ^^i41-1 (^r11' r^)^^
(p7)(pa)v /Ao"(o lG I) l

f.,.,,._.̂
[(^'i ••••--- ^y}(^r""" ^5

(,^1- • 1 ^y) /^i 4- (,y, ..^- a^} ds^

(y^ î ty^^ /Ao^T^)

Au moyen de l ' identi té

_^ra••^% , .S '%——Op Ay,-1 1-1- f /y

(^T^yTT^^^^^ '1'1'11""1'(py'y^pa^^^^^^ ""lh ̂ ^
—. -,„.„.» .-......,.,,....,,.,.,,.,,...,...,,,,..,,.„ ( ^ % ^ î ^ a) ,(^t,— a^) (^— ci^) (^— «y)

la quantité 1l3 prend la valeur

tÏ .-... ..„„-,, ^'.d^1 'l:'::'ya l (si """"" ^3 ) ̂ 1 ^2 1""1-1"11 ' - ^S ) ̂ t

^Wî) /iF^T1""1"" + ~"^

( î ) Compta rendus de^f fiéûncôy de l'Académie dcff ^clenae^ t. CXf, y. '^5.
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Par conséquent, si l'on pose

(1,1.1)
<:/(j.̂  == ~-

IÀ v/B(.yj ^ \/B(^T
B /̂.S'i 1 <î
^ ̂ ^ + ̂  ̂ ^J(T.',,

on trouve
t-'y=: -——: ;̂::(^ [^(^(.T'i-- ^2^^),

V/AoToil

e tg par rechange (le à el £,

i^ ^= ""y:̂ :̂  l:̂  ( €U\-\ -'- 00 ^(ï.^ ).
/A,,(O£)

l^ïur obtenir , ( l 'une façon analogue, et sans beaucoup de calculs, les
expressions des quant i tés /^, fh'' fh î v^ J6 (als 'û^î^e des iden t i t é s dif1

ferentiel les
[ da^,-..:::. u^.p/— ^i//>/,:.::r— ^î^ -+' <'h/,\'^

da^/, =:1- a^^Rf— f.^ {?/,::•:::— f^/^^ •+- a^^y^

da^/t,—: a^,pr— a^/ p/^— c^/,\^-\- a^/,^i
(//, A\ /.:':::' • t , %, 3; 2, 3, ï ; 3, i, '<).

w

En prenant h •^ 3, (rn, a d' î lbord

da^—— ^a;tt.';f'4-111 ^;i;st^

1ou
(rk) ^Py.::::.:. - .1̂ 5 Pô(^w, — ^a ^.pg) -{- l\51^ (^.Vi — ag <^).

Si. l'on y remplace î> |:)ar a, et £ par [Ï, on a

( :S T ) ( ̂  ) dl^ =:::: -.- V,^ l^ ( dw^ — ap d^} 4-- I^y 1-̂  ( dw^ ~ ^a ^^'a )

ou, eu égard aux expressions ( I ) ,

<^ ^/ap \/ay \/[3y ^13

^r—^n/^ s/ay Po(y(^Wi— a^dw^} 4- a^ie^\J^ P^(c/^^— a^d^\).

Or on a, identiqueni,ent
da^^a^j)^—a^p^
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donc
P^^^W^-^^,

^^^w^--^^-
De plus, si l'on échange, dans l'expression (IV^), Y et a, on obtient

(IV) ((3y) rfl\== Pay I\ (<-/»',- ap^) - P^Pp(^,,,_ a^dw,-),

ou, d'après les expressions ( I ) ,

dan =«12 ————^sPapt^iT'i—ffvrff^ ) — ( / » , .
V«7Vp-/

Or on a identiquement
C/a ) i =r. <; i, p.^ — ff ̂  ̂  ̂

donc
^=^^P^(^_^^^

Pour obtenir enfin l'expression de p,, j'emploie la deuxième iden-
tité (.v,) pour Â--=I, k == y., /== 3, savoir l'idenlité

da.^ == ay. ps — a.^ p.^ -, ...-. (iti l'i - 1 - ffii t c;,.

En y substituant les valeurs dca,,, a,,, a,,, p,, p,^ a... a,,,,, (.„ on a

( V) (,S-/) rfP«s= (IW- P,pl»gp),/.,,.... (apP^ï'ay.- ^P.^PBp) ,/„.,,

et
</I\S •=.: i e 1 c" P^ Vi -\- A,, l»a PS ( rfw, - ̂  rfn,,, ).

En égalant les deux valeurs de dï\s, et en ayant égard à la formule

Pay P^ - Pa? Pîp •= Ao ( (3y) I> .̂P5,

qui découle de la formule (7) si l'on y échange (3 et ô\ ainsi (nie v et e.
on trouve d'abord

iW((3y)P^,= [(£(3)P^Pgy-i- (ye)P^V^]rùv,.
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Or on a, d'après la formule (4), en y échangeant a et s,

((3y)Pa5PSs+(yÊ)PapPop+(Êp)PayP5y=0;

donc
p i ==: ̂ / é1 P os dw 2.

Ceci établi, on a, en réunissant les expressions trouvées,

/^= -j—1— Ppy(rfwi— a^dw^}, {\=ie{e!'P^€hv^
V^p^y

(II) ^= ̂ ^I^yÇ^- a^d^ ^ _î!A-Lp,(^^ ̂ 5^),
\/^|3\/Py \ /Ao(ô£)

p^ =: ...-———1 p^p ( clw\ — ay d^a ); ^ =: -=== Pg ( dvpi — ^s ^Wâ ).
v^m \/Ao (o£ )

Si l'on appelle les quinxe quanti tés a ^ ^ ( m , n = = = i , 2, 3), /^
^(À=::|, 2, 3) éléments d/un système orthogonal, les relations (I)
et (II) peuvent être érioncées ainsi :

TnÉonÈMi'; 1 . —• Les c/u.i/'i^e fonctions fzyperelliptùjues de première espèce
sont proportio'nnelles aM(X} quinze éléments d'un système orthogonal.

3. Emploi du théorème précédent dans deux sens. Conséffuences im-
médiates. — Le IJworeiïio que je viens de démontrer forme la hase de
toute la théorie des fonctions Ilyperelliptiques de première espèce
ainsi, que de* leurs applications, et s'emploie dans deux sens.

D'une part, on on, déduit, au moyen des identi tés (^), (^) et de leurs
conséquences, toutes les relations qui ont lieu pour les,fonctions P^, P^.

D^autre part, par simples changements des indices (J-, v, le même
théorème fourni t les équat ions algébriques et différentielles dont les
unes sont les intégrales des autres et auxquelles doivent satisfaire les
éléments a^, p/^ ^ pour être exprimés par les fonctions P^ Pp.

Apres avoir appliqué? dans ce second sens, le théorème précédent
dans une Note récente ( < ) , je vais l'employer, dans ce Mémoire, uni-
quement dans le premier sens» Cependant, comme les relations qui
ont lieu entre les fonct ions Pp,, P^y sont très nombreuses, je me borne

( 1 ) Compter rendaff des séances de ^Académie des Sciences, t. 'CXII, p. î 3 o 5 ; 8 juin
1 8 9 1 .
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à celles qui sont algébriques, et parmi, ces relations je laisse de côté
celles qui sont liées à quelques surfaces du quatrième degré (1).

Avant cl/entrer dans les détails de ces recherches, je tire encore, du
théorème I, quelques relations qui en découlent immédiatement et
qu i complètent les relations (r) , (.2), . . . , (7).

Les quanti tés différentielles/^, ^ sont l iées entre elles par les iden-
tités
, . , ( Ph ̂  0-ïh Ci •+- CUii Fa 4- Cl^ ̂ ,
(^) • (//,=: î,, •̂  6),

[ ^/,=a/^/.?i4- a^p^^-a/^p^

qui se déduisent de la déf in i t ion des quant i tés /^, ^ (n0 2), a u '
moyen des identités (^), (^^). Par conséquent , on a, pour h :==: i , l ' i -
denti té

(^^an^r-h ̂ npr-^ ^lîîps;

si l'on y substitue les valeurs de ci^^ a^, a,;p <^,/^, p^, ^3, établies
dans les expressions (I) et (II)» on trouve, en égalant les facteurs
de dw^ et de A^a, les relations

/^ Î Î T PpPy. PrPap
11 • / W)^n (h)(^) ( y^KyP) " " 1 ] 1 1 1 " 1 ] " 1 v

( } <'/'xpaI!£l ^P^^PT^ ^V?^ p^ ̂  ^ (a'(ï7(ay ) i'" (-pyj^^^^^^ •4•~ (y^-J-c-y^ r:l:: ljil ^#

D^ine façon analogue, on tire, de l'expression de ̂  lesd.eux r<î la lions

(,o) Ĵ ÊI- ,, ..W^.. ,- ._.p^p^.„ „.-.„.. A «>1 ); (^)(ay) (P'/^pa) (yay(y(3} - Al" ='

^IWpy apPpîl^a ftylSsI^p .(,, ) ^^ + ̂ ^ .,. ̂ .^ ., ... A, ̂  1 ,

De l'expression de/,»,, quand on y égale les coefficients de dw',^, on dé-
duit , de même, la relation
( ' 2 ) (0£)ÏV^4- <U*aJ»s- (%P^Ï>e~- ^.(5e)l'py.

Si l'on élevé au carré les quanti tés p^ on ^ ( / / < - - - ( , 2, 3), on ob-
tient, au moyen des identités ( f l ) et (a,), l ' identi té nouvel le

//Ï-h//;-+-/'j..=('î+c^+-^.

( 1 ) Bitioscin, Ânit. di Mat., fiftrîe II, l,. XIV, à partir do la page 25o. — CASPAHV, lîid-
Istin des Sciences mathématiques, ï" sètio, t. XV, p. 'i(»3-3f7.
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En y substi tuant les expressions établies par (II), et en égalant, dans
les deux membres, les coefficients de dw^ 'iclw^ A^, dw^ on trouve

( 1 .4 )

( 1 5 )

S.̂^j_ _ _^Pàv K^l W""(^"y5

Aoa^l
'O^P

(ap) (ay ) (apKpy) (ay) (py) """ (ô.)

^aP^y ^pPây ^yP^ A(, a^ P|^^^ _ .̂.̂ ^^^^ 4.,. .^..^ ̂  ̂ .^

aiP^ c^Pi ^P^ Aoa |P j A,,a|P|^^i ay
4-^p)(ay) (^ ) ( f3y) (ay) (py) ~" (a.)

j Pa, ,:.,...,,j „,.., i>^.
(03)

4. Defînilion des (fuariihés T^^ m^{h === i , 2,3)* Relations entre celles-ci
et les coefficients €i^ (w, ^ = = 1 , 2 , 3 ). Helations entre les carrés rc^ et CT^
— On peut donner aux relations précédentes une forme nouvelle et
remarquable^ si l'on in t rodu i t les quanti tés ^ et C T ^ ( Â = = I , 2 ,3) ,
d é fi n i c s p a r 1 e s e x p r e s s ! o n s

(VI) T î : 1

\/ocp \/ay
— ^?i
^W/
— if^ e^

V^y \/py

ay»

.a^

— -.... ,7,/,.// g^ùTj •"—. 1.6 L B ^3,

-^•LP.
\ /A( , (O£)

^:

.<'A^.„.„.!>,
/AoToIJ''0 '

Au rïloyen de ces (.juantités, les expressions ('II.) prennent la forme

m :^ TTi (//i^i •""••" a%Arâ), ^i :-;:;„.„ ̂ i c/ira,

/^=- rCï(cùp] —"1 ^p^^a)» ^ïs^" CTa(^i — ^s^^g),
î;} =: TTa ( â?lPi -1-~ ay dw^ " } , t^ .rr: ©••i ( ̂ (-K-'i —• Os ût»^ ),

et les identités (^) entraînent les relations suivantes :

(VII)

et

771 ::;':,: (^21 ̂ g "4- <^yi 7^3?

7^.= ^22 ̂ â +1 ^32^3»

7r3==^^^a"+" ^aa^h

o := ai 171:1 -1!'"" ci\ $ 7:2 4~ ^1 a ̂ 3 ?
15T ̂  :.::;.: a2i7Ti4- <^ 2 7^4-" ^r,^;i9
^3== ^giTTi 4- ^3^2 +• ^îO^Sy

^ a^ TTi :::::—fti ̂ i 4--' aâ a^rîV-h «£^31^3» "—?57l•=:^aall7Tl+ a^al^2•+••" ^y^i;}^
(VIII) ^ ap7ra=="~ ^i2rîTi4" ̂ ^î^2'+' ^^32®"»» ^g^=< ^«^2i7rt4" ̂ ^sz^+'^y^a^^

0^*=— ^i3?ni4" ^8C^âWa"+" ^gââ;^»» . ^ 0^3= aa^âl^l-H ^^^32^2"^ ^y^y;^;}*
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Dès lors résulte

F. CASPARY-

( ^n^i^ alaT^-l- ai3'H-;j==o, <^.i?i7i+ (acî) 021^-2 4- (05)031^=: o,
(IX) ^ (aô)a2i7Ti+ ((33)a227z'2+(yr})^237T;(:=o, ^.12^1 4- ((3<5) 022^4- (pe)^^:^- o,

(ae) a3îîTi+ ((3s) 0327124- (ys) 0337:3= o, a^i 4- (yr î ) ^23^2 + (ye) ̂ n^^ o.

Si l'on élève ail carré les expressions de TC,, , Tr^, 'n:;, et de (îy^^ a^r^^
a^-TTg, et si l/ûïi multiplie les unes par a^^ ... ou les autres parî^ ...,
on obtient les relations

/ 7r: -h- TT:; •
(X ) ^a^Ï 4- ^p7TJ + avîTa -= ^Ç?7Ta -+" ^3^»

a yw2 ,̂1 /-fi-m^f ^ï^î + ̂ ^S^^+ ̂  ̂ S=:: ̂ î •"̂  ̂  ̂ j+ ^l^ï»

qui. représentent, sous une forme nouvelle, les relations (ï3), (i7|),
(i5) da numéro précédent. En ajoutant ces relations, après les avoir
•multipliées, respectivement, par ap^, — ( â p 4 " " a . y ) , -h ( ; <^^,
— (ay+" ^a)» •+• ^ ^a^ — (^a+-^p)» 4- r , on trouve

( (ap)(^)7rî=^-h(pa)(yo}7rr j4-(p£)(y£)^,
(py)(P^)7T^-^4-(yî) (w)^+(ys)(ae)^^

i^^
(XI)

et, par conséquent,

(XII)

(ya)(yP)^=^+(a8)(p3)r îT l4-(ae)( [ Ï£)r ï7J;
, ^Ê

^,,\,,% .

CT^ = ( a5 ) ( as ) TT? 4- ( p3 ) ( (3e ) ̂  -h ( y S ) ( ys ) 7;;;,
(Ô£)TÎT^= (a£)7T?4- (pfi)7r|4- (ys)^,
(ÔÊ)CTJ =.:: - {a5)^ - (p5)7TÏ - (yo)TrÏ .

5. Exprès ffions def; carrés a^^ par les carres ̂  et rn'ĵ  — D'a|ïrès
^identité

a^+a^+ a^:=.ï,
on a

W A,(Se)n^ P^- ,Pâg= Ao(^^)(^y)(3Ê),

ou, en y échangeant S et ? ainsi que £ et y,

Ao(^y)Pâ= Ao(aÔ) (w) ( i3y ) - Pâ?4- PâY.

De cette relation et de deux autres qui en résultent, si'l'on y rem"
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place les indices a, p, y pur p, y, a; y, a, (3, on d é d u i t immédiatement
les expressions

(ao) (a£ TT.
ll"~ (ap) (ay) A,o(ay) Ao(^)

(XIII i )
(pc5) (ps) 71.:

12--(py^^ Ao(pa) A,.(py^

,2 , (7^)^) . _^1_ , ^T|_
""""(y^Hyp} Ao (yp ) A o ( y a }

D'une façon analogue on tire de l ' ident i té
a li 4- a^ "h rtjg :

ou. de la formule (2), si l'on y échange a et 5, la relation

(py) !^=Ao(P7)(pa)(yô)(a£)-(ya)Pâp^(pcî)PâY;(2* )

donc

(XI/SI,)

, , , (a£ ) ( (3 r î ) ( yû ) ((35)^1 ^ (yâ)^
a 2 - """!"" ̂ -^j(^ "• " A'o^ay") (d£ ) A,) ( ̂ P} ( os ) î

( (3s ) (y5 ) (^ô ) (yî)^ fao)7r? ^
""••"('py^ A o ( p a ) ( o £ } A.^pyK^)'

( ̂ £,.)I5altÊa). ̂  .J.,̂ 1̂ 1,...,.. 4» .«JPilîl..
\ u^- (7a}"(yp7(a£) Ao(y |S) (âs j A o ( 7 a } ( 0 £ )

Si l'on échange, dans ces expressions, § et £, on obtient les expres-
sions pour a:; i , a^, a^^

Pour exprimer, de môme, les carrés a^ par ̂  je change, dans la
formule (î) , p en. 5 et y en £, et, dans la formule (16) de ce numéro,
a en o et en £* Alors on trouve

(XIV,)

yS ............
v^ 1 1"--1--

(w3)(y.e) (ae)OTÏ(arî)CTJ
ÂoIapK^y)

,2
( ap )Tay) 11 " A()(a^)(^y) Ao (af3) ( ayj

(a£) (p5) (y5) ^ ^ ^ l̂,...,..,,.,..,,. „_ ,„_ .—(̂ JJEl—.,
tapK^yypE) "" ̂ ^pj(^y^^ """" A,o(^(3)(ay)5

( a5 ) ( (3e ) ( ys ) t^î _ ^ _ .«̂ Ĵ Î I.—,̂.̂ ,̂ ^ + ̂ ^ .̂̂ .̂̂  . A.o(^(3)(ay7

et dès lors résultent les expressions des coefficients d\^ a^, a^;
a^, a^p a^,, si l'on remplace a, [ï, y respectivement par ^ y, a;
y, a, .̂

34^f/^. ̂  r^<?. Normale. ̂  Série. Tonie X. — SEPTEMBRE 1893.
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6. Conséquences, Relations entre les carrés et les produits des quantités
€i^,,, "Tt^ ^. — Les relations précédentes en t ra înent d'autres, très
nombreuses et très importantes. Pour en aborder l 'examen, je donne
aux relations (XI.II<) une forme plus simple, en posant, pour abréger,

((3y)=m^ -(a(î)(a£)r::^,
(ya)^:.m^ - (po) (p£) ;= n^
(ap)=m,; ~(yo)(y6):=^;

alors ces relations prennent la forme suivante :

( ^Q'rn^m^a^ —: Ao /Z i — WaT^ 4- /'n^^
(XIII;;) ^ A(,m^m^c^^ := Ao /zg -- miTrj 4"" m;(7TÎ,

Ao/ni rng a^==Ao/<'.»•"•"" m^ 4- miTrj.

Si l'on élevé ces formules au carré etqu'on les divise respectivement
parwaW^, m.^m^n^ m^m^n^ on obt ien t par addition

. , / / ? % 2 w^t m ;j/ni w.w,», , \
A^-^-ail+^7-Laî2-4-^

:= MT^»;̂ ;̂ 1"^ //^/^-(- "'•••"s)
-(-'" l̂;1:./"»"-^» , ^;t":(-t/"l//.l , //?,,/<) 1-/«,//„ ,

w-i 'h'h l ' ' ' iit^n, "2 "'' ~~m,,t.t " t i ï " " ' ' 7r•;

9,
"~ ^^^(ng^37r^7rj4"1- ^3/^TCÏ7TÏ4- ^i^a^^^)-

Or on tire des relations (Xill^) immédiatement l ' identi té

m.^ m^ m^ = /n^ r^ 4- Wg /^ 4-" m^ ̂ 3 ;

par conséquent, le second membre de la formule précédente devient
A 2 , (m^^.,, . f'r^m^ ni^m^ A ïA,,-,- ( -^^, + .^^ .^^ .- ̂ ^ W^n^n^r;

donc on a
mzmii^^„ . rn^m.^ m^m.^ , T
^ c^ 4- -^ a,, + -^ a» 4» ̂ ^ ( ̂  ̂ î 4- n^ + .3 ̂  ).

_ / w / s / n a m^/^i W î W s , V..„.,. ̂ ^ ̂  ̂  ̂ ^ ̂  ̂  ••^ 4- .}
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Les relations (XIII,) deviennent les relations (XIIL), si l'on rem-
place, en même temps, a^, , d\^ a^y para;;,, a^, a^; v^, v^, T:'^ par
^TtÏ, 1-1^;, ̂ TT;; et n,, n,, n, par n\, n',, n,, où

- (o£) / î ' i= - (ac) ( (33) (7c î ) ,
-( rîs )«,=(,3e ) ( y r î ) ( a r 5 ) ,
- (oe)^=:(y£)(aô)(po) .

Si l'on applique ces changements à la formule précédente, son
second membre ne change pas et son premier membre devient

/w•2OT'3ft'. i m»^ „» -i-^L^a'"
rt, "îil /^ 'î! i /<';, "-i:l

- Air^T^^^^^^ [( as ) ̂  + ( ̂  ) .j + ( ys ) .j ]-.

Par conséquent, on obtient, eu égard aux relations (XII),

in^m^ , Ws nt] , m^rn^ , ï / ^.̂,̂ ..J a\, -+- ---"•— ci^ -h .-,.1-..,-,..' a\ -t + .^———— CT} = /y*,
//,! n U^ 1" ^;i l ' t A(Î /2i /Àa ^3 1 /

^^^ ^ ̂ h^ ...,.i-.,. ̂ i^^ - ....—^^^^^^^^^^~ aal • ~^' "" 1 ^, a^ A â ( a 5 ) ( ( 3 5 ) ( y Ê ) w 2 • " " v î

mQ m'i , w.-t ̂ ii , w'tm^ f *.̂.,...,,..,,.i,7r •4-1" -,~•(—".l. 7:^4- ..^-—^ -h i •= /7^
A<î//-^z;i 1 A(i^3/^ A^^

et, si l'on écliange, dans la deuxième formule , o et £,

^^hf, , '^'h^i^ , ^i^^ , (r^) -4^/^——,—^^ ,,̂  »,,,,«-,,..̂  ...,.„„, ̂  * 4- «....-.,»y««. (^A .4» ,̂̂ ».̂ .̂ .~,.̂ -—— -̂ •CT ,..̂  <y ,
< <H /À; ' ï 2 /^S <u A ( i ( ao ) (po ) ( yo ) "l

OÙ
(5Ê)<-^(aô) ((SE ) ( /£ ) ,
(5s)/4: l=((3â)(y£) (as),
(o£)^;:=(y5)( ae )( (3e).

En ajoutant les relations (XII l^) et (XII I^ )» ^pî^s les avoir .multi-
pliées respectiv<^rnent par Wa m,;, Tt^^w^^m^Wa 11;; et par (aâ)m^
(Itô)m^T^, (Y^m^WaTï;^ on trouve, eu égard aux relations (XII),

m^ m^ a^ ^ ̂  4- m^ Wi a'i 2 7r| 4- w-i ̂ 2 ^î 3 ̂ J + . ^î = °»
(a8) ^â^â a^T:^ -h (P<3) w^Wî aJgTcj 4- (yS) m^ a^^ 4- (aâ) (pâ) (yâ)CTj = o,
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et, si l'on échange, dans la dernière formule, S et £,

( ae ) Wg 7^3 a| 17:5 + ( (Ss ) w;î Wi aj g TTJ 4- ( y s ) Wi m^ aj 3 TTJ + (as) ( |3<î) ( 72) CTJ ::::: o.

Si, l'on forme de même, au moyen des expressions (XIIIi) et (XIIIA
l'expression
^ (^) [(Pe) W ^2^3 ̂ îi ̂ i+ (75) (^) m^mi a^ aj^.)- (ae) ((3s) Wi/^ 07;^ aj,],

on voi l immédia tement que, dans le second membre, le terme
(pe ) (y s ) Wi //,i /^ -f- (ye ) (as) Wg /^ ^;4- (as) (ps ) m^ n^ n^

s'évanouit, et que, d 'ai l leurs, les coefficients de-n^, 'ÎT^ TT; se dé t ru i -
sent; par conséquent, les termes qui. restent, dans le second membre,
sont les suivants
- (aQ) Wrcï- (pâ) (ps)2^- (yrî) (ye)^t - ((3e) (ye) [(pâ) + (ycî)] Trj Trj
- ( ys ) ( as ) [( y3) + ( ao)] TTJ TT? - ( ae ) ( (3s ) [( aô) 4" ( (3â )] TC^ Trj

OU

- [(^) (a£)7r^ + (fJrî) (P£ )TTJ + (yô) (yÊ)7rj ] [{as)^ ̂ (^)^ + (ye) 0 :•:-:•::.,-..-. (os) ̂  ̂ .

Donc

A.; [(PS) (72) ^W3^ia^4-(yÊ)(w) m^m^a^a^'^ (M)(^)m^m^^a^,]+^^ =o,

(^t, (*!•) échangeant à et £,

A S |:( (33) (7â) /̂ 'h aîi aj, + (yo)(aS) m,m^ a^ a^^ (aS) (|3â) r^ m, a^ ̂ J 4- m? rnj r:r o.

D'une façon tout à fa i t analogue, on obt ioni enfin
A? (/^ '^h «Ji ^Ji -h ma /ni a^ ^^ •"+" ̂ i ^2 «J3 ^^{ ) 4" ̂  ÎÎTJ :.:1:,: o.

Aux d ix relations que je viens d'établir entre les carrés et les pro-
du i t s des quantités <„ r:^ ^(m, n, h = î , ̂  3), correspondenf.dix
autres, où, ces quant i tés sont remplacées par ̂ , ̂ , ̂  En effet, au
moyen des relations (XIII , ) et(Xm1^ on trouve d'abord

>•
A 2 9 9 /^S ' l a^ ^i\A^^^^"~•111!"~J + ,y.\ ^i ^i ^i /

-:-A,»(n,+^+<)+ ̂  (n,t n',+rW+ ̂ (n,+n,+,W.
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Or on a

n^ -+•- n\ -h fi'[ :=. m^ m-^
n^ 4-- t i r , 4- n\ m: m^ /n^y
/ /3 -41- /('^ + ri"^ "= îïi\ m 2 ;

par conséquent on obtient
/ai, € ï ^ a/' ,\ m^m, , m; m.,

,,,,» , 1 1 ( 1 * 1 ^ ' " ' . l - » •' ' 1 -1-1— r «"l— -___^.—L.'TT11' -4— ~——J__ " '7T'*'
/fl,l!) //t.«l 1 •""••"•" • • • '—t— " "— ••-t ——~- 1 ——- l 1~ - I'» i) ^, . ^—————————"' H.»

\ n^ ft\ n [ ) A( )^3 /< t i " A(Ï ^i ^'2

ou, en, aioutant , dans les deux membres, le terme ——ÎL îc4
" A y ///a ^3

/^;, a^ a^ TT4 \ .
rn fn 1 • ' I l l { -»-, 1 •—— /"»*///,<» //fr'» 1 ""••>—1-- "•t-" •*• ; - -t" ""•—y "•'(- -̂;~——»"«.-»-."" i ,„„,.,„ (y .•^/^ /^ n[ A ^ ^ 2 ^ 3 /

De là résulte, en remplaçant l e s , indices a, (î, y par p, y, a et
y, a, p,

/afy ai^ a4 TT^ \ ,.
m., mi ( 1"•J:••12 -l- -Jïî -4- -^ -1" •,"i-"2— ) ̂  f/ ^

\/h ^ ^ A;^;}/^/
/^,4. a t. a^t 71'; \ .

/ni m^ -^ ^ —iA -(- — ."+" ".7--1-"1— ) == <y\\ //,;( //.^ /<î^ A(i /AI /itâ/

et si l 'on a jou te les quatre expressions de y\ établies p lus l iant
(p . 267), on trouve aussi

rîïî (^)^ . (52)^;; , ,^^
Ai'^^^^ A S ( a < î ) ( p d ) ( y ô j li•"""l/ "

Au moyen des relations ( X I V ^ ) , on a immédiatement

(a(3) (ay) [^ ^î 4- (aô) (âfi) a^ ̂  - (ae) (ôe) ̂  ̂ ]
.:::.(aô) (as) [ ^+((35) (yâ)®J •+ (PS) (ys)^.],

ou, eu égard à la première relation (Xî),

l^t ^î + (a3) (56) a^ ̂  — (as) (ôe)c^^ OTJ - (a(5)(ae)7rî == o

e t^ par conséquent,
a^ ̂  4- (pâ) (âa) âj^ ̂  - (PÊ) (rîe) a^ ̂ j - (?5) (ps)^ = o,
0^3 CTÏ 4-1 (yâ) (as) a|, î^ - (ys) (5e) ^ja CTJ - (yS) (ys) TTÎ := o<
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Enfin on tire des relations (XIII ; ) et ( X t V i )

Ag 0,3 ̂  ^-3 - (ys) (âe) ̂ ji aj^ -h (yo) (os) ̂  ajjj + r^ TTJ := o,

A^ [>i «^ ^3 - (a£) (è) ̂ 2 ̂ 3 + (a3) ((î3) ^12 ^Is] + ̂ l ̂ I ̂  0'
Ag[^^ ,aî^(p£)(Ô£)aJ3aj ,+(pâ)(è)aJ,a^]+7T^i=o.

7. Introduction des seize/onctions y^ y 12, ..., y;n, y,,,.. ^ rf^.? neuf
constantes d^, (1,2, . . . » 0.33. Théorèmes et corollaires. — Les vingt rela-
tions entre les carrés et les produits des éléments d^^ T;], ̂  éta-
blies dans le numéro précédent, bien qu'elles soient très simples, man-
quent de symétrie et d 'homogénéité. Pour cela, j ' in t roduis , au. l i eu
des quinze éléments a^, TCJ, m\ les seize fonctions q ^ , y^, ..,, y,^,
y/, / ,? en posant

1^!!^^ -.(h}-, i^^c^ - (721, ^i^^ -^s v^v^ 2^^v'^i ' 1 1 " ̂  \/< " 2 1 1 "" ̂  7^~ '" " """" ̂  Ao"\/^7^ 1 ^ ̂ ^
'il^^^ aï =~ ̂ , ^{m^ ̂  ~ ^92 ^ V^"^ - '7^ ^V^i a „ ̂^ ^^ .„ ..̂  ^^'"-^^ -^- ^^^^^,^^,

'^^I^l ̂  —^ v/wî ^/nâ //a ~ fc ^ ̂ ^ , 2 fc ^^T ̂ 2 3 _ q^^ ^^ ^ .^^^ ^.^^^^^^^^^ A^n^^^

-^^. --^j=?», ^^^^——— ^ =1~, ———— CTJ r::7-, -^^^ CT^ =V 3 4

A O V ^ ^44 Ao\//7/ ^44 Ao^///' ^44,0\//// ^44 Ao^' ^44

OU,

V^i= ̂ Py. \/^ = / v^y, v'm1;, :::,:: ^P,

^=^00^, ^= ̂ ^ ^•= ^W.̂//,,= 1,..̂  ^//^= L,,..,,-.

^ v^s v08

^==/^^, ^-. ̂ w^, ^-. ^w^
(À v j ) ^ ('v0^ V06

v^=^^ ^= fe^, ^^ ^/y!1/^,
i \/(k yds

. ^ =^^^, ^=,^^^, ^^^^^,^1.
l 1 (/as ^e

Dans ces expressions, i est égal à \/^ï et les racines carrées sont
prises avec le signe positif.
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Au moyen des expressions (XV) et (XVI), et si l'on pose, d'ail-
leurs, y^<7 /a=Ç9 l^8 vi^gt relations entre les carrés et les produits
des éléments a2^, -n:], o;p établies dans le numéro précédent, prennent
les formes suivantes :

^ -'-^ -^3 ^ =r, ,̂̂ ,̂ ^
V j i '7/-i -<- 7/-2 '7/"2 -+- '7/î '7y':i -+• '7yi. '?//. =-' o

et
9Î,/ + 7l/ + '7l. -1- ̂  ==9 ,,_^ , , . , ;, _ , , .3 / .

[J ^j , /, / —————, I, 2 y ,3, 4^) .

<7iy ̂ ly^ ^2/ ^2./'+ 737 y3y'+ .̂/ ̂ '^ 0

Ces relations, dont les unes entraînent les autres;, mettent en, évi-
dence que les seize fonctions y^, y^» • " » ^:3/<? ^44 forment les coef-
ficients d 'une substitution orthogonale. I^ir conséquent, on est con-
duit au théorème suivant (1) :

THÉORÈME IL — Les sei^e fonctions

(XVl l )

^/iiî ^/sîi? yal? ^/'(.i?
(/là? ^/sâ? ^/îiiî» ^^2?
(/la» ç'2îh '7îîîi? ^43 9

\ ' /14» ^24» 734» ^44

definiaf! par les expressions (XV) forment les seize confidents d'une sub-
slùuliori orthogonale à déterminant positif.

Le théorème que je viens d'énoncer donne naissance à un très ^rand
nombre do conséquences nouvelles; parmi les plus importantes et les
plus souvent employées, je signale les suivantes, en empruntant ,
pour l 'arrangement (XVII), à la théorie des déterminants la notion
de mineur :

COROLLAIRE L — Dans F'arrangement (XVIt),,. chaque fonction q^
( ^j== ï, 2y 3, 4) ̂  placée avec trois autres dans une ligne et aussi dans
une colonne; la somme des carrés des unes'9 qui forment le tri fie hori"

( 1 ) Go théorôlMO u irait à un autre, relatif aux fonctions thêta do doux arguments,
que j'ai établi, en i8Bî, , dans lo Tomo X.CIV da Journal de Jîorchardt, p. .77. Tmr
aussi la Note insérée dans les Com.pUîf; rendus des îïéance^' de F Académie des Science/f,
t. CJV, p. 492.
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sonlal, est égcde à la somme des carrés des cintres, qui formant le triple
vertical.

COROLLAIRE II. — La somme des carrés de quatre fonctions y / - , telles
quelles se trowent, dans V arrangement (XVI.I), dans un mineur quel-
conque de second ordre, est égale à la somme des carrés de ces quatre
fonctions qui se trouvent dans le mineur adjoint.

COROLLAIRE IlL — Si l'on forme, dans l'arrangement (XVII), les dé-
terminants de second ordre, ils sont égaux aux déterminants adjoints,

Au théorème précédent, relatif aux fonctions q ^ , correspond un
autre, relatif aux constantes a^ (w,n == r ^ 2, 3), définies comme i l
suit :

, _ v '̂ \/"^ \//îT(îi i = ̂ =——", o^ = —'——,=, a, i — -^^^^ ,
V^s y^h V7^ V^î V^'â \j ^h

/ v ^ r T Y T \ , \/n6ï ^/^ ^ / n "( ,XV1II ) a^ = ••-?^^^^ , a^ = ̂ -——, 03, -::: ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ,
V^ V^i V^^» V^7! V^^i V^i

. ^ \/^3 . V^Ï \/^ai 3......... -==—=.=:, a^ '= ———^, ^ — v^^^^^^ ^
\ V/^i v/ng <////,,i ^m^ ^///^ ̂ ^

En effe t , si, 1/on transforme les ident i tés entre les constantes rn^ /^,
n^ ^1 (A= i, 2, 3), établies dans le .n01^ {voir p. 266 et 269), a ins i
que les ident i tés qui découlent imméd ia t emen t des expressions (XVI),
oa reconnaît que les constantes û,nn sont liées entre elles par les rela-
tions (^) du n0 1 (voir p. ^57). Donc, on a le théorème ;

THÉORÈME 1,11. — Les constantes ûmn (^ ri == 1 , 2 , 3), définies par les
expressions (XVIII), forment les neuf coefficients d'une substitution
orthogonale dont le déterminant est égal à l'unité positive.

8. Relations linéaires entre les seize fonctions q^ ( ^ / = = x , 2 , 3 , 4 ) .
Théorème. Lien entre les constantes a^(m, n == i, ,̂  3) et les fonc-
tions q,^ — Les fonctions q^, q,^ ..., y,^ q,, qui forment, d'après
le théorème II, les seize coefficients 'd 'une substitution orthogonale,
ne sont pas indépendantes les unes des autres. Pour obtenir d 'une
façon simple et élégante les relations linéaires qui ont lieu entre elles,
je fais usage d'es constantes a^. Au , moyen de ces constantes, on
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déduit d'abord des expressions (XV) les relations

/ V ï Y ' \ -1> ^mrt.^Jniiï / ^
{ A.IX ) a^,, --= ——-/— ( m, n •= i, 2, 3 ),

'/44

et, par conséquent, on a

^44= I Ï 1 A <7lA-+- l^A <72^4- IÏ3/Z <7,v,, ) , ,
} (.h =: i, a, 3).

=: a/,i /7/,i + iï/,2 y/,,2 + iï/,3 y/,;), ) v » » /

Ces expressions mettent en évidence que la fonction q^ s'exprime,
d'une façon linéaire et de six manières différentes, par trois autres
fonctions <^, propriété remarquable dont jouissent aussi les fonc-
tions y ,^ ç^, ..., y,^.

Pour établ ir ce résultat important , je transforme, au moyen des
expressions (XV) et (XVIlf) , les relations (XI), (XII), (XIII,) ,
(XIlIa) , (XIVi) , ainsi que celles qui découlent de ces dernières par
des changements convenables des indices (voir le n° 5). Alors on
obt ient

( X.X.i ) . ^ :::r ~ a, ^ ̂ , ^ — a^ q^ — a;^ q^ ;

( XXg ) q,^ ::::1::: ̂  a/^ q,, i — û/^ r/^ ~" iï^ y^ ;

( ^1 h ̂  — tt^ /, ̂ 4 """»1- "2//. ̂ 34 •"l"1" "1 h ̂ U»

( XX,:$ ) l //aA^' •— «l^^^ 4- lÏ3A<7u + "2A<744,

( ,̂ =::::: " Og^ y^, -+. lîi^ ̂  "4" ";îA ̂ ;

( '7Al-=— ^/7^"4-tI^2/74ît+lÏAl'744.

( XXt ) ; <7/,a ::1::1: •— ^hl q^ "h «^3^41 4" a^ /744?

( ^/,^= — 0/^/4.1 -+- tÏ/^ </42 -h tt/aÇ^'

Or, si l'on désigne par À, A", nés indices i , 5, 3; a, 3, ï ; 3, » , -2
[?xw n0 l, relations (^)], on obtient, d'après les expressions (XX,) et
les relations (-9), si Fon y remplace les a^ par les a^, les formules

^ilfli k ""•""" cn/^/n=— «2A<7u— "^/^/a/..?

( X X ) ^ ' ^îtf'/irc——ttï/e^tl^—"3/^34— ^ lA^ î f r?

^î^/a/tf— tï^/,.r/3/:;::::— 0^/^/14— ?2/^24;

^//^. ̂  /'.À.', Normaie^ 3" Série* Tome X - — SjBpmïtmB 1893. 35
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par conséquent rexpression (XX^) se transforme dans les suivantes

(XX,)
^A^— alhr/î^ +• ^i/Çik— "iA-<7i/,

^=-— «2////24+ «â/^a/c— "â/^/a/î
^— iî3/^3/, -h i^/y;}/,.— cï.u^/.ï/"

De même, on trouve

/74/^== (Ï^ <7i^+ (Ta/ ^/f-+- a;,/ Cfïkï

== — ^i/^/i/ — ^îk^ïl — ^i/^î}/ ;
(XX,)

<7i/,== (T;̂  /7u-— «2/ <7;i/,-~" û4/ (y/,./,.,
= — 037,^^ 4- tï2/^/;î/ "-1-- ffiÂ^//./ ;

(XX,)

et, eu égard aux formules

(XX*)
ftg^/c — û;̂ .y :̂"r (Î2À784 + "lA 7,^^ »

— a2/(73/!•4- Ciî/^/3/^—— < Î3^924+ l ï l / / . r /44>

— ^l/Ç^Â--^ Û^.^/4/:::::;— tÏ3/,r/24-h ( îâAy;î4»

on obtient, au moyen de la première formule (XX;,),

( <yi/,=: ^/^Â-"""" "aÂ-ya/— ^ib/yn-»
• ^/îâA-"4"" lt2/^/3/-+" 11^/^/34»

• 'ÏI^A/H- (ïl/,yw4- tÏi/^/44.

(XX,)

En réunissant les relations que je viens d'établir, on a

;XXI)

<y44= a^/7i^-4- ^A72A+^A^ÎÂ; '744=

^4^:::::: l^ / ?! À- 4- tïa/ Ça/c ""l- (Ï,Y '7â/,., y/,/, :=
== — n^, r / i / — (ïg^y.^ — «â/^/îî/» =
=::— rti/^/14 — IT^////^ — û^/i y^; =

<7i/,r,= a^ r/2/,. — rtg/ r/;^. -- Oi/ ^^/^ (y,/^,=

= — lï^ <7s/ + rta/: <y^+ai^/, =:2
^ --" ^â/z^a^ 4- ^'734 4- t ï jA<744; == 1

aA^y^l-+" t î /<îyA2+ rt/,;{<7/,8î
^l/ <7tÂ — O l / r y l / "1— lît/^/l,^
tig/ ya/^.— û^^ïi — lïâ/^/S4»

^î/ ya/c ™~ «3A- '7:17 ""- ^ît/^/îî^

(Ï^ /y^^»,.,,. f f^^g/ — (Ï^^,

•• ^/ y^ •+- Oâ^ <7â/ "4" ^kq^9
" ^i /y^Â'-l- iïi/t.y4/ "+ (îi/^/4^

(h, /c, l-=î, 2 , ,3; 2, 3, i; 3, !, a)

. Des six expressions de y^, on déduit les 'six expressions de y^ et
les six expressions de q,^ si l'on remplace, dans les relations précé"
dentés, les indices ï , 2, 3 respectivement par 2, 3, i et 3. ï , 2 .
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Les relations (XXI) se sont déduites des relations (XX^) et (XX;,),
au moyen des identités (^), si l'on remplace, dans ces identités, les a^n
parles rt^,. Ces identités ne changent pas, si l'on change, dans les IT^,,
l'ordre des indices m, n. Or, par ce changement, les relations (XX.Q
et (XX;î) deviennent les relations (XX) et (XX,), si l'on change en
même temps l'ordre des indices /, j (î\/=i, 2, 3, 4) dans les fonc-
tions y/y. De là on conclut que les relations (XXI) subsistent encore
et ne changent que leur forme si Von y change, en même temps, dans
les fonctions q^ et dans les constantes ft,/^, F ordre des indices.

Les résultats précédents peuvent être résumés et énoncés comme i l
suit :

THÉORÈME IV. — Chaque/onction q i j Ç i , j = i , 2, 3, 4) s'exprime,
d'une façon linéaire et de six manières différentes, par trois autres de ces
seize/onctions. Ces six triples de fonctions sont ceux qui forment, dans
l'arrangement (XVII), les trois lignes et les trois colonnes du mineur
adjoint à q^. Les constantes qui entrent dans ces relations linéaires, sont
les constantes a/^, et les expressions elles-mêmes sont représentées parles
expressions (XXI) et par celles qui en découlent, si F on y change les in-
dices i, 2, 3 en 2, 3, î ; 3, i, ^, et les indices h, k, l en k, l, h ; /, h, k.
I)1 ailleurs ) on peut changer^ dans toutes les expressions, r ordre des indices.

En somme y on oh lient ainsi ïO. f î == 96 expresnons dif/erentes.

Entre les fonct ions r / / j et les constantes a,,^, il y a une l i a i son très
simple que je vais dédu i re des expressions (XXI) .

Si, l'on égale (voir n° 1,) a a$ et Og les a rguments ,y, et s^ dont dépen-
dent les fonctions Pp P^ et, par conséquent , aussi les fonctions y^, on
reconnaît sur-le-cl'unnp que les (onct ions PS, Pg, Pçg et, dès lors, les
fonct ions q^, y^ q.^ s 'évanouissent. Or on, a, d'après les expres-
sions (XXI),

ff^h:::::: """ al h ̂ 14 "'"" ^A ̂ /U — ^îA <784?(XXI*)
q^ ::= — a;̂  </24 4- ̂ h «y;u +- ^i/i ̂ uî

par conséquent, pour ,̂  == ^$, A\> == Og ou pour,^ == â?e» ^'2 ̂  a^ ̂  fonc-
tions q^, y,^» y ' i n clIes-mêmcB s 'évanouissent et o^ prend la va l eu r

i .-..-. ^^^^L^Û — ̂ i.^i^L
l h "ll"li""*l <744 ( ̂  ̂  ) '""'". Ç44 ( ̂  <^S j
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De même, on trouve
^/n n(XXII) a,
^ ?

où i]^, q/./. désignent les valeurs que prennent respectivement les
fonctions q^ <7.v< si l'on égale leurs arguments à a^ a^.

Plus généralement, on trouve :
COROLLAIRE. — Si Fan égale à a^, Oy ([x, v == a, (3, y, à, e; p- ̂  v) les

arguments s^ » ,92; des seize fonctions q^p six fonctions parmi les seize s^é-
^anouissent; et les neuf quotients formés, 09 ec le même dénominateur,
par les valeurs que prennent, pour .y, == a?,, s^ == a^, les dix autres/onc-
tions q i j , sont égaux aux neuf constantes û^n9

Les six/onctions qui deviennent égales à zéro se trouvent., c/ans l'ar»
rangement (XVII), dans une ligne et dans une colonne; à l'une et à
l'autre appartient une septième fonction dont la valeur pour s^ === On,
.̂  = afferme ledit dénominateur commun.

9. Conséquences des relations (XXI ). Expression des sehefonctions (h.
par quatre parmi elles\ Théorèmes. — Les relations (XXI) mettent en
évidence le théorème suivant, qui équivaut au théorème (IV) :

TÏIIÏORÊME IV*. — Au moyen de quatre fo/iciions y/,, telles quelles
forment, dans l'arrangement (XVII), une ligne ou une colonne quel-
conques, les douse autres/onctions s'expriment d'une façon linéaire.

Les quatre fonct ions , placées dans l 'arrangement (XVII) dans une
ligne ou dans une colonne quelconques, ne sont pas les seules par les-
quelles les autres s 'expriment d 'une façon linéaire. Je vais démontrer
que de la môme propriété jouissent aussi les quatre fonc t ions qui
forment , dans l 'arrangement (XVII), un mineur quelconque de second
ordre,

Pour déduire ce résultât, je commence par exprimer les fonc t ions
q,j parles quatre fonctions y^, q^, q^, q^

D'après les formules (XX) et (XX*) du numéro précédent, on a
^ît^hk— ̂ •^/=-1"" ̂ hf/u "" QI/^/I/^
lî»/1^-""-1 l ïg^^â/^— ^l/^/lf, — OsA'7â4,

rts/^2^— lïa /̂;::::;; lU/i//:^^ iï^<744,

~ ̂ /y^+ (ïa^yg/:::.:;:— (h/t.qv,+ a^, ̂ 44.
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Ces formules permettent d 'exprimer les fonctions ^,, ̂ ,, ^3,, q,, par
les fonct ions q^, y^, q^, q^. Des lors, en substi tuant les valeurs
trouvées pour y , ^ , . . . , y,,, dans les relations (XXI)

(xxr) j ^4A=-~" IÏI/^/14— I Ï 2 A < 7 2 4 — — ^•Ah,f/V,9

i qih-=— iï3/,724-4- tïâ/,y;^4- iïi//.<744

et dans les analogues, on est condui t , après quelques simples calculs,
au système su ivan t :

^=(i~a^);

•^1^ M " a A ^ l / ^ â / ^ — "â/^a-y^- ^/^Ïi/^U-"— ^/^ÏU-y.V,

^1^4 :;:= — n i /< , r t i / ^ âÂ-+ l ll^ lïu• /7â/•+- alÂ•^^<+ "u ^;v»

3iy34=:r— «u^— "i7^â/— «i/^j^/îa--^- " iA" i^^3 /»
3l7^:r=.

3 ,̂, ::::,::

(XX,ni) 3 ,̂, ::::.,:

3l^4/ ::-:::

31^1/,:•:::::

^i^a// '- '^
^ ŝ/,::::::.:

^ 3^ ,̂:;:r:

' ^1/7^ ̂

-" t Î3/ / , l Ï l / /72Â-- l - lï:}Alll/^/2/4- l Î2Al ï l /<7 ;}^—— ^2Alî lA^3/;

lîy^lÏl/^/U•"'l- ^îî/^h/^/— "â/^^A^U--- t ï2^ tÏl/<7;î/?

"~- «i n ̂ h fhk 4- lïîA ^2/ 4" tïi /, (^/, <y3/, 4- ita/, /7.v,

«2/^/â/C—— ( ï lA«î (A<7a/~- "3/^/3/c-h ni/,tÎ2/^/3/;

- t ïâ / /« iÂ<7â/c • ̂ /^i/^r- «ît^1^/*^/»^— ^.'iA'ïi^/iï/»
t1[ î I I l ï l À- ^/Ïî le "l " rt 1 /< ^ 1 / ^2 / ""1- tî 1 / y 3 /<,' " ~ « 1 k <7;i /y

t ï i / //a/, 4- ihA-^â/4- iïi//,nu-^Â-4- t t i / ^ t T ï / ̂ /;

^IÀ. •"a/A 7â/c '•41- IÏÎ(A </â/ 4"- rti//, «ît//, y;tA1 "'-" (ïa/^ y:̂ ,
<W^/U'4- tïi/^ïa/^/â/4- «â/<//3/c4- tii//,^;}////;}/»

1,/arrangemenl (XTIÏ) donne naissance à trente-six mineurs de
second ordre. Par conséquent on peut choisir de trente-six manières
quatre fond ions y/y par lesquel les les douze autres s'exprirnent 'd'une
façon l i n é a i r e . Parmi les trente-six systèmes de formules qui s'ob-
t iennent a insi , les relations (XX,ÎII)en représentent dix-hui t ,"puisque
l'on peut remplacer, dans les relations (XXIII)» les indices i, 2, 3 par
2, 3, s ; 3, i , 2, et les indices À, /c, / par /c, /, À; /, h, k (neuf sys-
tèmes), et puisque l'on peut .changer, d'ailleurs, dans ces neuf sys-
tèmes, l'ordre des indices des constantes ûjnn Gt des fonctions y^ Par
les mômes changements on. dédui t les dix-huit systèmes de formules
qui restent encore de celui-ci qui représente, au moyen des quatre
fonctions y^y q,^, <y^, q^, les douze autres,
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Pour établir ce système, je reprends les formules précédentes (XXI^).
On en tire immédia tement les valeurs de y^ ^ ^.i» exprimées par
< 7 i À » y,^» y u » y » ' . » et en subs t i tuan t les valeurs de y,,,, y^, q ^ ^ q ^ , ,
dans les formules qui p rov iennen t des formules (XXI*) par les chan-
gements des indices, on obt ient le système suivant :

3,=(i-afJ;

l 2^^/,=—
(XXIV) ;̂ ^

1 ^f/,,f ::::::

3^q^-=.—
3^34=

•^l^A^"—

•^ly;}/^—

3^/;^.r=:--"

3i q\t ^—
3i f/îi ^-—
3^j.^ =—

^^^=:r—

^•Àlifjih
^W/ih'

^ïh^ïf^/Mi

al/l^3/ir/l/t

"l/^l^/l//

^h^l/^/lâ

^h^ïf^hh

l ïl^al/ /7l//,

«aA'ï i /^i / /
".'{//-^/(/l//

^if^hh

"l/^/l//,

"2/^/4//,~ l ï lÂ l ïSiAyu "+" ^A1^,^?
^A '74//. — a l / l ̂ ft c^\ 4 — lî! A "à// ^44. ;

4- ^lA^A'y/.A-i- tï3/(,'7u-•+- lL2/<//44î

• "j A ̂  ̂  -- a^ yu "+- "âA 744 ;

•I- ^l / ^AA + "!//. ̂ l / ^U 4- tîl/.y^'. »
•I- ^ { / / r t l / ^ A / / . + l Ï2^ a l / y l4~ l î 8 / / l ï l / y44»

•""-" ^ih"IÂ^AA + ( î î t / / . t ï l / /7^4 •"I"" a^// ^l/ '/^/. ;

n i ̂  </4 // — tî i //, a i /, <714 "t- a i / ( • / ' , ',,
4- ( î ; (^i ï i / /y^— r t a ^ l ï l ^ < / l 4 > " ^ ï " a ^ ^ / / l ï ï ^ y 4 4 ?
••-- n^ / / , i ï i / ^//.— ng/^u^/u""1-" ^g//111/^/44;

"•" rti//11!/^//*^-"" ^/•'yu "••"l111"" ^ i /^^i /^/ i .^»
lï Ï / / l ï 1 / ^4 h " a 1 / f/ 14 - "> ^ 1 // rt 1 /• y U.

Les formules (XXIII) et (XXIV), a ins i que 'celles q u i en décou-
len t , conduisent au théorème suivant, qui correspond au. théorèmeun:

TiïtôOMÈME V. — Au moyen de quatre fonclùmff y//, telles quelles for-
ment, dans l9 arrangement (XVII),, un mineur quelconque de second
ordre, les douse autres fonctions s expriment d'une façon linéaire.

10. Systèmes rosenhainéens et systèmes gôpeléens de caractéristiques
et de f onctions. Leurs types et nombres. — Après avoir établi les for-
mules (XXI)y (XXIII), (XXIV), je remplace les fonctions q,j par les
fonctions hypero l l ip t iques» et je vais examiner la ^compos i t ion de
leurs caractéristiques y c'est-à-dire la composition des indices jx, (^
(p,y v ==a, p,^, §, £) dont elles dépendent. Si l'on n'écrit que ceux-ci,
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l 'arrangement (XVII) prend la forme suivante :

( a ar3 as (3y,
(3 (35 (3g ay,

1 y yô ys ap,
(XVII')

rZ^ c ^0£ £ 0

Ce Tableau met en évidence que, d 'une part , les caractéristiques,
placées dans les trois premières lignes, et, d'autre part, les caracté-
ristiques, placées dans la deuxième et la troisième colonne, sont for-
mées d 'une manière tout à fa i t analogue. Par conséquent, les lignes
du Tableau précédent ne condu i sen t qu'à deux types, et les colonnes
qu'à trois types différents de caractéristiques, savoir :

( ï ) a ar3 as (3y,
(a) rîe s cî
(3) a (3 y rîe ,
(4) c%(5 (3â yrî e ,
(5) (3y ay a^

( a, (3, y, 8, £ :- o, î , a, 3, 4 ; a ̂  (3 ?^ y ?é ô ̂  s).

Quant au nombre des triples et quadruples de caractérist iques re-
présentés par les cinq types précédents, on voit immédiatement que
les types (2), (5), (3) en consti tuent M = 5^3 == 10; le type (4)
donne naissance à 5 . 4 = 2 0 quadruples, et, en f in , le type ('r) à
5. —^ = 3o quadruples. Par conséquent, on a :

Si Von remplace ̂  dam F arrangement (XVÏI), les fonctions y/ y par
les fonctions hyperellfpliyue^ Pp Pp^ (p, v == a, (3, y, î, s), on est con-
duit à F arrangement (XVIT), dans lequel ne sont inscrites que les carac- •
léristiques des fonctions hyperelliptùfiies,

Les systèmes (triples ou quadruples) de caractéristiques qui forment,
dans V arrangement (XVII*), les lignes et les colonnes, offrent cinq types
différents, savoir :

f ( î ) ce aS as (3y ... 3o,
(2) a (3 aj3 ... jo,

W < (3) a (3 y Os ... 10,
(4) «ô (35 y8 e ... 20,
(5) (3y ay a? . . . ro,
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et chaque type donne naissance, si Von attribue aux indices a, 6, ^, S, e
les valeurs o, i, 2, 3, 4, ^ t^rit de systèmes {triples ou quadruples') de
caractéristiques que le nombre juxtaposé fait connaître.

De même on trouve :
Les systèmes de caractéristiques qui forment, dans l'arrangement

(XVII*), les mineurs de second ordre, offrent trois types dijférenis, sa-
voir :

( i ) a (3y Se . . . .if),
(2) a (3 ar3 (35 .., 3o,
(3) ao pî as (3s ,.. j,^

o^ /6<9 nombres juxtaposés possèdent (a même signification que plus
haut.

Pour dist inguer les systèmes (,^) de caractér is t iques des systèmes
((?), j 'appellerai les systèmes (<R) systèmes rosenhainéens, et les sys-
tèmes ([f) systèmes gopeléens de caractéristiques (p).

Dès lors j 'appellerai les systèmes de fonct ions auxquelles .appar-
t i ennen t les systèmes rosenhainécns de caractéristiques, respective-
ment les systèmes gôpeleens de caractéristiques systèmes rosenhainéens.
respectivement systèmes gôpeleens de fonctions.

En employant ces désignat ions, o n v o i t q u e dajislesseconds membres
des re la t ions (XXI) entrent dos systèmes rosen 'hainéensde fonc t ions ;
par conséquent j'appellerai les relations (XX.I) relations roscnhai-

( 1) Si l'on remplacû les fondions hyperolliptiquea par log forKîUons ihôlîi, en ûiisani
usago de la notation do M. Wciorstrass, los systèmes ((f) do caractôristKinos polir lesquels
jo viens do proposer le nom do ^ternes gôpeleens devtennoni les Buivants :

/ ( i ) a py Ss 5,
\ ( ï ) a p a8 p5,
( (3) ^ pS as ps,

(a, p,y, 8,s.- o, ï, a, 3, 4).

Ces trois types roprôBûntont et comprennent, (r'uno manière tros conciso^ les soixante
quadruples de caractéristiques, établis par M- M. KRAUSE dans son hd Ouvrage : Die
Transformation der hypcreUiptî^chen FtUtî^iolten erste^ Ord/iun^^ [:>. '27. Leipzig; 18^6.

Les fonctions tliôla, auxquelles appartiennent ces quadruples dû caractéristiques, jouent
un rôle important, on le sait, dans les célôbreg découvertes de M. HKKMÏTR, relatives à la
transformation des fonctions abéliennos (Compta rendus dw f,éance^ de l'Académie des
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néennes, et, par une raison analogue, j 'appellerai les relations (XXIII)
et (XXIV) relations gô'peléennes.

Quant à, ces dernières désignations, elles sont motivées, d'ailleurs,
par la circonstance que les relations (100), établies parRosenhain dans
son Mémoire couronné (Mémoires présentés par divers samnts, t, XI,
p. 4,24); et do même les re la t ions (29), (3o), (3î), déduites par G'Ôpel
dans son célèbre travail {Journalde Crelle, t. XXXV, p. 290) se trouvent,
sauf la notat ion, les unes dans les relations rosen/iainéennes (XXI), et
les antres dans les relations .gôpeléennes (XXIV1).

Dans le n0 9, j 'ai t i ré les relat ions gôpeléennes (XXIII) et (XX.1.V)
des relations roseuhainéennes (XXI). Par conséquent, ces deux sys-
tèmes de relat ions sont tout à f a i t équivalents, mais le système de
relat ions rosenliainéennes est beaucoup plus simple. Pour cette raison,
je le prends comme point de départ des recherches suivantes, et je
commence par en donner une interprétation géométrique.

II. ÏrUerpréUttion géométrique des relations rosenhainéennes au
moyen de seise points A^ B^'C^, î)^ ou de seize plans a^, frt^ ^/),
o^(y= i, 2, 3, 4). Propositions. Construction des points et des plans
par six donnés. Hernarffues. — D'après les relations rosonhainécnnes
(XXI) les douze fonctions y,/,, y,/,, <y^, y,^(h == ï , 2, 3) s'expriment,
d'une façon linéaire, par les quatre (onctions q^, y^, q^, q^. Ss. ces
quatre fonctions sont envisagées comme les coordonnées homogènes

Science^ i. XI/). Dô plus, ces quadruples (le fonctions thôta se sora présentés u ÎÎORCHARDT
dans ses recherches rcîhlUvoH A la surface do lùnnmer (/ourfïalde Borvinirdt^ t.LXX.XIII,
p. a/jo). En profitani, des résultais (lus ù Borcliardt, M. îî. WEBEB est conduit à qwtro
vm^snrnivoîuix {•jundriii'tles do fonciions tilôtn ( Journal de .Borc/iardt, t. LXX.XIV, p* 37.5)
dont les carmîténHiiques sont 6(,!iî,)lics, îivec la notation de M/Weiorsirass, par M. KHAUSK
(loc.cif., p. ^)"). Ces (iiin.tro-vingts quadruples de carcict6risiiquos(Jl.*) aont précisément
les caractéristiques (^ ), HÎ l'on ajoute aux doux triples ( .̂, ̂ el (^, ̂ ), comme quatrième
caractéristique^ la oaraetériBiiqu^ 5. . ^ 1

Dans la théorie des fonctkms ttiôfa, les systèmes do caractéristiques ((j^) ont reçu par
M. FnoBEmiîS (tournai de Borcfwdl, i. LXX.XIX, p. ï^3) le nom de ystèmes ^ôpeléc/u;
do rnôrne, les systèmes de caractéririiiqucs W) oni reçu par M. RE!ciîAït»T(1Vww Acia
der hw. t^op^Carol. jDffu^c/ie/t Âkadcmw dcr Natwjorsc/iGr, Bd. L, p. 4^3? n" ^) ^
noni, do K}\^tèn'wff roso/t/i.w.nôcns.

Ces explications metleni en évidenco que les noms que j'ai proposés pour distinguer les
systèmes '(^) dos syntômes ((/) sont dans un accord parfait avec1 ceux que l'on emploie
ordinairement dans la ihéorlo dos fondions thôta,

Anti, de rA-, Nûnndie. ̂  Série. Tome X. —1 SEP'rïiMOKiî x8o3.
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d 'un p lan , les seize équat ions y, , /== o, y a / = = o, <y;^-=- o, <^-== o, défi-
n i ront , en coordonnées tangenlielles, seize points que je désignerai,
des lors, parA^, W\ C^, D^/ == :r, 2, 3, 4). 1 "" , .

Pour examiner les propriétés de ces seize points , ainsi que les pro-
priétés des droites, des plans et des conf igura t ions que ces po in t s
engendrent , on pourrait employer les pr inc ipes ordinaires de la Géo-
métrie en espace. Cependant cette voie conduira i t à des calculs un peu.
pénibles. Pour cette raison je l 'éviterai et je fera i usage des. pr inc ipes
que j ' a i exposés dans mon Mémoire : Sur une méthode générale de la
Géométrie (fui forme le lien entre la Géométrie fîynthélùfîic et la Géométrie
analytique (Bulletin des Sciences mathérnatù/ues, 2e série, t. XIII ' ,
p. 202-240).

Dans ce Mémoire j 'ai montré {loc. cit., p. a.î3) que tous les points de
l'espace peuven t être représentés, d ' une façon l i néa i r e , par q u a t r e
points quelconques. Si l'on chois i t , pour ces quat re points , les points
A,^, B^, C^, W\ on dédu i t des re la t ions (XXI) les égalités

( X X V )

A^=:,~ rt^,BW4-» W:̂  4- rti/J)^,
B^=" tïi/,^45-^ i^A^.) iu//J)^,
C^)^:-.lï^A^)4-a^;j lî^)4
B(^rr,~rt^A^^-iï^B^^-...a^<:?^

(À= i , ^3 ) .

Ces égalités proviennent des expressions pour y^, . . , , q^ é tab l ies
dans les relations (XXI) , si l'on y remplace y^, y^, y;^, y,^ par A^,
B^, C^, D^ De môme, on peut dédu i re des relat ions ( X X I ) d ' au t res
systèmes d'égalités q u i correspondent aux égalités (XXV1) et q u i eu soni
les conséquences. Dans les égalités qui s^hlienneni a i n s i , les po in t s
Â^, . . . , 1)̂  sont remplacés par les points A^, . . . , D^(Â .- \, 2, 3),
ou par les points A/0,. . . .A^; B^, ..'..B'15^ C^\ .. .,0^ ; D^, . . . , I^^.

Ce sont précisément les points qui sont placés dans les qua t re l ignes
ou dans les qua t re colonnes de l 'arrangement su ivan t qu i correspond à
1 ' a rra n ge m e n fc ( XV 11 )

/ A^ Ïï^ C^) 1)^,
| A m nw f(2) iva)

(XX VI) l " L a/ '
\ ^w W^ C^) DW,
1 A'^ BW C;̂  ,D(4).
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Ceci posé, je vais envisager les quatre quadruples de points A^,
B^, C^, D^y = ï , 2, 3, 4)» placés dans les l ignes de cet arrange-
ment, comme les sommets de quatre tétraèdres et je vais en exprimer
les faces a^, p^, "y^, â^, opposées respectivement aux sommets A^,
B^, C^, D^. En faisant usage des notions et des désignations, établies
dans mon Mémoire cité, ces plans sont représentés Çloc.cù., p. 2 ï5)
par les produits extérieurs :
, , . , . . ., ( a^r-r: [Bœcf./):l)L/)], p(./);,::^[C(7)j)(./)A^)],

( X X V S I 1 ) , ? y^^^l:!)^^^^!^^], ^^^-.—[A.^î'I^^C^)],

( . /= i , 2 ,3 ,4 )
qui se transformcot, au moyen des égalités (XXV),. comme i l s u i t :

/ a^): l••-r-lï^I3(4)4--^2A7( ')^^^^^
6 ̂ ' :,:•:•: — tî, /, y ( /" ) -h a^ af 4 ) 4- n. // o ( ̂ ,J 1 I / A / .!//, ^// ï

IAATUI/ | y^î::r: - a^a^ + n^P^^ + n^'3^4),
a^^^.-rt^a^î-rt^^^-iï^/.yt4^ ^

(A,1-:::: 1 , 2 , 3).

On voit i m m é d i a l e m e n t ( lue les égalités (XXV) et ( X X V I I I ) se dé-
duisent les unes des autres , si l 'on remplace les points A^. . . D^
respectivemeni par les p l a n s a^ * . . S^ et vice veraa. Par conséquent,
à l 'arrangement ( X X V I ) des points correspond un arrangement des

"ans, savoir ;pi
a^ p^ y^5 y1^
aW 6(â) yW 3(a?f X X I X ) ; 1 r »

vl'v^i•fl^ 1 ^(3) j3(3) y(3) QW^

{ ̂  ^ '/(^ 0^,

et, plus généralemetU, a toutes les relat ions qui. ont lieu pour les points
A.^ . * . D^ corresDondent des relations corrélatives pour les plans
a^ .., ^{J} et vice versa.

Les relations qui ont l i e u pour les points A^ ... D^ et pour les
plans a^ ... â^ ont trait à plusieurs problèmes de la Géométrie de
position (r), de la Mécanique et de la Cinémat ique qui obtiennent,

( 1 ) On pourra consulter, an sujet do ces problèmes do la Géométrie de position : Rims,
Ueber Sirahic/iyfftwie sweltcr Cla^e md die Kurnmcr'.H'/iô Flàche mcrter Orcî/m/fg mit
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par conséquent, dans les égalités (XXV) et (XXVIII) leur base analy-
tique, et, dès lors, aussi leur l ien avec la théorie des fonctions hyper-
elliptiques de première espèce. Comme lesdites relations sont extrê-
mement nombreuses, je me borne à en é t ab l i r les plus simples et de
signaler quelques autres.

D'après les égalités (XXV) et (XXVIIJ), on trouve
[A^)a^)]=a3^^[B^)p^)]+iï^rt^[C^)y^)]+rt^a^[

( / / , ,Â-= r , 9., 3; k^é A - ) ;
or on a

[Ïp)^)] := [G^/^J =: [D^CÎW] ::•;:,:: [A/4) B^C^I)^];
donc

|:A^aW| = (a^au.-h ̂ a^+ a^a^)[^WÏÎ^^^Î}^] :-.:::: o.

De plus on dédui t des égalités
[A^(3^] :̂  [A^ yW] .=:: [A^^ oî^] •=•• <:s
[B^a^] := [C^^a^)] ::':::- [D^^^4)] ;„= o

les relations
[A^^a^^l^o, [A.^^^]^.-.o.

Ces deux relations et la relation [A'^a^J =r= o peu, vent être com-
prises par régalité

[Aœ^r),-::::o, (A / . ^ ï , ^3 ,4 ; ./^./ /)-
De lîi même façon , ,on trouve

[ B^ (3^)] =::= o, [ (::^) 7^)],:,, <^ [" j) (./; 3(/T) ^, <^

Si l 'on envisage, d 'une manière analogue, les quat re quadrup les de
points ̂ ...A^ ..., D^ ) . . . 1:)^), placés dans les colonnes de l 'ar-
rangement (XXVI) comme les sommets de quatre nouveaux tétraèdres,
et que l'on en forme les faces opposées, on est condu i t , au moyen des
égalités (XXV)y aux expressions

(XX VII 2) [A^ Af^A^] ::::.: — ̂ \ [A^A^A^'I =::: ̂ ),
[A^A^A^] -•.;:::— %^, [A^^A^^A/^] =a^1^

sicclizehn Knotenpun/dci/; Veber (île jKwnmcr^chc Co/ifî^urat.io/t mm ^'ch^Mn Pnulden
und sechzehfz Ebencn (/ounud de Jîorc/fard^ t. LXXXVI, p. ^-107; 9.o()-9j6). — ScdîUî"
TEn, Uebcr da.y Fim^JUich iuià Sechifflcich und die damît su.wmrwn/um^/u/c Kn.mtncr^cfic
Coif/i^urcifton (Ufid.y t. C, p. %3î"9s /ï7).
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et aux analogues qui en proviennent, si Von remplace A°\ a^ par
B^\ P^; C^^; l)^ â^.

Par les expressions (XXVII^) et (XXVIL), chacune des faces
a^ ... S^ est représentée de deux manières; par conséquent, les rela-
tions établies plus haut
(XXX) [A^a^] ~ o, [B^fî^] ••= o, [C^y^] = o, [D^ô^")] = o

CÀ/= i > ^ 3 , 4 ; /^/)
peuvent être énoncées comme il suit :

î ° Si l'on ewiscige les points^ placés dans les lignes ou dans les co-
lonnes de //arrangement (X.XVI), comme les sommets de c/uaire tétraèdres,
chacun de ces tétraèdres est inscrit et circonscrit aux trois autres (r).

De plus on a, eu égard aux égalités (XXVII,) et (XXVIÎ^) :
2° Les six points^ placés dans U arrangement (XXVI) avec un poini

(fuelcon(]'ue dans la même ligne et dans la même colonne, sont situés ,vw
un plan. Ce plan est celui (,/ui correspond audit point dans l'arrange"
m^(XXIX),

Si l'on interprète géométriquement les résultats établis (hms le n0 7
pour les carrés des fonc t ions c / / ^ on obt ient :

3° Les six points, placés dans l'arrangement (XXV!) açec un point
(.fuelcofUfue dans la 'même ligne et dans la même colonne, sont silués sur
une conùfue.

4° Les huit points, placés dans f arrangement (XXVI), dans deux lignes,
ou dans deux colonnes^ ou dans deux mineurs adjoints de second ordre,
forment les fudt points d'intersection de trois surfaces de second ordre.

Etant donnés six points convenablement choisis parmi les seize
points A.,^, . . . , 1,)̂  (j=. i, 2, 3, 4)» 1^ proposition 2° et sa corrélative
permettent d'en construire , d ' u n e façon l inéai re , les dix autres.

Pour établir celte cons t ruc t ion , je choisis^ comme les six points
donnés, trois points d^une diagonale de l 'arrangement (XXVI), et les
trois autres points, placés avec le quatrième pôintde la diagonale dans

( 1 ) Foir^ a.u sojcîl do ces iéfcraôdrtôs, clôcouveris par M.OBWS (Journal de CreUe, t. Î.I.I,
p. ^-"^K; OEww compi^ t. f, p- 44ï"".tî^)ï îô Mémoire important de M* NEÏJBEKG : Su.^
les tétraèdres de M.vbuu (Mén. de Ut Soc. royale des Sciences do .Liège, a" série, t. XI).
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la même l igne on clans la même colonne, par exemple les six p o i n t s
AC\ B^, C^; A^, B^, C^. Ces six points sont placés, dans l 'arran^
cernent (XXVI), comme i l suit :

(XXVP)

A^
•B(2)

* * (;(••))
AW BW C^')

où les astérisques désignent les points cherchés que je vais construire .
Dans l 'arrangement (XXVI) et par conséquent aussi dans l'arrange-

ment (XXVI*) les poin ts , placés, en même lernps, dans une l i^ne et dans
une colonne, sont s i tués, d'après la proposi t ion 2°, sur un plan, savoir
ce lu i qu i est cor ré la t i f au p o i n t d ' inlersect ion de la l i^ne et de la co-
lonne. Par conséquent , les po in t s A05, B^, B^ sonts i lués sur le plan
^^ les points A^, C^, C^ sur le plan ̂ \ .... De là on conclut que
l 'arrangement su ivant des p lans qui s 'obtient a i n s i , savoir

[ A ^ B W B ( 4 ) ] [A^C^C^)-!
[ A ^ A W BW1] * [- ^ (â ) (-;(.-o ^(4)-[ *
[A^A^C^] [Bwn^H:^y\ A

[A^B^ C( 4 ) ] [A^^ nw C(^)\ [ A^B^CW'I r A^^ B^^;^)'!

est t ou t à f a i t ident ique a l 'ar rangement
fid) y(l)

(XXI'X*)
a^ f^^

[ «(4? f^'*) yr^ $(^5.

l^r conséquent les dix plans qui entrentdans l'arrangement (XXiX^
sont construits par les six points de l'arrangement (XXVn/Or, par
ces dix plans, se consiruiseni, d'une façon analogue, au moyen de la
proposition corrélative à la proposition 2°, les dix'points suivants :

[p^P^yd)] [p^yWy^] ^(^yi^QW],
^y^) ï^^y^Ï - [a^)y(^^j \aWyW^r\,

[^a^^r\ [a^^^r] - [aW^WBW],

[^^^WyW\,

et ces points sont précisément les points cherchés.



SUR UNE NOUVELLE MANIÈRE D'ÉTABLIR LES RELATIONS ALGÉBRIQUES, ETC. 287

La construction précédente est déduite de la proposition 2° ou des
égalités (XXVII,) et (X.XV1L). Ces mêmes égali tés conduisent à une
autre proposition que je vais encore ind iquer .

D'après les égalités (X,X'VTI\), on obt ient

[A^a^] = [B^pc/)] = [C^y^] •••= [D^ô^'l =: |\A^B^C^1)^'|
(,/=r, 2, 3 ,4 ) .

Or on a, au moyen des égalités (XXV) et (XXVIII),

[A^^^^l^rt^EB^^^j+aj^C^^^^-h-a^tI^^â^)]
:= (a^+rtj^t" n^) [A^B^)C(^D^)],
=:[A^a^],

(À== r , 9., 3).

Par conséquent , les p rodu i t s extérieurs (A^a^j ont la même valeur
p o u r y = = i , 2, 3, 4- Si l 'on désigne cette va leur par £\ on a

( XXXl i ) [A^ W^ C^)])^)] :-;.-::: f, (j :-:::: i , ^ , 3 , 4 ) .

De même on d é d u i t des égalités (XXVIIa;)

[A^A^A^A^] •:i::1— [A0^^^] -:,;::— £

ou, plus généra lement ,

( l 'A^îA^A^A^] -:1:.- [B^^B^^B^slIÎ^^]
' " ''" ^ ( :••,::: J^;';^^ (î^^ iY1^ C^^"] -:: [D^.î.D^^D^s)!}^^] ::-± £.

Dans ces p rodu i t s extérieurs, les indices i^ 4» ^p ^ sont di f ïerents
les uns des autres et dés ignent les nombres ï , 2, 3, 4 î suivant qu ' i l s
sont choisis de telle manière que les permutat ions ^ , 4» ̂  ^ <"t ï , 2,
3, 4 appa r t i ennen tà la môroe classe ou non, J? prend le signe — ou -h.

Donc
5° Le^f tétraèdres dont lefî sommer sont formes par les poi/its, placés

dans une ligne ou dans une colonne de l'arrangement (XXVI), possèdent
le même volume.

Les produits extérieurs que j 'ai envisagés jusqu'à présent ont, sans
exception, la dimension 3 ou la dimension 4 {voir mon Mémoire cité,
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p, 218); je vais envisager encore quelques produi ts extérieurs dont la
dimension est égale à 2.

Au moyen des égalités (XXV), on obtient a isément

[A^)B^] + [C^D^] = [A^B^] "+• [C^D^], {h := i , a, :̂ .

Par conséquent l'expression [A^B^j •+-[C^D^] reste invar iab le
pour /== i, 2, 3, 4. En désignant sa valeur par ï^^ et en permutant
les lettres A, B, C, D, on est c o n d u i t ainsi aux égal i tés su ivantes

/ [A^m^^^ia^'fiu)]^:^^^
( X..XXII ) [A^ C^î] + [W^ W^] ̂  T^ (\

{ [A^^l)^^]4" [I^^C^^]::^?'1^1*1.

D'une façon tout à f a i t analogue on trouve

[A^A^]+ [A^A^]
^.[W^W^^iW^'HW]

:XXX11I1) ' ' ^[(^^^^[a^^^]
:,•:: [D^)Dar]. 4- [i)r/) j)^)]

i -—.; " f f / )

(À , A", /:::.;::• r , a, 3; '̂  3, f ; 3, r , a) .

Les égalités (XXXI.I) e t ( X X X I I l ) en t ra înent de nombreuses consé-
(juences dont la plus simple, q u i compicte d'ailleurs la proposi t ion ff,
s'énonce ainsi :

6° Si r on partage, da'ns deux lignes ou dans deux colonnes de l'ar-
rangement (XXVI), les quatre points et Imrs correspondant en deu.v à
deux'^ les quatre couples de points (fui ^obtiennent ainsi déterminent
f/uatre droites, appciriencint au même système de génératrices d'an /y-
perholoïde à une nappe.

Les égalités (XXV) dont j'ai dédui t les résultats précéd-crits, bien
qu/elles soient très simples, ne sont pas symétriques, parce que les
points Â^, , . . , D^ jouen t , dans elles, un rôle préféré. Pour cela, je
vais transformer ces égalités et leur donner /une forme nouve l l e et
symétrique, en représentant tous les seize points A^, . . . , D^
(j=^ ï , 2, 3» 4) par les mêmes quatre points tî0^ R^ lî^. lî'^
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A cet effe t , j 'exprime iden t i que rnen t les neuf coefficients

rt^,/(w., n === i , a, 3, 4 )

d'une substi tution orthogonale à dé terminant -h i (i/w'rle 11° 7, théo-
rème III, p. 272 de ce Mémoire) au moyen de quatre quantités i^, a^,
rtîp a...

D'après les formules bien connues d/Olinde 'Rodrigues, on a
rt==iï^+ itj4"-rt||4- lïJ,

n.iïii^iïj— r t j— iïj4- (î^ iï.ni2= 2(r ty^,— n^ïa), a.iiig^r: 3(iïi H y 4 - 1 1 3 nj,
n. lî^i = î'-i ( ni rta 4~ iï;i n/,, ), t ï . lï^^ (ï? — aj+ i î^ — a^, a. lïg;, == 2 ( a^ a^ -—• ai 04. ),
n.iïy,! ::;::: 2 (11^11 , ^— ^i^î i)» n!,i't;^=: 2(n[3tî;j4- itin^,), 0.03;^:::^: rt^-j- n 2 — a ^ — itl

En subs t i t uan t ces valeurs des coefficients o^ dans les expressions
pour A^, ..., î,)^ qui proviennent des égalités (XXV) pour h == T , on
obt ient

a .A^— iïi( tîyi^^-.-h rt2<^^ 41- tîi:l)^')) -" rt,( rt^B(4)— ^C^ + ngl)^^)
,.̂  (ïy(^,.,, ^ l^^ ,..„,„. (^,(;^') -i- ^1)^) 4- n/,, (,— rtai^^ -h naC^ + it^D0^),

a .1^ 1 ) :•::: «,( HyC^') -h n^A/^-h rtiD^^) + rti ("" rtiC^^ — ihA^'-{1" ^D^)

^ n,î (1- (î4 C^î H- (îg A^') -h 03])^) -h iï3 ( n, C^ "" iïi A^ ^ + n^ 1,)^')),

r t .C( 1 ) -— rt,( n^A^ 4 ) " - } - rtal^^-h ai'11)^^) 4- ̂ (— a,^ 4- n4B(^4- nj)^)

— «i ( ^ A W - rti ir^ ^ "-h «3 i)^^) 4- ïïa (— tïi A ^^ - rtâ B^') -h n^ D^'5),

a. m1 5 =" — ,̂ ( rt4 A^^ -h" a;» l^4) 4- na C^-Q — ̂  ("- a^A/^ "h ̂  B^'^ — rti G^^ )
...p (ïa ( naA/4) ~ rti B^) — n&C(4) ) + ̂  (— ai A/4) — iïJÏ^ -{" it;^^^ ).

Si, l'on pose^ dans ces expressions,

tuA/4? 4" (ï;/!^45 41- n,C^ -h (ïi!)(4) = it. E^,
- rt;i A f 4 ^ 411." iï41^^ ~ iîi C^ 4" a^ :I ) ̂ ^ = a .E^\
i^A^— tt.iB^1)— it^C^4^ aal)^4)-^ IÏ-EW,

. 0, A^î — a, B^ 4- rt^C^^ + a.^ï)^4) =:: a. E^4),

elles p rennent la forme simple

A 0 ? =: rtiE^)— tïJÎW— ^E^3^ a^E^^
B(î) =: ttaE^) 4- rtiE^ 4- n^E^5 41- (^E^,
C(i) r:::: — rt»E^? 4- ajî^ - iïi E^^ 4- a,E^,
DOrr::— (Ï^E^^ - rt^^-h a^E^^ 4"" aiE^4^

^/?^. de l 'Éc . Normale. 3e Série* Towft X.-1" SEPTEMIIRIS ïS^S* ^7
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\rune manière analogue, on peut représenter au moyen des points
F(n E^ les points A^, ..., D^, A^, ..., D^ et tirer des éga-
lités (^ les expressions pour A^, ..., D^. C'est ainsi que Fon obtient
les expressions suivantes des seize points A^ .... D^ au, moyen de
quatre constantes et de quatre points :

A^ =- ai E^ -- rt^E^ — ̂  E^ + ̂ ^i^^»
A^î^-^E^^-rtiE^î+^'I^^+^E^^
^(3) ̂  ^E( i) + iï,;E î̂ + ai E^0 4" ^^î^'^
A^ 4 1 ) := rt,E(1)- ^E^) + iï,!^3)- tTj'î'1^ ;

('XXXVI

B(D==
B(2) =
1^3)=-
B(^ :==

C;^) :=-
0(2) =
C(3? =
CO-) =::

I)(i): : :=-
1)^)=:-

rtj^^-t-ni'l ̂ ^^E^^-^E^,
,-R(i)_.,rt^S (aî^- t t î t l ^ 3 )— 114]^^,
J5(')-i,-a,l w+^E^— rtiE1^,

( i )+ r t> ,1 (^5- i ï iE^5—iïâE(^;

n.Ed)^ a,^1 ( ^—r t i l w ̂ . a^ f^,
rt,;E(')+.a;,î ^^4-^,1 (^-hail (4 '),

^i^D+^l^^-^'I^0-"^! (4).
n.E^^-rtîl ^^-^/I ̂ +^1 ^^î

n . 1 ^ 1 ) — r t ; » ! (^4-^1^^+rt i i ^),• 14
•a;, i ),.^^ 1^3)4-0^1^^ •• n.lî'^,

!)(») :̂  .„_ tuEd) 4- ii^ g^2) — ivE^ 4.. IÎ^'E^-'^

S) W ,,::: a^ 1^1 ^ -I- rta E^) + ih W^ •4- iï^ Et ̂ .

Ces (^pressions symétriques de seize points A^, ..,, W^ |)ossedenl
exa,cteoienfc la même forme que j'îH prise, dans mon Mémoirtï cité,
:;omm,e point de (léj)art pour la représentation des points (voir/W. ci/.,
p« w\"}. Par conséquent, on pesifc employer aux points A^, ..., l)^^
aox droites, aux plans et aux configurations qu'ils engendrent les
principes y exposés'.Tout particuliîîrement, si l'on pose (voir loc. cit^
î ) . 2()() et 2 10)

[W^E^W^RW]^^^
['EWK^E^] •= ^\
\V^{}W^V^kY} •^—^],
['K^EW'EW] —— Ê^,

[WVEWR^] ——g^ ) ,



SUK UNE NOUVELLE MANIÈRE D'ÉTABLIU LES RELATIONS ALGÉBRIQUES, ETC. -2C)S

o n ' o b t i e n t , pour les seize plans a/0, . . . , o^, des expressions tout à
fai t ana logues aux expressions (XXXV) et en provenant,, si l'on rem-
place, dans les expressions (XXXV), A^ et E^ par a^ et cî.^, sans
changer les coefficients o , , «2, rt;p a/,. Par exemple, de l 'expression
pour A^, savoir

A^"= i ï j î ( 1 )— aji:^" ii;;]̂ 3^ n^E'^,

on tire l 'expression suivante p o u r a^

a^^iï ( a ^ ^ — H â e ^ — n^^ -h r t , ,£^) .

De là résulte

[A^ ̂ u] == a (nî + iîj •4- nj 4" a ^ ) [ E^ 1^^ E^ E^-î :

ou

ou
[ A ^ ^ a ^ 1 ? ] "r::n2

J := a3.

Donc, si l'on pose a = s e l , par conséquen t , aussi J = = ï , les
ex|)ressions ( X X X V ) f o u r n i s s e n t encore la représeî i ta / t ion des seize
p lans a0^ . . . » o^, d é f i n i s , de deux rn î tn iè rcs , par les égal i tés (XX-VII,)
et C.X.XVIL), si l'on remplaco dans les expressions (XXXV) A/^ par
a^3 et 'W'^ par ^u ) . Comme a ins i les p o i n t s A^ et les plans a^ sont
représentés par les n'jêmes égalités, les r e l a t i o n s q u i en décou l en t , ont
lieu pour les uns et pour les autres. Je ne m'arrêterai pas à ces relat ions,
très importantes et très ruwrbreuses, mais j ' i ru l iqoera i q u e l q u e s - u n s
des problèmes, hoaucoup étudiés , dont e l l e s f o r m e n t la so lu t i on ana-
ly t ique .

D'après lu man iè re de représenter les létraédnîs desmiques que j ' a i
établie dans le Tome XXfX des MaîJiemaUsche Annalen, p. 58î, les ex-
pressions (XXXY) met ten t en évidence que les po in t s A0^ 'B^, C^,
D^; A^, B^^ C ( 4 ) , l)^; A^, B^, C0^ I)'^; A''5, B^, C^^ D ( i ) forment .
les sommets de qua t re tétraèdres, don t c luacun est desmique au
tétraèdre de référence E^, EW, E0^ E^. Par conséquent, les proposi-
t ions, découvertes pour les tétraèdres desmiques par MM". Hermès,
Reye, 8chrôtei% Stephanos, Yeronese et d'autres géomètres, ont lieu
pour les points A^ 'et les plans a^. ('rest a in s i que la conf igura t ion ,
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appelée desmique, entre dans la théorie des fonctions hyperel l ipt iques
de première espèce.

De même, entrent , en vertu des proposi t ions 3° et 4°, les configura-
t ions de Desargues, de rhcxagrarnrne mystique, et des h u i t points
associés, et, dès lors, les recherches que l 'on do i t à Ki rkmann , à
Staudt, à Steiner, à Schrôter, ainsi qu'à MM* Cayley, Rêve, Schônflies,
Sturm, "Veronese, de Vries et Zeuthen (1).

Si l'on applique à la Mécanique et à la ( c inéma t ique les p r inc ipes que
l'on doi t à Cauchy et à Grassmann, et que j 'ai déjà appliqués à la Géo-
métrie, dans mon Mémoire cité p lus haut (p* 282), on est condui t à
des expressions telles que ( X X X I f ) et (XXXÎII). C'est ainsi que
prennent place dans les recherches que je viens de proposer les résul-
tats, découverts pa rMôbius , Chasies, M". Bail et M. Mannhe im, a i n s i que
ceux que M'. Schônflies a, exposés dans son bel Ouvrage : Géométrie (1er
îïewegang in synthetischer Darsiellunff. I I rne f a u t rno borner à cette
succincte remarque, parce que son i l l u s t r a t i o n exigerai t des explica-
tions détaillées qui surpasseraient b e a u c o u p les l i m i t e s que je me suis
fixées pour ce Mémoire.

:12. Consé(.fuence des relations rosenhain.éen/ies. Fonctions, ('onwosées
des fonctions y/y, et liées par les mêmes relalto/ifî que celle-ci. T/léoreme.
Corollaire. — Dans le numéro précédent , j ' a i d é d u i t des re la t ions
(XXV), au moyen des iden t i t é s (XXXIV) , les expressions (XXXV).
Or les relations (XXV), si l 'on y remplace A^, B^, C^, D^ respective.;"
ment par y , / , yay, y;^, y^, se t r ans fb rmcn l dans les re la t ions rosenhai-1

néennes (XXI) dont je les ai tirées. Par conséquent, les re la t ions rosen»
hainéennes se t r a n s f o r m e n t elles-mêmes dans les expressions (XXXV)
et en prov iennent , si l'on y remplace A^, B^y C^, D^; ̂ ( / ^ T , 2,3,4)

( ') A ces sujets, on pourra consulter aussi men propres Mémoires suivants: Ucîher (lie
(/informufi^ ^cwisscîr DeUînnuiantcn, wdiafie ifi da^ /.ehra 'von don Ke^eh'c/inft.tc/i 'vor-
komnien {Journal (le Borchardt, t. XCII, p. ï y t 3 - ï 4 4 ) - Ïîtîber (sim^e l)(fAcrmilu^nte1l--
Ideiitit'àUiti, tvelcfie in der Lc/ire 'vou dcîii perspectwisctien .DrGiecktsn 'vorkomincfi (Ibid.,
t. XCV, p. 36-43). — Zur ConMructWfi des ((chtan Sc.finittpwikiefî drew ObGrfl'àcluîit
zwelter Orcimmg (Tbid^ t. XCIX, p. ï ' :AS"ï3o)< ~ /hmerJam^ su dcn domwclicii To
traedern {Math, Â/in^ fc. XXÎX, p. 58i-58'2), —Sur lc.v cubiques gf.wcfH^ (BlUUuift
dcK Sciences math(frn., a" sôrio, t. Xî, p. '29/2"236).
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par les fonctions y,;, y^, y; ,y, ^y; .̂ où les iij désignent de nouvelles
fonctions qui dépendent des fonct ions y, , , y^.» <7;n» y/.,, au moyen des
relations (d;) du numéro précédent.

Les expressions (XXXV), ainsi, transformées, offrent une propriété
remarquable et importante : elles représentent les seize expressions
qui s 'obtiennent, si l'on compose les éléments placés dans les l'mies
des deux systèmes suivants :

IÏ1, (là, —-lÏ;,, 114,

^â? ^i? tï,^ "a?
a.3, — iï4, iïi, iïg,
IL,, û^ iïa, --aj,

u^ — u^ u^, u^
U^ f/^ — K,^ / /y ,

- ^.'{? ^4» ^l> / /à»

^4? ^3» , ^2? — ^i.

Or l'un de ces systèmes et l 'autre représentent les seize coefficients
d 'une subs t i tu t ion orthogonale à déterminant posi t i f , et, d 'a i l leurs ,
ù/en'iù/uemcnt; par conséquent , le système composé jou i t de la même
propriété. De là résul te non seu lement une nouvelle démonstrat ion
d u théorème II d u n° 7, mais encore la conséquence impor tan te et
féconde que les re la t ions qu i découlent de ce théorème deviennenf:
des idenlitéff absolues^ si l'on exprime les fonc t ions <y/y par les con-
stantes ûj et les fonc t ions u / . Cette remarque •entraîne l ' au t re que les
q u a n t i t é s a/, Uj ne jouen t que le rôle ^paramètres et qu 'el les peuvent
être remplacées, par conséquent , par d'autres quan t i t é s qui dépendent .
d'elles d 'une manière tout à ( a i t a rb i t ra i re . Comme d 'a i l leurs les rela-
tions rosenhainéennos et les relat ions gôpeléennes dev iennen t elles-
mêmes des ident i tés absolues , si l 'on i n t r o d u i t les paramètres a / , Uj,
on obt ient le théorème trës général, :

THÉORÈME VI. — OnpelU compoaery el (l'ailleurs d'une infinité de ma-
nières, des seise fonalions y/,- d'autres seize fonctions Q/y, et des neu/
constantes a,/̂  d'autres neu/ eons'tcmtes 3^jnn^ de façon que les fonctions
Q^ sont les seize coefficients d'une substitution orthogonale à détermi-
nant positif, et (fue les neuf constantes %,nn sont les neuf coefficients
d'une substitution orthogonale à déterminant^ 4- ï - Si les fonctions Q/_y et
les constantes 3i,nn proviennent des/onctions c//j et des constantes a^, en
remplaçant les paramètres a/, a, par d'autres, cowenablement choisis,
toutes les relations établies dans ce Mémoire subsistent encore pour res
fonctions et ces constantes nouvelles.
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Je vais terminer ce Mémoire en établissant une conséquence très
particulière du théorème précédent :

Si, l'on remplace tout simplernent les paramètres a/, uj par leurs
carrés 0^ u ] , on obtient le corollaire suivant :

COKOLLAÏRE. — Les théorèmes 1 - J et I I ! , ainsi ( j i ie les relations (XXI),
(XXIII), (XXIV) ei toutes les couse'/juenees (ftd cri découlent, subsistent
encore si l'on y remplace les fonctions y / / et les constantes o//^ parles
fonctions Q/, et les constantes JX/^ de finies comme il suit :

Qn =: 1 (/7u y,u+ y^ 7;i;i)» Q;n •1::::: 1 (//yi 7i»4" 7^ ^4^ )?

Qia^ 1 (yiâ ^21 + y^ y^ ), Q^^ H y j^ + yl^ + 7Ï^ + yli ).
Qu= ^ (y î ;$ + yî i + yL + 7!a )» Q^-s'^ ï C '/n q^+ '7n <722)»
Qu '= i (yit ^îiâ + ^41 ^23 )? • Qr, •" "•1: 1 ( '7:4 ^21 + /743 ^lâ )»

Qâi "= •i ( y j i + 7 Î2 + '7J4 + ̂ 3 )» Qu •":r- i ( 741 y;^ ̂  y^i yu ),
Q^ = ^ ( y^ y^fr + y;);} yn )» Q,^ -1]:1:: •| (' ^42 7i:î 4- y:n y^ )^
Q^:, == !• (y^a y^ri- 9 1 4 r / ^ )» Q^i •::::: î ( 74:172i •4- yia ^4 )?
0^4 =1^ (y^ ^13 + y.^ y;u ̂  Q^,^ ^1-1" ; ( y? 14- 7^ + yJS, 4- yf, ) ;

et
a:::: ^ ( ^ , + 0 ^ 4 - 0 ^ 3 4 - 1 ) ,

a.an::::;tïi,i4-- n ;̂̂  .a.^ai^ î ( ^ 1 4 - n^), a.,a '̂::i: iig, 1^,
a.a^^ ^IB^I? ^^^^ t î^41" n:(;i (în, 3.a :̂::r |- (n^ 4- iî^),
3 • ̂  ̂  i («i;^ 4- oÏ i ), 3 * 3a; i : 1 : 1 1 1 : 1 : ^^ ̂  ^ - 3;i;(1-1^ ita;î >-1••^1-1 rtu ̂

De la même ïTianièro que les Q/y et ^/^, sont composés (les <y^ et
a/^, on peut composer des Q/y et ̂ ^ d'aotres fbîictions et d'aulres
constaiites, et ainsi de suite. Do celte façon, le tlicorème précédent et
tout paHiculièrement le corollaire que je viens d'établir donnent nais-
sance à ime échelle de ibnclions el de constantes, liées entre elles par
les relations1 (jue j'ai établies dan^ ce Mémoire et par d'autres qui en
découlent,


