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POTENTIELL. THERMODYNAMIQUE

PRESSION HYDROSTATIQUE,

Par P. DUHENM.

— s S

INTRODUCTION.

Nous avons indiqué ailleurs (') de quelle manitre on pouvait dé-
terminer la forme générale du potentiel thermodynamiqueinterne d’un
systeme dont la nature vavie d'un point & Pautre d’une maniere con-
tinue. Mais, préoceupé surtout des applications a I'électricité et au
magnétisme, nous avons di glisser rapidement sur quelques questions
qui auraient nécessité une discussion rigoureuse; d’atllears cette dis-
cussion exigeait Pexamen préalable d’un grand nombre de difficultés
relatives aux principes de la Thermodynamique, et cet examen n’était
pas & sa place dans un Ouvrage qui n’élait pas consacré i cette branche
de science.

Depuis I'époque ofva para 'Ouvrage dont nous parlons, nous avons
vepris I'é¢tude détaillée de la Thermodynamique (*); les résultats
oblenus dans cette étude nous permettent aujourd’hui d’aborder avec
toute la rigucur et toute la généralité désirables la détermination du
potentiel thermodynamique interne d’un systeme hétérogene.

Moyennant certaines hypothéses, que nous avons cherché i mettre

(V) Lecons sur UElectricité et le Megnétisme, t. 1, Liv. 111, Chap. 11
(2) Commentaire aux principes de la Thermodynamique (Journal de Mathématiques
pures ot appliquées, t. VI et t. 1X).
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clairement en évidence, on trouve que la forme générale de ce poten-
tiel est la suivante :

F= [GdV+ ~ [ Favav'.

Chacune des intégrations s’étend au volume entier du systemes; G dé-
pend des variables, telles que la température, la densiteé, ete., qui
définissent les propriétés du systeme en un point de élément oV
[ dépend des propriétés de la matiere en un point de Pélément Vet
enun point de I'élément dV'5 toutefois, les températures T eCT en ces
deux points n'y figurent pas.

Ce théoreme domine étude de la Capillarité, de I'Electrostatique,
du Magnétisme; nous en avons déja fait de nombreuses applications e
nous espérons en donner d’autres encore dans de prochains Mémoires.
Dans ce Mémoire-ci, nous en faisons application & I'étude de Péqui-
libre des fluides.

Le cas le plus simple de PHydrostatique est celui ot Pon suppose
nulle la fonction F. Si l'on désigne par g la densité du fluide en un
point de U'élément dV, la fonction G devient une simple fonction de g
et de T, a(p, T) et le potentiel thermodynamique interne prend la
forme

Dans ce cas, les divers ¢léments du fluide n’exercent les uns sur les
autres aucune action. La plupart des propositions relatives & ce cas
simple sont bien connues; nous en avons donné ailleurs (*) un exposé
complet et rigourcux.

Un autre cas, plus général que le préeédent, est celui ott on a

LEF = pp' b(r),

p et o étant les densités des deux éléments dV, dV' et r leur distance.
Dans ce cas, deux ¢léments, de masses dm et dim!, pris au sein du
fluide, exercent 'un sur autre une action répulsive, soumise i la loi

(1) Hydrodynamique, Elasticité, dcoustique. Cours professé a la Faculté des Sciences
de Lille en 1890 8gr. T. I, Liv. Il



LE POTENTIEL THERMODYNAMIQUE ET LA PRESSION HYDROSTATIQUE. 185

de 'égalité entre I’action et la réaction, et ayant pour grandeur
dmdm' f(r) [f(;'):;:-—iLC'IJI—EQ]-

C’est & ce cas que se rapporte, en particulier, la théorie de la figure
des planétes. La plupart des théorémes généraux, vrais pour le premier
cas, le sont ¢galement pour ce cas plus général.

Mais ce cas n’est pas le plus général qui se puisse concevoir; dans
le cas le plus général, on a

EF =pp’ b (p, ¢/, ).

Dans ce cas, la force qu’exercent 'une sur I'autre deux particules de
masses dm et dm/ ne s’obtient plus en multipliant le produit de leurs
masses par une fonction de leur seule distance; cette force est de la
forme

dmdm' f(p,p', 1) Spyplsr) s=— - '.H ps 0 )]

On sait que M. Faye attribue précisément & une force de ce genre la
formation de la queue des cometes. :

Mais, et ¢’est Ta ce qui distingue le cas général des cas particuliers
précédents, cette force ne représente pas, a elle scule, Paction totale
de la particule dm’ sur la particule dm : il faut y joindre une autre
action qui est non plus une force, mais qui est ce que nous avons appelé
ailleurs (") une influence; cette influence, qui tend & accroitre la den-
sité de I’élément dm, sans l.cn([re a déplacer le centre de gravité de cet

élément, a pour grandeur — ) 4/(p oy rydmdm'.

La masse dm exerce une influence analogue sur la masse (lm, en
sorte que, pour avoir le travail total des actions mutuclles de ces deux

. . . dJd
masses, il faut ajouter au travail — w--_q,(p, ¢, r)ydmdm/Sr de la force

mutuelle le travail —-[ ------- P(p, ¢, 1) Cp + ——a,.I/(p e r}ou]dmdm des

influences réciproques.

(1) Commentaire aux principes de la Thermodynamique, I'* Partie, Chap. III.
Ann.de !’ Ec. Normale., 3¢ Série. Tome X. — Juin 18g93. 2./{
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L’introduction de ce nouvel élément, que ne connait pas la Méca-
nique rationnelle, montre que le probleme de I’'Hydrostatique, ainsi
généralisé, échappe aux prises de la Statique classique; en revanche,
il peut étre abordé par la Thermodynamique, et I'étude de ce probleme
se montre féconde en résultats imprévus.

Le plus important de ces résultats, que nous avions déja entrevu
ailleurs (*), est celui-ci :

Dans le cas géneral, la densité du fluvde en un point n’est pas determi-
née par la seule connaissance de la pression au méme point.

Cette proposition fondamentale : A une température donnée, la den-
sité est une fonction déterminée de la pression, proposition que les
Traités d'Hydrostatique présentent comme une hypothése premiere et
universelle, n’est vraie que pour les deux cas particuliers que nous
avons signalés tout d’abord.

Le résultat précédent peut encore se mettre sous la forme que voiei :

Les surfaces d’égale pression ne coincident pas, en géncral, avec les
surfaces d'égale densité.

A ce résultat, on peut en joindre deux autres :

Les surfaces équipotentielles ne coincident pas, en géncral, avec les
surfaces d’égale pression.

Les surfaces équipotentielles ne coincident pas, en général, avec les sur-
Jaces d’égale densuié.

Deux de ces trois familles de surfaces : surfaces d’égale pression,
surfaces d’égale densité, surfaces équipotentielles, ne coincident que
dans les deux cas particuliers énumérés tout d’abord, et alors elles
coincident toutes trois.

Des théoremes fondamentaux de ’Hydrostatique classique, un seul
demeure vrai pour le cas général; c’est celui-ci :

Une surface d’égale pression est normale en chaque point a la force,
tant intérieure qu’extéricure, qui agit en ce pount.

(1) Legons sur I Electricité et le Magnétisme, t. 1, pp. 355-359.
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CHAPITRE L

LE POTENTIEL THERMODYNAMIQUE INTERNE D'UN SYSTEME CONTINU.

Considérons un corps, dont les propriétés varient d’un point &
I'autre d'une manitre continue ou discontinue, les discontinuités se
produisant le long de certaines surfaces. Divisons ce corps en 7 par-
ties, de telle facon que la nature de chacune de ces parties varie d’un
point & Pautre d’une manitre conlinue, les surfaces de discontinuité
se trouvant au nombre des surfaces de division qui découpent le corps
en ces n parties. Imaginons, en outre, que chacune de ces » parties ait
une température uniforme, cette température n’étant pas forcément la
méme pour les diverses parties 1, 2, ..., n.

Nous supposerons que ces r parties puissent étre considérées isolé-
ment et que chacune d’elles soit divisible a Uinfini en parties qui puis-
sent, elles aussi, étre considérées isolément.

Considérons isolément la partic 1. Supposons qu’elle admette un
potentiel thermodynamique interne. Ce potenticl est susceptible d’une
infinit¢ de déterminations; soit &, une de ces déterminations; c’est
une quantité dont la valeur est donnée lorsque I'état de la partie 1 est
donné. I.’énergie interne et 'entropie de cette partie 1 seront déter-
minées par les égalités

L p o OF
(1) EY =&~ -(—ﬁ,l,
4 ()’3.;1
D e O Y
('2) la—-q proowes ()rli

Au sujet des parties 2, ..., n, nous pouvons répéter des considéra-
tions analogues.

Considérons simultanément les parties 1, 2, ..., n, en ne les suppo-
sant pas en contact. Leur ensemble admet pour potentiel thermodyna-
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mique interne, pour énergie interne et pour entropic les quantités &,
0, 8, déterminées par les égalités

(3) =% +F+...+F, +EW,
(4) V=Y 4 Yobo o= Yy W,
(3) 8 =X + 3.+ X,

dans lesquelles W est une quantité dont la valeur est donnée lorsque
I’état des diverses parties 1, 2, ..., n et leur position relative sont don-
nés; cette quantité W tend vers zéro lorsque les diverses parties 1,
2, ..., ns’éloignent indéfiniment les unes des autres.

Lorsque les diverses parties 1, 2, ..., 72 sont au contact, le poten-
tiel thermodynamique interne, I'énergic interne et 'entropie ont des
valeurs qui sont’les limites respectives vers lesquelles tendent les
quantités ¥, ©, s, déterminées par les égalités (3), (1), (5), lorsque
les parties 1, 2, ..., n, primitivement isolées, tendent & se mettre en
contact. :

Ce que nousvenons de dire est trés général; nous allons maintenant
particulariser davantage, en introduisant quelques hypotheses.

La prEMIERE nyPoTHESE (ue nous ferons est une hypothese sur la na-
ture de laquelle nous avons déja appelé Pattention dans un autre tra-
vail (*); elle consiste a supposer que I'on a

(6) W Wiy + Wit Wy,
= Wog . o= U1y,

+- llfu«-»i N2

U";; étant la fonction, analogue & W', qui se rapporte au systeme que
composeraient les deux parties ¢ ¢t j, si on les prenait seules; en
sorte que le potentiel thermodynamique interne de ce dernier systeme
aurait pour valeur

Fi+ 3,4 BV,

[’égalité (6) peut encore se mettre sous la forme suivante, dont nous

(1) Commentaire aunx principes de le Thermodynamique, I® Partio (Journal de Ma-
thématiques do C. Jordan, t. VIII, p. 315; 18¢2.).
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aurons A faire un fréquent usage

(6 bis) o= W+ W+ ..+

A Wy = Way 4. - W,

in

AW+ W+ .+ l[rn—q,n-

Dans cette égalité, W,; et W';; ont identiquement le méme sens.

Le systeme ayant été décomposé en un certain nombre de parties,
divisons celles-ci en parties plus petites, ces dernieres en nouvelles
parties, et ainsi de suite, de telle sorte que le systéme se trouve divisé
en parcelles dont toutes les dimensions tendent vers zéro; admettons
qu’a aucun moment ces diverses parties ne cessent de remplir les con-
ditions qui permettent d’attribuer & chacune d’elles un potentiel ther-
modynamique interne.

Soit ¢ unc de ces parties dont le volume V; tend vers zéro; soit M; e
point vers lequel tendent tous les points de la surface qui la limite;
nous admettrons, et ¢’est la DEUXIEME NYPOTHESE que nous ferons, que
Uon peut toujours choisir la fonction 3; de telle maniére que le rapport —\T‘:
demeure fini et tende vers une limile détermindée lorsque la partie i tend
vers zéro par un mode déterminé de subdivision du systéme. La valeur li-

. 3 \ . .
mite du rapport i~ demeure-t-clle la méme lorsque la particule 7 tend
13

a se réduire au point M; par des modes différents de subdivision du sys-
téme? Ce dernier point sera I'objet non d’une hypothése, mais d’une
démonstration.

Cette hypothese peut n’étre pas réalisée dans certains systemes;
ainsi, dans un systeme électrisé, sil’on considere une partie z terminée
partiellement par une surface qui porte une distribution électrique
superficielle, lorsque cette partie ¢ décroitra, on verra tendre vers une
limite déterminée et finie le rapport—s-f, S; étant I'aire de la surface

3
électrisée qui termine cette partie; en sorte que, dans ce cas, le rap-
port Vi pourra croitre au deld de toute limite. Nous laisserons de coté
i

ce cas et d’autres du méme genre; d’ailleurs tous ceux d’entre eux
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quil est intéressant de considérer donneraient lieu & des raisonne-
ments semblables & ceux que nous allons développer.

La fonction #; étant déterminée, quel que soit £, de manitre & satis-
faire & Uhypothese précédente, nous admettrons que la fonction U7,
satisfait & une TROISIEME HYPOTHESE (ue vOIcCl :

Sotent, autour de devx points déterminés M;, M; du systéme, deux

particules i et J qui tendent a se réduire @ séro. Le rapport vll[-{,—’; demeure
fini et, de plus, il tend vers une limite déterminée l()r.s'qlm les deux vo-
lumes NV, V; sont obtenus par un mode déterminé de subdivision du sys-
téme. Nous laisserons en suspens, pour le moment, la question de sa-
voir si cette limite est la méme quel que soit le mode de subdivision
du systeme.

Enfin, nous ferons une QUATRIEME UYPOTHESE.

Soit M; un point du systémes; soit S une surface qui entoure le
point M;; prenons un volume quelconque intérieur & cetle surface et
contenant le point M;; divisons ce volume d’une maniére quelconque
en un nombre quelconque de parties 7, a, b, ... L, dont 'une, ¢, ren-
ferme le point M;. On peut toujours prendre la surface S asses voisine en
tous ses poents du point M; pour que l'on soit assuré d’ayour

(7) l ‘lpl'lt =t ‘[l'il; o ‘lril ] “e Vh

& dlant une quantilé positive, aussi petite que U on voudra, donnée d’a-
vance.

Voyons quelles sont les conséquences de ces quatre hypotheses.
Nous allons prouver en premier licu que le rapport * tend towjours
i
vers la méme limite, quel que soit le mode de division du systéme qui faul
tendre vers séro la particule entourant le point M.

Imaginons d’abord que P'on divise le systeme en cubes infiniment
petits, qui ont leurs arétes respectivement paralleles aux axes de coor-
données Oz, Oy, O3z, et dont la longueur d’aréte décroit suivant une
" M ’ 2 . . :ﬁ
progression géométrique de raison 5. Le rapport »‘-,—‘ tendra alors vers

- i

une limite finie et déterminée, qui dépendra uniquement de la posi-
tion du point M;. Si donc nous désignons par f; et u les valeurs de
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et V; relatives & un tel petit cube, nous aurons
lim‘—(/—} =G (xi yir 5:) = Gy

G étant une fonction uniforme ct continue des coordonnées x;, y;, s;
du point M;, si, au voisinage de ce point, les propriétés de la matiere
varient d’une maniere continue.

Envertu de notre quatrieme hypothese, autour de tout pointM; d’un
certain domaine D dont fait partie le point M;, on peut tracer une
sphere qui jouisse de la propriété suivante :

Si, 4 l'intérieur de cette sphere, on prend un volume contenant le
point M;, et si on le divise en diverses parties j, @, b, ..., [, dont
'une, /, contient le point M;, on sera assuré que I'on a

[WiatWpp -t .= Wy | 2V,

Le rayon de cette sphere dépend, en général, du point M; que 'on
choisit dans le domaine D; mais, pour les divers points du domaineD,
il admet une limite inférieure R, différente de zéro.

Du point M; comme centre, décrivons une sphere de rayon inférieur
. R “ : \ A
a—- A lintéricur de cette sphere, prenons un volume quelconque V,,
renfermant le point M;, et divisons ce volume en parties quelconques
«, B, ..., A. Nous serons assuré d’avoir

[ Weg~ oy 4. ..+ Wy [ ZeVey,
| Woot- Wy ..+ W | 2 Vg,

[ Wog+ Wi+ .. =Wy | T eV,
et, en remarquant que
V“—l—- V{-;-—}- vt ViV,

| ‘Fa[ﬁ—i- qra,{_}., s W
+ Woa-+- Wy -+ ..+ Wpy
R Vet sessasesrnaa
e Wy 4= Wiget. oot Wi [ Ze Vi

Ainsi, quelle que soit la forme du volume V; qui entoure le point M; el
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quelle que soit la maniére dont on I'a subdivise en parties o, B, ..., k, on
peut towjours prendre le volume V; asses petit pour que I'on au

(8) | Wopg 4+ Way -+ .. 4+ W
Wy ..+ W
PP

e dlant une quaniité positive, ausst pelile que l'on veul, donnée
d’avance.

Prenons un tel volume V,. Soit F; son potenticl thermodynamique
interne. Si nous tragons les petits cubes considérés, il renfermera
certains de ces petits cubes «, B, ..., A, et, en outre, des parties
résiduelles, ., v, .... Nous aurons, d’apres I'égalité (3),

(9) Fr==fatf oo frrt Tt Tyt B

Le volume V, ayant été pris assez petit pour que U'inégalité (8) soit
satisfaite, nous sommes assurés d’avoir

(10) [EU |20V,

7 étant une quantité positive, aussi petite que I'on veut, donnée
d’avance.
En vertu de la deuxieme hypothese, on aura

K étant un rapport qui demeure fini lorsque les volumes V,, V,, ...
tendent vers zéro; mais on peut pousser assez loin la division en cubes
pour que le volume de la partie résiduelle (V, -V, ...) soit une
fraction, aussi petite que I’on voudra, du volume V,. On peut done
prendre les éléments cubiques assez petits pour que 'on soit assuré
d’avoir

(11) |Fpt+Fo+... | S0 Ve

En vertu de la deuxieme hypothese, on peut prendre les cubes o,
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B, ..., hassez petils pour que U'on soit assuré d’avoir

[ |/
|
{

| fs— g |inu,

' .............. ,

V= w Gy S,

wGy|Znu,

(r2)

Gy Gg, ---» Gy étant les valeurs de la fonction G(a,y, z), en des
points Mo, Mg, ..., M, des cubes a, 3, ..., A.

La fonction G(x,y, =) étant continue et les points M;, M,, Mg, M,
étant tous intéricurs au volume V;, on pourra tounjours prendre celui-ci
assez pelit pour que 'on soit assuré ’avoir

(13)

Les indgalités (12) et (173) permettent d’éerive inégalité

| SotSB oo r—NuG(xyyis)| 20N u,

N étant le nombre des volumes cubiques que contient le volume V.

Mais la somme Na des volumes cubiques que venferme le volume V;
ne pouvant surpasser ce volume V,, Pindgalité précédente entraine
Pinégalite

(14) St ot oo o NG (e yiy 5y | oV

L’égalité (¢), jointe aux inégalités (1o), (11) et (14), nous montre
que Pon peut toujours prendre le volume V; assez petit et pousser
assez loin la subdivision en cubes pour que U'on soit assuré d'avoir

(l.’)) :‘%,’ - N1 (s (‘.l'/,.V,', 57) I '::/l'/) \',-.

On peut toujours aussi pousser la subdivision en cubes assez loin
pour que le volume résiduel Vy, +V,+ ... =V, —Nu soil une
fraction aussi petite que Uon voudra du volume V3 asscz loin, par
conséquent, pour que I'on soit assuré d’avoir
Vi--Nuw . 0
SOV T Glen s |

L~
Ann. de I’ Fe. Normale. 3* Série. Tome X. — Jus 1893, 20

(16)
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Les inégalités (15) et (16) nous montrent que I'on peut toujours
prendre le volume V; assez petit et pousser la subdivision en cubes
assez loin pour que I'on soit assuré d’avoir

(17)
Mais la valeur des deux membres de cette inégalité ne dépend plus
que du volume V; et nullement du degré auquel a é1é poussée la divi-
sion en cubes. Nous arrivons done & la conclusion suivante :

Quelle que soit la forme du volume V;, qui entoure le point
M;(@;, yi» 5;), nous pouvons toujours assigner a ce volume une limite
supéricure telle que, pour tout volume inféricur & cetle limite, nous
soyons assuré d’avoir

Fi— VG rg, Yir 5[ 250V,

=R

(17 bis) v Glan yo 50|50,
i Yi

<

7 étant unc quantité positive, aussi petite que Pon voudra, donnée
’avance.

Cette proposition entraine, a titre de conséquence, le théoreme que
nous voulions démontrer :

Lorsque le volume N ; tenl a s évanowir aw point M; en passant pAr UNe
SUITE QUELCONQUE DE FORMES, e rapport I,’{ tend vers une limite finie et de-
terminee, quidepend d’une maniére uniforme des coordonndes du point M,
et qui varie d'une maniére continue avec ces coordonndes, lorsque le
pont M; se déplace dans une région ow les propriétes de la maticre va-
rient d’une maniére conlinue.

Ce théoréme entraine immédiatement cet autre :

Lorsque U'on augmente indéfiniment le nombre des parties en lesquelles
le systéme est divisé, de maniére que les dimensions de chacune de ces
parties lendent vers zéro, la somme (5, 3, ...+ 3,) tend vers une
limite finie, dont la valeur est indépendante de la loi de subdwision
adoptée, et Uon a

(18) Hn (5~ &y de oo g F,) == /'(i(.'r:, Y, 35)dV,

dV ¢tant un élément de volume du systéme, (x, y, z) un poinl de cel éle-
ment, el Uintégrale §'élendant aw volume entier du systéme.
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Nous allons maintenant, par une analyse semblable, prouver que, si
deux volumes V;, V; l:(:n:(rl(mt 4 s’évanouir 'un au point M;, I'autre
au point M, le rapport \"lf{; tend vers une limite dont la valeur dé-
pend de la position des deux points M;, M;, mais ne dépend pas des
formes par lesquelles passentles volumes V;, V;, en se contractant.

Supposons, tout d’abord, que on ait adopté un mode particulier
de subdivision du systeme, par exemple la subdivision en cubes déja
considérée. Deux de ces divisions cubiques, toutes deux de volume «,
enferment 'une le point M, Vautre le point M;. Soit J;; la valeur de
la quantité analogue & U7, pour ces deux cubes. En vertu de la troi-
sieme hypothtse, lorsque ces deux cubes tendront & s’évanouir 'un
au point M, Pautre au point M;, le rapport ‘E’I” tendra vers une limite
finie et déterminée, et 'on pourra éerive

bir

(1g) lim o

Elrsy vy 55y, v 55) - ¥y

Fétant une fonctionuniforme des coordonnées x;, v;, 5, du point M; et
des coordonnées wx;, v;, 5, du point My de plus, si les propriétés dela
matiere varient d’une manicre continue autour du point M;, F est une
fonction continue de @y, v, 5.5 siles propriétés de la matitre varient
d’une maniere continue autour du point M;, F est une fonction con-
tinue de x;, y;, ;.

Cela posé, prenons, aulour des points My, M;, deux volumes quel-
conques V,, V,, auxquels correspond la fonetion Y. Divisons-les
en cubes de volume «. Le volume V; renferme les cubes a, §, ..., A,
et les volumes résiducls V,, V,, ..., Voo Le volume V; renferme les
cubes @, b, ..., 4, et les volumes vésiduels V,,, V,, ..., V,. Nous au-
rons évidemment
(20) U e b bt gy o W A= Wy - Wy,

aal B -t '-;'J{'Sl; e '-P{'S/ 4= l]r{‘im e "r{' ek llf‘ﬁl'

= 'l/'l.u b Ao '1|J'I.I A= Wy -+ ‘l:..l,/l IR o ll)"l./)
= Wy - Wi o= Wy - Wm -+ Wyp .o L
Wy Wy e Wy Ty, =Wy e W,

= ‘l‘mm,‘ o "‘mm/, B llrr,-;/ o llrm/u -+ lprrm R I ‘le,.
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U G o
Chacune des quantités —7* -+, =22 tend vers une limite finie Tors-

m wyy

que les volumes ,, ..., w, V,, ..., V, tendent vers zéro, la valeur
de cette limite dépendant pewt-éire de la maniere dont ces volumes
tendent vers zéro. On peut donc poser

W Ao Wy,, = KN (V... - V),

N étant le nombre des cubes que renferme le volume Vi, et K un rap-
port qui demeure fini quelque loin que Pon pousse Ta division du sys-
teme.

De méme, on pourra poser

qfﬂ:u et Wiy o K’N/ll(\'u T VA
Wit Woy == KNV oo = V) (Vi V),

N” étant le nombre des cubes que renferme le volume V;, et K, K~
étant des rapports analogues a K.

Nu Nu ) ,
V.V sont des apports dont la valeur ne peul surpasser 1;
i J

Mais
on peut, d’autre par(, pousser assez loin la division en cubes pour que
les deux rapports

V‘l, } \’., I \/‘?TT

soient aussi voisins de zéro que 'on voudra.

Done, les deux volumes V;, V; étant donnés d’une manibre quel-
conque, on pourra pousser la division en cubes assez loin pour que I’on
soit assuré d’avoir

[ Wem -+ o=, | ViV,
(21) [ Wy 4+ t-Wy |2V, v,
W e W 170 ViV,
7 Gtant une quantité positive, aussi petite que on voudra, donnée
d’avance.
D’autre part, en vertu de I'égalité (1), on peut toujours pousser
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la division en cubes asscz loin, pour que U'on soit assuré d’avoir

i qjaw - Fau u? l i_ T ”-:,

(22) .................. ’

Mais la fonction ¥ (@, ;0 5:5 @5, v, 5;) est une fonetion continue
de @y, y;, 5; et de x;, v;, ;. Comme les points M, ..., My, M, sont tous
intérieurs au volume V; et que les points M, ..., M,, M; sont tous in-
térieurs au volume V;, on pourra toujours supposer que, avant toufe
division en cubes, on ait pris les volumes V;, V; assez petits pour que
Ion soit assuré d’avoir
(9&) ............. N

{ i F)./ - F,"/‘I L.
Les inégalités (22) et (23) donnent Pinégalite

| Ve e o oo by — NN 02| = o NN a2,
somme on a d’ailleurs
Comme on a d

Nu =V, NV,

cette inégalité entrainera cette autre
('.l/‘) I'-!J’th P PR o LlJ'},[ el NN’”‘J I“ijI -. 2 V,‘ V./'.

Cette inégalité, jointe & 'égalité (20) et & Pinégalité (2r1), entraine
le résultat suivant :

On peut toujours prendre les deux volumes V,, V; assez petits, puis,
une fois ceux-ci choisis, pousser la subdivision en cubes assez loin,
pour que Pon soit assuré d’avoir incégalité
(25) [, — NNt Ky | = 50 VeV

Dailleurs, les volumes V;, V; étant donnés, on peat toujours pousser
la division en cubes assez loin pour que 'on soit assuré d’avoir

Vi Nuwu . \/n V,~—Nu. \/"
AR ) YN AL
Vi Vi \Z VI
et, par conséquent,

(26) [ ViV, F - NNw@liy | =V Vy,
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inégalité qui, jointe & U'inégalité (25). donnera
(27) (Usj— ViV Fip[ 60 ViV,.

Ainsi, on peut toujours, autour des deux points M;, M;, tracer deux
volumes V,, V; assez pelits, puis, une fois ces volumes choisis, les dé-
couper en cubes assez petits pour que inégalité (27) soit assurément
satisfaite.

Mais la division du systéme en cubes infiniment petits et le degré
auquel cette division est poussée n’influent en aucune facon sur la
valeur des deux membres de Pinégalité (27); nous pouvons donc
énoncer le théortme suivant :

Quelle que soit la forme des volumes V,, V; qui entourent respecti-
vement deux points donnés M, M;, nous pouvons toujours assigner i ces
volumes une limite supérieure telle que, pour tous les volumes Vi, V,,
inférieurs a cette limite, nous soyons assurés d’avoir 'inégalité

[ Uy I
(27 bis) Voo ==V es, yiy 3305, v 30 G,

ViV |
0 étant une quantité positive, aussi petite que 'on voudra, donnée
d'avance.

De ce théoreme découle la proposition que nous voulions démontrer.

Lorsque les deux volumes V., V; tendent respectivernent & s’ éeanour
aux points donncés M;, M, en passant pAR UNE SUITE QUELCONQUE DE FORMES,
le rapport \;! ’V’— tend vers une lmite finie et déterminée; cette lindte dépend

tr7
d’une manicre uniforme des coordonnées du point M; et des coordonnées
du poirt M;; elle varie d’une manicre continue avee ces coordonnées,
pourvu que les proprictés de la matiére varient d’une maniére continue

dans le domaine du point M; et dans le domaine du point M.

Ce théoreme 6tabli, nous allons nous proposer de démontrer la
proposition suivante :

La fonction ¥(x, y, z; 2, y', 5" ) est d’une nature telle que Uintegrate

/ Fr, y, 5507, ', 5"y dV!
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aut un sens méme lorsque le point (x, y, =) fail partie du volume auquel
s'étend 'intégration.

Cette proposition n’est nullement évidente de soi, car, si nous
savons que la fonction F(x, y, 55 2, y/, z/) est finie et déterminée
pour tout couple de points M(x, y, =) et M'(x’, »', =), il n’est nulle-
ment démontré ni assuré que cette fonction tende vers une limite finie
et déterminée lorsque le point M tend vers le point M par un trajet
quelconque.

Autour du point M, (=, y, z) (fig. 1), on peut toujours, en vertu de

notre quatrieme hypothese, tracer une surface S assez petite pour que
I'on ait

(7 bis) [ W+ Wygt-n oo -0 [ Ze Yy,

V, étant un volume intéricur i la surface S et contenant le point M, ;
Voo Vo ooy Voo des volumes connexes avee le volume V., qui, avee le
volume V,, remplissent en tout ou en partie Pespace intéricur i la
surface S, et & une quantité positive, aussi petite que Pon voudra,
donnée d’avance.

A lintéricur de la surface S, tracons une autre surface quelconque §'.
Nous pourrons toujours prendre le volume V, assez petit pour qu’il
soit ¢n entier contenu dans la surface . Soient Vg, ..., Vy d'autres
volumes qui, avee le volume V,, achevent de remplir la surface S'.
Soient V,, ..., V, des volumes qui remplissent U'espace U compris
entre les surfaces S et §'. L’inégalité précédente nous donnera

W Wy ‘lrl[l."l" v Wi [Se Yy

et aussi
[Wig+ ...+ Wp|ZeVy.
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Jes deux inégalités no ent d’écrire
Ces deux inégalités nous permettent d

('28) !‘[rlp‘—‘!—‘. com l[rjm l;?-EVAl.

Mais, en vertu de la proposition exprimée par I'inégalité (27). et en

, . ., e ) . ]
désignant par 0 la quantité positive > hous pourrons toujours prendre
les volumes V,, V,, ..., V5 assez petits pour que nous soyons assuré

des inégalités
| lp‘m - F1p.vx V;J. AR Vp,,

.........................

1 llrim - Flm’ Vl vm’ ‘-/ 0 vl \[HT'

De ces inégalités, nous déduisons

L

| ‘V”,. Ao Wi — Vi ( FIU‘V[L—}- vt Fig V) 120UV,
ou bien, puisque 0 est égal & >

(29) [ Wi oo oo Wi Vi(Fyp Vb Fig Vg ) | e VL

Mais le point M, ne fait pas partie de Uespace U; quelle que soit Ta
position du point (', y', ") dans Pespace U, la fonetion

o e gl r
I'("l:)'l;“l, A Y, 5

demeure finie et continue. Lors done que les dimensions des volumes
Vir -+ Vo tendent toutes vers zéro, la somme (F,V, ...+ F 5 V)
tend vers Pintégrale

{ ool oAl
/l‘('rhyh“ls" ,.}’,v)dv/~
28 1}

En d’autres termes, une fois les deux surfaces S et 8’ choisies, on peut
toujours prendre les volumes V,, ..., Vo, assez petits pour que Pon ait
Pinégalité

1

| . )
FiuVp+ .o+ 0V — /l‘ (g, Y, 302", y', 5" dV | Ze.
Ju

(30)

i
H

Les inégalités (28), (29) et (30) donnent I'inégalité

! |
(31) | \'A /l’(m,,'y,,z,;x’,'y’, s dV' eV,
Y

] |~
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Ainsi, autour du point M, on peut toujours tracer une surface fer-
mée S assez petlite pour que la propriété suivante soit vérifiée :

Quelle que soit la surface &, intérieure i la surface S, dont on en-
toure le point My, on pourra toujours prendre les volumes V,, V,, ...,
V, assez petits pour que I'on ait

(31 bis) A R A

Iintégrale s’¢tendant & espace U compris entre les surfaces S et 8,
et e étant une quantité positive, aussi petite que 'on voudra, donnée
d’avance.

Mais rien, dansla valear du premier membre de Uinégalité (31 bis),
ne dépend des dimensions des volumes V,, V. ..., V43 nous pourrons
done remplacer 'énoncé précédent par celui-ci :

Autour du point M,, on peut toujours tracer une surface fermée S
asses petite pour que Uon ait Uindgalite (31 0is), € étant une quantité
positive, ausst pelite que Uon voudra, donnée d’avance, et Uintégrale
s'étendant a U espace compris entre la surface S et n’importe quelle awtre
surface S', intéricure & la surfuce S et enyeloppant le poine M, .

Yest le caractere géndral, indiqué par M. du Bois-Reymond, pour
reconnaitre que Pintégrale

/AF(.’(", ye s al, yl, 5 dv!

aun sens, méme dans le cas ol, le point (x, y,5) faisant partie du
domaine auquel s’é¢tend Uintégration, la fonction F pourrait cesser
d’étre, en ce point, déterminée, finie ¢t continue. La proposition
¢noncée est done démontrée.

Proposons-nous maintenant d’évaluer la limite vers laquelle tend

la somme
Uit Wig oo o= 1y,

lorsque le nombre des parties en lesquelles le systéme a été divise
augmente au deld de toute limite, les dimensions de chacune de ces
parties tendant vers zéro.

Soit M, (z,, ¥y, 5,) le point olt l¢ volume V, tend & s’évanouir. En-

Ann. de UFe. Normale. 3 Série. Tome X, ~- Junuer 18g3. 26
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tourons le point M, d’une surface fermée S ( fig. 2). Soient V, V,, ...,
V, les parties qui composent I'espace U intérieur i la surface S; soient

Fig. .
-
S
Vs «-+» V, les parties en lesquelles est divisé Uespace B extéricur i la
surface S. Nous aurons
(32) L (| (RSTRS |  F| (FRRTR I | O [ |

En vertu de la quatrieme hypothese, nous pourrons toujours prendre
la surface S assez petite pour avoir

(33) | Wig-t. . .U ZeVy,

¢ étant unc quantité positive, aussi petite que 'on voudra, donnée
d’avance; et cela, quelles que soient les parties V,, V., ..., V,, en
lesquelles le volume U a été divise.

D’autre part, nous pourrons toujours rendre les volumes V,, V,,, ...,
Y, assez petits pour avoir

N - &
l‘ ]Fl/u'— F 1m Vl VIII l T v1 vnn
Y

E=(V,,+...4+V,) étant le volume occupé par le systeme en dehors
de la surface S. Ces inégalités donnent

(34) l lli'im R o ]p‘in - Vi ( Fim Vm I FI/L Vn) l - E VI-
On peut aussi rendre les volumes V,,, ..., V, assez petits pour avoir

ax Ty a . .
(35) Fim V.o +F,, V,L—o—‘/ F(zy,y, 5,2, ¥, 3" )dV | g,
£

intégrale s’étendant & la partic £ du systéme qui est extéricure 2 la
surface S.
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Mais, d’apres le théoréme que nous venons de démontrer, lorsque
la surface S tend, par une suite quelconque de formes, & s’évanouir
au point M,, I'intégrale

/‘F('rh.yl’;171",‘)/',5,)6{\/’
I

tend vers une limite finie et déterminée qui est, par définition, Pinté-
grale

/ F(xy, 15 515 2, J”, 5')dV',

(E4-1)

étendue au volume entier du systeme. Cette intégrale est une fonction
des coordonnées (x,, y,, 5,) du point M,, variable d’une maniere
continue avec @, ¥4, 5,, si les propriétés de la matiere varient d’une
manitre continue au voisinage du point M,. Si donc nous posons

(36) | W (’7;1’ .)/n :1) '"-::./'F("l"h FETRSIT '1",9 .,7',7 51) [.'[V,,

Pintégrale s’étendant au volume entier du systeme, nous serons
assuré que 'on peut prendre la surface S assez petite pour avoir

(37) Wroyi,z) = [Pl a2y, HdV | <.
40

L’ensemble des égalités et inégalités (32), (33), (34), (35) et (37)
conduit au résultat suivant :

On peut toujours prendre assez petites, d’une part, la surface S qui
entoure le point M, et, d’autre part, fes dimensions des parties en les-
quelles le systeme est divisé pour avoir

(38) | Wyt Wiy o= Wy — Vi W2y, 31, 54) [ 246V,

e élant une quantité positive, aussi petite que 'on voudra, donnée
d’avance.

Mais les valeurs des deux membres de U'inégalité (38) sont entitre-
ment indépendantes des dimensions attribuées a la surface S. Nous
pouvons donc énoncer le théortme suivant :

1L est toujours possible de pousser asses loin la division du systéme pour
que Lincgalité (38 ) soit vérifice.
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Ce théoreme équivaut a celui-ci :
Lorsque U'on dipise le systéme indéfiniment, swivant une loi quelconque,
| (PR | [ . 4 C e s .
le rapport —~3—‘vj_«v»—’»“-vl-—~—~» T2 tend vers la valeur limite W, ¥, 5).
1
Il nous est maintenant facile de calculer la valeur limite vers
laquelle tend la somme
Y= W+ 10,
4 Wy -+ Wy .. - Wy,

-+ urnl -+ l[rnﬂ -t qru,’l ~1

lorsque 'on pousse a I'infini la division du systeme.

Soit e une quantité positive, aussi petite que Uon voudra, donnée
d’avance; soit U=V, +V,+ ...V, le volume total du systeme.

On pourra toujours pousser assez loin la division du systtme pour
avoir

» . &
W+ Wy -0y, — VoW (g, y0, 51) | U Vi,
v E /
(38 bis) | Wy -y -1 -7y, Vo Wy, vy, 52) | U Vo,
. . Y
l ‘p "14" ll' ;m""f“' IR ‘[ru,r:~»~1 e Vn VV (‘,"Nv :}’u» 5/1) l ﬁ V ny
qui donnent
(39) l‘\"_ Wr('”is,’yh :l)vl T e et W('”U’ Yans sll)v” l"‘

Mais on peut aussi pousser la division du systéme assez loin pour étre
assuré d’avoir
([IO) I W('xlr ]’17 zi)vl I W(wm J’/u "Jn) Vu ./’VV (""" )’1 Z) dv I i.Ev
Pintégrale s’étendant au systéme entier.

Les inégalités (39) et (40) nous montrent que Von peut toujours
pousser la division du systeme assez loin pour avoir
(41) ]ZW'/'W(.:L',y,z)dV[’zze,

e étant une quantité positive, aussi petite que I'on voudra, donnée
(I'avance.
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Cette inégalité (40) nous montre que, lorsgu’on pousse a Uinfini la
division du systéme, on a
(42) lm( Wy+Wy+... 1,
Wy +Wos+. ..+ Wy,

-+ l[.",”_*_\[f’m R o ‘Irn,n—-1> = [W(~Ta _}’, 3) dV~
Les égalités (3), (6bis), 18 et (42) conduisent alors au théoreme
suivant.

Le potentiel thermodynamique interne d’un systéme continu peut se
meltre sous la forme suipante

A : g ‘ E p.
4: i y(x s - v, 3 ;
(43) q / G(z, , )clV+2'[W(.r,.y, ydV;

K est I ¢quivalent mécanique de la chaleur; G et W, deux fonctions finies,
qut varient d’une manicre continue avec x, y et s, si les propriétes de la
matiére varient d’une manicre continue dans le domaine du point (z, y, z).

En vertu de Pégalité (36), cette ¢égalite (43 bis) peut encore s’écrire
aps ; " : E /r ‘
(43 bis) ’F»—/ G2, v, 5)dV + )// F(r, v, s, &, y,5")dVdV';

F est une fonction symétrique de 2, y, z et de &', y', 3'; st les deux poents
(x,y,z) et (2, y, 5" demeurent « distance finie, elle demeure finie et
détermince; elle varic d’une maniére continue avec x, y, =, st les pro-
priétes de la maticre sont continues dans le domaine du point (%, y, ).

Ces résultats sont déduits de I'égalité (3). Des considérations ana-
logues, appliquées aux égalités (4) et (5), fourniront les expressions
suivantes pour 'énergie interne et pour 'entropie d’un systeme continu

_ ‘ E ..
4 U ” - . S N '
(44) EU ...'f.K.(.L,J/, 5)dV 2//[(‘1,, ¥, 5 &',y 5"y dV dV',

(43)  ES= [W(w, y, 3)dV.

K et Hsont des fonctions analogues i G; elles ont avec G des relations
que nous allons approfondir.
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CHAPITRE 1L

EXPRESSION DU POTENTIEL THERMODYNAMIQUE EN FONCTION
DES PROPRIETES DE LA MATIERE EN CHAQUE POINT.

La matiere qui forme un systeme peut &tre isolrope ou non isotrope.
En tout point M d’une matitre non isotrope, un trivdre trirec-
tangle (M%, Mv, M) est donné, qui définit orientation de Ia maticre
en ce point; cette orientation peut dailleurs varier d’un pointé Pautre
soit d’'une maniere continue, soit, le long de certaines surfaces, d’une
maniere discontinue. Si une portion de matiere se déplace de maniere
que ses divers points g gardent des positions relatives invariables, et
que ses propriétés demeurent invariables, le triedre qui marque Uovien-
tation de la matiere en chaque point estentrainé dans ce mouvement.
L’état de la matiere au point M est défini par un certain nombre,
que nous supposerons fini, de variables algébriques et de grandeurs
geométriques; chacune de ces dernitres intervient, dans la définition
de cet état, non seulement par sa valeur, mais encore par sa direction
par rapport au triedre (Mq,M ,M{); en d’autres termes, chacune
d’elles intervient par ses (rois composantes suivant ME, My, M.

Lorsqu’on aura affaire & une substance isotrope, on pourra attribuer
a chaque point un (riedre d’orientation; mais le choix de ce triedre
sera arbitraire et, parmi les conséquences auxquelles on parviendra,
on ne devra retenir que ceux qui sont indépendantes de orientation
attribuée en chaque point i ce trivdre.

Iimaginons une portion de matiere. L’¢tat de cette portion de la ma-
titre est défini par son orientation en chaque point et par la valeur
qu’ont, en chaque point, un certain nombre de variables parmi les-
quelles est la tcmpératurc absolue T. Les autres variables seront dites
normales (*) si elles possedent la propriété suivante : la portion consi-
(lcrcc, de la matiere ay.mL la méme tempu'aturc :n tous ses points, et

(1) l’ l)umM, ( ommentaire awx principes de la 'I'/zumar{; namique, ll[" Pur[n' (Jour-
nal de Meathématiques pures et appliquées, t. 1X).
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étant placée en présence de corps étrangers quelconques, une varia-
tion infiniment petite de température que n’accompagne ni change-
ment de forme de la portion considérée, ni changement des variables,
autres que la température, qui définissent son état en chaque point,
n’entraine aucun travail des actions extérieures. Nous admettons que
'on peut toujours définir PPétat de la matitre au moyen de variables
normales et nous supposons que 'on ait toujours fait choix de telles
variables; ¢’est & cette condition seulement que les équations (1)
et (2) sont exactes.

Ces principes briévement posés, nous allons énoncer deux hypo-
theses qui se présentent pour ainsi dire d’clles-mémes.

Premnire nyrortnise. — M, est un point donné du systeme, situé dans
une région de température uniforme; V, est un volume qui enferme le
point M,; ce volume, considéré isolément, admettrait un potentiel
thermodynamique interne &,; si on le supposait rempli d’une matiere
homogéne ayant en chaque point Uorientation et les propriétés qu'a la
matiere considérée au point My, il admettrait un potentiel thermody-
namique interne F,; on peut toujours prendre le volume V, asses petit
pour que l'on aut

(46)

Fy— 07" eVy,
¢ élant une quanliie positive, aussi petite que I’ onvoudra, donnce d’avance.

Druxime nypormise. — M,, M, sont deux points donnés du systeme;
chacun d’cux est situé dans une région de température uniforme; V,
est un volume qui entoure le point M, ¢t V, un volume qui entoure le
point My; & Pensemble de ces deux volumes correspond une fonc-
tion W,. Si 'on supposait le volume V, rempli d’'une matiere £omo-
gene ayant, en chaque point, Iorientation et les propriétés qu’a, au
point M,, la matitre qui remplit réellement le volume V,; si I'on sup-
posait le volume V, rempli d’une matitre homogene ayant, en chaque
point, Uovientation et les propriétés qu’a, au point M,, la matiére qui
remplit réellement le volume V,, la fonction ¥, prendrait une valeur
nouvelle W,. On peut toujours prendre les deux volumes V,, V, asses
petits pour que l'on ait

(47) [Wyp— Wi, [ZeVyVy,
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¢ étant une quantilté positive, ausst petite que U'on voudra, donnée d’a-
vance.

Pour déduire les conséquences de la premiere hypothése, don-
nens au volume V, la forme d’un cube ayant son centre au point M, et
ses arétes paralleles aux arétes M, &, Myn,, M,{,, qui marquent
I'orientation de la matiére au point M,; supposons ce cube homogtne ;
le potenticl thermodynamique interne &, de ce cube, considéré isolé-
ment, doit étre indépendant de la position de ce cube dans I'espace;
il ne peut donc dépendre que des variables qui, avec la position qu’il
occupe dans'espace, achevent de le faire connaitre entierement. Or il
est évident que ces variables sont :

1° Le volume V,;

2° La grandeur des parambtres algébriques o, B, ..., A,, T, qui
définissent I'état de la matiere au point M, ;

3¢ La grandeur des trois composantes @, @y @iz .25 Ly Ly Ly
de chacune des grandeurs géométriques «,, ..., {,, qui définissent
I’état de la matiere au point M,.

On doit donc avoir

Fyo= T (gy « vy hyy Ty gy Ayry Gyly oy Uy Ly D, Vi),
Mais on peut prendre le volume V, asscz petit pour que 'on soit
assuré d’avoir
('7) I"“T’l'—“lviii'gvlr
et, partant, en vertu des inégalités (17) et (46),

ﬁ/
L —G,

Vi

TR

G, ne dépendant pas du volume V,, cette inégalité montre que, lorsque
le volume V, tend vers zéro, G+ tend vers une limite qui ne dépend pas
1

de V, et qui ne peut des lors dépendre que des variables a,, ..., A,
Ty, a apm ayg, oo bz, Ly, Ly

Par conséquent, la fonction G, dépend seulement : 1° des grandeurs
des paramétres algébriques qui entrent dans la définition de ' état de la
matiére au point M; et 2° des trois composantes (suivant les axes qui
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wmdiquent Uorientation de la maticre au point M) des grandeurs géo-
métriques qui definissent [ étal de la maticre en ce point.

Dans le cas particulier oit la mativre est isotrope, le choix des axes
M., M,7,, M, est arbitraive, et les variables que nous venons
d’énumérer ne doivent entrer dans Pexpression de G, que par des
combinaisons ind¢pendantes du choix de ces axes; done, dans le cas
ot la maticre est isolrope aw point M, U'état de la matiére en ce point
élant défini par certains paramelres analytiques et par certaines gran-
deurs géomctriques, G, dépend seulement de la valear de chacune de ces
variables et des angles que les grandeurs géométriques font dewx a dewa.

Pour déduire les conséquences de la deuxieme hypothese, prenons
le volume V, comme nous venons de le faire, et formons le volume 'V,
autour du point M,, par un procédé semblable.

La fonction ™, relative au systeme des deux cubes homogenes V.,
V., ne doit pas dépendree de Ta position absolue dans espace du sys-
teme formé par ces deux cubes; elle doit dépendre seulement des va-
riables qui, jointes a cetle position, achevent de déterminer entiere-
ment le systeme formé par ces deax cubes; encore les températares
T,, T, des deux cubes n'y doivent-clles pas figurer.

Les variables qui déterminent N7, sont done :

12 Les volumes V,, V, des deux cubes;

20 Trois paramotres 0, 2, 4 (par exemple, les trois angles ¢’ Euler),
permettant d’ovienter les deux triedres

(M &, My, MyZ) el (Myée, My, M, Z.)

Pun par rapport i Pautre;

30 La distance rdes centres des deux cubes;

4° Les vaviables algébriques «,, ..., &, (mais non pas la tempéra-
ture T,) dont dépend I'¢tat de la matiere au point M ;

59 Les composantes ayz, @y, @y ey bz Le Ly, suivant M Z,,
M,7,, M,{,, des grandeurs geomdétriques «,, ..., £, dont dépend
Pétat de la matiere au point M, ;

6 Les variables algébriques a,, ..., A, (mais non pas la tempéra-
ture T,) dont dépend I'état de Ja mativre au point M, ;

7% Les composantes @z, Gyny @y - ovr bagy luny L, suivant M,E,.

Ann.de ULe. Normale, 30 Série. Tome X.— Junier 1803, 27
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M,7,, MGy, des grandeurs géométriques a,, ..., &, dont dépend
I’état de la matiere au point M,.

Autour des points M,, M,, on peut toujours tracer deux volumes 'V,
V., assez pelils pour avoir

(27) [W— F ViV ZeV, V.

Cette inégalité, jointe & 'inégalité (47), montre que nous pourrons
toujours prendre nos deux cubes assez petits pour avoir

De cette inégalité, on déduit sans peine la proposition suivante.

La fonction ¥, dépend seulement :

10 De la distance r des dewx points My, M, ;

2 Des trois paramétres 0, ¢, b, qui fixent Uorientation mutuclle des
deux tricdres (M &, My, MVC)) et (M 5y, Myv,, ML G)s

3¢ Des variables algebriques ., ..., Ay (mais non pas de la tempéra-
ture 'T,) dont dépend Udtat de la maticre are poine M

K0 Des composantes ag, @ gy Ay -y lizy Ly Lo swdvant M5 M1,
M, C,, des grandeurs géométriques a,, ..., l,, dont dépend Uctat de la
maticre au point M, ;

59 Des variables algébrigues o, ..., A, (mais non pas de la tempéra-
ture Ty dont dépend I étar de la maticre aw point M,;

G0 Des composantes iy, oy Qoge - oo lyry Loy Ly, sudvant My%,, My,
M,C,, des grandeurs géométriques ay, ..., 1, dont dépend Udtat de la
malicre auw point M,.

Le lecteur verra sans peine comment ces variables se réduisent
dans le cas ol la matitre est isotrope soit autour de 'un des points
M,, M,, soit autour de tous deux.

. ., dG . . . L.

Supposons que la quantité ;72 soit une fonction de (x, y, z) finie
dans toute I'étendue du systeme, et continue dans toute région ol
les propriétés du systeme varient d’une maniere continue. L'intégrale

JG . . , .
f?ﬁ‘ dV aura un sens; de plus, sile systeme est partagé en parties 1,
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2, ..., n, ayant chacune une température uniforme, nous aurons

a6 .0 ) 0
([|?\) '/ ;)’l‘ (/\ j— (},I‘;.[(l I‘ 1 + [(l l\v 9 . ),[‘” f(l (l\ ne

Mais, d’autre part, en désignant par &, le potentiel thermodynamique
interne de la pavtie 1 considérée isolément, nous aurons [égalité

(43 bis)|
7 r:/(n(lV - [/l‘ AV, dV.
*Jydy

La fonction F est indépendante de la température commune T, des
deux éléments dV,, dV',. Nous aurons done
oF 9 [
i S =g [Gav
(fi9) JT, T oom ),

ou bien, en vertu de 'égalité (2),

On a, de méme,

0

— - Gav,.
ny

Moyennant ces égalités, I'égalité (48) devient

"G < . !
;}-,de e B (Zy = Zy e 4= X))
ou bien, en vertu de I'égalité (5),

e oG
(50) Bs=— [ ZZav.

L’égalité (1) donne, en tenant compte de I'égalité (49),

E Y'l — 3‘71 s~ ”1 7[-;'1' /'(l er,
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On a, de méme,

E rn: ju T, B l‘,“/ Gdv,.

Ces égalités, ajoutées membre i membre, donnent

E(Ys4 Yook oY)
:—.f?l+;7?z+...+j,,--(”1“,/mtm 1),‘2- GdVyr T, mz\,,)

e "

ou bien
1 . " e p “ o 06
E(Y Yy o= X)) = 5 e Ty obs e F e .l T dV.

Cette égalité, jointe aux égalités (3) et (4), donne

I)(l
Yo — [T
B0 = 7 /l gl

ou hien, en vertu de I'égalité (43 bis),

(51) B0 = /'<(;-1"j(l',>zv L / [V v,

Les égalités (50) et (51) nous redonnent les résultals contenus dans
les égalités (44) et (/;’3)' mais, de plus, elles nous enscignent que les
fonctions K et I, qui figurent dans ces ¢quations, sont liées i la fonc-
tion G par les relations

. )
(02) ] :),[‘7
(33) K= — ,l, ()(l

Ce que nous avons dit dans ce Chapitre et dans le précédent n’exige
pas que la température du systeme soit uniforme; mais, du moins,
cela exige que le systeme soit décomposable en un nombre limité de
partics ayant chacune une température uniforme; ¢’est, en effet, seu-
lement dans ce cas que sont définies les fonctions s et & (Commentaire
aux principes de la Thermodynamique, 111¢ Partie, Chap. 11, § 6 et
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Chap. I1I, § 7). Mais, st nous constdérons maintenant un systéme dont
la temperature varie d’un pont @ Uautre d’une manicre continue, rien
n’empéche de former, pour un tel systéme, les fonctions 3, 8, ©, données
par les égalites

(43 bis) _/ Gay -+ 2 [/ Fav dv',
(50) 08 o — f g(i: dV,

(31) EO .—.-:/((, —«’I‘ijfl—', AV - —// F v av,

et de leur élendre les propriciés des fonctions 5, s, ©, relatives & un sys-
téme que Lon peul diviser en parties de température uniforme.

Cette extension, qui permet de traiter des systemes dont la tempé-
ature varie d’un pointa autre d’une manivre continue, constitue une
nouvelle Zypothése; mais celte hypothese se présente si naturellement
et les conséquences en sont si aisées & déduire que nous n’insisterons
pas sur elle.

CHAPITRE 111,

DE LA PRESSION DANS LES FLUIDES

Les considérations précédentes sont tres générales; nous allons
maintenant nous occuper d’un cas plus restreint, qui aura I'avantage
de nous fournir Papplication & un exemple simple des théortmes que
nous venons ’¢tablir.

Imaginons une substance isotrope, définie en chaque point par deux
variables normales seulement, la température T et Ia densité p; celle-ci
variera d'une maniere continue i intérieur de certains espaccs; mais
ces espaces pourront confiner les uns aux autres par des surfaces de
discontinuité; la matiere remplissant chacun de ces espaces prend le
nom de fluide.
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Pour un fluide donné¢, la fonction G relative 4 un point (x, y, 5) dé-
pend seulement de la densité p et de la température T en ce point;
nous pouvons poser
(5%) G =Z(p, T).

La forme de la fonetion  dépend de la nature du fluide.

La fonetion F relative 2 deux points (&, y, =) et (2, ¥, =) dépend
de la densité p au point (2, y, z); de la densité p au point (x', v/, 5");
enfin de la distance r des deux points (x, y, z) et (¥, ¥/, 5); nous
pouvons poser

- L
(55) o= B pp' bip, ¢y r).

La forme de la fonction ¢ dépend de la nature du fluide auquel appar-
tient e point (¢, y, 5) et de la nature du fluide auquel appartient le
point (2, ', ).

Si nous désignons par dm=pdV et par dm’==p' dV' les masses

des deux éléments de volume dV, dV’, le potentiel thermodynamique
interne d'un fluide pourra, en vertu des ¢galités (43 bis), (54) et (55),
s'écrire
(56) ki »:;./"g(p, Ty dm + ‘;_/:/'!J,z(p, o'y rydmdm!'.
Considérons deux éléments de masses dm et dm’, dont M(x, y, 5) et
M (', ¥, 5") sont deux points, situés a une distance finie r; 'en-
semble de ces deux ¢léments forme un systeme dontle potentiel ther-
modynamique interne 7 est donné par I'égalité

F=p, Ty dm ¢ (o', T') din' 4 L(p, ¢/, ) dm dm'

et Pénergie interne © par 'égalité

E®)— l Elp, T)—T - % ()Pl‘ D I dm
. wy 056,
—f_lt(’ ') o 2z (rl"”) dm' =4 (p, p', rydmdm'.

Silesysteme des deux éléments éprouve une modification infiniment
petite, le dernier terme de Pexpression de BEo éprouve une variation
(HJ(()I‘ or . dr . Or, Jr o ar., ( dp. 0.

_()l \()'L' +()y())’+ OZ"*"'}—"()I "’r“‘()‘;’“ 0y 4 ) 05 ~'~~—C)p+ r()p d,n dm'.



LE POTENTIEL THERMODYNAMIQUE ET LA PRESSION HYDROSTATIQUE. 215

Par définition ('), le travail des actions exercées par I'élément dm
sur I’élément dm a pour valeur

y - b for r . Jr /.
(57) A€ = —~- |51T) <;)-; ax = f():;; ay -+ i)': 0:=> -+ g—g r)pJ dm dm'.

Le travail des actions exercées par '¢lément dm sur I'élément dm’
a, de méme, pour valeur
. oY/ or Jar or ) o
59 0is) dE == | o (S0 Sl 0y e U gst) - Y2 gy !
(57 bis) 7 gr \ o -+ > oy - J=1° 4 gz op’ {dm dm’.
La formule (57) nous montre que les actions de élément dm’ sur

I’élément dm se composent :
1 D'une force, dirigée de M" vers M, ayant pour grandeur

(58) Bz (-;3, Y(p, p's 1) dindm';

2° D'une influence (*), tendant & accroitre la densité de 'élé-
ment dm,

J ,
(59) A s o Ylp, ¢y r)ydmdm'.

Les actions de Vélément dm sur 'élément dim/ se composent, d'apres
Ia formule (57 bis) :
1° D'une foree, dirigée de M vers M’y ayant pour grandeur

(58 his) Pl e ()(i g, ¢y r)dmdm';

cette force est ¢gale et directement opposcée a la force F, donnée par
Végalits (58);
2° Dune influence, tendant & acceroitre la densité de P'élément dm',
Ko , ) ; ,
(59 bis) Al e e b(p, ¢y r)dmdm!.
4

(1) Commentaire aux principes de la Thermodynamique, 1 Partie, Chap. IIT, n° 2
(Journal de Mathématiques, t. VI, p. 3115 1892.).

(2), Sur la définition de ee mot, voir Commentaire aux principes de la Thermodyna-
migue, loc. cit.
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Les deux influences A et A’ ne sont pas nulles en général; clles ne
disparaissent que dans le cas particulier ot la fonction $(p, ¢, r)
devient indépendante de g et de " et oli, par conséquent, elle se ré-
duit & une fonetion de la seule variable r. Si 'on pose alors

A (r)
I) o= — ———
(60) S o
la force répulsive qui s’exerce entre les deux masses élémentaires dm,
dm’ aura pour valeur, d’apres les formules (58) et (58 bis),

(61) [F=dmdm' [(r),

/ ¢tant une fonction dontla forme dépend de la nature des deux Huides
auxquels appartiennent les ¢léments din, dm’. CCest dans ce cas parti-
culier, tres important, que se rangent, a titre de cas plus particuliers,
les hypotheses faites par Newton tant sur les forces qui determinent la
gravitation universelle que sur les actions moléculaires ; nous nommerons
ce cas particulier le cas de U hypothése nesvtonicnne.

Un cas plus particulier encore est eelui ot la fonetion 4 devient in-
dépendante non sewdement des densités g et g/, mais encore de la dis-
tance 75 dans ce cas, comme la fonction P doit, par son origine méme,
étre égale a zéro pour deux particules infiniment ¢loignées, elle sera
identiquement nulle; le potentiel thermodynamique interne d'une
masse fluide prendra non plus Ta forme générale (56), mais la forme
(6a) i /"Lj(p, Ty dnmes

.

deux éléments dm, dm’ du fluide, n’exerceront plus Uun sur lautre
aucune actions ¢’est le cas que nous avons étudié en détail dans un
autre Ouvrage (').

Revenons maintenantau cas général auquel corvespond Uégalité (56)
et proposons-nous de chercher, dans ce cas général, les conditions
d’équilibre du fluide.

La premiere condition sera que la température ait, en tous les points
du systeme, une méme valeur égale i la température des corps exté-

(1) P.Dunes, Hydrody namique, Elasticité, deoustique; cours professé 4 la Facullé des
Sciences de Lille en 18go-18g1. Livee 1L : Les corps fluides.
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rieurs. Cette premiere condition nous faisant connaitre la température,
nous pourrons ne plus faire figurer explicitement la lettre T dans 'ex-
pression de la fonction ¢ (p, T).

Les conditions d’équilibre que nous cherchons s’obtiendront en ex-
primant que, dans toute modification isothermique virtuelle du sys-
teme, on a

-~
o,

(63) dc,

A

dg, ¢tant le travail des forces extéricures appliquées au systeme.
A T'égard de ce dernier travail, nous supposerons qu’il puisse étre
mis sous la forme

(64) dC.= /( Xeoa -+ Y, 0y -1 74 05) dm
“he S Pleos(P, x)dx -+ cos(P, y) dy -+ cos(P, 5) 93] d8,

la premiere intégrale s’étendant aux divers éléments de masse du fluide
et la seconde aux divers éléments de la surface qui le limite; les fonce-
tions X,, Y., Z. peuvent dépendre non seulement des coordonnées
(ax, ¥, 5) de la particule dim, mais encore de sa nature, de son état, de
sa densité.

Nous commencerons par donner au fluide toutes les modifications
virtuelles qui laissent invariables le volume et, partant, la densité de
ses divers ¢léments. Pour ces modifications, nous traiterons la con-
dition (63) comme nous Pavons fait dans notre Cours d’Ilydrodyna-
migue (Livee 11, Chap. I, n® 1, 2 ¢t 3). Mais, dans ce cours, le poten-
tiel thermodynamique interne était donné par Uexpression (62), en
sorte que, dans les modifications dont il s’agit, on avait

f’)\j s 5

Iei au contraire, olt le potentiel thermodynamique interne est donné
par I'égalité générale (56), on aur:

(65) OF == 1a // Yip, ¢y r)dmdm’.
Pour pousser plus avant la détermination de ce terme, nous nous

appuicrons sur trois hypothises rendues nécessaires par ce fait que fa

Ann. de U fie. Normale, 3¢ Série. Tome %. — Juinuer 1893. 28
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v ., -
quantité 5% ne demeure pas en général dans un rapport fini avee la
agr -

quantité Y (p, ¢, ), au voisinage du point r = o.

Previire nyporimise. — Soit M(, y, 5) un point du fluide; soit r la
distance du point (2, ¥, =) au point M; soit A(x', y', =) une fone-
tion quelconque de (', v/, =) qui demeure finie dans le voisinage du
point (., ¥, 5); quelle que soil celte fonction, on peul ltowjours enlourer
le point M d’une surface S asses petite pour que Uon i

St Y e e
»'/I.(_.I.,'),,.)(),_(/IN!,g,

Uintégrale s'dlend & Uespace U compris entre la surfuce S el une surface
quelconque S, intéreure a S et enveloppant le point M ¢ est une quantité

posilive, aussi pelite que U'on voudra, donnce d’avance.
Faisons succeessivement

. Jar or ar
L of ! 3’ T . N -
(’ » ¥ ) (),1‘7 ’),}' (}:’

et appliquons le théoreme fondamental de M. du Bois-Raymond; nous
parviendrons au résultat suivant :

Les trots intégrales

’ Y or
{ oo e i | ) /’,’ . —eine'
X / or 2 e ) o dmt!,

"0 or
6( / P TIT mees ‘ T L 2 P X
(66) Y, '/’),,1’(,»(9/)’)"1/111,

) Jr
- v 1 on Y Y
\ ,/4)/'{(‘0' P ) s ol

ont un sens alors méme que le point (x,y, ) fail partie de la masse a
laquelle s'élendent les intégrations.

Entourons le point (2, y,z) d'une surface S et supposons que, dans
les formules précédentes, les intégrations s”étendent seulement i la
masse extérieure i cette surface; les intégrales prendront alors des

. l e W A7 . o 1 ( ' .
valeurs Xi, Y, Z;; les composantes de la force exercée sur la parti-
cule dm par le fluide extéricur 3 la surface S auront pour valeurs,
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d’apres I'égalite (58),
Xidm, Y;dm, 71.dm.

Si l'on suppose que la surface S, se contractant, vienne s’évanouir
au point (w,y, =), ces quantités tendront respectivement vers les

limites
Xidm, Y;dm, 7,dm.

C’est pourquoi nous donnerons aux quantités X;, Y;, Z;, définies par
les égalités (66), le nom de composantes, au point (x, y, z), de la force
inlérieure.

DEvuXIENE nypoTIESE. — On petd lowjours entourer le point M d’une sur-
Jace S assez pelite pour que Uon ait

7] )
Uintégrale s'étend a Uespace U compris entre la surface S et une surface
(/ue/(:()//(/u(f S, wntdreeure a S et ('m'('/()/)//(mé le /)m'n/ M e est une quan-
e positive, aussi petite que Uon voudra, donnde d’avance.

Le théoreme fondamental de M. E. du Bois-Reymond nous montre
alors que Vintégrale

(67) A /‘;)P Y, ol r)dm!

a un sens lors méme que le point (x,y,s) fait partie de la masse @
laguelle s'élend Uintégration.

Une raison analogue i celle qui nous a fait nommer les quantités X,
Y. Z; les composantes, au point (x, y, 5) de la force intérieure, nous
fera nommer la quantité & {influcnce qui tend & aceroitre la densité au
point M(x,y, z).

Considérons la fonction

(68) Vi, y,z) ~'r:'.'/‘<.}J(Io, plyr)dm!,

Pintégration s’étendant i la masse entiere du fluide; cette fonction

. , , . E
existe assurément, car elle n’est autre chose que le produit par — de
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la fonction W (., y, =) définie en Iégalité (36). Au sujet de cette fone-
tion, nous ferons ’hypothese suivante :

TrorstEME HYPOTHESE. — Soit M, (2, ¥y, 5,) un point situé dans une
région ot la densité p varie d’une manicre continue; on peut loujours
entourer le point M d’une surface S asses petite pour que l'on ait

I v, (i, Yy 5)— V1 (20, Yos 50) I
6 : e : Te;
(69) NV, €

¢ st une quantilé positive, aussi pelite que ['on voudra, donnée d’avance ;
V, est defini par une égalité analogue &l égalité (( 38), mais ol '[nldgr((-
tion s'étend seulement « lespace intéricur ¢ la .S‘I{If(l(f(! S: (e, v, 5) est
n'importe quel point de cet espuce.

Des trois hypotheses que nous venons d’énoncer, nous allons déduire
la conséquence suivante :

Si, aw vowsinage du point (x,v,s), ke densité o admet des déricées

. . ; dp dp 0
partielles du premier ordre e, e, op
dxr dy 0z

des dérivées particlles du premier ordre, et 'on a

s la fonction NV admet, clle aussi,

oV oy e

g N

A% , ., Op

(70 by Y
v p

Vs =L o ER

Prenons un point My (2, y,, 5, ) et, autour de ce point, tragons une
surface S assez pelite pour que Uinégalité (Go) soit satisfaite quel que
soit le point M (i, y, ) a I'intéricur de cette surface. Nous prendrons
le point M sur une parallele & I'axe des & menée par le point M,, ef
nous poserons

xo—ryes A,

en sorte que nous aurons

Nous pouvons poser

Vo, o5 50) == Vi@, Yos 30) + Va2, Yoy 30),
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la fonction V, (a, y, 5) étant définie par une égalité analogue i I'éga-
lité (68), mais ol I'intégration s’étende & 'espace 2, extérieur a la
surface S.

Les égalités précédentes nous donnent

V(""O ‘}_ AJ“) "}’m zn) - VT("Z"ns "yo, :n)

(71) Ar
V 1 (g - -+~ Az, Yor 50) — Yy (('o,ymw))

- Axr
V:z(lo“"A‘" 'V(nﬂo)_‘\ (2, 'y(nw)

Az

Or, nous avons, par hypothese,

(69 bis)

Vil A, Yos z4) — V(g %n~n)
Ax

La fonction V,(xy, ¥4, z,,) admet, par rapport & z,, une dérivée par-
tielle du premier ordre qui peut étre obtenue par la regle de la diffé-
rentiation sous le signe /; on peut done choisir Az assez petit pour
que lon ait '

3 V“-Z("’"(l o A.’l/', ,'}’(n ;()) . \/2 (,‘1'01 ,'}’ny 3()) ’ () I, ()” 1
(72) i i A A",", L o ..,4../, (); LIJ(P()’ p 7/ ) (_)_:I_; i

doy ([ , N ol |
- (}.;(,'/' ;)‘{I (e, 0y 1) dm'| Ze.

Mais la définition méme des quantités X; et - montre que ’'on peut
toujours prendre la surface S assez petite pour que on ait

(73) ‘ / ’f({lm P ) ’) """" - (/”’ = X (s Yor Sa) | = &
()O ){ I <
(74) 0: I'; -/2 /)Pﬂ ¥ (pos pla )i+ »)—“— (2, Yor So) | 2 -

Légalité (71), jointe aux égalités (69 bis), (72), (73), (74),
montre que on peut toujours prcndre Az assez voisin de zéro et la
surface S assez petite pour avoir

'\”(lo Al’ 'ymxp)"-V(ﬁn 'y(n "'n) X(la,yo, ~0)-i—~l(lo,yu, ~'0) <[€,
r
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¢ étant une quantité positive, aussi petite que I'on voudra, donnée
d’avance.

Comme la valeur du premicr membre de I'inégalité (73) ne dépend
en aucune facon des dimensions atlribuées i la surfw »'S, on voil que
cette inégalité entraine I'égalité

. , ()1
fim Az Aw=0 I \i(""m,)'m 3y) -t ""f"nv.)'(u 3y) )Il:J

"V (g4 Ay vy, 30) — Vg, Yo vu)l

[l suffit de supprimer I'indice zéro, désormais inutile, pour retrouver
la premitre des égalités (70): les deux autres s’établissent de méme.
Calculons la quantité

(76) J = /'(X,-é‘.l; 4 YAy - 105+ Ndp) dm,

sz, o, 95, 05 élant des fonctions continues de @, v, =, et intégrale
s’étendant i Ta masse fluide tout entiere.
Nous aurons évidemment

I (p, ') (Or . Ir . L\ Db
(77 /(/m [‘ ¢ P ‘) O (:)’ L - ().’); ay -t :;i, r),v) | ! ‘J(,'r:)(:' ! )up dm'
. . | Iy
o (O.' p Y (or Re f.h ay -+ o i3 -+ dylp, o oy | dmdm!,
i e’ 4)‘1/ ' Js dp '

Mais I'égalité (76) peut aussi s’éerire
= /(X; O’ Yi gy -1 7 05" A 6o’y dm!,

en sorte que 'on a aussi

- l)br;,o,'(()l\, VI dM(p, s r) ’
(7) // [w‘ ar 0 e oy O s % >* P = ap! lr(m dm'.

Les égalités (76), (77), (78) montrent que 'on a

(79) 2 /l(‘(-t}.r A+ Y 0y 705 - o p) ddm

nnnnn Mo, p'sr) (Or dr . dr ar. ., 0r.
//l o \o2" I‘AMW T o A Fa )

‘”" Py P 39,,_ ’”’ P P") I/l/nr/m,
dp g

. N N N N
quels que soient oz, gy, ¢3, dp.
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Supposons maintenant ces quantités infiniment petites; nous aurons

dd(p,p's 1) <_‘_’" N

LI — O~} i)i () / {?’: j-' - _f_)_,_.,_ 67.’ - '_(N)I. ,:\ . (),. .y}

Jdp ox DA FR P oy +ow

V(e 1) 5y O9(Pa gl r)
Jp Jp

Nl e D 7 .
9'= 34 (p, ¢/, 1),

et I’égalité (79) deviendra
2 /( Xi0a -+ Y0y -+ 7; 03 - N dp) dm = — //r) L(p, 'y 1) dnedn!,
ou encore, en remarquant que chacun des éléments de masse dm, dm’,

auquel s’étend DPintégration double, demeure nécessairement inva-
riable,

80 (X0 - Y 0y - L 05 - Nop)dm ==L (Lo, oy r)dm dm'.
.} r 2 T v(’l

Cette égalité, jointe & Pégalité (65), montre que, toutes les fois que
I'on déplace les divers ¢léments du fluide sans faire varier la densité,

on a ‘ ,
aF e / (X0~ Y ay -=71,;03) dnm.

Les raisonnements exposés dans notre Cours d’lydrodynamique
(Livee I, Chap. I, n® 1, 2 ¢t 3) conduisent alors aux résultatls suivants :

Il cxiste une fonction U(x, y, =), uniforme, finie et continue en lous
les points de la masse fluide, telle que Uon ad

(81) pl (Xt Xo) dew -t (Y= Yo ) dy - (L= L) ds | = dIL

Celte fonction n’est négative en aucun poind de la masse flurde. En tow
pownt de la surface du fluide, on «

S P cos(P, &) = cos(n;, ),
(84)

n; élant la normale @ la surface du fluide dirigée vers { intereur du
Sluide.

Ces résultats obtenus, nous écrirons que Iinégalité (63) doit étre
également vérifice par une modification virtuelle dans laquelle la
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densité varie; dans ce cas nous aurons, en vertu des égalités (56)
et (80),

NE ”C ~ ¢ N ~ 7N ~

oF = 7 op dm — / (X 0z 4+ Y; 0y + Z; 05 -+ N dp) dim.

En raisonnant comme nous l'avons fait dans notre Cours d Hydro-
dynamique (Livre II, Chap. I, n°4) nous trouverons que ['on doit ayoir,
en tous les points de la masse fluide,

LAt S
(83) rJz —"Elpffl == ]l e pz Ao

L’ensemble des conditions (81), (82), (83) représente Uensemble des
conditions nécessaires el suffisantes pour Uéquilibre de la masse fluide.
Partageons le fluide en deux masses A et B; soit o la surface nou-

velle qui, soit seule (fig. 3), soit avec une partie de 'ancienne surface
terminale du fluide, limite la masse A.

Fig. 3.

Supprimons Uobstacle que la présence de la masse B apporte aw dépla-
cement de la masse A, SANS SUPPRIMER AUCUNE DES ACTIONS (FORCES OU
INFLUENCES) QUE LA MASSE B exerce sur ra masse A. Pour parler d'une
maniere plus explicite, supprimons la masse B, de maniere que Ia
masse A puisse, sans déplacer ancune masse étrangere, franchir la
surface o; mais, aux corps ¢lrangers qui exercent déja :

1° Sur tout élément dm de la masse A, une force dont les compo-
santes sont X, dm, Y, dm, 7., dm;

2° Sur tout élément S de la partie de la surface S qui peat confiner
a A, une force dont les composantes sont

Peos(P,x)ds, Peos(P, y)dS, Pcos(P,z)ds,

adjoignons des corps élrangers qui, sans toucher le corps A, exercent



LE POTENTIEL THERMODYNAMIQUE ET LA PRESSION HYDROSTATIQUE. 295

30 Sur tout élément dm de A, une force dont les composantes sont
Xidm, Y;dm, ZL;dm, X;, Y;, Z; étant définis par des égalités, analogues
aux égalités (66), mais ot les intégrations s’¢tendent & la masse B
seulement;

4° Sur tout élément dm de A, une influence dont le travail élémen-
taire est & cpdm, A étant défini par une égalité analogue i 1'éga-
lité (67), mais ot I'intégration s’étend seulement 4 la masse B.

En général, la masse A ne sera plus en équilibre; mais on en
rétablira certainement I’équilibre en adjoignant aux forces extérieurcs
précédentes :

5° Une force, appliquée i chaque élémentds de la surface o, et ayant
pour composantes

(84) Hcos(vy, w)ds, Mcos(v, y)ds, Wceos(v;, s)ds,

v; étant la normale & 'élément do vers Uintérieur de la masse A.

Ces forces sont les forces de liaison équivalentes a Uobstacle que la
présence de la masse B apportait aux mouvements de Ia masse A.

(Cest pour celte raison que II(x, v, 5) se nomme la pression au
pont (x, v, 5).

Il faudrait bien se garder de supprimer la masse B en remplacant
seulement les forces X; dm, Y, dm, L. dm, que la masse B exerce sur
chacun des ¢léments dm de la masse A, sans remplacer en méme temps
Iinfluence &' dm, tendant & augmenter la densité de I'élément din, que
celte méme masse B exerce sur 'élément dm; les pressions (84) ne
suffiraient plus alors & rétablir Péquilibre de la masse A.

Il ne sera permis, en général, d’opérer ainsi que dans le cas parti-
culier olt I'influence A/ serait égale i zéro pour tout élément die de
la masse A. Cette condition ne sera pas généralement remplie, &
moins que Pon n’ait
5 bl ¢y = o. :

Si cette condition est réalisée, P est indépendant de g, et aussi de ',
car  dépend symétriquement de p et de g. Cest done seulement dans
le cas de U lypothése nesptonienne que on peut opérer de la sorte.

A plus forte raison ne pourrait-on pas, en général, supprimer la

Ann, de U Fe. Normale. 3% Série. Tome X. — Junrer 18y3. 29
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masse B sans remplacer ni les forces ni les influences qu’elle exerce
sur les divers ¢léments dm de Aj; les pressions (84) ne rétabliraient
pas I'équilibre de la masse; il n’est permis d’opérer ainsi que dans le
cas ol la masse B est sans action sur la masse A. Ce cas, ou la fone-
tion ¢y est égale a zéro, et ou, par conséquent, toutes les actions inté-
rieures disparaissent, est celui que nous avons traité en détail dans
notre Cours d’ Hydrodynamique.

Dans un fluide dont les ¢léments n’exercent les uns sur les autres
aucune action, ou bien encore dans un fluide dont les éléments exercent
les uns sur les autres une action soumise & I’hypothése newtonienne,
on af = o, et I'équation (83) devient

ol /f/;r’_.) 1,

en sorte que la densité en un point est, pour un fluide déterminé, une
fonction de la seule pression au méme point; mais ce théoréme n’a pas
lieu dans le cas général; en dehors du cas de Uhypothése neswtonienne,
la densité du fluide en un point ne dépend pas seulement de la pression
en ce point. Gette proposition, qui limite & un cas particulier une loi
que presque tous les physiciens regardent comme universelle, nous
parait mériter I'attention (*).

Supposons que les forces extérieures X, Y., Z. admettent une
fonction potentielle Us nous aurons

Xeda Yoy A4~ Lpds - dl = o,
D’autre part, les égalités (7o) donnent
Nedw - Yidy -+ 1 ds 4 dV -+ \dp = o,
Si P'on désigne par
LV U

la fonction potentielle totale de toutes les forces, tant extérieures
qu’intérieures, qui agissent sur les ¢léments fluides, les deux égalités
précédentes donneront égalité

(Xe-= KX)o i (Yot Y )y = (Bt Lg) dz 4 82+ Do ddp == 0.

(1) P. Dunen, Legons sur I Electricité et le Meagnétisme, t. 1, p. 355, 359.
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Cette ¢galité, jointe & 'égalité (81), devient
(86) p Q-+ op dp + dll =o. -
Les surfaces d’égale pression auront pour équation différentielle

dQ 4 N dp == o,
ou bien

08 a ( 082 4 oP 0L dp’
(?ﬁ' e ()r) e+ % - ()}’> dy + <}).;. b 7)") s =o.

En vertu des égalités (70) cette égalité devient
(85 bis) (Xt Xe)da 4+ (Y4 Y ) dy + (L4~ 1) dz =0
Cette équation nous montre qu'une surface d’égale pression est nor-
male en chaque point a la force, tant intéricure qu’extéricure, qui agu
)

en ce poind. ‘
D’autre part, I'égalité (83), différentiée, donne

.y »
ple ’/f/(rr)) 4@ ‘ (fp(r) ] /D e oo dp = ot e 1l 0
ou, ¢n posant
N fr AL(p) A5 (p)
(86) O(p) / l (/p b //p p,
(89) pld@(p) — odidp - pdd] — dll = 0

Ajoutons membre & membre les égalités (85) et (87), el divisons
par p les deux membres de I’égalité obtenue, nous trouverons

A2 - (pls) -1 dO(p) = o.
Cette égalite s’integre immédiatement et donne
(88) Q= pl -+ O (p) == const.
Dans le cas de 'hypothése newtonienne, on a
ol == 0,
en sorte que I’équation précédente se réduit i

£+ O (p) == const.
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Il en résulte que les deux équations

Q= const., p == consl.

définissent la méme famille de surfaces; mais cela n’a pas licu, en
général, lorsque 'hypothese newtonienne n’est plus vérifiée.

Ainsi, hors de I kypothése newtonienne, les surfaces équipotenticlles ne
coincident pas, en genéral, avec les surfaces d’égale densité.

Dans le cas de 'hypothese newtonienne, I'équation (85) se réduit i

P dQ - dll = o.

Elle nous apprend que I'égalité dIl= o entraine P'égalité dQ = o el
inversement, en sorte que les surfaces équipotentielles sont en méme
temps surfaces d’égale pression. Mais, lorsque A, est différent de zéro,
il n’en peut étre de méme, car il faudrait que I’égalité dp = o eat licu
en méme temps que les denx précédentes, ce que nous savons étre im-
possible; ainsi, hors le cas de I hypothése newtonienne, les surfaces équi-
potentielles ne sont pas surfaces d’égale pression.

Done dans le probléme géncral de U Hydrostatique, les trois familles de

surfaces
Q == const., p == consl., 1 const,

sond essentiellement distinctes; pour que deux de ces familles se confon-
dent en une seule, il faut que U hypothése newtonicnne soit vérifiée ; mars,
dans ce cas, elles se confondent toules trois en ane seule famille.

Ces divers résultats montrent quelles précantions minuticuses on
devra prendre lorsqu’on voudra étudier I'équilibre d’une masse fluide
dont les divers éléments exercent les uns sur les autres des actions
non soumises i Uhypothese newtonienne.

Il est un probleme de Mécanique céleste auquel il y aurait lieu d’ap-
pliquer les remarques précédentess M. Faye, pour expliquer la forme
de la queue des combtes, a imaging de remplacer la loi de la gravita-
tion universelle par la loi suivante : Entre deux particules de masses
dm, dm', de densités p et ¢y situdes a la distance r, s'exercerail une
force répulsive

dmdm/

(89) B S5 00, ¢) — K,

rt
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K étant une constante positive, le coeflicient de 'attraction universelle,
et 0(p, ') une fonction toujours positive, sensiblement égale & zéro
lorsque les densités p et o ne sont pas trés faibles, mais prenant une
valeur notable lorsqu’une de ces densités devient comparable a la den-
sité des gaz qui forment la queue d’une comete.

L’égalité

dblp, e r) _K—"0(p p)

oar r
nous donne

. "N K
or)= OLP.LPI_)-IE +g(p, p')-

Ylps p

D’ailleurs, comme la fonction J doit tendre vers zéro lorsque r croit
au dela de toute limite, on aura

slp, ply=0
et, par conséquent,
(p, o) K,

/

(90) 'P(P, P” r)=:

Cette fonetion vérifie bien les diverses hypotheses que nous avons
admises au sujet de la fonction ¢ et des diverses autres fonctions que
Pon peut former avec celle-la.

L'influence que nous avons désignée par A |égalité (5Hg)| aura
pour valeur

. () ! !
(91) A . ;)-mr;()(p, p')dmdm'.

/

’

La quantité A [ égalité (67)] aura pour valeur

» ( " /
(92) wlp 2t e / ;'- ())((g’r)) dm/!.
. ?

I’ équation des surfaces équipotenticlles s'obtiendra en écrivant que
I'on a

(93) (9] /,'- [0(p, p') — K] dm/=const.

L'¢quation des surfaces d’égale densité s'obtiendra, d’apres 1'éga-
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lité (88), en écrivant que I'on a
0(p, p "
(94) Q—pe m~/ \9 b P +o—)~)~(*g~w~r~) K | dm'= consl.

L’équation différentielle des surfaces d’égale pression sera, en vertu
de I'égalité (85),
dQ - o Clp o §}

ou bien, en vertu de I'égalité (85 bis) et des égalités (66),

., ol
(99) de [T0(p, p') — K] "{”,’:zrf" dm’

«}-r/.y./v'[f)(p,p - K|—~-- " dm’

wl

“+dz '/']ff)(p, o) — K] /i *dm' =0,
On voit bien que ces trois familles de surfaces, définies par les éga-
lités (93), (94) et (95), sont essentiellement distinctes.

Ces diverses remarques ne doivent pas ctre oublices, si 'on veul,
avec K. Roche et M. Resal ('), déduire de la considération de sembla-
bles forces la figure de la queue des cometes.

Ces considérations montrent I'intérét qui sattache & la conception
nouvelle d'influence, qui doit prendre place i eoté de la notion de
force, dans I'étude des actions mutuelles des corps.

(1) E. Resa, Traité élémentaire de Mécanique eéleste, o édition (Chapitre VI, § 2).



