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SUR LES

DU PREMIER ORDRE ET DU SECOND DEGRÉ,

PAR M. ELLIOT,
P R O F E S S E U R A LA F A C U L T É DES S C I E N C E S D E B E S A N Ç O N .

1. Soit l'équation

( ï ) . ^^r- 2 ̂ P? + ̂  + Ï^P '+" 2€c! +/=o,

où a, &, . . . , /désignent des fonctions quelconques des deux variables
indépendantes x et y.

Cette équation a la propriété de conserver la même forme quand on
fait un changement quelconque des variables indépendantes

.ri=:y(^,j), yi==^(^y)»

et un changement de fonction

t désignant une fonction quelconque de x etj- Nous ne considérerons
dans tout ce qui suit que des changements de fonction de cette nature.

Par le changement de variables, l 'équation (ï) se transforme en

(9.) a^pï + a&ipi f / i4- c^qt 4- Wi/Zi-t- â^i-h/i^o.

Les nouveaux coefficients se déduisent des anciens par les formules

ào à^ ào à^(3) P-P^T^^ ^p^/^^r/
Aiiii.de l'Éc. Normale. S'1 Série. Tome IX.— NOVEMBHE 1892. 4^
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et. ont pour valeurs
à^ r ào à^ ^ç2

a^a^+.b^f^cy

à^ à^ , / à^ à^ (^ à^\ ào à^
^-^ri^^^^^^^^^^

à^ ; à^ ̂  , , à^
Cl -=-= a —c + 2 À -r1 —— + C —— 5f},z12 (/.r ày oy
- , f}cp à^d\~:=.d -J- 4- <? —- ?<^y <77

, ̂ ^ <)ip^ii::::^".1- + .<? - . ' ,
rf,z1 ^y

/!=/.

Par le changement de fonction, l 'équation (2) se transforme en

a^p\ •+- ^ ^pîÇî + ^â'7J +• 2 ̂ 2^2 -+• ^ ̂ '72 "^/iî ^::- 0-

Les formules de transformation sont
àt àt^p^p^^ ^=^+^,

en supposant que l'on fasse ce changement de fonction dans l'équa-
tion (2), et que par suite t est une fonction quelconque de x\ et ji.

Les nouveaux coefficients ont les valeurs suivantes

/ 02 = ai, b^ = bi, cy, =r Ci,
\ , àt , àt , , àf. A ,

(4) ) d^ ̂  ̂  ̂  ̂  ̂  + ̂ - ^^ ̂  ̂  + 61 ̂  4" 'lï

| d^ , àt àt àf : àt àt .
|y^^^^.^^^+^^^^^+^ l^

. Nous aurons à utiliser, pour la suite de ce travail, certaines fonctions
des coefficients qui présentent le caractère d'invariants par rapport
aux transformations que nous venons de considérer. Commençons par
chercher ces invariants.

2. Supposons d'abord que, dans l'équation proposée, les termes du
second degré en p et q forment un carré parfait, c'est-à-dire que
f/2—ac=o. Les formules relatives au changement de variables
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donnant , en désignant par S le déterminant fonctionnel de la trans-
formation,

ào à^
^ _ àx ày

à^ à^
àx ày

a,c,— b^o^ac—b2).

D'ailleurs les coefficients a^ b^ c^ ne sont point altérés par un chan-
gement de fonction. Il en résulte que les équations telles que (r) , où
les termes du second degré forment un carré parfait, const i tuent une
classe distincte indépendante des changements de la fonction et des
variables.

Nous obtiendrons une autre classe d'équations en exprimant que
l'équation (i) se décompose en deux équations linéaires. Cela a l ieu
quand le déterminant

ci b ci
J :::.: b c e

d e f

est iden t iquement nul. Pour vérifier que la condition est indépendante
d/un changement de variables, nous remarquerons que, en vertu de ce
qui précède, on a déjà'

OiCi-^ =^(00"^).

On vériûera de même que

a bt d^ Ci — ai e^ — Ci d^ == à3 ( a bde — ae^ — cd'1 ) ;

d'où l'on conclut
J^ôM.

Relat ivement au changement (le fonct ion, servons-nous des for-
mules (4 ) -On <'n tire

a b^ d^ e^ — û^ e\ — €3 cl\

,,, ,/ (W
== ( b] — (2, Ci ) Oi "T—g -r- -. </i ^ )' 1 \ à':^ à^'t à fi

4- 2 bi d\ €i — Oi e^ —. Ci ci\.

/ à^ , àt ()t à^ , ai^W-a^(a,^.^^^c^+..d^^.e
àt '
^'i/
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En ajoutant aux deux membres les expressions identiques

/2(<^îî—— &|)=:/â(^lCi—— ^),

on a
/ àt^ , àt àt àt2 , àt àt ^

J2= (a^^^)(^^+^ l^^+cl^+3Jl^+2' l^
/ àt2 , àt àt àt^ , àt àt\-^-(b^—a^c^ OI-T— "+- 2&1-.— -— 4-Ci •^~ 4~ 2^-,— + 2(?, ——' i 11^ i^.^ 1 àa.\ àyi ày^ à^i à y ^ )

4- 2 ̂ i ̂  (?i — ^1 e^ — Ci d\,

c'est-à-dire
jn — j i.

Nous avons ainsi une seconde classe d^équations indépendantes des
changements des variables et de fonction, qui ont la propriété de se
décomposer en deux équations linéaires.

3. Pour en obtenir une troisième, considérons les équations que
l'on rencontre dans la recherche des lignes géodésiques des surfaces
et qui n'ont pas de termes du premier degré en p et y. Cherchons, €\\
est possible, à faire disparaître ces deux termes du premier degré dans
l'équation (r). Ce ne sera pas par un changement de variables; car les
deux fonctions ç et ^ devraient satisfaire aux deux équations

, à^ (J(Dû?_ 4- ^ T =Q^
ôx ày

, à^ ô^
J T + Q X ̂  0.

ôx ày

Le déterminant û devrait donc être identiquement nul , et les deux
fonctions cp et ^ dépendant alors l'une de l'autre, les deux variables
nouvelles ne seraient pas/indépendantes.

On reconnaît aussi très aisément qu'on n'y arrive pas non plus en
combinant un changement de variables avec un changement de fonction,
à moins que le changement de fonction seul ne fasse disparaître les
deux termes dont il s'agit. En supposant que l'on parte de l'équa-
tion (i) et que t soit une fonction de x et y , on voit par les formules (4)
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que l'on doit pouvoir déterminer la seule fonction t par les équations

àt - àt ,a — 4- ^— ^-d=o,
ox ôy

, àt àt
^ ^ . C — — • + - 6 = 0 ^

àx ôy

d'où l'on t ire
àt _ be — cd àt bel — ae
àx ac — b'2 ày ac — b^

Si l'on pose
,— _ à be — cd à bd — ae

ày ac — b^ àx ac — b^ 5

on devra donc avoir identiquement

Iï=o.

11, est essentiel de faire voir que cette condition est indépendante d'un
changement de variables et de la fonction.

P o so n s, p o ur a b r ége r,
be — cd bd — ae

îîl "zzz ~~———^-»-y— ^ f^ ••zzz. — •
ac — b~ ac — b"

Désignons par les mêmes lettres, affectées de l ' indice i, les quanti tés
analogues relatives aux coefficients de l 'équation transformée par un
changement de variables. On vérifie a isément que l'on a

r / à'b à^\ î / f}cp à'y^^ ± —— ^ T ^ ̂  ^ T —— ̂  T

ô \ à y àx ) • S \ d.r ày ^

Calculons l'expression u^1 — -^1- Pour calculer ̂  par exeniple,
on prendra les dérivées successivement par rapport à x etj, et on les
mult ipl iera respectivement par les dérivées partielles de x et y par
rapport à oc^ données en renversant les formules (3), c'est-à-dire

, à _ à^ _à^ _ ô^ ô_
â^i ày àx àx ày''

^ à _ à(p à <)y à
dyi à^ ày ày àx
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àn,\ \.làmô^ ànà^^ ^, _à^_\_ (^ _ ^\ à5-} ̂
^= ^{jy^-TyT^ W ^ày) \ ày ô x ) à y \ ^

l o i n , ànA ^ l à m o ^ on u^ ^ _, „ __r - m—- «
y\-^-^= 0{-^7^.~JÏ^+ <-)y2 à x à y ) \ ày

VJàmà^ ànà^^^__,,à^\ _L^_^\^,
-[^Ôy'^Jî" à^ày n àa-) \ ày à^)àx\ày

\Jàn^ àm^ ^^ _^^VY/^--^^1^
-["VAÏ^"^^ ^2 àxày) \ àx à y ) àx\ ày

^fànà'f à,nô. .,^L_^\ ^L^..^00}^-.
+\o\Tyàx~"àyày+ n àx ày rf}'2 ) \ àx à y ) ày\ àx

On constate que dans le second membre les coefficients de ̂  et de

^ sont nuls, que ceux de ̂  et ̂  sont respectivement + S2 et - ̂  .

e'nfin que les coefficients de m et de n sont nuls. Par exemple, le

coefficient de m, en faisant abstraction des termes en ̂  qui se dé-

truisent, est

(^ ̂  à'f à^ . ^ à^ _ ̂  ̂ \ _ ̂  (^ ^ _ rfcp ^\
^^''Ty^ôy ' à y à x à y ' ~àx ̂  ) ày\ô.v ôy ày f)x f

c'cst-à-dirti xéro. Ainsi donc le changement de variables nous donne

àml ônl-ï- (c!m- - (hl>

~cJYi <),rt'~'s\()y ~ à : v '
ou bien

TT - I l1 1 1 - -3 1

Relativement au changement de fonction, on a

ht Sî — cî ^2
îg —• ' ' ~ ~ ~ ~ ~ i i^

.. 'ÎÏ̂ Î »^^^ =„„- *
a,c^b\ 0'^

On verra de même que
àtàtn^n^- • .
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Donc
•y, _ àm^ àn^ _ à m. i àn^ _

2 ~ ()y^ (̂  (̂  ^n ï *

Les équat ions auxquelles donne lieu la recherche des lignes géodé-
siques forment donc encore une classe à part, indépendante du chan-
gement de variables et de la fonct ion.

Réduction de l'équation générale à une forme canonique.

4. Laissant de côté toutes les classes particulières qui v iennent
d 'être signalées, cherchons inainteDant à s implif ier l 'équation géné-
rale. On peut profiter des deux fonctions arbitraires qui entrent dans
le changement de variables pour faire disparaître deux termes. Propo-
sons-nous de faire disparaître les coefficients des termes carrés par
rapport aux dérivées partielles. Il faudra que les deux fonctions 9 et ^
satisfassent à l ' équat ion unique

ap^ -4- a bpq -l- ccf" =• o,

q u i se décompose en deux équations linéaires et homogènes. Nous les
désignerons par les grandes lettres correspondantes <& et lr, et nous
remarquerons que ces so lu t ions doivent appar tenir à deux détermina-
tions différentes du rapport J p ; car au t rement <& et W seraient des
fonctions d 'une même fonction déterminée de oc et y : elles seraient
donc fonctions 1/une de l 'autre et ne pourraient être prises pour nou-
velles variables indépendantes. Nous écartons donc le cas spécial où,
I)1 —" ac serait nul, et pour lequel la réduction actuelle ne serait pas
possible.

Supposons qu'on a i t intégré les deux équations l inéaires

cq -h- \b — \/Z?2 — ac) p •=. o,

cq 4- (& 4" \/W— ac) p =- o.

On prendra pour <& une solution de la première, pour W une solution
de la seconde, et Inéquation (i) se trouvera ramenée, par le change-
ment de variables

X=<&(^,y), Y^¥(^j) ,
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à la forme

(5) 2BiPiQi-+-aBiPi+2EjQi-4-Fi==:o.

Le changement de variables comporte, comme on le volt, deux fonc-
tions arbitraires. Il est clair que si, ayant ramené l'équation à la forme
réduite (5), on effectue un nouveau changement de variables défini
par les formules

X^-r^X), Tr^Y),

l'équation conservera sa forme, et la même chose aura lieu, quel que
soit le nombre des termes qu'on a fait disparaître. Toutes les équations
réduites qui ne différeraient entre elles que par une transformation
particulière, comme la précédente, ne doivent pas être considérées
comme distinctes.

Supposons que les intégrales des deux équations
dx _ dy

^0^:r"^~"" c '
dx cly

soient
^ -hyô 2 —ac €

<Ï> (,'z", y) ==: const.,
¥(^,y)=:const.;

nous pourrons prendre le changement de variables
X=(I)(^j) , Y=¥(^ j ) .

Si, au lieu de ces valeurs, nous prenions, comme cela est permis,
pour X. et Y des fonctions arbitraires de <& et de ¥", cela reviendrait
au changement de variables spécial dont il vient d'être question.

5. Effectuons maintenant , dans l 'équation (5), le changement de
fonction

z == Z 4- T,

d'où l'on déduit, en désignant par P et Q les dérivées partielles quand
les variables indépendantes sontX, Y et Z, la fonction

m- {} - n ̂  ÔT
JT Qi-Q+^pPi=P+—^ Q,=Q+
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et déterminons T de façon que le coefficient de Q, dans l 'équation nou-
velle, soit nul, ce qui donne

^ T _ _ E i
à^~~~ B,"

L'équat ion transformée est
PQ ==. MP •+- N,

M et N ayant les valeurs

M = = .

N=:-

^î—El
àY ~~~ B7'
âT_ àT __ Pi <JT _ E^ gT _ F,
6?X JY Bi àX Bi 6ÎY âB/

/•)TEn remplaçant -r^? le coefficient N prend une valeur bien détero-ïinée

N l̂̂ iIliriE^
a B j

Le coefficient M n'est, au contraire, déterminé qu'à une fonction près
de la nouvelle variable Y, puisque la fonction T peut être augmentée
arbi trairement d'une telle fonction.

Invariabilité de la réduction.

6. Supposons que, a'u lieu d'effectuer les réductions précédentes sur
l 'équation ( r ) , on ait d'abord soumis celle-ci à un changement quel-
conque de variables et de fonction

(6) ^==9(^,j), y==4^y), z^z^t.

On opère alors sur l 'équation transformée
a'p'^ + 2 V p ' q 1 4-... +/' = o.

Nous avons vu que la recherche des variables canoniques revient à
l'intégration de l'équation

op2 -h 2 bp q 4- c^2 = o.

Celle des variables canoniques de la seconde équation revient à l'inté-
Ann. de l'Éc. Normale. 3e Série- Tome IX. — NOVEMBRE 1892. 4^
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gration de l 'équation
a ' p ' ^ ï b ' p ' g ' - ^ c ' r j ' ^ ^ o ,

qu'on peut regarder comme transformée de la première par la subst i -
tu t ion
(7 ) ^=0(^,7), y=^(^j).
Si donc on désigne par

X = < D ( ^ y ) , X^ <^(^,y),
Y=T(^j), T^PC^,^)

les variables canoniques dans les deux cas, la fonct ion ̂ (^ y') pourra
être considérée comme provenant de ̂ (x, y), et la fonction ^ V ' Ç ^ ^ y )
comme provenant de "¥(^,7) par la substi tut ion (7), en faisant abstrac-
tion des transformations spéciales qu'on est toujours libre d'efïectuer
à un moment quelconque de la réduction.

Soient

A:

M» r}<&
^ à y
<W àW
àx ày

^/^» ""* "-'"—

(W (W
ôx' J.y7

(W àW
ôx1 ày1'

Le coefficient N, dans la première réduction, peut s'écrire, en m u l t i -
pliant par B^ les deux termes de la fraction

,N: ^B.EiDi—.BîFi
aBï

C'est la valeur que prend le rapport des invariants

Ji
^w^A^r

quand on suppose A^ == o, C ^ = = o. Si l'on cherche l'expression de ce
rapport en fonction des variables x et y , on trouvera

^ A C ^ — a c ) ^

en. se rappelant que Ji ==== A^J et B: — A,, C^ ^A^//2 — ac).
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De même, l 'expression de N' en fonction de x ' et y est
y

aA^^—a^)21

On l 'obtiendra en fonct ion des variables o?etj, en remarquant que, si
l'on désigne par S le déterminant fonct ionnel de la subs t i tu t ion (7),
on a

,r == ô^J, V^— afcf = o2 ( &2— ac).

On trouve ainsi l 'expression

aôzV(^ 2 —acY

c'est-à-dire la même que pour N en vertu de A = A'â.
On a maintenant l'expression de N en X et Y, en remettant partout

ces deux variables à la place de <l)(;r, y) et de WÇx, y). Relativement
à la fonct ion N', on pourra d'abord passer des variables x et y à x ' et
y\ en remplaçant <D etW par (I)' et1!^, puis on aura à mettre partout X'
et Y' au l ieu de ces dernières fonctions. Donc, enf in , les deux coeffi-
c ients N et N7 sont composés de la même façon, l 'un en X et Y, l'autre
en X' et T.

Pour ce qui est relatif aux coefficients M et M', rappelons qu'ils ne
sont pas complètement déterminés et qu'on peu t ajouter au premier
u n e fonction que l conque de Y, et de même au second une fonction
quelconque de Y\ Pour montrer qu'à cela près i ls sont composés de
la même façon, l 'un en X,Y, l'autre en X', Y\ il suffit de faire voir que
la dérivée de M par rapport à X et la dérivée de M' par rapport à X' sont
composées de la même façon, et, d'après le raisonnement qui vient
d ^ ê t r e f a i t . i l suffit d'établir que ces deux dérivées, exprimées au moyen
des variables x ety, sont identiques. Or on a

./Ui\ ./EA /!M
àM ^T ^W^W ÏB,)
^X~" c)X^Y dX. "~ ô\ à^

On reconnaît , dans le second membre, l ' invariant Hi changé de
signe, quand on y suppose A,, == o, 0, == o. Donc ce second membre
exprimé en oc ety sera — . * De même, l'expression de ^75 au moyen
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des variables^'et y, est •— ^ ' Transformant cette dernière expression

en fonction des variables x etj, on trouvera, à cause de FF = -^ H,

fW__ iL-.-E
àX' ~~ <W~" A tt

Les formules qui viennent d'être établies
J (ÎM HN=:

A / y a \ 1.1" w .'Y. *—a A ( ^ 2 — aô')2

G. Q. F. D.

permettent de calculer effectivement les deux coefficients de l ' équat ion
canonique, au moyen des variables primitives x et y . Il suff ira d'y
remplacer ensuite ces variables en fonction des variables canoniques ,
en intégrant l 'équation

Cl'p^^r 2 bp(j --h- cq1 = o.

Le calcul fai t de cette façon présente cependant une difficulté rela"
'à...

tive au signe que l'on doit prendre pour ( & 2 — a c } 2 dans le calcul
de N. Cette indétermination tient à ce que la méthode ne cont ient
pas de traces du choix des deux racines de 1/équation du second
degré qu'on a résolue pour obtenir les variables canoniques X et Y.

Reprenons les formules
X=<Ï)(.^j), Y=V(,r , .y) ,

où nous avons déjà supposé (n° 4) que
f)^ à^
()y —— ^ -.,̂  ̂ 2 —— ac (Jy -...,-. f} —— ^'//'
^ —— ^ . ^y __ ^

()x àx

On aura immédiatement
,. ' ï , ^<M> ôVBi =: - ( ac — b- ) — —— ?

c àx ôx

!)i~= V d ^ r e

E, ==(<;/+<?

F^f.

• b^^y—ac^ <)<&
c ) à^

__ f) « ̂ J^-^\ ^y\[b^^^ (W
c ] ()x 5
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L'expression de N = 2rjl" ̂  1 '1 sera donnée sans ambiguïté par

— c J

21^

N= ,_<N> (W4(0. ~&T^^

dont il est aisé de constater l'identité avec la valeur écrite précé-
demment , au signe près.

Cette formule serait en défaut et se présenterait sous la forme - si c

éta i t nu l , puisqu/alors une des fonctions -y-? —: serait nul le . On peut
C/'3C 0 JL

évidemment la remplacer par celle-ci

•\ ~ ___^1__
""-" ,, , , ,<M> ôW'

4(06' — ^ a ) -—— ———^y ày
puisque l'on a.

à^ àW
àf àr _ ^

7i^ ^w "̂  ~c '
àx àx

Si cette dernière se trouvait également en, défaut , c'est que a et c
seraient nuls tous les deux ; mais alors il n'y aurait plus de change-
ment de variables à efïectuer.

Réduction dans le cas des équations géodésiques.

7. Ce mode de réduction est parfaitement applicable quand l'équa-
tion appar t ient à la catégorie des équations géodésiques. On en sera
averti, par le calcul, de l 'invariant H, qui doit être identiquement n u l .
On fera disparaître, comme dans le cas général, les termes en P2 et Q2

par un changement de variables, et l 'équation sera

2 Bi Pi Qi +- aDi Pi + aEi Qi + Fi -= o.

On fera ensu i t e le changement de fonction

^=:Z-4-T,

qui permettra ici de faire d ispara î t re les deux termes du premier degré.
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La fonc t ion T est ac tue l lement connue à une constante près, pu isque
ses deux dérivées do ivent satisfaire à

,. c)T y, r» àT ,.
1 à\ + 1 ̂  oî ' 5Y 4" 1 ̂  0?

et 1 équat ion canonique sera

PQ-
aE.I-)— B.F.
^

On trouve, dans le second membre, l 'expression que nous avons déjà
écrite, au moyen du rapport de deux inva r i an t s . La transformation est
donc par fa i tement déterminée, sauf toujours à effectuer une transfor-
m a t i o n telle que

X^=J(X), Y^dCY).

Remarque. — Toute équat ion de la forme (i) q u i est à coefficients
constants , ou qui provient d'une telle équation par un, changement
que lconque des variables et de la fonction, appartient nécessairement
a la catégorie des équations géodésiques, l ' invar iant H étant iden t i -
q u e m e n t n u l . Le changement de variables est alors év idemment
l i n é a i r e , et le déterminant fonc t ionne l A se rédu i t à une constante.
Les inva r i an t s J et 62 — ac sont eux-nnêines des constantes. II en ré~
sui te que la forme canon ique de te l les équat ions sera PQ === const.

Recherche de certains cas cTintégrabilité.

8. Etant donnée une fonct ion z de x et y déf inie par une équat ion
te l l e que

(3) F(^y^,C)=o,

qui contient une constante C, si l'on forme les équations qui four-
nissent les valeurs des dérivées premières, on aura un système de
trois équations entre lesquelles on pourra éliminer z et C.

Il, est clair que le résultat de 1/élimination n'est pas altéré si l'on
remplace z par z + C/, en désignant par (^ une nouvelle constante.
L'équation Ï{ûc, y , s + C^ G) == o définira donc une intégrale complète
de l'équation aux dérivées partielles obtenue par l 'él imination.
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Quel que soit le degré de l'équation obtenue, il est évident que ce
degré ne sera pas altéré par un changement de variable quelconque et
un changement de fonction tel que z = z ^ + i, que nous avons employé
jusqu'à présent. Nous allons indiquer quelques équations telles que
(8) qui donnen t naissance à des équations aux dérivées partielles du
second degré, et pour lesquelles on connaîtra par conséquent une
intégrale complète . Nous pourrons d'ailleurs faire un changement de
fonction et de variables dans la relation (8) pour la simplifier- Nous
savons que cette opération préalable n 'aura aucune influence sur les
coefficients de l 'équat ion canonique correspondante.

Cons idérons , par exemple, la relation

^rr: ̂ (u -+- C)^ •+- Cy,

où m et n sont deux nombres constants, et u, v, çp trois fonctions quel-
conques do x ety. On peut, par un changement de fonction, ramener
la fonction w à être l 'unité; on pourra ensui te prendre les deux autres
fonctions que nous supposons distinctes comme variables indépen-
dantes. Notre relation prendra la forme

^-=(^4-C)^(y4-C)^.

Prenant les dérivées partielles et remplaçant e^y on aura

p {x 4- C) == m, q (y -h C) = n.

L'é l imina t ion de C donne l 'équation

(,y ^ y ) p q -+- np — me) = o.

Nous verrons plus loin qu'elle est un cas particulier d 'équations ad-
mettant une intégrale du premier degré en p et q. (Ici l ' intégrale
p 4« q === const est évidente sur les équations des caractéristiques.)

Si l'on veut ramener l'équation à la forme canonique, on vo i t qu'il
n'y a pas de changement de variables à opérer. On peut prendre X==.z-,
Y ==y et l'on aura par un changement de fonction la forme canonique

^^m—np^^JnfL_.
l V^ , ^______ -y . l ( X — — — — — — Y ) 2
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9. Soit l'équation
ez •==: u -{- C v -+- G2 w.

On la ramènera par un changement de variables et de fonct ion à

<-=.y-4-Cy+C2 ,

qui donne lieu à l'équation aux dérivées partielles

xp^ -+- ypq -\- (^ — p == o.

On a ici
be — cd 2 bd — ae y
cfc — b^ y2— (\x ac — ô'2 j "2— [\.x;

L'invariant H est nul ; on a donc des équations appar tenan t à la caté-
gorie des géodésiques. En intégrant la différent iel le

y a dx y d-y
dz == — ———— 4- ^—— .

y" — 4 'y y — 4 x

on voit que l'on fait disparaître les ternies du premier degré par le
changement de fonction

^Z+^lo^j2"-^).

Pour effectuer le changement de variables, on intègre l 'équation
,yp2 ̂  y p q ^. qî. ̂  o^

qui donne
2 — _ Z-^J^^ ""̂ i •î.
P ^ ^— '"" ' "

I/intégrale générale des deux équations

dx dy

y rb y y2 — 4 x 2

s'obtient sans difficulté sous la forme

y ± ̂ {y^^T^xî == const.

Nous ferons donc le changement de variables

X^y—^y2^^, Y^y+^^Tï',
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d'où
y=i.(X+Y), .r=^Y.

L'équation canonique est

^(Y-^XP-0-

Elle admet l'intégrale complète

--4-c _ (X-4-q (Y-+-C)ev "l~^-IX-^T""'
La surface répondant à cette équation aux dérivées partielles est,
comme on sait, un cas particulier de celles qui sont applicables sur une
surface de révolution.'

10. Prenons encore l'équation
^C'c+u.) ̂  ^ ̂  Q ̂

qui donne naissance à une équation aux dérivées partielles du second
degré. On peut, par un changement de variables et de fonction, la
ramener à

e^^sc^r^y,

qui donne lieu à l'équation aux dérivées partielles

^w+j^r-'"^^0-

Elle admet l'intégrale q- = const. Mais proposons-nous de la ramener
à la forme canonique- L'équation ocpq 4-"y<72= o se décompose en

r/= o, xp -hj^==o,

dont les intégrales sont ç(.y) et ^ ( ^ ) 4 On peut prendre, pour déf in i r
le changement de variables,

X.=,r, Y=7,,r

d'où . .
x = X, j = X.Y.

Aim. de l'Éc, Normale. 3e Série. Tome ÏX. — 'NOVEMBRE 189^. 44



346 ELLIOT.

On a ici
cj ^ Y ^ Y

î = - ̂  y, X =: - ~1 ••-1---1 . . - ^ - - . . . . ^ ^ . = - ̂  - - ̂ ]

^ac-b^y— —' ' ô.r, àx

_ ô / ' _ ̂ \ ^f î \ _ , _ .̂
( ) r [ ' i ' ï j àjAx " " " ~ ,v^H:

H ï .̂ I dM - 1 , xr -....- io<--X^^_^^-.^, jx-r ^-^-x-
L'équation canonique est donc

P Q = P I o g X - ^

Elle.admet l'intégrale complète
Z = C, - Y 4- Y lo^X -r ^ Iog(X -.+. CXY).

11. Considérons encore la relation
w{z — u) (^ — ^')/"i•-=. const-,

où u, (7, w sont trois fonctions quelconques de x et y, et m un nombre
quelconque.

L'équation aux dérivées partielles correspondante est

^ ( ^ — ( < * ) f ) Ç { { ^ ^ ) ()ff Jp ( ) { { . cA'
y; .......„.„«, ̂ , y ^^ ^^^ ^^^ ^ ^^^

/^ /Jtï' r/ Uw ï, / ^c Jn' ^r ()^v \
<T-' dy ^ c^1 i^ v)..̂  ^y <'.),/ <)'^"y

( ) ( n , — ç ? ) ^ ( ^ — r ) ^/^ f}^ <)// ^cp _ _ ^ - ^ y ,.^^+ ̂ ^ _ ̂  ̂

, ' / l f ) ()\v q ()\v \ / < ) ( { , Jiï' au ( ) w \
7? à y w ûx \v\0x ôy à y ô'c )

C'est une équat ion du second degré, dans laquelle les termes en /^ 2 et
ç2 disparaissent si l'on a à la fois

^Y^L4!! <^u—^ I ^ n ' \ ~
ùv\^—^ à y w à y ) " ' " " '

()\\> ( m "1- î d ( ^ ~ ~ r ) î r ? ( V ' \ _
5.r \ ̂  — t5 J.r tï-' </z' / '"" " ^
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c'est-à-dire
w{u — ^)f'^i-iz=: const.,

à moins que w ne dépende que de x ou de y, auquel cas le produit
précédent, au lieu d'être constant, doit être simplement une fonction
de l'autre variable.

Si l'on veut ramener l'équation à la forme canonique, on pourra
d'abord faire le changement clé fonction z == Z -+-u, puis prendre les
deux fondions qui figurent encore dans l 'équation comme variables
nouvelles. Il suffira donc de considérer l'équation

j.3 ( z -— .r ) ln = const.

L'équation aux dérivées partielles correspondante est
.27̂  — (m + OjW — ^P -+- ̂ rç ~: o.

Cintégration de
•r//2 - (w+i)7/^/=:o

donne le changement de variables
v — „ Y — .y.m-^-i v
..\ -— J , I. —— ,,-C J )

d'où l'on tire
,. ^+i /Yr-X, ..:r= y/^.;

on aura, en outre,
J ^= •|; m-ry2, A -=. — ( m -h .1) -x^y,

»•• • \ - - in 1 1 1 +• ^
•\ .-« ~^L. „„ .,,„..„„ -- __ ^ ^'^ • yl~/^ v-2—— ,_ ... m „ Y^"^ Y W Ï Ï" ~" 7 / , — — ^ ^ àW -" ^^-^y .. J - ( ̂  ̂  ^ y, l

^^^" ) ^ ,)/
be — CY:/ /^/ — ae __ ( //?. — x ) .•2:'
ac --" //2 ~"" î ^c — î ) 1 "' (m 4- i)2,/5

H ni fil (- 2

• — _ ^n ~ l l .-.-- _ m^Ll^ y - M"4rll X~ /;7Ï"1

A ~ (// î+i)3 ^^j2 ~ (m+i)^ ' î

//î __ Ï .
M' ...—.. /;/' lr v"'/n+ï Y w"+-'î

~" ^+"•1? • l ï

I/équation canonique est donc
- ^' /??, — ï P in J.

, ^ ̂  ̂ .,̂ ^ ̂ ^^ •-- ^^^-^y, mï^
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Si l'on fait enfin le changembût de variables
,.> ;)

•v / _ m y wTÎ y7 _ - m J_ Y^TT^--.Tr^"/^^ 7 ^ - a ^ + i ) 1 5

on pourra donner à l'équation canonique la forme plus simple
p/p/ (\f_ ____-^— ^-1

' '"^XY^ '

ou, en introduisant les variables X', Y',

P'Q^^——1^?^,.
\j m V x

L'invariant PI s'annule pour/n == r . Les équations appartenant à la
catégorie des équations géodésiques que l'on obtient ainsi se ramènent:
d'ailleurs à l 'équation PQ = const.

12. Prenons enfin l'équation
( ̂  — a )a ( ̂  _ p ) ? ( ̂  _ ^ )Y == const.,

u, p, w étant trois fonctions de x et y, et a, [4, y trois constantes don-
nées. Cette équation donne lieu à une équation aux dérivées partielles
du second degré, que l'on peut obtenir rapidement de la façon sui-
vante. En prenant les dérivées partielles par rapport à OD et y, on ob-
tient

à a ôv ôw
p^'ôx I} "~ ̂  p ̂  Jx^ —————— -4-. p —————— 4- y ——————,== o,
^ — u ' z — (•' ' z ••— w

au àv à^
(l à y /, ' à y ôy^ ———'L + fi ————-L 4- y ———-^ ̂  o,

S — « ' ^ — ^ ' -3 •— W

entre lesquelles il faut éliminer s. Désignons par A, B, C les quantités
proportionnelles à —^—^ ~i~^ -^—•^ que l'on tire de ces deux équa-
tions. On aura

, /. [* à { v — ( P ) à ( ( ; —nQ à^ àw ô^ ùw'}A ==6y p —'—,——" "— q ————/- + — — — — — \y( / L' d/ ' àx àx à y ôf ûx J

les valeurs de B et C se déduisant de celle de A par permutation.
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En désignant par p une quantité auxiliaire, on aura

A (^ — u) = B (^ — (?) -=- C (.; — tr) == p,

qui donnent, par Pélimination de z et p, l'équation cherchée

En développant le déterminant, on écrira l'équation sous cette forme

a ( c — <ï ')1;( 1 0 )
^-n')

àx
p ,.,...

àf

ô^ à^v
àx à Y

àv àw
ày àx

le signe V indiquant qu'il faut écrire, à la suite du terme écrit, deux
autres qui s'en déduisent par permutation des lettres u, P, w et a, ^,7.

On voit bien que l'équation est du second degré. Si l'on veut ob-
tenir l'équation canonique correspondante, on fera un changement de
fonction et de variables qui permettra de supposer

u === o, (.' = .Z', (ï' = y.

Nous poserons aussi, ce qui est évidemment permis,
a=: r î , (3=w, 7 = = / z .

L'équation générale se réduit à

nxp^ -+- [0 -4- Q x — {m -1- ï ) y]pq — ^y<72— ^^P + my(l ~==- 0-

Pour faire le changement de variables, il faut intégrer l'équation

nxp^ -+- [(^ + î) ̂  ~ (^ 4- Qj]^/ — ^.y^2 == 0-

Cette équation s'intègre d'une façon particulièrement simple dans le
^g o^ a+ P+^f =o, ou, si l'on veut, dans le cas de n== — ( w + i ) .
Elle se décompose alors dans les deux équations linéaires

^p + y q ==: o, {m 4- ï.)^ 4- mq == o.
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On peut prendre alors, pour le changement de variables,

X. = — ? Y == mx — ( m 4- i ) j.
6

On a maintenant
J == ̂  m ( m 4- i ) xy ( ,r — j' ),

^2 — ac -==. { [ w.^ — ( m -1- T ) j ]2,

_ __~~^___ — ^^ ĵzJLL^J '̂'2^^4^_^)^^: "' ~ -T^TTyr^/^-" '
et, en passant aux variables canoniques X, Y,

-N — ̂ '̂l̂ l̂ ^1 r"x ^^^^^^^^ .̂.̂ ,̂._.

On a ensuite
Î)Q — cd m (m 4" a) x y — m (m. 4-1 )y2 <W— ae __ (//i3— î ) .r r — /?/ ( /// 4-1 ) •^2

f)ï — ^ç [" ma) — ( / /A --h î ) y ]2 5 //2 — ^c* | mx — ( //i -4- i ) ^}'' |:-'

y _ ( /7i2 — T ) y — m. ( rn -(- ':î ) x
\mx—{in-^\)y'Y

(M __ II. __ ^2 [ ( /?^2 —• T ) ,r — m ( m, "h a ) -z- "| ^ ( •ni2' -- i ) X. — m ( m -r- -2 )
JX A [/n<z' — {m 4- ̂ j]3 | ̂  — (/^ 4" î ) Xp

M — «_ /?z ^ a /?^»lLÏ ̂ "2 ^ Lll̂ l̂2 .̂
"""" a ( / y À 4- î ) [ (,,/^^ 4- ï ) X — /// ' ] 2 '

L'équation canonique est donc

pn -̂ .- ^J-^ZÎL^""î ^ "fL2»^ Ï.J~~L^ïtl') ̂  8'> /?lî ^m T ï ^ ̂  ̂  ^ I — '̂ ' '̂
"'""""""" 2 (/7'i -+-1 ) [ [m 4- î) X. —rn j2 ' '̂l (7/T ̂ iJ'X '̂Z-̂  ' ? "

Le coefficient de P ne dépend que de la variable X; le terme indé-
pendant est le produit d'une fonction de X par la variable Y. On peut
ici faire un changement de la variable X, tel que ce dernier terme se

• réduise à ±Y. Mais le coefficient de P prend alors une valeur com-
pliquée qui dépend des racines d'une équation du quatrième degré.
Le calcul se simplifie beaucoup si l'on suppose que deux des trois ex-
posants a, (3, y, dont la somme est nulle, sont égaux entre eux. Cela
revient, avec les notations adoptées, aux hypothèses m = — |- ou bien
m. == — 2. Inéquation canonique prend alors une forme très simple qui
est la même dans ces deux cas. Par exemple, pour m == — ^, si l'on
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f a i t le changement de variables
y/ — y X / — _ 4 -

- ï ? -"-(X^5

on obtiendra l'équation canonique

p ^ Q / ^ — â ^ p ^ — Y 7 .
13. Si, dans l'intégrale

z (z — .2; y" (^ —j)~^~ 1 == const.,

on effectue le changement de variables obtenu précédemment

X == ̂ , Y = m.r — ( m -+- i ) j,
i'/K'

on aura la relation

r Y T" r ^^ T'^1 -^ ̂  ̂  ̂ ^^-^j ^ „ ̂  _ ̂ ^ .̂̂ j _ consi..,
qui donnera lieu à une équation ou les termes carrés, par rapport aux
dérivées partielles, auront des coefficients nuls. Il en sera encore de
même, comme nous l'avons vu, si l'on prend pour définir le change-
ment les formules

(n) ^ = y (X), mx - {m -4- i),7 -= ̂  (Y ) ,
i.Ju

contenant deux fonctions arbitraires ç et '^.
Cette remarque permet d'intégrer un système d'équations simulta-

nées aux dérivées partielles qu'on obt ient de la façon suivante. Repor-
tons-nous à l 'équation (10)^ et exprimons que dans cette équation les
termes en /?2 et en y2 ont des coefficients nuls. On aura, en posant

V — W =: À, tï-' — U ==: |y., // — P == y,

le système
?. P" / v ^^ itt i — ( m -4- r ) — •= o,

r^À 6 .̂ ^
jx ^x, /)x

f ï ^ ' ) / ^ ^- / \ ^^••^ ^ + ;H ' — (m -4-1.) — = o,
<)1 ()^ à^
àY r)Y ^Y

^ ). 4- p. -{-. ^ =; o.
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Or on tire des formules (i i)

' . __ ___^(T)___ ^ _ __o_( XWY)__ ^
x — jn _ (^ 4- r) o (X)' J """ /n — (m 4- F) cp (X) *

Le système de valeurs o, x, y sera remplacé, après le changement de
variables, par

- _ ^(Y) ^ - ̂ ^^^^^u _ o, c .- ̂ -^^^ , w _ ^ _ ^ ^ -̂ _^ ̂  ^ ̂ .

On aura, avec deux fonctions arbitraires, les valeurs des fonctions À,
[JL, v, qui satisfont au système (12) en prenant les différences de ces
quantités,

. ^ ( Y ) [ i ^ 9 W ] _^w^Jl ^ _: î-(TL„,
A — ^~— (w -+-1) 9(X) ' l " " /n — (w+ i) ^{ ' (X) ' m— (/n -h i) o (X )

résultat qu'il est facile de vérifier directement.

14. Il est clair qu'on pourra de même intégrer le système plus gé-
néral

1 . a voc 4- p L- 4- y — ==: o,
dÀ ' c .̂ / ^^
dX dX ^X,

À ., p. v
^ + P ' + y ==r 0,

dÀ r à^ ' (h
JY JY JY

À "h" fJl "h V === 0,

où l'on ne suppose plus que la somme a -i- p •4" y est nulle, si l'on sait
trouver le changement de variables qui fait disparaître les carrés des
dérivées partielles dans l'équation trouvée plus haut

/^^p2+ [(n + r) x — (m + ï)y]p/7 — myq^— nxp + myq = o.

Les résultats sont alors moins simples; mais le problème peut se ré-
soudre par des quadratures. On a, en effet, à intégrer l'équation li-
néaire

2 f^p _ \(ïn 4-1 ) J — (^ + ï ) oc ± ̂ ^^^2^7^^^^"3^^ a ̂ "_ ç: ) •^y; 4: ̂  4, j ) 2 ̂ ,.2 j ̂  := o,
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c'est-à-dire l'équation homogène

Y / v2 y
,/, _;.. i _ (jn -4- i ) •- -3- \ / (m. 4-1 )2 ̂  4- (îî mn — 2 m — 2 n — 9.) — 4- (n 4- ï )2

d'y x y x " .'y______
dx 2 /À

En posant, d'après la méthode ordinaire,

^ -= /, (m 4- i)2 €14- a (w/?. — m — n — i) /- 4- ( /î 4- ï )2== [(^ -1- i) t 4- 6']'2,
;z'

on arrive à l 'équation

dx _ ( m 4- i. ) y — a ( wn •— ^jz'ILZL1!^ ^ ^ ( n 4" I )2 —— ^0-^ — ^~_^-^Y^^^ — ̂  ___ ^ _ i _ ^^ _^_ j ) ^ j

ou encore
n 4-1 m. 4- ^ î̂ L'tLjl

r̂ "̂̂ T^ 4- i //?.. -h ^_^_i _ _ _____/?i„41./À_t"--L_—-..,__ ,1"1;^"" '=r:: """" ^--^-^-^y- -- ^^^-^^_^ ^ j^ ___ ̂  __ ^ _ ^ _ ^ ^^ 4- i j9

dont l ' intégrale est

•'z'lm4^1i? '::ZLZL1 ̂ t!l̂ ±^^ '4" I ) ̂  —const..̂̂ -^ ^ ^ _ ^^ ̂  ̂  _^ ^ ̂  i •j^

En remplaçant 0 par sa valeur en ̂  et faisant pour abréger

R = i/( m 4- r )2 ̂  4- 2 (m^ — m •— n — i ) ̂  4- ( ri 4-1 )3,

le changement de variables est défini par les deux équations

r v "l"-4-1 r r l^""^^//.-t-^M R _ ( m 4« i ) .2- - ,?. - i R - {m 4- i)IL 4- 2 w + n 4- r
____|^_^^_..^^^__^1J________^———=p————J—— ^X,

J (m 4-1) R — (w 4- i)2 ̂  — w^ + w 4- n 4-1 j

F -pi-l-lf y -lM-i-//
^- î -R_-(^4-i)^^^-il -R~(m4-0^ 4-am4-n4-i ] .

| -. ( m -h i ) R — ( m 4- i )2 ̂  -" ̂  -t- w -+- n -l- ï
| «'̂ '> -1ï— - / 1 - '

^nn. de VÉc. Normale. 3e Série. Tome IX. — NovEMnRE 1892. ^
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En divisant les deux équations l'une par l'autre, on voit que J est
Ydéfini en fonction de ^ par une équation qui est algébrique si m et n

sont comrnensurables. On achèvera de déterminer les anciennes va-
riables en fonction des nouvelles au moyen de l 'une des équations
précédentes, ou mieux avec l 'équation obtenue en les mult ipl iant
entre elles, ce qui donne

y^m / y \ ^ - M / ,y\m-\-n
4(/n -4- n -H- i)7»4-^1 ——— ̂ (m^+i) ( Z \ { , _ L \ ^ XY.

(—/^ \ x ) \ x }

Un cas particulier simple est celui où la somme do deux des trois
exposants i, m, n est nulle. Une des trois parenthèses se réduit à une
constante dans les expressions de X et Y- Bornons-nous à Fhypothese
m -=: — i , n == i. L'intégrale z définie par

^..^...p ^ consi.

sa t i s f a i t alors à une équation du second degré en z. On a dans ce cas

B^i/i-^.y .r
et si l'on change les variables X, Y en 4X2 , 4'Y2» on trouvera pour le
changement de variables

j=XY, ^=KX.+Y)^

La relation
^[^ ——(X + Y)2]--^^ - XY):::;:1 consL

donnera donc naissance à une équation aux dérivées part ie l les , où les
termes carrés auront des coefficients nuls. Par suite, en dés ignant par
ç et ^ deux fonctions arbitraires, les valeurs

^Hî (X)+^(Y)p~(p(X)^(Y) , ^ y ( X ) ^ ( Y ) , v—— l [ç(X)-4-HY):|2,

ou, ce qui revient au inêmey

À=:[<p(X)- ^(Y)]^, ^= 49(X1) ^ ( Y ) , y ^.....[cKX) + 'K^)?
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seront les solutions du système d'équations simultanées

À p. ^ __

~JE """ "̂ F + ~à7 ~~°7
àK ~àX àX

À [M v _
^ ^ -^ -Jr ~~^ -~-09

6>Y (TÏ dî

!•+• p. -+• ^ -=o,

comme on peut le vérifier facilement.

15. Si dans l'équation (10) on suppose que u, v, w sont des fonctions
linéaires

u ="= a^ x -+- a^y -h 03,

p •=. b^x ~\- b^y •4- ^3,

• ( r=Ci^ •+- ̂ j -i-Cg,

on obtient l 'équation

^ 3 \ y MiÈirL^̂ ^zl̂ zî  :̂  o.
( ï / JU ( ̂ 2 — es; ) /^ — ( ̂ i —- Ci ) y 4- ^i Ça -— /^ Ci

On voit que tous les coefficients de l'équation rendue entière par rap-
port a/? et q sont des fonctions linéaires de x etj. On peut remplacer
l'équation (i3) par une autre qui permet de reconnaître plus facile-
ment les équations dont une intégrale complète est de la forme

(^ — uY{^ — ^(^--w^^const.

La forme de l'équation (ï3) montre que ces équations pourront être
représentées par

( i \ û^ ̂  t À2 •r ~3^'^'li ) l3 ( ̂ r "t. ̂ 2 •y "t^3) + îtill̂ ^^^^ — o,(, ̂  ) « ̂  ̂ ^ .̂̂ .̂ --. .+. ̂  ̂  ̂ ^^ ^p—^,q-{~^

où les exposants a, ?, y ou plutôt leurs rapports sont mis en évidence.
Mais les constantes À, p, v, p doivent satisfaire à certaines conditions
que nous allons ., chercher, en identifiant cette dernière équation
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avec (i3).. On aura

-. ^i — d == Ai, ^2 — Ça = 7a, ^ -- C;î =- 7.3,

Ci ~ Oi == fXi, Ça —— ^2 = ̂ 2» <^3 —— <^3 ̂  ^-3,

^i—^.i^Vl, a^—^^^a» 03—^3"=^,

^iCâ—-Ô2Ci=:pi,

Ci ̂ 2— CaOï^pa,

ai^—<22&i==p3.

H faut trouver les conditions que doivent remplir 'X, [j-, ... pour
que ces douze équations soient satisfaites par des valeurs convenables
des neuf quantités a, h, c.

Le premier groupe de condi t ions montre que l'on doit avoir

^l -h [li -i- ^i = 0,

( [5) • • }.^^+^:^o,
^3+^+^Î^O.

On vérifie immédiatement que, en vertu de ces relations, les trois ex-
pressions

^ - i ^ â — ^ i p a ? ^2-~ ?4^ À i ^ a — ^.i}.2

sont identiques; nous désignerons par D leur va leur commune.
Tirons des premières équations

b^ -=: a^ — 1/1, b^'=. a^ — -y à?
Ci = ̂  + ̂ .i, €2 ::= rt^ -"1- l^

et substituons dans les trois dernières. On aura

P-ï ^â— ^i ^& + ̂ i (^2 + ̂ â) — ^2(^1 "4-1- Vi ) =•: pi,

—ai^-t" ^2^1== pa,

— — 0 1 ^ 2 ' ^ ^2^1 ^P'-i?

et en ajoutant ces trois équations

(J6) p^+p^p^ 0.

Les conditions (ï5) et (16) sont d'ailleurs suffisantes, comme on le
voit en calculant a, b, c. On trouvera sans difficulté, en tenant compte
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des équations de condition

a — P^^~P3^ „ -̂ . p2^—p^2^ — g — — — — , <^_————^————,

h —— P3^""?^! /, __ P3^2——P^2^__————^————, ^__————^—————,

,. __ Pl^l——^l . _ _ P l P - 2 — — p 2 ^ 2c, _ ——^——-, ^- ——g—— .

Quant à a.^ 63, c^, on voit que 03 peut être pris arbitrairement; on peut
par exemple le supposer nul, et déterminer £3 et ^3 par les relations
Ay=-= — v;p €3== [Xg. Cette indétermination tient à ce qu'il est indiffé-
rent dans la question de remplacer z par z -+• const.

Équations admettant une intégrale du premier degré.

16. Ecrivons maintenant l 'équation canonique avec de petites lettres
pq == ap -h b,

et cherchons à déterminer les fonctions a et b de façon que cette équa-
tion admette l'intégrale du premier degré

cx.p 4- (3 q -+- y const.,

a, p, y étant des fonctions de x et y. Si l'on suppose que l'on fasse
passer tous les termes de l'équation donnée dans le premier membre,
et si l'on désigne par/et cp les deux premiers membres des équations
précédentes, on sait que l'on doit avoir, pour toutes les valeurs qui
satisfont à la première équation,

àf àcû àf àcf àf à(f àf à^ _
àp àx àx àp ôq ày àf àq """" ?

ce qui donne ici
, , / àa ^(3 ày\ ( àa àb\
{q — a) p— •4" q — 4- —• 4- a ( p — 4- —/ \~ àx ' àx à x ) \1 àx àx /

( àcc f)(3 ày\ p, f àa àb\^•' p ( p—— 4-(7-L ^ f \ ̂ ^ l p—— -4-— =0.1 V ày / ày ày ) • y ày ày/

Si l'on remplace dans cette équation q par la valeur a ~t- -^ l'équa-
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don obtenue devra être identiquement nulle en x , y , p . Or le terme en
cr donne un terme en -^ qui ne peut se réduire avec aucun autre; on

aura donc y1 •==- o. On aura de même ̂  == o, en égalant à zéro le coeffi-àx ôy v

cient du terme en p2. En opérant un changement de variables tel que

^=:^), y^g(y),
on peut supposer que les fonctions a et p, si aucune d'elles n'est nul le ,
ont été ramenées à être Punité. La condition précédente se réduit à

b ày àb àb f àa à a ày\
^ f 4- . „ 4-. . ~^-p[ y" -h -Y- 4- ",'- =0;
p àx àx ôy \ôx à y à y )

donc
ày àb àb àa à a ày
—'- =r= 0, -r- -h "T- ==0, —— -I- —— 4- —— .= 0,ox ox oy àx <)y ()y

ce qui donne
y =Y, b .=/(./ " x^ a = ç(j - x) - Y,

Y étant une fonction dej. Nous avons vu déjà qu/un. changement de
fonction permet de faire abstraction de la fonction Y dans a. D'ailleurs,
si on la conserve, l'équation devra admettre l'intégrale

p 4- q -+- Y ;=: con si-

Remplaçant q par sa valeur dans l'équation proposée, on a

^2+ [y(y - x ) — C]p +-/(y — ̂ )= ô,

et l'on obtient ainsi
p

dz = -î ( dx -+- dy ) -h {îp ( y — .'r ) ( dy — c/.r; ) qz \/( 9 — C )(2 — 47 ( dy — dx ) — Y dy.

Le second membre est visiblement une difrérentielle exacte, et l'on
aura ainsi une intégrale complète.

Parmi les changements de variables qu'on peut faire subir à l'équa-
tion

w •••"- <p{y ~ ̂ )p ' - f ( y • - • • " ^)"= o,
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on peut remarquer le suivant : x' = ^,y== ey, qui transforme l'équa-
tion en celle-ci

PV-^(^)-,-7/(i«^)=o,
que l'on peut aussi écrire

pV_- t^f^;^^_-L,Ff4)=o.
X ' \X' f r X 1 " \^ /

Si l'on suppose P==o, on verra que a estime fonction de x que nous
pouvons regarder comme étant réduite à l'unité. On trouvera alors

, y = Y , 6=Yi, a = - x Y ' ,

en négligeant dans a une fonction de y adclitive. On saura donc trouver
une intégrale du premier degré pour l'équation

M=^/(.r)p+?(y)-
L'hypothèse a == o donne y = Y, b === X, a --= X^ — Y, et, comme on

peut négliger la fonction Y dans a, l 'équation ne contient plus y et
admet l ' in tégra le évidente q ==- const.

Recherche de quelques intégrales du second degré.

17. Considérons une intégrale de la forme

ap2 4- (3 "y2 + y p "+- S q + e == const.,

a, [j, . . . , £ étant des fonctions de x et y. Il est inu t i l e de mettre un
terme en pq; car, en se servant de l 'équation proposée, ce terme ne
ferait que modifier ceux du premier degré. La condition déjà employée
donne ici

/ / . / « rfa , ()& ây ()8 (k \ , J àa. àb \V^a)^^^^^^?^^^^^)^^
Ç Ï 7 )

^ ,-^^^,^^^.^.-^+^
!„ / V ày ' àf Â ày j ày à y ) r / 'V ày ày ]

En remplaçant q par a + ""̂  et égalant à zéro les coefficients de /^
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et ^? on trouve encore r == o, —c == o, et l'on peut supposer que
a == T , [3 == i, si aucune d'elles n'est nulle. On trouve alors des équa-
t ions simultanées en nombre égal à celui des fonctions à déterminer;
mais la recherche des intégrales paraît difficile dans le cas général.

Si l'on particularise l'intégrale en supposant que quelques-uns des
coefficients a, ?, . . . sont nuls, on peut remarquer que l 'hypothèse
•y == o, a et ? étant supposés différents de zéro, conduit à des équat ions
appartenant à la catégorie des géodésiques. Car, ayant fai t a == i, ? == r ,
i l n'y a qu'un seul terme en p2 qui donne la condition —K === o. a étant
une fonction dej, nous savons que l'équation proposée peut être ré-
dui te à p(f == b.

Cherchons s'il peut exister des intégrales de la forme

a/?2 -{- y p +• £ == const.

La condit ion (17) donne

b ( , av. ày àe \ , , / àa i)h \
? [p ̂  '̂ ^ -+- à x ) + (2^ + ̂  (/ ̂  + ̂ }

/ « àcx. ày àe \-h p p2 .- + /? ".'- -h- -r- = o.\ à y à y à y }

Les coefficients des terines en •I- et en p3 donnent •^•Ê" = o, ̂  ="= o.
p £ ox ày

On peut par un changement de variables ramener la fonction a à être
l 'unité, mais non la fonction & == Y. En égalant à zéro dans l 'équation
précédente les difïerentes puissances de p , on aura

, ày àbb'à^^^o9

y^+^,,.Y^O,• àx à^
àa ày

3 —— -+- -z == 0.àx ày

La première équation donne y6==Y^ en désignant par Y^ une nou-
velle fonction dey. En remplaçant y par sa valeur, on obtient les deux
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équations
àb

àa_ __ î ~ à x y
àx~ Yi Yi'

Y ^
àa ̂  Y, ^ ï 1^
<te 2 /^ 2 ô2

En él iminant ^•> on aura, pour déterminer la fonction b, l 'équation
(.J 00

^,-Y.f^-^.Y! .̂:z? dy 1 ^ i

Les équations des caractéristiques

dx dy db

^-V.-Y;»_4,.
1 .î .t î

permet ten t de trouver deux intégrales sous forme finie. Les deuK
derniers rapports donnen t entre b et y une équation deBernouIli dont
' intégrale est

Y^&2: 4 Y 4- C

Les deux premiers rapports, quand on remplace b par sa valeur en j,
donnent la, quadrature ! •1

//,..„ 4.Y,rfrJ.y = ^^.^..jL-^ .

(^.Y+Cr

On pourra donc, pour des fonctions déterminées Y et Y < , trouver l 'in-
tégrale générale de l 'équation aux dérivées partielles qui donne b.

Si l 'on suppose que Yi est la dérivée de Y, les intégrales seront
Y^ a

y = ____^^,, ,y + (̂  + —————————^ := 0,
4 1 ~hL (4Y4-C) 2

et la fonction b sera définie par l'équation

^.b ^fT^ ,,A^+^=1<^^4,I^

^nî. A* r.y?c. Normale. 3e Série. Tome Ï X * — DÉCEMBRti 189^ • 40
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18. On peut se proposer de trouver les intégrales de la forme

(Sç2-^ <5<7 -+• s = const.

Si l'on remplace g par a-4- —? on voit que cela revient à t rouver les
intégrales de la forme

a y^- .L -+. g 3= const.
P" P

L'équation (17) où l'on a éliminé q donne

È.f± àa

p \ p2 àx
i ()y
p à.y

^^(^.^l^ àa
àx+ Pàx, .P6 P '

( i àa. i ày
!„ »J ___ ____ _^1_ __ __1__

p2 dj /.» ày

àb^
ôx ^

El}
ày)

Le terme du premier degré en p et celui qui est indépendant de/?
donnent -/ == o, —£ == o. On peut, par un. changement de variables.,
supposer y : ï . Soit alors e === 'X. On aura en outre les condit ions

àa àb
\ «».——— ———— f^ Q^ ————, • o,à.T à.T

àa àb2 a =0,' àx àx

6X'-^+dot

oœ ày : 0.

b2

La première donne a == ̂  'T désignant la dérivée d 'une fonction Y
dey. En substituant cette valeur de a, on obtient les deux équat ions

bX'-

b'1 àa àb _
Y72 àï^Jx^0'

o / M
àa 3 àr ïb^T
, 9.b^àa ày
j^ ^—f-rr Y,', : o,

àaL'éliminatioîi de -r-; donne pour déterminer b l 'équation

à̂x
àb
ày

y78 •4y6 3
^Y^—'aX^/A
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Les équations des caractéristiques
dx dy db
T5 =: 4Y7!5 = ̂ .Y^—s^VY^

ne permettent pas en général de trouver d'intégrales. Mais, si l'on
suppose que X'=o, c'est-à-dire que l'on cherche des intégrales de la
forme a 4- Z. = const., les deux derniers rapports donnent Fintérralep2 p
h = C'Y', et les deux premiers l'intégrale

ZIC^+CQ^Y.

La fonction b satisfera donc à l 'équation

YY'3 ^rfT\^ .^_i.^.

Cas où les termes du second degré forment un carré parfait.

19. Nous avons vu que la réduction effectuée sur l'équation générale
supposait b2 — cic différent de zéro. Lorsque b2 — ac ===• o, l 'équation
peut s'écrire

(cip •J^i bcfy2- 4- idp -4- 2é^7 -+"/= o.

Faisons un changement de variables X=î^(o?,y) , Y ==W(œ,y),
ce qui donne

,.<NÏ /.6W

^- P ^ 4 - Q ^ 9 '
T. ̂  n àW^P^^-Q^-

On peut faire en sorte que les nouveaux termes du second degré ne
contiennent plus que le carré de P, en prenant pour W une solution de
l'équation
' ^ àW ,W^ 4^ ^—- =:o.

àx ày

On pourra ensuite faire disparaître le terme en. P, en prenant pour/^
une solution de l'équation

,à^ rN>d— ^.e— ==o.
àx ôy
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L'équation prend alors la terme réduite
p 2 _ ^ Q _^^o .

On voit maintenant qu'un changement de fonct ion ne permet plus
de simplifier cette équation. Mais, si l 'on suppose qu'avant d 'effectuer
le changement de variables on ait posé z = Z -4- T, où T est une solu-
tion particulière de l'équation proposée, on fera disparaître le terme
indépendant des dérivées partielles, et les changements de variables
ne le feront pas apparaître. Il est donc possible de réduire l ' équat ion
générale à la forme P2 — XQ == o.

On ne peut plus regarder cette équat ion comme canonique. La fonc-
tion A dépendra de la solution part iculière qu'on a choisie pour faire
disparaître le dernier terme; le changement de variables, qui fait in-
tervenir les termes du premier degré, dépendra lui-même du choix de
l'intégrale particulière, et comme on se trouve dans l ' impossibi l i té
d'avoir l'expression explicite des intégrales d 'une équation aux dérivées
partielles, les équations qui se déduisent d'une équation donnée,
même très simple, de la forme p1 — \q = o, pourront avoir la mémo
forme avec des valeurs de X tout à fait différentes.

Nous pouvons nous rendre compte de ce fait, en prenant une équa-
t ion déterminée de la forme p^ — \({ == o et en cherchant les trans-
formées de la même forme qu'on peut en déduire par un changement
de variables et de fonction* Posons z === ^ +• t, t sa t is fa isant à l'équa-
tion

àt2 , (H
^~A^=o,

on aura, en supprimant les indices des nouvelles dérivées partielles,
l'équation

, àt >7^+2^-À</=o.

Paisons maintenant le changement de variables ^=ç(<r ,y) ,
y\ = ̂ (oc, j). Si l'on veut que l 'équation conserve la même forme, il
faut évidemment que Ç^ soit nul , ou que ^ soit une fonction Y dej.
Il faudra ensuite
( 18 ) àt ào , <)(û

2 1 i » ._ ,̂ -,-,— -,— — ^ o— — Q
(SX f/;y ()y
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pour que le terme en p ^ de la nouvelle équation disparaisse. Moyennant
ces condi t ions, l 'équation sera

, W
P^-^^=^

à^

mais on voit que la fonction ç dépend de l'intégration de l'équation
(;r8), où figure -j- dont on n'a pas l'expression explicite.

Nous nous bornerons à chercher toutes les équations de la forme
p2 — Ày ===o, qui peuvent être ramenées, par un changement des va-
riables et de la fonction, à l 'équation à coefficients constants?2 — q==o.

20. L'équation p1 — q = o admet évidemment l'intégrale

z=Ç.x^Vy.

Si l'on fai t un changement de variables et de fonction, l 'équation
transformée admettra toujours une intégrale de la même forme par
rapport à la constante C

( 19 ) z •=. u -4- G v "+- C2 a " ,

et réciproquement, comme on peut toujours ramener cette seconde
intégrale à la première, on voit que toute équation qui admet une
intégrale de la forme (19) pourra être transformée, par un changement
de variables et de fonction, en l ' équat ion/ r—q = o.

Pour résoudre la question, nous allons former l'équation aux dé-
rivées partielles qui correspond à l'équation (19) et chercher directe-
ment ce que doivent être les fonctions u, P, w, pour que cette équation
a i t la forme p2 — \q = o.

On forme facilement l 'équation aux dérivées partielles en question,
qui résulte de l'élimination de G entre les deux premières dérivées de
l 'équation (19). Elle est

/ àw àw au àw ait à^v V
V Jx """" p àf ~^ Jx Jy " Jy Jx )

_ / <^ <)w àv àw\ ( ô^ àv an à^ _ < f̂ à^\
= V^? J^ ~^ ày 'Jx)^ àx'"'^^y4"' lïx'ày'^ ày à x ) '
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Pour qu'elle ait la former2 — "Xy == o, il faut d'abord que (-^- == o,
ou w == Y. L'équation précédente se réduit à

.,., , f àv à^ ^,ôu\ à^ ^.ài^ àv fou à^ au àv\\f/:)2 -J^( — -ç~ — 9 . Y — ) p— —— q •+- J 1 ——, — — — — — . — — = : o,.
\à.r à y àx j ox' ox^ àx \ôx à y €)y ox )

On aura donc, pour déterminer les fonctions u et ç\ les deux équa-
tions

ou _ i àv (){' au / ^p \ 2 _ au àv à^ y, /()u\^
àx aY' àx ày ày \à3cj àx- àx ày \ôx )

La seconde équation donne, en tenant compte de la première,

<)u__ _ /^y
ày^- (,T\ày) '

Eliminant la fonction a, et désignant pour un instant par^, q, r, s, l
les dérivées partielles de la fonction v, on aura pour déterminer p, après
suppression de la solution p == o, qui ne donne aucun résultat, l'équa-
tion du second ordre

Y^.-Y^/r^o,

qui donne y==X'Y', X étant une, fonction arbitraire de ,x, et par suite

^:=XY+X,i.
L'équation est donc

/ , , (X'Y-hX//)2
(-20) /^—————^——————————————y-7—————————^^O.

On aura^ au moyen des relations
0 1 1 _ /Y^ -4- Y' "i _ 1 Y 2 Y'-.— — — (A . 1 "-t-" A.,)^ -..— — /.A. 1 y
oa: 2 à y

ce qui, donne, à une constante près,

a ==-|:X8 Y-+4/XX,^.

Connaissant les valeurs.de a, ç^ w en fonction de«r etj, nous voyons
que les changements de fonction et de variables définis par les for-
mules suivantes

^^^i+iX^-hi/XX^^, , ^=:XY-hXi, y^Y
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changent l'intégrale (19) en ^ == Cx^ 4- Cajr L'équation (20) est
celle que nous voulions obtenir. Elle se transforme, au moyen des for-
mules précédentes, en l'équation p\ — q^ = o.

21. Proposons-nous d'étudier de la même façon les équations aux
dérivées partielles qui admettent une intégrale de la forme

^ _ u -t- Cv
Ui -+- G Vi

C étant une constante arbitraire, et u, Ç7, u^ (^ des fonct ions de x et y.
En faisant C = o et C ==oo, on voit que -"" et "̂  doivent être deux solu-

^ ^1 ( t!

f ions particulières.
Désignons actuellement par u et v ces deux solutions, et par Ô une

fonction quelconque de x et y. On pourra écrire l 'intégrale sous cette
forme

_ Qu^rCv
z "-" 0+c

En él iminant C entre, les deux équations qui. fournissent les dérivées
du premier ordre, on trouve l'équation aux dérivées partielles sui-
vante

,/ àQ à9\2 ,. ^ ,,,^^^.v)^p ^q^ + I ) ^+E</+^ ==0,

où l'on a posé
§ ) - = : / _ \ôl 1'̂  à(u+-v) àQ à(u^ ^)1

^y L^J ^x ^x ày \
Q à(u—^) f^ à(u—v) _ d0 ^ ( ^—^)1

^y L ̂ y àx à je à y J '
,, , .àQ r àQ à ( u •+- v) àÔ à ( u •+- c ) 1
jlr rrr ( u — ^ ) -;— | —— ———r——— — -r— ———r———

àx \ àx ày ay àx \

F Èi^Zlll F' àe. (l^Lz^ _ ̂  ^LiL t̂
.̂y |̂  <)̂  à y ày àx J '

„ , . / r ) 9 àv àO à v \ { à 0 au àQ àu\j^' —» / •* ^_ tî 1 1 .̂ „„„„„„„„ ,„„ ̂  ,_.! «,,.̂ .̂ ^.,__,^^, 1 1 ^__,,_ _____ __ _^_ _ _ ,„,._. i
^ • / \̂ ^ ^y (?y <)<z1/ \àJ/ àx àx à y )

/9 f0!^ ̂  ̂ àu ^-^ r^ à(u—^) _ ̂  ̂ î ril̂ l
\^ 'à y à y à x ) \_ày à^c àx à y J
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Cherchons ce que doivent être les fonctions u, v, w pour que l'équa-
tion prenne la former2 — ̂  == o. On voit d'abord que 6 doit être une
fonction de y que nous désignerons par Y. L'équation devient

r A(u.^v\ ^ à ( u — ^ ) à{u—^)~\-(a-^Y^+^^^yA^^Y^^
r () (u ̂  (.) y- ^ ̂  r) {u — iQ (au àv àti àv \ _

-Y[—^--J ^-(^• /-^Y/^^^Y—^— [^ày^Ty^]-0'

On aura donc, pour déterminer u et 9, les deux équations

(^^TÎ^i^^+Y^^^' / àx àx ày

au à^ à{u-v) ((U (^ au à^\_
( « "- ̂  ̂  ̂  ̂  - y —————J,————— ̂  ̂  ̂  Qy ^.) - °"

Introduisons, au lieu de u et v, les deux fonctions a — ^ = a ,
a + y == p, et remarquons que l'on a identiquement

au àv à^ au _ i [à(u-^j^ àj^^_^ _ ô{u 4"ĵ ) ^(/J_ZL!1?.
^ ^y """ dï ^w" "i [ ^ " < ^ y ^^ .̂y

a et ? seront alors déterminés par les deux équations

,„.-, <)6 -,, <)a ^a
Y^a-1- -+- Y-Y-- -v- == o,àx àx ôy

(à^ à^\ ^à^ /da JR ^ ̂  ^a\ _
ï a \<^ ~ ̂ i; ^ \^ ày " àx à y ) """"" /

qui donnent
àa àa. à^

<3(3_ Y Jx ày ^ ^^ ïY^^ l I ^^_._^_^_, ^_ . ̂ ^ ^ , ^ . y a .

Éliminant la fonction p et désignant par p , q, r, s, t les dérivées
partielles de la fonction, a, cette fonction devra satisfaire à l'équation

. T î Y , ï Y' YY^-T2
(^) ^.^^^^^q^.^ Y^^—Y^—^y^ 0 ^
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en supprimant la solution p == o, qui donnerait pour a et (î et, par
suite, pour u et y de simples fonctions de y, en sorte que z ne con-
tiendrait pas «r.

Pour intégrer l'équation (21), commençons par un cas particulier,
la fonction Y étant déterminée de façon à faire disparaître le terme
en a<y. Il suffira de prendre ' Y = e y ; l 'équation à intégrer se réduit
alors à

( aa) ^-f- a2— 2a^=o.

La méthode des caractéristiques, appliquée à cette équat ion, fourn i t
faci lement l'intégrale intenïjtédiaire

^—a^Xa,

X étant une fonction arbitraire de oo. Cette dernière équation s'intègre
i n i m é d i a t e m e n t par des quadratures. En l'écrivant

on obtient Fintéffra le

a --= -^(^'-^ + (T-^^— 2 ),

ou X.i désigne une nouvelle fonction arbitraire de x. Ainsi, dans le cas
particulier examiné, l 'équation que nous cherchions est

w
, \àx)

pï "+- --——— q •= o,

a étant défini par l'expression précédente.
On remarquera ensuite que si dans l'équation (21) on fait le chan-

gement de variables x, = où, y ^ = logY, on obtient pour transformée
Ann. de l ' É c . Normale. 3® Série. Tome ÏX . — DECEMBRE 189^. 47
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l 'équation
^4.. ̂  _ 3^ ̂  o,

q u i est précisément l ' équa t ion (22). 1.'intégrale cherchée est donc

^^x(Y^+^-^---^==^e-^(Y^.~.)^

Si. l'on pose <?x l— U, on aura

a=i^(YU-,r.

I l en résulte

A y » Y |î „ ,

^ - ̂  -y^T- [(U^-h x uinv + xu7- ux/],

( S cm
f^Y

Ï ^ ^ r / î /^âX/+X.[J llj\,. X I Î ' — Ï I X ^ V,, ——..-. :::-:: , -._.»..,,..,..̂ ..,,..,..̂ _̂  ^ ̂  „ . „ , , , . . , \ .
s \ alJ^X'5' îdJ^X^ ./

Sî nous coïîiparoris cette expression, où [J, X. sont des (onc t ions ar-
bitraires de x eî, Y urie fonc t ion arbitraire de y, avec cel le «o i a élé
obtenue dans le ruiméro précédent ^I—.-^2, nous voyons q u ' i l n\
a a u c u n e d i f fé rence entre elles.

On peut s'en rendre compte a priori. On remarque qu 'un cliao^e-
nient de f o n c l i o n et de variables ne change pas la, (orme sous l a q u e l l e
entre la constante dans les in tégra les

(33) u -\- ( J t '
a .4- (;(? 3

( ^ 4 ) ' 1 ^:= u+ C^+"Ca lF.

Si une équat ion telle que p1 - \q == o admet l ' une ou l 'autre de ces
deux intégrales, elle admettra une intégrale de même forme, après
qu'on lu i aura fai t subir un changement quelconque de fonction et de
variables^et, en particulier/après un changement ' tel qu'elle reprenne
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la forme/?2 — [xy == o. Pour just if ier l ' ident i té des résultats précédents,
i l su f f i t , donc de montrer que l ' équat ion par t icu l iè re p ^ — q ^ o , qu i
admet , comme nous l'avons vu, une intégrale de la forme (24), admet
aussi une intégrale de la forme (23). Remarquons m a i n t e n a n t que, par
un changement de fonction, on peut toujours faire disparaitre la con-
stante du numérateur de l'expression (23); or, si dans la fraction

.̂̂  o^ fa^ ^ ̂  _ /^ ̂  ̂  ̂  ^ ̂  ̂  ̂  trouve ef fec t ivement une

intégrale avec une constante arbitraire de l ' équa t ion /? 2 — q -^= o.

Intégrales du premier degré.

22. Clierchons s'il est possible de déterminer la fonction A de façon
que l 'équat ion/? 2 — À y = o admette une intégrale de la forme

ap -4- P<7 == consi.,

a ci ^ étant des fonctions convenablement choisies de x et y . La con-
d i t i o n déjà employée plusieurs fois donne ici,

/ ôff. <)|3\ (Th ,/ ày. à^\ ^ (ï).
îî p p .-- 4- <7 •y1-- M- aq — — À [ p —• 4- q -J- -h ,6<7 — == o,/ \' àx / àx ) i àx y à y ày ! à y

pî
ou, en remplaçan t () par7.-?

- à^ ( <)a à^ a à\ (3 ^À\ , a <}p ,
— A — — 7 > + St-r- — — -+- ^ •Y--h--Y- J^^ y ^-/5•lî=:o.oy \ àx à y À àx A ày ) A ,̂2'

L'équation devant être maintenant identique en p , on a u r a , — = = = o ,

• == o; a é tant une fonction, de <r, et ? une fonction de y, on peut les
supposer réduites toutes deux à l 'uni té , si aucune d'elles n'est supposée
nulle , par un changement de variables tel que x ' -==- rf(.r), y'== (?(y),
qui, ne change pas la forme de l 'équation proposée. Dans ces conditions,
la nouvelle fonction À doit satisfaire à l'équation — 4- — == o, et l'on
aura X == F (y — ^).
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Il serait intéressant d 'obtenir les équations qui admettent une in té -
grale du premier degré de la forme

y.p -+• (3/7 -+- y •== const.

La forme du premier membre n'étant pas altérée par un changement
de fonction et de variables, les équat ions do la forme p2 — "Xy == o qui
jouissent de cette propriété seraient toutes des transformées de l 'nn 'e
d'elles; mais la question conduit à une équation aux dérivées par-
tielles du second ordre qui ne semble pas pouvoir s'intégrer. La con-
dit ion à remplir est alors

- ày ( <h -, à^\ ( ôy. à3 y. ()}. 6 ()7.\ ^ '>. <)3 ,— À -^ -+- 2 - /- — 7 — p + a — — ~1- + ^ -y- -!- L ",~ p2 -i- .- , ) - f^ ..=:„ o.
oy \ àx ôy ] 1 \ ô.t; ày A ().K: /. ôy î l À à.ï'

11 faut donc que l'on ait (— === o, —^ = o. La fonction ^ peut encore
être réduite à l 'unité par un changement de variables, mais non la
fonction y que nous désignerons par X. Les deux fonctions a et À sont
alors déterminées par les deux équa t ions

• ! ^ ,.̂  . <)aa X ^ — À •1— -=0,r̂
ày. a à\ r <)Â

0 __...̂  —L-. — ^,__ ^L- ,-., -.-.__ —— (\•fit \ \ ^ «» ^ 1 \ "~""" — "à.r A ôx À à y

Substituant, dans la seconde équat ion, la valeur de A tirée de la pre-
mière, on obtient, en désignant par p, q, r, s, t les dérivées part ie l les
de la fonction a, l 'équation

X'f, 4» y^s.— ^pq _ ^ ̂  ̂  ̂ ^
A

La nature de la fonction X n'apporte pas de d i f f icu l té à l ' intégration;
car si l'on fait, dans l'équation précédente, le changement de fonction
et de variables défini parles relations

^=:X, , Ji=J, z^:a\',
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l 'équation se transforme en celle-ci

( ^5 ) £i •+- ̂  .s-i — 2 pi Ci = o.

On trouve faci lement les intégrales de cette équation qui sont la somme
ou le produit d 'une fonction de ̂  par une fonction de y^. Mais on voi t
a isément que, dans ces deux cas, la valeur de la fonction À est le pro-
dui t d'une fonction de oc^ par une fonction de y,. Les équations cor-
respondantes ont alors la forme

p2 q

L/«12 ?0')~ '

qui dérivent d 'une façon évidente d'une équat ion de même forme a
coeff ic ients constants.

11 en résulte que l 'équation p2 — q = o a une intégrale du premier
degré, et c'est d'ailleurs ce qui, résultait de la recherche de l'intégrale
quand y = = = o ; nous avons trouvé pour \ une fonction de y — x qui
peut, comme cas particulier, se réduire à l 'unité. Toutes les équations
étudiées dans les deux numéros précédents et qui sont les transformées
de//2 -- q === o admettront donc aussi des intégrales du premier degré;
on peut constater, en effet, qu'elles correspondent à une intégrale par-
hculière de l 'équation aux dérivées partielles (asô).

Faisons dans cette équation ^ == -~; elle se transforme en celle-cizî

Les équations des caractéristiques mettent en évidence une combi-
naison intégrable, et l'on en conclut la solution

Z^f(x)— ————7^2 ^ v / 3 ̂  4- (;

où f{x) est une fonction quelconque de x, et C une constante arbi-
traire. La fonction oc == — sera alors

9, ST -+- C
a-~ :X /[(2^^c)/(.z t)-y]"
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La fonction A, qui est le quotient de 2X/ p a r — , aura la tonne

^X,y +• X.)2. Si. l'on rétablit le changement de variable /= <j(j) qui
a permis de supposer ^ = i dans Pinlégrale y,p •+• [Jy •+- 7 == const., on
retombera sur la forme générale trouvée pour A, quand l'équation se
ramène à une autre de même forme à. coefficients constants.


